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CRONOGRAMA TEORIA

CONTEUDO DATA [2°] PROFESSOR

Modelagem em engenharia e Mecdnica dos Sélidos
~ . . 17/2 Rafael
Introdu¢dio ao Método dos Elementos Finitos

EIem.en'ros fini'r.os 1D y estdtico . 02/3 Rafael
Ensaios experimentais e modelos de material

Elementos finitos 1D - dindmico 09/3 Marecilio
Elementos Finitos de viga - estdtico 16/3 Marcilio
Elementos Finitos de viga - dindmico 23/3 Marcilio

Elementos Finitos de viga - andlise modal 30/3 Marcilio

Ensaio experimental: vibragcdes em viga 13/4 Rafael

Elementos finitos isoparamétricos — Integracdo numérica Larissa
Elementos finitos isoparamétricos — din@mico Larissa

Ensaio experimental: vibragdes em placa Rafael
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POLIIs =

SOLUCAO ISOPARAMETRICA

*O maior avango na implementacdo do MEF foi o desenvolvimento de um
elemento isoparamétrico com capacidades para modelar problemas com
geometrias de qualquer forma e tamanho.

*A ideia principal estd no mapeamento:

* O elemento da estrutura real é mapeado para um elemento imagindrio em um sistema de
coordenadas ideal;

* A solucdo para o problema de andlise de tensdo é fdcil e conhecida para o elemento de
imagindrio;
* Estas solugdes sdo mapeados de volta para o elemento da estrutura real;

* Todas as cargas e condi¢coes de contorno também sdo mapeadas a partir do real para o
elemento imagindrio nesta abordagem.



POLI

PORTANTO...

*A formulagdo isoparamétrica torna possivel
gerar elementos que ndo sejam retangulares e et
elementos curvos. A familia isoparamétrica inclui :.1,.1,'1/;

I
|
I
|
I
I
/
e
'/

elementos planos, sélidos, placas, cascas...

*E mais eficiente para ser implementada
computacionalmente.

*Hd& também elementos especiais para Mecanica
da Fratura.

(-1,-1,-1) (1,-1,-1)



POLI
INTERPOLACAO

Hd duas interpolagcdes importantes em EF

= Definicdo da locag¢do dos pontos dentro do elemento, em termos de seus valores nodais (interpolagdo
de geometria)

= Definicdo do deslocamento nos pontos dentro dos elementos, em termos de seus valores nodais
(interpolagdo de resultados)
Relagdo entre
deslocamentos/coordenadas em qualquer
ponto e deslocamentos/coordenadas nos

pontos nodais do elemento é obtida
diretamente através das

, através da utilizacdo de um
sistema de coordenadas natural.
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POLI %
PORQUE ISOPARAMETRICOS?

ISOPARAMETRICO = MESMOS PARAMETROS

*Ndo hd nenhuma razdo fundamental para que a interpolagdo seja a mesma para
geometria e resultados;

*Porém, para uma classe extremamente versdatil de elementos, deslocamentos e
Coordenadas sdo interpolados com as mesmas Fung¢ées de Forma.

u(x) = N(x)d

d: deslocamentos nodais
X: coordenadas nodais

(==

x = N(x)x

===
NV
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Q Q Q

S—r

N>N N=N N<N

subparamétrico isoparamétrico superparamétrico

©  Ponto utilizado para aproximar geometria

Ponto utilizado para aproximar deslocamento




POLIS e
DILEMA

A maior razdo do MEF fazer sucesso na

k)

a>>b
Ll y L3 ofjeo ! pe——t ’4 i
engenharia é a possibilidade d emodelar ’ oy 8 : :
L3 ‘ ]
geometrias complexas; Largs mpect rati !
Off.center node
Near-nangle
*Porém, elementos ddo resultados mais precisos
em geometrias regulares (tridingulos isésceles, ﬂ /\ <
q ud d ra d OS); Highly skewed T;J \ar quadrilateral Strongly curved sice
*O software sempre terd que minimizar uma
distor¢do quando cria a malhg;
*Importante entender como as fungdes de forma & —
(interpolacdo) sdo formuladas; :

Large arc angies Face ABCD Shell element ABCD

greatly warped

greatly warped
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CONDICOES

As fungGes de forma ou interpolagdo interpolam a varidvel em questéo (coordenada/
deslocamento) por meio de seus valores nos pontos nodais. Portanto, uma condicdo imediata
que as funcgoes de interpolacdo devem satisfazer é,

1 para X = X;
Ni(x)_{O para x=x; [ #j

As fungées de deslocamento devem garantir a existéncia de movimento de corpo rigido,

uE;Ni(x)ui =ﬁ;Ni(x) =1u .'.;Ni(x) =1

O produto da primeira derivada das fungées de interpolagdo deve ser integrdvel no intervalo

[x1, xj] do elemento para garantir que as constantes K;; da matriz de rigidez possam ser

obtidas da integragdio do produto das fungdes dN;/dx e dN;/dx.
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MAPEAMENTO ISOPARAMETRICO 1D

X L
}—> Xq,Uq Xy Uy

r: sistema natural de coordenadas,

r ‘ independente do comprimento
fisico L da barra.
r=-1 r=1
2
. u(x)=Nd=> Nu
1
1=1
1 N. = 1 1 Para calcular v em um ponto
- =—\1-T
N, (1+ I’) : ( ) qualquer da barra, substitui-se a
coordenada r do ponto em V.
N = [Nl Nz]

: fungdes de interpolagcdo ou fungdes de forma



POLIIs =

9

 ELEMENTO DE 3 NOS (QUADRATICO)

X
}—» X1,Ug - X3,U3

X
v
-

—
r=-1 r=1
| AR
N :r(r_l) N =r(1+r) N, = (1—r?)
2 2
1 1
N, = Ny =5 N N, = Nogsy =5 N
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9

MAPEAMENTO ISOPARAMETRICO 1D

___':___, X X3 X X
@ Q @ - 2 @ >
s F T —
\1—J1——|
Coordenadas locais Mapeamc’ento
(isoparameétrico) isoparametrico
__r@-r) 3
N (r)=-——— x:iZ:;Ni(r)xi
r(l+r)
N,(r)=——+
(=" rd-r)  r(l+r)

N,(r)=1-r? 2 2
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Dado um ponto nas coordenadas isoparamétricas, posso obter o
correspondente ponto tragcado nas coordenadas globais usando o
equacdo isoparamétrica de mapeamento.

x=—@xl+r(17+r)x2 +(1—r2)x3

r=-1->Xx=x
r=0—-x=Xx,
r=1-x=x,

Pergunta: 1 3 14
xem71r = (0.52 gt Q Q



EXEMPLO 01 — MAPEAMENTO

POLIIs =

®
*Ache o mapeamento x(7) para o elemento de 3 nés abaixo: T—vr
e )
4 - »
L=4
xz—r(lz_r)xl+r(1;r)x2+(1 rz)x3 X=2r+2 :> 3
X, =0,X, =4,X, =2 29
-1 0
~1/2 1 1
0 2
1/2 3 . I 0 T
4 -1 -0.5 o) 0.5 1



EXEMPLO 02 — MAPEAMENTO

o
X x.1=0 x3.=3 x.2=4
L=4 ["=-1
x=—r(1—_r)x1+r(lJrr)szr(l—rz)x3 4 - a
2 2
X, =0,X, =4,X, =3
TR EAET = 2 4 2r + 3| ) 34
2 -
-1 0
~1/2 1,75 1 -
0 3
1/2 3,75 ¢ 0

1 4 -1 -0.5 0] 0.5 1
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ACHO QUE TEMOS UM PROBLEMA.... A@\

NOs conhecemos 0 mapeamento... X= 23: N, (r)x
=1 . . . |
Porém, a matriz de rigidez e calculada como: There iS no
such thing as

K = L B'DB dV | | ._
a free lunch.
dN
Onde: B = d—X — Milton Friedman

Como computar a matriz B???



x(r)=—r’+2r+3

Invertendo... \ \

r=1—+/4—x

POLIpe

=%@—sz;ﬁ+@—dzf;ﬂ
Nz(x)=%(6—x—3x/E)

Nz(x):%(G—x—S\/E)
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FUNCAO DE FORMA MAPEADA X GLOBAL @,

1

0.8 N, . :%(6 —x—3\/ﬂ) ~/

0.6 Nz'g Z%(X — 3) /
0.4

0.2
N
2 /
O —\| T f 1
0 1 4./3 X 4
-0.2
0.4
0.6

-0.8
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RESOLVENDO O PROBLEMA! @,

Usando regra da cadeia
dN;(r) /dN,(r)(dr
dx dr Adx

/

Conhego dNi(r) , i

dr Conheco —?
dx
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anv.(r) _ av.(r) dar

ax ar dx

3
Eu conheco: x = > N, (r)x,
/=1

ar,
ax Portanto:

X, =

/

Jacobiano do mapeamento




dN;(r) dN;(r) dr
dx dr dx

U

dN,(r) 1 dN(r)
dx J dr

O que faz o Jacobiano?

dX = Jdr dr

Mapeia um elemento diferencial das coordenadas
isoparamétricas para coordenadas globais

POLIIs =

a
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| EXEMPLO: JACOBIANO @,

Exercicio: ache a matriz B para o elemento de 3 nés:

5| AN, dN, dN; Nl(r):_@
dx dx dx 2
_g{le dN, dNB} N, (r) = r(lz”)
J| dr dr dr

N,(r)=1-r"
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MATRIZ DE RIGIDEZ DO ELEMENTO

X2
K=f EAB'B dx

X1

ldx = Jdr

1
K=f EABTB] dr
-1

1. A integral de QUALQUER elemento nas coordenadas globais é agora uma integral de -1
to 1 nas coordenadas locais;

2. O jacobiano J entra na integral da matriz de rigidez e, geralmente, é uma fungdo de r. A
forma especifica de | é determinada pelos valores das coordenadas x, X, e X3 dos nds.
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EXEMPLO: MATRIZ DE RIGIDEZ

Exercicio: Ache a matriz de rigidez do elemento
unidimensional de 2 nos:

1 1
lez(l—r) szz(l—l—r)

1
K =f EABTB] dr
-1
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: Jacobiano relacionando o comprimento do elemento no sistema de
coordenadas global com o comprimento do elemento no sistema de coordenadas

natural:
joax_L
dr 2
N1=1(1—/’) 1
2wy B==[-1 1]
Ny, ==(1+r)

u _
Veja que: |&=Bd Zi[—l ]{ 1:| _ U, —4




POLIpe

ELEMENTO ISOPARAMETRICO 2D
ELEMENTO RETANGULAR PLANO
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PROPRIEDADES DAS FUNCDES DE FORMA @,

*As fungdes de forma N, N, ,N; e N, sdo bilinearesem 1 e s.

*Propriedade do delta de Kronecker
1 para X = X;

N"(T’S):{O para x=x; [ #j

*Completude
n

n
z N;(r,s) =1 Z N;(r,s)x; = x
i=1 i=1

n
Ni(r,s)y; =y z Ni(r,s)u; =u

n n
N;(r,s)v; =v
i=1 i=1 i=1



N, =a+br+cs+drs

1) a-b-c+d=0

(2) a+b-c-d=0 \
(3) a+b+c+d=0 45(-1, 1)

(4) a-b+c-d=1 |

1 -1 -1 17a] [o “\

1 1 -1 -1|b |0 1-(-1,-1) 25(1,-1)
1 1 1 1lc]| |0

1 -1 1 -1|d]| |1 . )

- N4=Z(1—r+s—rs)=z(1—r)(1+s)

a 1

b 1 1 Expressao geral:

c| 4|1 1

] B Ni(r,s):z(1+rri)(1+ssi)
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N, = %(1 + a)1+b)
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Valores nodais de deslocamento:

u1=2
u2=3
U3:4‘

U, = 2%(1—0)(1—0)+3%(1+O)(1—O)+4%(1+0)(1+0)+5%(1—0)(1+0) = 3.5
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POLIIs
CONTINUIDADE C°

Coordenadas nodais element O1:

N6, = (3,2)
Né, = (11,3)
Né; = (10,10)
Né, = (4,9)

ul - 2 o
U, = 3 .
Uz = 4 .
U, =5 . Coordenadas nodais element 02:
Ug = 1 " N(:)S = (01 _5)
Ug = 5 o2 NO6 = (9, —3)
- S 0 N6y = (113)

T —

10 T —— < _'/’ X V4

(3,2)
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COORDENADAS E DESLOCAMENTOS @,

ul [N, 0 N, 0 N, O N, O
v /0O N, O N, O N, 0 N,

pd
I
=
il
0
N4

=z
I
=\
+
=
=*
I
w

N\
~ b< hC oo< wC N< NC < |—\C

fJE<{:)<(3<‘<N><':<H><\

Z
I
=
_|_
-
=
+
w
N N—" N—"

e
=
I
—
a=a
_|_
w

x] [N, 0 N, 0 N, 0 N, 07|y,
= T
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ELEMENTOS RETANGULAR DE MAIS ALTA ORDEM@,

* Mais nés
* Ainda 2 graus de liberdade por né

* Mais alta ordem quer dizer mais alto grau de polindmio completo para
aproximagdo dos deslocamentos.

* Duas familias: Lagrangiana e Serendipity
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FLEMENTOS QUADRILATEROS QUADRATICOS @
Familia
Lagrangiana . '
de Elementos 2 / ‘

simétricamente — requer nds internos para no.
de nés >4.

Elementos
Serendipity I . .

Em geral, apenas nés de contorno — evita-se

nds internos.
Ndo é tdo preciso quanto os elementos lagrangeanos, porém

evita certos tipos de instabilidade.
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* Usa-se um procedimento que automaticamente satisfaz a propriedade Delta
de Kronecker para fungdes de forma.

* Considere o exemplo de 6 pontos, undimensional: a fungéio vale 1 em r; e vale 0 em
qualquer outro ponto.

FUNCOES DE FORMA LAGRANGIANAS

eI S S S

I3 _ro)(r:-; _G)(ra _"2)("3 —/‘4)(/‘3 —/‘5)
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FUNCOES DE FORMA LAGRANGIANAS @

Pode-se resolver para qualquer nUmero de pontos nodais em qualquer
posicdo.

L47(r) = (r=r)Xr=n).|r=r  Jr—r.).|(r-r,) -T1 (r-r,)

(rk _ro)(fk _’1)--°(rk _rk—l)(rk _fk+1)|-~-(fk _fm) =0 (rk —/‘,)

Ndo entram ..
Polinomio de

Lagrange de
ordem m
no né k

termos r-r /!
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CLARO QUE TAMBEM FUNCIONA....

Ache a fungdo de forma do né 4:

S sms) (1) 1
49 ;1 - (r) (s, —s,) ~(1+1) 2(S+)
s;=-1
s,=1

JV
] \
; N,(r,s)=H(r)V;(s)

1(1—r)(1+s)

HY(r)= (r-r) _(r-1) =1(1—r) N,(r,s)
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 EXEMPLO: FUNCAO DE FORMA LAGRANGEANA @,

Ache a fungdo de forma do né 16:

V3 ()= (=5, Ns =5 Ms =53,
. % ’ (S) (516 3 )(516 ERIE )(516 _512)

5 16 15n_""10
(r_rS)(r_r15)(r_r10)

Hfé)(r): (

e _rs)("16 _r15)(r16 _”10) Nig (”'S)ZHE)(r)Vl(ss)(S)
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TRANSICAO DO LINEAR PARA QUADRATICO @,

1 1
e - N1:Z(1—r)(1—s) -5
4 3 1 1

NZ:Z(1+r)(1—5) -5
; /v3=%(1+r)(1+s)
/v4:1(1—r)(1+s)
1 > 2 4
¢ * . NS:%(l—rZXI—s)
Se lembrarmos:
1 , 1
NC:Z(l—r)(l—s) "leNC_ENS



A~ — N S ~

)] ) 1)) 0 (7))

_ _ + + _
= =% = = -
< < < < w
_ + + _ _
i i i i —i

|t AT At A N
Il Il I Il Il




NI

| |
N2 =‘4-1'(1'i'(le—b)—':}:(]VS +Nﬁ)

1 1
N,= Z(l +a)l+ b)—E(N(, +N,)

N, = i—(l—a)(l +5)== (N, +Ny)
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POLIIs =
SERENDIPITY

Definicao do dicionario americano Oxford para

\

Horace Walpole ( 1717-1797) inventou a palavra 'serendipity
depois de ler o conto " ". Uma
historia persa antiga sobre 3 principes iranianos que, em
viagem, faziam sempre grandes descobertas, por acidente e
sagacidade, sobre assuntos que nao conheciam.



FUNCOES DE FORMA SERENDIPITY

Fungdes de forma para nés internos dos lados sdo o
produto de um polinémio de n-ésima ordem na
direcdo paralela ao lado por uma fungdo linear na
direcdo perpendicular ao lado.

1 5 2

Ny(r,s)= %(1 —rf1-s)
Analogamente:
N,(r,s)= %(1 —r*1+s)

Resolva: como seriam as fungdes de forma N,
e Ng22?

POLIIs =

Funcdes de forma para nés de canto sdo modificagdes das

fungées do elemento quadrangular bilinear.
®=  1: comece com a fungdo de forma bilinear apropriada
= 2:subtraia a fungdo de forma do né interno, com peso apropriado
= 3:repita o passo 2 usando a fun¢do de forma e apropriado peso
do né interno do outro lado

Nl(r,s):%(l—r)(l—s)

1 1
N,(r,s)= Z(1—r)(1 —5)—§N5

1 1 1
N,(r,s)= Z(1—r)(1—s)—§/v5 -5

2
Resolva: como seriam as fungdes de forma

N, e N,222



TABELA DE FUNCOES DE FORMA

W (1-7r)(1-s)/4 —-N:/2 O 0 —Ng/2
W (1+7r)(1—=5s)/4 —=N;/2 —N;/2 O 0
‘N 1+r)(1+s)/4 0 —Ng/2 -N,/2 0
W (1-m(1+s)/4 0 0 —N,/2 —Ng/2
B (1-r)(1-15)/2 0 0 0
B (1+7r)(1-52%)/2 0 0
P (1-7r)(1+5s)/2 0

) (1-1m)(1—s5%)/2

2 (1-r5)1—s%)

N6 9

—No/4
—No/4
—Noy/4
—No/4
—Ny/2
—Ng/2
—Ny/2

—Ny/2

POLIpe







POLI
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ELEMENTO TRIDIMENSIONAL DE 8 A 20 NOS

5 ’ e r -
Arestas parabdlicas No espaco r,s,t
Funcoes de forma, né a nd, dadas por:

i) n6s de canto (i < 8) onde,

i . . . 0, seondinadoéincluido(i>9
Estendido aos nds vizinhos de meio de  g,(r,s,t)= NP ( ,).
G(r,i)G(s,i}Gl(t,i), caso contrario

aresta
1 Estendido aos nos
N(r,s,t)= g,(r,s,t)—E;gj /‘ vizinhos de meio de aresta com
ii) n0s de meio de aresta (i > 8) (5) 1/20+p8) parap, ==+1
G(8,1)= o s
N(r,s,t)=g/r,s,t) { i-p) erap =0
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DERIVADAS

*As deformag¢des do elemento sdo obtidas a partir das derivadas dos
deslocamentos com relagdo as coordenadas locais.

*Para obter a matriz de rigidez de um elemento precisamos da matriz B
de transformacgdo u — &.

*Uma vez que os deslocamentos do elemento sdo definidos nas
coordenadas naturais, precisamos relacionar as derivadas de x,y, zZ
com as derivadas de 1, S, L.



POLIp e
MAPEAMENTO ISOPARAMETRICO

1. O mapeamento isoparamétrico fornece a relagdo (1,5) com (x,y), i.e., se um ponto (7, 5)
é dado em coordenadas isoparamétricas, pode-se computd-lo em coordenadas globais

(x,y) usando as equagdes:
n
X = Z N;(r,s)x;
=1

n
y = z N;(r,s)y;
i=1

* 2. O mapeamento inverso JAMAIS serd explicitamente computado...



POLIIs=

Transformagdo de coordenadas é g

unica e inversivel.




POLIIs =

9

REGRA DA CADEIA

of of ox of oy
or  ax or oy or
of of ox of oy
s  OX s Oy 0s
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9

REGRA DA CADEIA...

o0 _oox, 0oy

or oxor oy or

o _oox, 0oy

0s OXOs Oy Os
_g- | OX W__i_ N EZJQ
or or or || ox or__\OX
o |x |0
OS] Los o0s oy

Operador
Jacobiano



o POLIIC
elas equacoes abaixo percebemos

a necessidade de encontrar J71...

ON, | [ox oy | ON,

?zﬁr 8r§
ON; | | ox 9y | ON;

,_E_ ' 0s  Os | oy

N

Precisamos desta
parcela para

Pode ser Esta é conhecida como computar a matriz B
calculado, matriz Jacobiana (J)

pois N é para o mapeamento

funcdo das

rs) — (X
coordenadas ( ! ) ( 'Y)

naturais!
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EXEMPLO: CALCULO DE JACOBIANO

.1 L 2 - 7y 1
/ 2
> 4 >X 1 —5
X 1 > A
%600 ! X |3/4
% || 3 4 3 A
6 “ 6 _‘ L 2 =|
) 1 | |

Bathe, pag. 350



POLIIs =

| ELEMENTOS ISOPARAMETRICOS TRIANGULARES@,

S Determinar a funcao linear que satisfaca:
I u(O,O):u1 u(l,O):u2 u(O,l):u3
]
1 sei=j
' N,(rj,sj):{o Se iz
. g7 7]

1 |

Solugao:

u(r,s)=Q0-r-s, +ru, + su,



[
|

Fungoes de forma
N, =T

N, =S
N;=1-r-s

POLIIs =

3 (X31y3)
1 (X]_Iy]_)

X =N,(r,s)X + N,(r,s)X, + N,(r,s)X,
y= N1(r’ 3)Y1 + Nz(r’s)yz + N3(r,s)y3




M3

M4

™
.:.l-.. - _ - - _ [
Fl=1a| = |=1=|= =]
| | e
=
-+
II.-. |I.r.
™ ..,__. .w__,. =1
. el — 1!.—| 1!— — — 1
| |
| |
T
w2 w1 |
1n|..1 lnl..-” . ] ]
= N = =1l
= | rl— | N B
1 1
| | —
-+
e
[0 | i i i
= | o= i)
—_ I I
—_— [}

M5

?"I-I"u




POLIIs =

N Ly
—— N 0 1 ——Jﬁ'-'lu
~ ]

i _I_.".I.' i ]

:|:‘-|:
l l .
N 0 -=N, 0
2 2
; N N N
_:-""I':Hc _:Jﬁlll\,l _:‘ﬁl'“'
0 0 i 0
0 0 i i
4sll—r—5—t) 0 0 0
_____ Art ] i
---------- dst 0
Al —r—s5 -1t

?"\I [[i]




SUA LICAD DE CASA TRty

defini¢cdes
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DEFORMACOES EM TERMOS DE UMA
MATRIZ OPERADOR

N LG
&, OX
{8}245y>: 0 @ ‘L/I
7 o) &) {}
| Oy  Ox |

o0 1 Teya() ayal )

ox det(J)| 6s or oOr Os |
®: 1 [oxo() oxal )
oy det(J)_@r os O0s or |




2|

)

)]
—~~ O
~
QD
—
~

u

%

o) 1

oya() ayal)

o) 1

} ox det(J)| 0s or
oxo( ) axo( )]
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EXERCICIO

para v=0,3 e t=1,0.

N,(r,s)=(1-r-s)
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Calcular:
eDeslocamentos

eReacoes de apoio

eDeformacoes

eTensoes
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FLUXOGRAMA

*Agora escreva um fluxograma de como vocé implementaria o problema para
elementos de 4 nds, implemente (pode ser em MatLab, Octave, Python, C....), e
resolva:

v, lF=1

1 X 3/4
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Proxima aula faremos um
exercicio
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