
Desenvolvimento da Função de Green em Coordenadas Esféricas
[J. D. Jackson; Classical Electrodynamics; Section 3.9]

Desenvolvimento de uma função em harmônicos esféricos
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Relação de Completeza
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Nota: função em coordenadas curvilíneas ortogonais 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3

න𝛿 Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟0 𝑓 Ԧ𝑟 𝑑𝑉 = ቊ
𝑓 Ԧ𝑟0 ; 𝑠𝑒 𝑓 𝑥0, 𝑦0, 𝑧0 𝑑𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜 𝑑𝑒 𝑉

0; 𝑠𝑒 𝑓 𝑥0, 𝑦0, 𝑧0 𝑑𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜 𝑑𝑒 𝑉
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Coord. esféricas:        𝛿 Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟0 =
1

𝑟2 sin 𝜃
𝛿 𝑟 − 𝑟0 𝛿 𝜃 − 𝜃0 𝛿 𝜑 − 𝜑0

Esta forma é equivalente à utilizada pelo Jackson, se usarmos a seguinte propriedade da 
função delta:
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Função de Green para a Equação de Laplace, com condições de contorno

Equação de Helmholtz: 

∇2𝐺 Ԧ𝑟, Ԧ𝑟′ + 𝑘2𝐺 Ԧ𝑟, Ԧ𝑟′ = −δ Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′ → 𝐺 Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′ =
𝑒±𝑖𝑘 Ԧ𝑟− Ԧ𝑟′

4𝜋 Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′

Válida em situações em que condição de contorno é em 𝑟 → ∞.

Equação de Laplace, com condições de contorno → 𝑘2 = 0: ∇2𝐺 Ԧ𝑟, Ԧ𝑟′ = −δ Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′
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Usando a relação de completeza dos harmônicos esféricos,
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Na aula passada vimos que:

∇2𝜙 =
1

𝑟

𝜕2

𝜕𝑟2
𝑟𝜙 −

෢ℒ2

𝑟2
𝜙 = 0; ෢ℒ2𝑌ℓ𝑚 𝜃, 𝜑 = ℓ ℓ + 1 𝑌ℓ𝑚 𝜃, 𝜑

Portanto, substituindo o ansatz na Equação de Laplace para a Função de Green, temos,
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Considerando que esta equação tem que ser verificada para quaisquer valores de 
𝜃, 𝜑; 𝜃′; 𝜑′ , segue que o termo entre colchetes tem que ser nulo, ou seja, 𝑔ℓ Ԧ𝑟, Ԧ𝑟′ tem 

que satisfazer a equação 

1

𝑟

𝑑2

𝑑𝑟2
𝑟𝑔ℓ 𝑟, 𝑟

′ −
ℓ ℓ + 1

𝑟2
𝑔ℓ 𝑟, 𝑟

′ = −
1

𝑟2
𝛿 Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′

→ Ԧ𝑟 ≠ Ԧ𝑟′, a função 𝑔ℓ Ԧ𝑟, Ԧ𝑟′ tem que satisfazer a equação homogênea, cuja solução 

sabemos que são 𝑟ℓe 𝑟− ℓ+1 .  Mas 𝛿 Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′ introduz uma descontinuidade em Ԧ𝑟 = Ԧ𝑟′, 
de forma que as constantes da solução têm que ser distintas nas regiões 𝑟 < 𝑟′ e 𝑟 > 𝑟′, 
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Constantes determinadas pelas condições de contorno e satisfazendo a simetria 𝑟 ↔ 𝑟′.

Exemplo: 𝑔ℓ 𝑟, 𝑟
′ = 0; 𝑟 = 𝑎; 𝑟 = 𝑏.
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Simetria em 𝑟 ↔ 𝑟′ obriga que 𝐴 𝑟′ ; 𝐵′ 𝑟′ sejam tais que 
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Para encontrar 𝐶, temos que levar em conta a função 𝛿 𝑟 − 𝑟′ . Integramos a equação 
radial entre 𝑟′ − 𝜖 e 𝑟′+𝜖, e tomamos o limite  𝜖 → 0. Considerando que 𝑔ℓ 𝑟, 𝑟
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Da mesma forma,  𝑟 = 𝑟′ − 𝜖 → 𝑟< = 𝑟; 𝑟> = 𝑟′, e 
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Substituindo esses dois resultados na equação, obtemos
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Verificar os casos especiais 𝑎 → 0; 𝑏 → ∞ , que corresponde à Τ1 Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′ , e ሺ
ሻ

𝑎 ≠ 0; 𝑏 →
∞ .


