Desenvolvimento da Funcao de Green em Coordenadas Esféricas
[J. D. Jackson; Classical Electrodynamics; Section 3.9]

Desenvolvimento de uma funcao em harmonicos esféricos
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Relacao de Completeza
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Nota: fun¢do em coordenadas curvilineas ortogonais (g4, g5, 93)
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Esta forma é equivalente a utilizada pelo Jackson, se usarmos a seguinte propriedade da
funcao delta:
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Funcao de Green para a Equacao de Laplace, com condicoes de contorno

Equacao de Helmholtz:
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Véalida em situacdes em que condicao de contorno é em r — o,
Equacdo de Laplace, com condicdes de contorno — k% = 0: V4G (7, 7)) = —=8(+* — 7")
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Usando a relacao de completeza dos harmonicos esféricos,

S(r—r") = 5(r_r,)z z Yo (8, 0" )Y (6, 9)

=0m=-¢

S(F—7") = 5(cos@ —cos8')6(p — @)

Ansatz:
co '

G 7r') = 93(77»7')2 2 Yo (0, 0" )Y (6, @)

£f=0m=-+¢



Na aula passada vimos que:
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Portanto, substituindo o ansatz na Equacao de Laplace para a Funcao de Green, temos,
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Considerando que esta equacao tem que ser verificada para quaisquer valores de

(8, 9; 8'; @), segue que o termo entre colchetes tem que ser nulo, ou seja, g,(7, 7' )tem

qgue satisfazer a equacao
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— 1 # 1, afuncdo g,(7,7") tem que satisfazer a equagdo homogénea, cuja solucdo
sabemos que s3o rfe r~¥*1 Mas §(# — #') introduz uma descontinuidade em # = #,
de forma que as constantes da solucdo tém que ser distintas nas regidesr <r'er > r’,
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Constantes determinadas pelas condicées de contorno e satisfazendo a simetriar < r’.

Exemplo: g,(r,7v') = 0;r = a;r = b.
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Simetriaem r « r' obriga que A(r'); B'(r") sejam tais que
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Para encontrar C, temos que levar em conta a funcdo 6 (r — r'’). Integramos a equacdo

radial entrer’ — e e r'+¢€, e tomamos o limite € — 0. Considerando que g,(r,r’) tem
que ser continuoem r = r’, temos
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Damesmaforma, r=r'—e->r.=1r;1rn=1",¢e
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Substituindo esses dois resultados na equacao, obtemos
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e a Funcao de Green para este problema fica
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Verificar os casos especiais (a = 0; b » ), que corresponde a 1/|r —
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