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Algoritmos para MDP

e Vle PI: processam todos os estados com operador de Bell-
man

e LAO" e LRTDP: processam apenas estados alcancaveis,
mas processam operador de Bellman

e MCTS: processam apenas uma amostra dos estados alcancaveis,
nao processam o operador de Bellman



MDP um processo markoviano de decisao (Markovian De-
cision Process — MDP) é definido por uma tupla (S, A, T, R)
onde:

e s € S sao estados possiveis;
e a € A sao agoes possiveis;
e T:S8Sx AxS — [0,1] & afungao de transicao; e

e R:S x A— R éafungcao recompensa.



Solugdo Otima para MDPs

Solucao: politican : S — A

Problema de Otimizacéo: «(s) = arg max V7T(s)
TE

00)
V7i(s)=E [Z V'rilsg = 8,7?]
{=0

Programacgao Dinamica:
V7(s) = R(s,m(s)) +~ ), T(s,a,s)V7(s')
s'eS

VT (s) = V*(s) = max {R(S,W(S)) +7 2, T(sa, S/)V*(S/)}

s'eS



Algoritmos Pl e VI

Solucao Exata a menos de um erro e.

Em cada iteracao, todos os estados sao atualizados.
Cada execucdo do operador 7 leva |S|?|Al.

Cada execugao do operador 7™ leva |S|?.



Algoritmos LAO* LRTDP

Se um estado inicial sg € considerado nem todos sao alcancaveis

e LAO" atualiza apenas estados alcancaveis utilizando a politica
otima
— Pior caso: atualiza todos estados alcancaveis a partir
de sg
— Melhor caso: atualiza apenas estados alcancaveis utili-
zando a politica 6tima

e LRTDP atualiza apenas estados alcancaveis via simulacao
(estados mais provaveis) e estados improvaveis sao resol-
vidos apenas quando necessario.

e LAO" e LRTDP garantem solucao exata a menos de um
erro e.



Solucoes Aproximadas e On-Line

Ramificagdo do estado s: {s' € S|3a € A T(s,a,s’) > 0}.

e A quantidade de estados alcancaveis € exponencial na ramificacao.

e Se a ramificacao de um estado € muito grande, a quanti-
dade de estados alcancaveis pode ser intratavel.

A aplicacao do Operador de Bellman pode ser intratavel.

Conclusao: nao é possivel encontrar um politica parcial fe-
chada nos estados alcancaveis.




Monte Carlo Tree Search

1. Repete
(a) Percebe o estado s
(b) Planeja enquanto ha tempo e escolhe uma acao a
(c) Executa acéo a escolhida e transita para o estado s’

Um modelo generativo para um MDP é um algoritmo
aleatério que, recebe como entrada um par estado-acao
(s,a) e retorna uma recompensa r e um estado s’, onde
o estado s’ foi sorteado aleatoriamente de acordo com as
probabilidades de transicao 7'(s, a,-) € a recompensa r foi
sorteada (usualmente, determinista) da funcao de recom-
pensa R(s,a).




Métodos de Monte Carlo
Simulacao de Variavel Aleatoria
e consideram amostragem de alguma variavel aleatoria X

e estima-se propriedades dessa variavel aleatoria

Estimando V" (sg)
e amostra-se N histdricos a partir de sg até um horizonte H
e calcule o somatdrio descontado de cada historico

e calcule a média aritmética



Estima V" (sg) com N amostras e horizonte H
1. paran entre 1 e N faca

(@) Vp <0
(b) s < so
(c) paratentre 0 e H — 1 faca

. ap — m(s¢)

ii. 7+ — R(s¢, at)

. sp1 ~ T(st,ae,-)

V. Vin < Vi +v'r¢

N
~ 1
2. retorna V™ (sg) = 5 >

n=1
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Métodos de Monte Carlo: estatisticas

Note que:
e V"(sg) € uma esperanca

e V™ (sp) é uma variavel aleatéria

Perguntas sobre V7 (sq):
e Qual é o erro maximo gerado com probabilidade (1 — §)?
e Qual é a probabilidade que o erro nao seja menor que €?

e qual horizonte H devo escolher e quantas simulagoes N
devo fazer para garantir um erro maximo e com probabili-
dade (1 —§)?
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Limites e Probabilidades

Theorem 1 (Hoeffding’s Inequality). Seja X1, ..., X variaveis
aleatérias independentes e identicamente distribuidas tal que

N
_ 1 .
E[X;] = u, X;€[a,ble Xy = ~ > X;. Entao, para qualquer
-1

’L_
e > 0,

B _ 2NE2
Pr(Xn —ul > ¢ < 2e (-7,

e com probabilidade pelo menos 1 — § tem-se:

— (b—a)? 2
Pr| [ Xy—pl< log—]=>1-4.
( N — K \/ SN 109
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Limites e Probabilidades em MDPs

Considere a funcao valor com horizonte finito H:

H-1

vTH(s) = E [ > A'rilso = S,W]
t=0

Considere:

e R(s,a) >0paratodoseSeac A

o R = maXx R(s.a
max s€S,ac A (’ )

Rm(m:

1—~

L Vmaac —

Entao: ‘VW’H(S) —V7™(s)| < ’YHVmax

13




Limites e Probabilidades em MDPs

Temos que:

VT(s) =E [Z ~Yirelsg = s,w]

t=0

[
= VW’H(S) + E Z Yirelsg = 8,7'(']
t=H

0
< VW’H(S) +E Z q/tRmaxlso = s, 7'(']
t=H

H

= V™ (s) + ——Rmaz = Vo (5) + v Vinaa

1 -7
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Theorem 2. Em um MDP, considere a variavel aleatéria V7, , obtida ao
avaliar o valor V™ (sgp) utilizando o método de Monte Carlo com horizonte H
e N amostras. Entao:

e A probabilidade de o erro ser maior que e tem limite superior:

2

- AN !
log 7%

max

o

e Com probabilidade 1 — § o erro tem limite superior:

1 2
€ = Vma:v - IOg —
2N )

e Para garantir que o erro seja no maximo de e com probabilidade menor
que ¢, a quantidade maxima de amostras necessaria é de:

Vinaz )2 1 2
N = ( ) —log —.
€ 2 )
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Encontrando a Politica Otima

| Iteracao de Valor com horizonte finito H
1. defina V(s, H) = 0
2. faca paratodopasson=H —1to0

(a) paratodo estado s € S
I. para toda acao a € A

Q(s,a,n) = R(s,a) +v ) T(s,a,s)V(s',n+ 1)
s'eS

(b) V(s,n) = mi{( Q(s,a,n)
ac
(c) paratodo s e S

w(s,n) = argmaxQ(s,a,n)
aceA

3. retorne «

16




Algoritmo Sparse Sampling

Algoritmo Sparse Sampling
1. calcule H = fr (v, €, Rmax)
2. calcule C = fo(v, €, Rmax)
3. paracadaac A
(a) Sorteie C amostras s7°%, ..., 5"
(b) Para cada s;°“
. \7(350’&) = EstimateV (s;%%,C, H, 1)

N

C
(©) @la) = Rlso,a) + v 3. V(s
1=1

4. retorna arg max Q(a)
acA

2
— _ , H = ., A
A 1) [Iog <

V2 kH
. O =1 (o |og —mar
Vmax AQ




Algoritmo Sparse Sampling

EstimateV(s,C,H,n)
1. sen = H retorna 0
2. paracadaac A
(a) Sorteie C amostras s7%, ..., sg”
(b) Paracada s;“
. V(s)") = EstimateV (s;",C, H,n + 1)

~

1 &
() Qla) = R(s,a) + Zv ), V(s;")
1=1

3. retorna max Q(a)
acA
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Algoritmo Sparse Sampling

/O\

Espago de Funcao Valor Espaco de Politica

x \:@

.| Avaliagdo .-
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Algoritmo Sparse Sampling

Theorem 3. Assuma que wQ(s) € uma politica gulosa resultante
de um algoritmo baseado no método de Monte Carlo com base
na estimativa @, isto €, m5(s) € uma variavel aleatéria. Se para
todo s € S é verdade que:

Pr(lQ(s,m*(s)) — Q(s,mg)l <€) <1 -3,

entao:

. 2e-26(2-
V(s) - VT(s) <2<~ 2002 7 O)Vmac
1—n
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Algoritmos baseados em Rollout

Sparse Sampling:
e garante solucio e-6tima independente de |S|
e estimativa de estados e acoes sao uniformes
e estados alcancaveis a partir de sg

o complexidade O((C x | A7)

|deia:
e investir mais tempo e memaria onde for mais util

e estados alcancgaveis a partir da politica 6tima
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Algoritmos baseados em Rollout

Rollouts:
e inicializa no estado s
e escolhe e executa acoes até algum critério de parada
e avalia o estado final

e atualiza todos os nos visitados

Exploration vs Exploitation

e Exploration: gastar rollouts em ramos pouco visitados (pode
se tornar ramos melhores)

e Exploitation: gastar rollouts em ramos promissores (pode
melhorar o ramos das melhores acoes)
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2.

NOo s b

| Algoritmo MC Rollout
1. enquanto nao fimeout
(a) search(sg,O0)

retorna best Action(sg, O)

search(s,d)
1.

se T'erminal(s) entao retorne 0

se Leaf(s,d) entao retorne FEvaluate(s)
a = selectAction(s, d)

(s',r) = simulateAction(s, a)

q=r -+ x search(s’,d + 1)

updateV alue(s, a,d, q)

retorne ¢
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Algoritmo UCT

A cada rollout um ou mais no é adicionado a arvore

As politica de rollout dependem dos nds que ja estao na arvore

seleciona (select Action)

expande (Leaf)

e simula (Evaluate)

e backup (updateV alue)
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Algoritmo UCT: Backup

UCT - Upper Confidence Tree

e n(s,a,d): numero de vezes que a agao a foi executada no
estado s no nivel d

e n(s,d): numero de vezes que o estado s foi visitado no
nivel d

e (Q(s,a,d): recompensa média recebida nas trajetérias exe-
cutadas depois de executar a acao a no estado s no nivel
d

n(s,a,d)Q(s,a,d) + Y H-1 yt=dp,

Qs a,d) < n(s,a,d) + 1
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Algoritmo UCT: Seleciona

Politica de Rollout

Tyer(s, d) = arg max {Q(S, 0 d) + 5\/ nnis, d>}

ae n(s,a,d)

e Q(s,a,d) indica o quao desejavel € a acao a no nivel d

In - - : ]
. \/ n(s) indica quao a foi explorado no nivel d
n(s,a,d)

e 3 indica 0 compromisso entre exploration e exploitation
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Algoritmo UCT: Expande e Simula
Se durante a selecao um estado que nao estava na arvore €
encontrado:

e insira o0 estado na arvore e todas as acoes disponiveis para
aquele estado

e chama simulacao a partir daquele estado

Simula:
o Aleatoria
e Segundo alguma politica heuristica

e Retorno o valor de uma funcao heuristica (sem simulacgao)

27



| Algoritmo UTC

1.

2.

enquanto nao timeout

(a) search(sg,O0)

retorna best Action(sg, O)

search(s,d)

1.

© N O s W N

se T'erminal(s) entao retorne 0
se Leaf(s,d) entao retorne Evaluate(s)

3 Inn(s,d)
o~ oramag{ e+ oy

(s',r) = simulateAction(s, a)

q=r -+ x search(s’,d + 1)

d d
Q(87 a, d) <« n(87a’7 )Q(S7a7 ) +q
n(s,a,d) + 1
’n,(S, a, d) <« n(s, a, d) + 1
n(s, d) <« n(s, d) +1
retorne q

28




Algoritmo UCT

O

R

(a) Selection (b) Expansion (¢) Simulation (d) Backpropagation
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Algoritmo UCT

Resultado teorico:

Consider a finite-horizon MDP with rewards scaled to
lie in the |O, 1] interval. Let the horizon of the MDP be
D, and the number of actions per state be K. Consi-
der algorithm UCT such that the bias terms of UCB1
are multiplied by D. Then the bias of the estimated ex-
pected payoff, X, is O(log(n)/n). Further, the failure
probability at the root converges to zero at a polynomial
rate as the number of episodes grows to infinity.
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Algoritmo UCT

Resultado teodrico:
e recompensa limitada
e horizonte finito

e otimalidade (¢, §)-PAC (Probably Approximately Correct)

— viés decai com O(log(n)/n)

— falha de escolha 6tima em sg tende a zero
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UCT e GO

Jogo Determinista:

e Min max operador

e muitas acOes disponiveis

e heuristica obtida de
exemplos (self-play ou
jogos reais)
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