Nota técnica para COVID-19 usando modelo SIR
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1. Introducgao

A primeira epidemia significativa, descrita pelos historiadores, foi a Praga
de Atenas ou a Peste do Egito em 430 - 426 A.C. A descrigdo mais precisa dessa
praga, cujo agente causador, ainda é discutido [1], foi relatada por Tucidides em
sua histéria da guerra do Peloponeso. Em 165-180 D.C. o Império Romano e o
Egito foram afetados pela variola e milhdes de pessoas morreram [2].

Uma das epidemias que devastaram a Europa foi a Peste Negra, matando
um quarto de toda a populag ao, entre 1348-1350 [2, 3]. Estima-se 2 milhoes
e meio de mortes causadas pelo tifo, na Rissia, durante 1918 a 1921. Outra
epidemia desastrosa de variola atacou os astecas no século XVI. No inicio do
século XX, uma pandemia de influenza matou cerca de 20 milhdes da populagao
mundial [4].

Atualmente, ainda temos surtos significativos de epidemias como a sindrome
respiratéria aguda de 2003 (SARS) e a pandemia de gripe suina HIN1 de 20009.
Uma vez que os virus sofrem mutagoes muito rapidamente e podem saltar bar-
reiras entre espécies infectando seres humanos, existem ameacas de epidemias e
pandemias continuamente.

Embora o interesse em compreender a prolifera¢ ao de doenas infecciosas
seja antigo, assim como epidemiologia em si tenha uma longa histéria, o estudo
matematico de doengas e sua propagacao é relativamente recente. O primeiro
estudo estatistico de doencas infecciosas é atribudo a Graunt que preocupou-se
em estudar métodos estatisticos em saide ptiblica em 1663 [5].

Um século depois, Daniel Bernoulli usou métodos matematicos para analisar
a mortalidade por variola e publica o primeiro modelo epidemiolégico, argumen-
tando que a inoculagao com virus vivo obtida de um caso leve de variola pode
reduzir a taxa de mortalidade [6]. Uma reformulagido desse mesmo modelo em
termos de equagoes diferencias é dada em [7]. Apds quase cem anos, William
Farr ajustou uma curva ao nmero de débitos provocados pela variola no Reino
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Unido. Depois, John Brownlee aplicou técnicas estatisticas para analisar longas
séries temporais de dados epidemiolégicos [3].

O caminho para a modelagem matematica em epidemiologia foi aberto a
partir dos trabalhos de Louis Pasteur e Robert Koch, que introduziram pro-
cedimentos de andlise e medidas preventivas para cada individuo, bem como
no tratamento de comunidades inteiras. Surge a explicagao do mecanismo de
como alguém fica doente e o conceito de transmissao de uma doengas através
do contato entre um individuo infectado e um saudével passa a ser conhecido.

A modelagem matemaética de doencas infecciosas avangou significativamente
a partir do trabalho de Hamer, que formulou e analisou um modelo de tempo
discreto para entender a epidemia de sarampo. O modelo dele foi o primeiro
a assumir que a incidéncia do nimero de novos casos por unidade de tempo,
dependia do produto da densidade do nimero de nao infectados (suscetiveis)
e infectados. Esse conceito é conhecido como principio de acao das massas e
hoje tornou-se um dos mais importantes conceitos em epidemiologia matemética
para o estudo da disseminagao de uma epidemia.

Ross estava interessado na incidéncia e controle da maldria e entre os anos
de 1904 e 1917 desenvolveu um sistema de equagoes diferenciais em que definiu
padroes de incidéncia e prevaléncia em algumas situagoes na populagao de hos-
pedeiros e, a partir dessas constatagoes, algumas dedugoes puderam ser testadas.
Ele generalizou o principio de Hamer para tempo continuo e a formulagao da
hipétese de existir um limiar para a populagao de mosquitos abaixo da qual
ocorreria extingao natural da doenga, derivando uma quantidade limiar hoje
conhecida como nimero de reprodugao basal.

Em 1927, Kermack e McKendrick publicaram pela primeira vez um mod-
elo deterministico de epidemia que incluia individuos suscetiveis, infectados
e removidos, o modelo SIR [§]. Desenvolveram uma teoria relacionando o
aparecimento de uma epidemia a um valor critico, dependendo do ntimero de
suscetiveis, constatando que tal densidade critica depende de fatores como infec-
tividade, recuperag ao da doenca e taxa de mortalidade, elevando os trabalhos
de epidemiologia matematica a um outro nvel [9, 10].

A modelagem epidemioldgica estd associada ao comportamento dinamico
de processos em que a populacao estudada de acordo com seu estado epi-
demioldgico, e equagdes de diferencas ou diferenciais sao usadas para representar
a dinamica entre os estados devido a taxa de nascimento, mortalidade, infecgao
€ recuperacao.

Para formular um modelo dindmico para a propagagao de uma doenca epidémica,
a populagao de uma certa regiao dividida em diferentes grupos ou compartimen-
tos. O modelo que descreve a relagao dinamica entre esses grupos é chamado
de modelo compartimental. O interesse de estudo caracteriza os modelos em
funcao das suas particularidades, como o estudo da populagao em cada estagio,
a divisao do estagio da doenca, como ocorrem as variacoes das populagoes ao
longo do tempo, entre outros.

O interesse em modelar doengas infecciosas tem sido objeto de intiimeros tra-
balhos [3, 11, 12, 13, 14]. Os modelos mateméticos de disseminagéo de doengas
permitem o entendimento melhor do mecanismo de transmissao e pode levar a



estratégias de controle mais eficazes [15].

A modelagem epidemioldégica pode contribuir para o projeto e andlise de
pesquisas epidemiolégicas, sugerir qual tipo de dado deve ser coletado, iden-
tificar tendéncias, realizar predigoes e estimar a incerteza das prediges [16].
Estimar a incerteza de predigoes uma importante caracteristica para os mode-
los epidemiolégicos, pois normalmente as séries epidemiolégicas possuem poucos
dados, tornando a modelagem uma tarefa bastante dificil [17].

A literatura cientifica em epidemiologia é bastante diversificada. H4 muitos
estudos sobre a importancia da heterogeneidade e aplicagao da teoria do valor
critico em modelos mais complexos, deterministicos ou estocdticos [3], estudo
de dispersao espacial das doenc cas [18], aplica¢ cao de teoria de controle aos
modelos epidemiolégicos [19, 20], controle e sincronismo de caos [21]. Observa-
se pesquisas que revelam caracteristicas deterministicas na epidemia [22, 23].
Outros modelos baseados em redes que permite incorporar heterogeneidades
do sistema tém mostrado resultados relevantes [24, 25], assim como modelos
estocdsticos [26].

Para ajudar a sociedade a enfrentar a situagdo da pandemia associada a
crise econOmica e social, as pesquisas em diversas areas sao fundamentais. Além
das areas médicas e bioldgicas, faz-se necessarios estudos que avaliem em tem-
pos reais impactos sociais e econdmicos, para uma previsao do futuro préximo;
avaliagoes da influéncia do clima e poluicao no espalhamento do virus; estudos
dos materiais que permitem os virus ficar ativo por mais ou menos tempo.

Associando estudos a disseminagao dos virus, além da faixa etaria e do grupo
de populacao mais vulneravel, outras perguntas precisam ser respondidas como
quais previsoes para o espalhamento do virus em cidades com desigualdades
sociais, como a regiao metropolitana de Sao Paulo e, quais as medidas efetivas
para os planos de contencao doena.

Esta nota técnica tem como objetivo estudar qual o comportamento da
propagacao do vrus COVID-19 e, adicionando ao modelo original SIR dois com-
partimentos, constituidos por: individuos imunizados e por nmero de bitos;
pretende-se descrever qualitativamente o comportamento das populagoes.

2. Modelo SIR para COVID-19

O modelo epidemiolégico classico proposto por Kermack e Mckendrinck
[8, 9, 10] é a base para o desenvolvimento de modelos macroscépicos, fornecendo
um modelo dinamico que divide os individuos de um populagao em trés com-
partimentos e tem servido como referéncia para muitos outros modelos:

e suscetiveis (S): a classe de individuos que estdo sauddveis, mas podem
contrair a doenca;

e infectados (I): a classe de individuos que contrairam a doenga e sdo capazes
de infectar individuos suscetiveis;

e removidos (R): a classe de individuos que estao recuperados e ndo podem
contrair a doena novamente.



O nidmero total de individuos em cada classe varia com o tempo e S(t), I(t)
e R(t) sao fungdes que dependem do tempo t. O ndmero total da populagdo N
a soma dos trés grupos:

N(t) =St +I(t)+ R(t). (1)

A populagao suscetivel S é infectada com uma taxa, que estd relacionada
com a probabilidade dos individuos suscetiveis estabeleceram um contato com
infectados. Além disso, essa taxa é proporcional ao produto SI, com fator de
proporgao representado por « e os individuos infectados tornam-se removidos
com uma taxa de proporcao 3, como mostra a Fig.1.

S ; I : R

Figure 1: Modelo SIR.

As equagoes que representam a dinamica do modelo sao descritas por 2:

S =—aSI;
I =aSI-BI; (2)
R =pI.

Com o objetivo proposto, divide-se o compartimento dos removidos em dois
sub-grupos:

e imunizados (I3): a classe de individuos que contrairam a doenga e estao
imunes;

e 6bitos (O): a classe de individuos que contrairam a doenga e faleceram.

A populacao dos removidos que sdao imunizados depende de um fator de
proporgao ¢ e dos que falecem a taxa de proporcionalidade é representada por
o, como mostra a Fig.2.

Usando o modelo SIR como referéncia para o estudo e representando o grupo
dos infectados por I;, a dindmica do modelo SIR para o COVID-19, pode de-
scrita por ?7sircorona.
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Figure 2: Modelo SIR para COVID-19.

S = —OéSIl;

I =aSh - Bh;

R =8I, —6R—oR; (3)
I, = OR;

O =oR.

E importante notar que para o modelo (3), o ntimero total de individuos
N = S+11+ R+ 15+ 0O permanece constante. Como as equag oes que descrevem
as varia c coes dos grupos nao dependem de I e O, é possivel reescrever o modelo

por (4):

S = —OéSIl;
I =aSh —Bl;
R =pI, —6R—0oR.

2.1. Pontos de equilbrio

A estabilidade local desses pontos é analisada usando teorema de Hartman-
Grobman [27] e o Jacobiano é calculado para cada ponto de equilibrio, assim
como os respectivos autovalores.

Portanto, para este caso, pode-se concluir que o possivel ponto de equilibrio
é livre de infec ¢ cao e pode ser expresso por:

o P=(S*%,0,0,I,0%).

Para analisar a estabililidade desse ponto, o Jacobiano geral (J) é calculado:

—alf —aST 0 0 0
alf aS*—p—9¢ 0 0
JP:(S*,I{‘,R*,IS,O*) = 0 ﬁ —oc—96 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0



O Jacobiano calculado no ponto de equilbrio P é reduzido:

0 —aS* 0 0 0
0 aS* -8 0 0 0
Jp:(5*70)071570*) = 0 ﬂ —oc—6 0 0
0 0 5 00
0 0 0 0

Com o auxilio do MATLAB R2013a [28] os seguintes autovalores foram cal-
culados: A\ =0, Ao = aS*—fB, A3 = —0—9, Ay = 0 and A5 = 0. Dois autovalores
sao nulos, pois o modelo possui duas equac coes que sao combinacoes lineares
das outras e o outro autovalor nulo indica variedade central.

Como A3 < 0, a estabilidade local do ponto de equilibrio depende do estudo
do Az. Analisando Ay = aS* — 8, se S* < 8/a a combinacao dos pardmetros é
responsdvel pela estabilidade assintética. Entretanto, se S* > /«, o ponto de
equilibrio instavel.

3. Diagrama de bifurcacoes

Como a condicao de estabilidade depende de combinagao de parametros
B/a, um diagrama de bifurcagoes foi construido, Fig. 3. Os pontos da regiao A
da figura correspondem a pontos de equilibrio assintoticamente estaveis. Se a
dinamica corresponder a pontas da regido B da figura, o ponto P instavel.

100

Figure 3: Diagrama de bifurcagoes para o ponto de equilibrio P.



4. Experimentos numéricos

Nesta se¢ao, alguns experimentos numéricos foram conduzidos com o auxilio
MATLAB-Simulink [28] com duas condigoes: considerando os pontos da regido
A e os da regiao B da Fig. 3. Todas as simulagoes sao normalizadas con-
siderando a populacao total N=100, para que os resultados sejam expressos em
percentagem.

Considerando os pontos da regido A, foram conduzidas simulagoes variando-
se a e §. Com as condigoes iniciais Sy = 98, I = 1 e Ry = 1 e para os
parametros 0 = 0.05 e 6 = 0.1, as Figs. 4 mostram o equilibrio assintoticamente
estével. B possivel verificar que a diminui¢ao do parametro 8 aumenta o nimero
de infectados.
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(a) Evoluo temporal da populao prximo do ponto de equi-
lbrio P (o = 0.01; 8 = 0.5).
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(b) Evoluo temporal da populao prximo do ponto de equi-
Ibrio P (e = 0.01; 8 = 0.3).

Figure 4: Simulagao na regido A, variando «a e .



Considerando as mesmas condi¢bes iniciais, as simulagoes foram conduzi-
das aumentando o parametro a. As Figs. 5 mostram que toda a popula¢ ao
transformada em imunizada e alguns 6bitos sao verificados. "E possivel observar
que o numero de infectados tem um aumento consideravel, sendo esse aumento
acentuado com o aumento do parametro f3.
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(a) Evolugdo temporal da populacdo préximo do ponto
de equilbrio P (a = 0.05; 3 = 0.5).
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(b) Evolugdo temporal da populag™o préximo do ponto
de equilbrio P (a = 0.05; 3 = 0.3).

Figure 5: Simulag &0 na regiao B, variando os parametros « e (3.

Finalmente, a tltima parte das simulag 6es mostra que mantendo-se as
condigoes iniciais e com alpha = 0.5, o numero de infectados passa a ser muito
elevado em um intervalo de tempo e que a variacdo do § nao tem a mesma
influéncia nesse aumento.

A variagdo dos parametros § e o afetam o nimero de pessoas imunizadas
e que entram em ébito, respectivamente, mas nao alteram qualitativamente a



T T T T T T T T

suscetivel
infectado
removido
imune 1
Bbito

populacao

45 50

tempo

(a) Evolugdo temporal da populacdo préximo do ponto
de equilbrio P (a = 0.5; 8 = 0.5).
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(b) Evolugdo temporal da populagdo préximo do ponto
de equilbrio P (o = 0.5; 8 = 0.3).

Figure 6: Simulagdo na regiao B, variando parametros « e 3.



dinamica do modelo. Além disso, a presenca de individuos imunizados ou em
6bito nas condigoes iniciais nao alteram a resposta temporal.

5. Consideracgoes finais

A andlise do modelo SIR para o COVID-19, mostra que para um nimero
total de individuos em uma populagao, os principais parametros de controle sao
« e B3, associados a taxa de proporcao de contato entre os individuos infectados
e suscetiveis e entre a taxa de remocao de individuos infectados.

Se a combinagdo de pardmetros 3/« estiver na regido A, verifica-se que o
ponto de equilibrio estavel e consequentemente, as infec¢oes sao mais brandas,
com o equilbrio associado ao “achatamento” da curva de infectados. Como o
diminui¢ao do parametro 8 produz um aumento dos infectados nessas condigoes,
sugere-se a redugao do parametro @ como medida preventiva de infecgao, car-
acterizado por um contato reduzido entre suscetiveis e infectados, levando a um
isolamento social.

Se a combinagdo de pardmetros 5/« estiver na regido B, verifica-se que o
ponto de equilibrio é instavel e, consequentemente as infecgoes apresentam picos
maiores, podendo comprometer o sistema de saude, pela falta de capacidade de
atendimento. Com o aumento de contato entre suscetiveis e infectados, nesta
regiao, verifica-se que o nimero de infectados passa a ser muito alto, sendo
uma situacao preocupante dentro de ambientes hospitalares, onde ha muitos
infectados proximos de suscetiveis e em locais onde ha aglomeracao de pessoas.
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