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Matéria vista na duas aulas passadas
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Valores especiais
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Desenvolvimento de uma função em harmônicos esféricos
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Invariância do auto-valor ℓ em uma rotação de eixos 𝜃 → 𝜃′; 𝜑 → 𝜑′
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→ os  harmônicos esféricos 𝑌ℓ𝑚 são auto-funções do operador momento angular, de forma 
que  o auto-valor ℓ não se altera em uma rotação de eixos



Desenvolvimento de Τ1 Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′ em uma série em polinômios de Legendre
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Não muito útil, porque só é válida se Ԧ𝑟′ao longo do eixo 𝑧

• Para tornar o resultado mais geral fazemos um rotação de 
eixos, de forma que Ԧ𝑟′ tenha coordenadas 𝜃′, 𝜑′ e Ԧ𝑟
coordenadas 𝜃, 𝜑 no novo sistema.

• É fácil verificar que 
cos 𝛾 = cos 𝜃 cos 𝜃′ + sin 𝜃 sin 𝜃′ cos 𝜑 − 𝜑′

• Portanto 𝑃ℓ cos 𝛾 pode ser desenvolvido em harmônicos 
esféricos em termos de 𝜃, 𝜑 e 𝜃′, 𝜑′ . Consideremos 
inicialmente 𝜃′, 𝜑′ como parâmetros fixos e, levando em 
conta que ℓ não se altera em uma rotação de eixos, temos

𝑃ℓ cos 𝛾 = 

𝑚=−ℓ

ℓ

𝐴ℓ𝑚 𝜃′, 𝜑′ 𝑌ℓ𝑚 𝜃, 𝜑



onde

𝐴ℓ𝑚 𝜃′, 𝜑′ = න𝑌ℓ𝑚
∗ 𝜃, 𝜑 𝑃ℓ cos 𝛾 𝑑Ω
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Com este resultado, obtemos o muito útil Teorema de Adição de Harmônicos Esféricos
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Usando este resultado, obtemos a muito útil relação
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