Exercicios de tor¢do em secdo circular fechada - Departamento de Estruturas e Geotécnicas- USP - Prof. Valério SA

Sdao Paulo, abril de 2020.

1. Para o eixo a seguir submetido aos momentos de torc¢do indicados, obtenha:
a) O maior valor admissivel de P;

b) Para o P obtido no item anterior, calcule a rotacdo em D;

Adote: G = 800 kN/cm?; tensdo de cisalhamento admissivel = 1 kN/cm?

Diametro do trecho AC = 8 cm; Diametro do trecho CD =4 cm.

] M,=12P
7 Mz=4P
7 44— ——
/A B C D
-

| 2 | 2 m B 4 m |

Resposta: P = 3,14 kN; b) Roty = -0,289 rad.

2. O eixo circular vazado esta submetido a um momento de tor¢do, conforme desenho. Sabe-se que o torque
T vale 10 kKN.m, no sentido indicado na figura. Sabendo que o didmetro externo De =12 c¢cm, o diametro
interno Di € 8 cm e a tensdo cisalhamento admissivel é de 70 MPa, determine o valor maximo da tensao

de cisalhamento e o coeficiente de seguranca da peca.

T
Resposta:
T:T.r _ 10.40,06 __367 MPa
J  7.(012*-0,08%)
32
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3. O eixo circular vazado esta submetido a um momento de torcéo, conforme desenho. Sabe-se que o torque
T vale 1 kN.m, no sentido indicado na figura. Sabendo que o didmetro externo De =5 cm, o diametro

interno Di é 4 cm e a tensdo cisalhamento admissivel é de 50 MPa, determine o valor maximo da tensao
de cisalhamento e o coeficiente de seguranga da peca.

N ed

L De
L | :

:
Resposta:
L Tr _ 1.04,025 —_—69 MPa
J  7.(0,05" —0,04*)
32
s=2-20_072
T 9

4. O eixo circular macico esta submetido a um momento de torcdo, conforme desenho. Sabe-se que o
torque T vale 10 kN.m, no sentido indicado na figura. Sabendo que o didmetro d =10cm,L = 2 me 0

maédulo de elasticidade transversal é de 100 GPa. Determine o valor da rotagdo e a tenséo de cisalhamento
na secéo A.

Resposta:
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0, =—— = £ _0,020 rad=12"
100.10°, 7 (@10)
' 32
p= 1P 10005 555930 kpa = 509MPa
3 7.(010%)
32

5. A barra reta AC estd no plano xy com secdo transversal circular maciga de didmetros “d” e “2d”,
respectivamente, nos trechos AB e BC. Nos pontos B e C estdo ligadas perpendicularmente a barra AC as
barras rigidas DD’ e EE’ de comprimento, respectivamente, de 20 cm e 30 cm. Ou seja, as barras DD’ e

EE’ estdo contidas no plano yz. Determine o minimo valor de “d”, sabendo que F=10kN e 7,,, =1 MPa

y
iF -
D' 4 TF
i\ : d Lc E;/ 2d ;vé/
% DT F T4

Resposta: d = 17 cm.
a. Caélculo da reacao:

. 2 I2 kKN.m 3KN.M
“— — —»»
Z
DM =0:>R+2-3=0—>R=1kNm
b. Diagrama de torgé&o:
3
1
+
+
T (kN.m)

c. Analise de tensdo cisalhante.
i. Trecho AB. Para o calculo da tensdo de cisalhamento, deve-se considerar momento

torcor em modulo.
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1.d.
_ Lo o _ /f <7=1000 kPa

T =
A8 NS TT.
32
d>017 m
ii. Trecho BC
2d
T..r 3. -
Toe = BC ( ”‘aX)BC = /24 <7 =1000 kPa
‘JBC ﬂ'(Zd)
32
d>012 m
d=17 cm

6. Pede-se determinar o valor do pard@metro " o " nos seguintes casos: a) para que o giro da se¢do B seja

nulo (¢s = 0); b) para que o giro da se¢do D venha a ser nulo (¢p = 0).

o.M o.My

~ [ [ £ M
e A
! 7cm I 10 cm
- R S,
® ® & O
I I I I I I
100 cm 50 cm 50cm  10cm 50cm
Respostas:
a) Para que o giro em B seja zero:

M, (1-2.2).100
B — =

X 0 >a:%

b) Para que o giro em D seja zero:

_32M,(1-20).100 32M,(1-2)50 32M 50 ~ 32M,100 _
G.z.10* G.7.10* G.z.10*  Gur.(10*-7%)

?p

v
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@ =25 133

M:(1-a)

M,(1-2a)

7. Uma chave de aranha é usada para desapertar um parafuso que representa um engaste, conforme figura.
Sabendo que a forca P exercida é de 1 kN, e suas dimensdes sejam de L = 30 cm, R = 20 cm, distancia BC
de 25 cm e seu eixo maci¢go BC tem didametro ¢ = 2 cm. Determine:

a) todos os diagramas de esforgos nos trechos ABC;

b) tenséo cisalhante maxima devido a tor¢&o.

LE
) \
E /,' /”‘/V'A\\j '/<\ R
> %
. | ¢ /
- [ B

Respostas:

T=P.L=1.30=30 kN.cm
Tensdo cisalhante devido a tor¢éo:
Tor 301
T=—=
J  z(2%)
32

=191 kN /cm?




Exercicios de tor¢do em secdo circular fechada - Departamento de Estruturas e Geotécnicas- USP - Prof. Valério SA

8. As engrenagens acopladas ao eixo de aco com a extremidade E fixa estdo sujeitas aos torques mostrados
na figura. Supondo que o médulo de elasticidade transversal seja de 80 GPa e o eixo tiver diametro de
14mm, determinar a maxima tensdo cisalhante da estrutura e a rotagdo do eixo em A. O eixo gira livremente

dentro do mancal em B.

Resposta:
Tmax = 315,6 MPa 0a =-0,212 rad

9. Calcular o valor admissivel do momento torgor T considerando-se os sentidos indicados na figura. Para
este valor, verificar se existe alguma secdo, além do engaste, com giro nulo. Caso exista, determinar sua
posicdo. Dados: Tagm = 150 MPa, G = 8000 kN/cm?. Diametro do trecho AC = 5cm; Trecho CD é de uma

secdo vazada de diametro interno de 3cm.

A 25T T
) e
~ ( —
-~ D
AR NE C AN
yd

L c M ol m 2 om N

Resposta: T =245,4 kN.cm. A posicéao a 4,74 m do engaste possui giro nulo.
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10. Achar os diametros d; e da.

- ;:800kgﬁmf(WHﬁoadmﬁﬁVdaocBMhmnmum
Sao dados: ) o
G =210 GPa (modulo de elasticidade transversal)
Secdo Transversal
N
40
60 kgfm kefm
2m |, I m [
1 1 1
= ’) 5 N = {
Respostas: d;=295cm ; d,=4,00cm

11. Para o eixo ilustrado na fig. 9.7, considerando-se uma tens&o cisalhante admissivel de valor 10 kN/cm?
e G = 10 000 kN/cm?, determinar o maior valor de torcdo de referéncia que se pode aplicar e o diagrama

de giro ao longo da mesma.

a ﬁmh am, M_t»
A B & D
100 cm . 100 em

I 100 cm I

Trecho AB

d=4cm D]dfsm

Trecho BC

d=4cm Q

=

Trecho CD -

Resposta: Mt = 41,89 kN cm. ¢, =(1/300)rad , 6. = (—14/300)rad, 6, = (—4/300)rad

12 A barra AB esté engastada em A e livre em B. Aplica-se através de uma chave fixa em C uma forca
F =200 N. Ambos os materiais sdo de cobre. Sendo que a barra AB possui um didmetro externo de 25 mm

e interno de 20mm e considere a chave com sec¢do quadrada de 20mm. Sabe-se que L = 90cm,
Osim = Ooyn =100 MPa e 7,,, =40 MPa e o modulo de elasticidade transversal de 38 GPa. Pedem-se:
a) Determine o minimo valor de “D” para que o conjunto ndo rompa (3 ptos);

b) Para o valor de “D” obtido no item (a), admita entdo a chave totalmente rigida e calcule os

deslocamentos verticais dos pontos de aplicagéo da forca F (2 ptos).
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Resposta:

13. (Luis Bittencourt, 2016) Para a estrutura submetida ao momento torcor T abaixo, pede-se:
a) Diagrama de momento torgor;
b) Tensdo de cisalhamento méaxima no trecho entre as se¢des S2 e S3.
¢) Rotacdo da secdo S3 em relacdo a secdo S4.
Dados: T =100 kN.m, D =10 cm. G = 8000 kN/cm?

NSNS
i
NANNANNNNNN

! 150cm | 50cm | 150cm ! l D

S1 S2 S3 S4

Respostas: a) Tsl =-241,4 kNcm; Ts4 = 9758,6 kN.cm b) Tau = 49,7 kN/cm2 ¢) Rotc = 0,245 rad

14. Um eixo de secdo circular cheia, com diametro de 8 cm, esta engastado em ambas as extremidades e
submetido a um momento de tor¢cdo com posicdo e sentido conforme figura abaixo. Pede-se determinar o
méaximo valor de momento torcor (M), sabendo-se que a tensdo tangencial na se¢éo transversal ndo deve
ultrapassar, em modulo, 10 kN/cm?. Com o valor de M obtido, calcule o giro da se¢io B. Use G = 8000
kN/cm?,

‘ 100 cm | 200 cm |

Resposta: Mt = 1508 kN cm. &, =0,0313 rad
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15. Considere-se um eixo biengastado, com momentos torcores Mt aplicados nos pontos B e C, veja figura.
Admitindo-se que o valor de G = 10 000 kN/cm?, determinar a relagio a/b para que a capacidade do eixo
seja maxima. Para a relacio a/b obtida e sendo a tensdo de cisalhamento admissivel igual a 10 kN/cm?,

determinar o valor de M:.

ANNSSNNNY

ﬁ M, M,
A 8" S D
| a ‘ b ‘ a | d=8cm Q

16. O eixo de aco tem diametro de 40mm e suas estremidades A e B sdo fixas. Se ele for submetido ao

cojugado de forcas, conforme desenho, qual sera a tensdo maxima de cisalhamento para as regides AC e

CB. Com essas tensdes e sabendo que 7 =10 MPa, indique o coeficiente de seguranca da estrutura.

A 3kN

Resposta: tac = 14,32 MPa; tcs = 9,55 MPa; s = 0,7

17. O eixo da figura a seguir é solicitado pelos momentos de torgdo M1 e M2. Determinar 0s momentos
reativos MA e MD. Indique as respostas no espaco indicado.

ANASARANY
"'\
ARRSNRNNN
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Respostas: Ma = Mp =

18. Calcular o valor méximo do momento T aplicado sabendo-se que o material suporta no maximo uma

tensdo de cisalhamento de tmax de 10 kN/cm?.

N A Corte AA
NV J =] @
W 1
\\ -
A
| 40 40 em 15 |
t *

Resposta: Tmax = 489,0 kN.cm.

19. (a) Determinar a dimensao “a” de modo a se ter a mesma tensao de cisalhamento maxima nos trechos

B-C e C-D. (b) Com tal dimensdo pede-se a maxima tensdo de cisalhamento no trecho A-B.

M,= 1200 KN.cm M,= 1200 KN.cm

! [ z
B A ——— R —— 11,5 em
t |
8.0 cm @ @

30 cm a 9 cm

189739,20.(11,5¢ —8*)

2 =110cm
8°.115.3924,04

Respostas: a =

b. paraa=110 cm, o0 momento torgor e a tensao no trecho A-B é dada por:

R =833,7KNcm
taB = 7,14 KN/ cm?

20. Para a estrutura abaixo, engastada em A e em E, com secdes circulares macicas e 0s momentos torgores
atuantes na secéo B de 4.T e na se¢do D de T, conforme indicados na figura a seguir, determinar:

a) diagramas de momento torcor;

b) as tensbes cisalhantes maximas nos trechos BC e CD;

c) os angulos das rotac6es nas secdes B e C.

Dados: T =1 kN.cm. Expressar resultados em termos de L, d e G (unidades ja compativeis com T).
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A
e
7
5 A 4T
[49]
2
| 2.L
Resposta:

Problema hiperestatico. Escrever o diagrama em funcdo da reacdo R em E. Considerada no sentido da

direita para esquerda positiva. Assim, o diagram de moneto torcor €:

Usar a equacdo de compatibilidade de deslocamento, sabendo que as rotagdes em A e E séo nulas.

32.(R-3T).2.L 32(R+T)L 32.(R).2.L
+ + =

0
T7G(2.d)! 7.0.(2.d) 7.GA(d)!

b) As tensdes séo dadas por:
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Tal”
]

¥

. o 16
Jg

Tal” T = 205 T/
" 5= 1,00, T
16.(=—T} I J
1 23 I: 1l []—_ ".5. | -'li:.
il i
40
1641} T @ =400, T/d’
T 2 100 —
Tl i’
164
1ﬁ.r_—" T T
T ] 2,05—
i ) d”

c) As rotacdes sdo dadas por:

ML
i —
(r.d
A2 0620 4,09 1.
iy F
Sl Zf-lrill Craf”
32.(-40).L 3.59.L
iy = iy + -
51.Gr2d) G’
A2 =401 ;
Pz = APy + (P2 I_{—-IIHI 4,40 _j -
Slogdleiel) Cral”

Gt
G = 3891 1 (Gt

%ﬂ". G

[

21. Calcular qual deve ser a posicdo (a = ?) da carga torgora (T) para que as tensdes de cisalhamento
maximas nos trechos AB e CD sejam iguais.
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'y
v

W L © ®

l | |
[ [ |
100 cm 40 em
Resposta:
Por equilibrio:

32.(R+T)a  32(R).(100-a) 32(R)40 _

=0
7.G.4° 7.G.4° 7G.2*
740
Para que as tensdes de cisalhamneto sejam iguais nos trechos AB e Cd € necessario entdo:
16.(”7% a1y 16.(;'1%) 240
TAB = TCD , asSim: 5 = 3 >a = =82,2cm
.4 w.2 9

22. Para o eixo indicado, pede-se o valor admissivel do momento M (torque) sabendo-se que =10

KN/cm?. Pede-se ainda, para esse valor de My, o giro maximo, indicando a se¢do onde ocorre. Dado G =
8000 KN/cm?

6cm|

Resposta:

2 M,

A

g

-t 15

T \
/,f-“"'_'___""‘l
e
£

O diagrama de corpo livre fica:

R+M;

R-M;
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Por equilibrio:
( 32 ).((R + I\/I4t).80 N (R- I\/I4t).20 N (R- I\ilt).50 N (R);SO) 0 S
7.8000 6 6 4 4
R =0,319M,

Assim, o diagrama do momento tor¢or é dado por:

A
1,319.M;

0,319.My

]

B

0,681.M;

Verificar onde ocorre tensdo maxima nos trechos A e B, pois em A é onde tem-se 0 maior esfor¢o e em B,

onde tem-se um didmetro menor que o de A.

4
Em A: J= zd T= M,r 216'M3‘ = 16'1'31?"\/" <14——>M, <450,30 KN.cm
32 J zd 7.6
d* M,r _16.M, 16.0,681.M
Em B: J:ﬂd ML 0 = 60683 L <14——>M, <£25819 KN.cm
32 J zd .4
Portanto: M¢ = 258,19 KN.cm
S M. L : . .
O giro é dado por: o= — Q1= 321,319 258’13 80_ 0,02676 rd
G.J 8000.7.(6)
02 on + S2(0681256819)20 o 03 = ou + o + S2:(0681.256819).50 _

8000.7.(6)* 8000.7.(4)*

- 0,02042 rd

¢2=0,02330 rd

s = - 0,02042 rd
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23. Para o eixo indicado pede-se 0 momento tor¢or M; admissivel, sabendo-se que: 7 =10 KN/cm?.

“1dp=3cm /'
P d=2cm fT =1 emr
L~
e
="
- |~
p \ \.M.
2 M,
| | | |
| [ |
20 cm 20 cm 10 cm

Resposta:M; = 17,20 KN.m

24. (Pedro Almeida, 2012) Determine o diametro ds do eixo formado por dois materiais Matl e Mat2, para
que a rotacdo na se¢do 4 seja nula. O eixo esquematizado na figura tem carregamentos T3=250kN*m
atuando na sec¢do 3 e T4=100 kN*m atuando na sec¢do 4, engastado na extremidade 1. Considerar d; =
90mm, do= 120mm, dz= 180mm; com Gmat1= 56 GPa e Gmare= 70 GPa. Considerar também que 0 eixo no
tramo 2-3 é macico e os trechos 1-2 e 3-4 sdo vazados, com diametro interno de ds e d», respectivamente, e

diametro externo de ds. Determinar também a tensdo maxima de cisalhamento do eixo.

Mat2
1 Matl 2 3 Matl 4

9 ;|
“di / d, Ta
-

—»—» ds

0000 ‘

1000mm 1000mm 1500mm

25. (Alfredo Gay, 2014) A figura ilustra um sistema formado por um eixo composto por dois
segmentos AB e BC de mesmo material. O comprimento entre A e B vale “Lag” e entre B e C vale
“Lec”. O ponto A se encontra engastado. No ponto C ¢ aplicado um torque “T” com o sentido
indicado na figura. No ponto B estdo fixadas no eixo duas barras rigidas DB e BE, ambas com
comprimento “b”. Nas pontas dessas barras existem dois fios com rigidez axial “EA” e
comprimento “L”, ortogonais as barras. Os fios estdo localizados entre os pontos D e F, e E e G.

Os pontos F e G encontram-se fixos. O diametro do eixo no trecho AB ¢ “Dag”.
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Pede-se:

a) Escrever a equacdo de equilibrio para o eixo ABC, em funcéo do torque reativo no engaste “Ta” e
do torque “Tg” atuante no ponto B pelo sistema de barras rigidas e fios. Fazer o diagrama de
momento de tor¢do no eixo em fungdo de “Ta”, “Ts” e “T”.

2

b) Calcular “Ta” e “Tg”, bem como a rotagdo do ponto B “[Ig” com os valores numéricos
fornecidos abaixo.

c) Determinar a medida do didmetro do eixo circular macico no trecho entre os pontos B e C para
que a rotagdo do ponto C “[I¢” seja menor do que 1,5°.

d) Se o material do eixo suporta tensdo de cisalhamento maxima de 50MPa, o diametro

determinado no item anterior pode ser utilizado? Justifique todas as respostas com calculos.

G
L

Las E

I :
N
5 B Lac
L " T
c=U
F

26. (Guilherme Franzini, 2014) A suspensdo de um veiculo por barra de torcdo (barra AC) esta
esquematizada na Fig 1 abaixo. As rodas (ndo representadas) sdo acopladas nos pontos D e E
pertencentes a barra rigida DE de comprimento 2r, enquanto que a extremidade A esta engastada. Ao
passar por um obstaculo, o desnivelamento vertical (na direcdo do eixo z) entre as rodas D e E é dado
por 2d e solicita a barra AC em torcéo (ver Fig 2). A barra AC possui secdo transversal circular vazada
de raio externo constante e igual a R, comprimento L e é escalonada em dois trechos, AB e BC (ver
Fig 3). O trecho AB possui momento de inércia polar (momento de inércia a torcdo) igual a J e
comprimento a, enquanto que o trecho BC possui momento de inércia polar 2] e comprimento b. A
barra AC ¢ fabricada em um material de modulo de elasticidade transversal G e possui tensdo de
cisalhamento admissivel 7. Admitindo que a Unica solicitacdo a barra AC que compde a suspensao
seja devida ao momento de tor¢do causado pelo desnivelamento entre as rodas e assumindo valida a

teoria de pequenas rotagdes vista nas aulas, pede-se:
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Fig 1

Fig 3

a) Determinar a rigidez torcional da suspenséo (k) em funcéo dos pardmetros geométricos e das
propriedades do material. (Dica: a rigidez torcional pode ser entendida como 0 momento torcor
necessario para causar uma rotacao unitaria entre as extremidades da barra AC. Nota: Calcule
a rotacdo unitaria com base na teoria vista em sala de aula, isto €, assumindo pequenas
rotacoes.)

Resposta: k =

b) Calcule a rotacdo relativa entre as se¢bes A e C, ¢4, para os valores numéricos dados abaixo.
Para os mesmos valores numeéricos e, igualando a maxima tenséo de cisalhamento existente na
barra AC a tensdo de cisalhamento admissivel, determinar a e b. Mostre que a e b independem
do valor de J.

Dados:d = 3cm,r =1,2m,R = 6cm,L = 2m, T = 100MPa,G = 81GPa

Resposta: ¢4 = rad a= m b = m

Dados:
Lag=20m Lgc=4,0m EA=1.000kN
b=10m L=15m Dag=0,1m
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T =10,0 kN.m G = 108 kN/m?

27. O eixo ¢ solicitado pelos momentos de tor¢cdo M1 e M2, nas respectivas posi¢des conforme figura.
A secéo é circular vazada de didmetro interno Dj e externo De. Determinar os momentos reativos Ma

e Mp e o diagrama de rotacdo em termos de G, L1, L2, L3, Di e De.

28. Para 0 eixo com dois torques atuantes e engastado em D, sabe-se que toda a se¢éo é circular macica
de diametro de 90 mm. Calcule a maxima tensao cisalhante no eixo e a rotagdo em graus na se¢do em
B. Adote: L1=1L2=2m,L3=3m, M1=5kN.m, M2 =8 kN.m e G = 100 GPa.

Respostas:
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29. Calcular o valor admissivel do momento tor¢or T considerando os sentidos indicados na figura.
Para este valor, verificar se existe alguma secédo, além da fixa em A, com angulo de tor¢do nulo. Caso
exista, determinar sua posi¢do com relagio ao ponto A. Dados: Tagm = 50 MPa, G = 15.000 kN/cm?,
Diametro do trecho AC = 40 mm; Trecho CD é de uma se¢do vazada de didmetro interno de 20 mm.

A 25T T
A pd
~ ( —
-] D
ZL 3B C \
e

com I m | com N

|- ‘|_

Respostas:

30. A barra reta AC estd no plano xy com seg¢ao transversal circular maci¢a de didmetros “d” e “2d”,
respectivamente, nos trechos AB e BC. Nos pontos B e C estdo ligadas perpendicularmente a barra
AC as barras rigidas DD’ e EE’ de comprimento, respectivamente, de 20 cm e 30 cm. Ou seja, as
barras DD’ e EE’ estdo contidas no plano yz. Sabendo que F=40 kN e 1,4, = 2 MPa, G =100 GPa

e que o comprimento de AB e BC sdo iguais de valor 1 m. Determine 0 minimo valor de “d”.

y
lF £
7 D' /T
Z d yd 2d IF
7 AA X Va B LE/C
/2 D / s
z

IG EIF/

Resposta: d =39 cm

31. (Beer J.)

Os cilindros s6lidos AB e BC estiao conectados em B ¢ estio engastados
em suportes fixos em A ¢ em C. Sabendo que os médulos de rigidez sio 25,5 GPa para
o aluminio e 38,6 GPa para o latio, determine a maxima tensio de cisalhamento (a)
no cilindro AB ¢ (b) no cilindro BC.
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Aluminio
304,8 mm
38,1 mm

B
T = 1412 kN - mm

4572 mm
< 50,8 mm

32. (Beer J.) Resolva o Problema anterior, considerando que o cilindro AB ¢é feito de ago com G = 77,2
GPa.

33. (Beer J.)

Um eixo circular AB consiste em um cilindro de aco de
240 mm de comprimento ¢ 22 mm de didmetro, no qual foi feito
um furo de 120 mm de profundidade e 16 mm de didmetro na
extremidade B. O eixo esta engastado a suportes fixos em ambas
as extremidades, e € aplicado um torque de 120 N - m na sua se¢@o
média (Fig. 3.28). Determine o torque aplicado no eixo por cada
um dos suportes.
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Resposta: Ta = 69,77 N.m; Th = 50,23 N.m

34. (Beer J.)

Dois eixos de ago com se¢iio transversal cheia sdo conectados por en-
grenagens conforme mostra a figura. E aplicado um torque de intensidade 7 = 900
N - m no eixo AB. Sabendo que a tensi@o de cisalhamento admissivel ¢ de 50 MPa ¢
considerando somente tensoes causadas por tor¢io, determine o diimetro necessdrio
para (a) o e¢ixo AB ¢ (b) o cixo CD.

Considere a se¢do em D fixa e as demais mancais livres de giro.

240 mm




