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Capitulo 1

Nocoes preliminares

Neste capitulo reunimos fatos basicos sobre vetores, matrizes, sistemas de
equacoes lineares e nimeros complexos, que serao usados nos capitulos seguintes.
Assumiremos conhecido o conjunto R dos nimeros reais e suas propriedades
algébricas elementares: suas operagoes de adicao e multiplicagdo sao associati-
vas, comutativas, tém elemento neutro, cada nimero tem seu oposto aditivo e

cada nimero nao nulo tem seu inverso multiplicativo.

1.1 Espaco euclidiano n— dimensional

As nogoes de par ordenado (z,y) e terna ordenada (z,y, z) de nimeros
reais tém uma extensao natural ao conceito de n-upla (zy,...,z,),
que é uma sucessao ordenada de m numeros reais. Denotaremos as
n—uplas por letras em negrito. Se x = (z1,...,z,), cada um dos
ndimeros z ,. .., &, é chamado uma componente (ou coordenada) de
x. Duas n—uplas (z1,...,2y,) e (y1,...,yn) sdo ditas iguais (indicamos
(1,..-,2n) = (Y1,--.,Yn)) Se e somente se r1 = Y1,...,Ln = Yp. O
conjunto de todas n—uplas de nimeros reais é denotado por R"”, isto é,

Rn:{(xlw"?xn) . .’L'kGR, kzl,...,n}.

Recordemos da Geometria Analitica que R3 pode ser identificado com
o conjunto V3 dos vetores geométricos (definidos pelos segmentos orien-
tados) por meio da correspondéncia que a cada v =ai+bj+ck de V3
associa a terna (a,b, c) € R3:

ai+bj+ckeVy «— (a,bc)€ R (1.1)
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6 Cap. 1  Nogoes preliminares

E claro que ao vetor i corresponde a terna e; = (1,0,0), ao vetor j
corresponde a terna ey = (0,1,0) e a k corresponde e3 = (0,0,1). O
médulo (ou comprimento) do vetor v é ||v|| = (a? + b + )/
A correspondéncia (1.1) é importante, pois permite caracterizar ele-
mentos geométricos, tais como reta, plano, etc, em termos de equacoes
algébricas.

ck|-

al /- - - - — _v
/

z / Figura 1.1

Por conta desta identificacdo, vamos escrever (com um pequeno abuso
de notagao) v = (a,b, c) e chamar ternas ordenadas de vetores. Por ex-
tensao, as n—uplas também sao chamadas de vetores; neste contexto,
0s numeros reais serao chamados escalares. Lembremos também que,
se a € R, temos av = aai+ abj+ ack, ou seja, ao vetor av as-
sociamos a terna («aa,ab,ac). Da mesma maneira, se (a1, by, c1) e
(ag, b2, c2) forem as ternas associadas aos vetores wi e wy, respectiva-
mente (ou seja, wi = a1i+b1j+crk e wy =agi+ baj+ cok), entao
temos w1 + wo = (a1 + a2)i+ (b1 + b2)j + (c1 + c2) k; assim, ao vetor
w1 + wy fica associado a terna (a1 + a2, by + by, ¢1 + ¢c2).

Essas observagoes mostram a importancia de se definir adicao de
ternas e multiplicacao de ternas por nimeros reais: dadas as ternas
(a1,b1,c1), (a2, b2, c2) e o nimero real «, definimos:

(a1,b1,c1) + (a2, b2, c2) = (a1 + az, by + b2, c1 + ¢2)
a(ay, by, c1) = (aar,aby,ac)

Pode-se mostrar que, quaisquer que sejam u,v,w € R3 e
a, 0 €R, temos:
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Al) (u+v)+w=u+(v+w)

A2) u+v=v+u

A3) se 0 designa a terna (0,0,0), entdo u+0=u, Yu € R3.
A4) para qualquer u = (a,b,c) € R?, a terna v = (—a, —b, —c)

satisfaz u+v =0

M) a(fu) = (af)u

M2) (a+ f)u=au+ fu
M3) « u—l—v)—au—l—av
M4) 1u=

As operagoes acima estendem-se de modo natural ao R™. Dados
u=(ar,...,ap) ev=_(b,...,b,) em R" e a € R, definimos a soma
u+ v e o produto por escalar au por

u+v:(a17~--7an)+(bla---abn):(a1+bla---aan+bn) (1'2)

au=alar,...,ap) = (aar,...,aay) (1.3)

Como no caso das ternas ordenadas, pode-se verificar que em R"
estao satisfeitas as propriedades Al) a A4) e M1) a M4). Por estarem
satisfeitas estas propriedades, dizemos que R™ é um espago vetorial.

A igualdade (1.2) define a soma de dois vetores. Para somar trés
vetores u, v e w, podemos considerar as combinagbes u + (v + w) e
(u+v)+w. A propriedade associativa afirma que estes vetores sao iguais.
Por causa desta propriedade, vamos omitir os parénteses. Mais geral-
mente, dados p vetores u;, uz...,u, e p nimeros reais ai, az,..., 0,
podemos definir o vetor

aru] +aug + -+ apup,

que chamaremos combinacao linear de u;, uz...,u,. Por exemplo,
o vetor (3,1,0,5) de R* é combinacio linear de (6,3,1,7), (3,2,1,2) e
(0,2,2,8) pois

1-(6,3,1,7) + (=1)- (3,2,1,2) + 0 (0,2,2,8) = (3,1,0,5).

J& o vetor (6,1,0) de R3 ndo é combinagao linear de (6,0,0), (3,6,4) e
(5,9,6); de fato, se (6,1,0) fosse combinacao linear de (6,0,0), (3,6,4)
e (5,9,6) existiriam numeros z,y, z tais que

x(6,0,0) +y(3,6,4) +2(5,9,6) = (6,1,0),
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ou seja,
(6x+3y+526y+92,4y+62)=(6,1,0).

Desta igualdade vemos que x, y, z deveriam satisfazer o sistema de equacoes
6z+3y+52=6 (1)

6y+9z=1 (2)
4y+62=0 (3)

As equagoes (2) e (3) mostram que nao existem tais nimeros z,y, z.

Logo, (6,1,0) ndao é combinagao linear de (6,0,0), (3,6,4) e (5,9,6).

Exemplo 1.1. Mostrar que todo vetor x = (x1,...,xy,) se escreve, de
modo unico, como combinacao linear dos vetores

e1 = (1,0,...,0), e =(0,1,...,0), ... , e, = (0,0,...,1)

(Por causa desta propriedade, diremos que os vetores e1,€s, ..., e, for-
mam uma base de R", chamada base candnica de R").

Podemos escrever

(1, xpn) = (21,0,...,0)+ -+ (0,...,2,) =
=z1(1,0,...,0) 4+ -4+ 2,(0,0,...,1) =
=x1€ + -+ xTph€n.

Logo, x é combinacgao linear de ey , ..., e, . Para ver que esta é a inica
maneira de escrever x como combinagao linear de ey, ..., e,, suponha-
mos que x também se escreva como X =tje; + -+ t, e,. Entao

(1, ) =x=t1€] + -+ lye, =
=t (1,0,...,0)++--+t,(0,0,...,1) =
=(t1,...,tn).
Logo, t1 =x1,...,t, = x,. O

Exercicio 1.1. Determine se v € combinacdo linear de uy, uy e ug,
sendo:

(a) v=(2,-5,-1), u1 =(1,0,0), us = (0,1,1) eug = (—1,1,1);
(b) v=1(2,3,-1), u =(1,0,0),us =(0,1,1) eusg = (—1,1,1);
() v=(-1,-1,2), u1 =(1,1,1), us = (1,1,0) e ug = (0,0,1);
(d)yv=(1,-1,4), u=(1,1,1),us =(1,1,0) eusz = (0,0,1);
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Além das operacoes de adicado de n—upla e multiplicacdo de n—upla
por nimero real, podemos definir em R™ o chamado produto interno de
n—uplas, que estende a noc¢ao de produto escalar visto nos cursos de
Fisica e Geometria Analitica. Lembremos que o produto escalar dos
vetores (nao nulos) u e v, de médulos ||u|| e ||v||, respectivamente, que
formam entre si um angulo 6 é definido por

u-v = ||ul||v| cos@. (1.4)

E conveniente escrever o produto escalar em termos das componentes
dos vetores u = (a,b,c) e v = (z,y, 2). Aplicando a lei dos cossenos ao
triangulo cujos lados sdo u, v e u — v (Figura 1.2), temos

[l = vIf* = [Jul® + [[v]* = 2 [l [|v]| cos 6. (1.5)

Figura 1.2

Substituindo em (1.5): |Jul|> = a® + 0% + %, |v||*? = 2% + y® + 22,
[lu—v|? = (z—a)*+(y—0)*+(z—¢)* = [[ul]*+|[v[* -2 (az+by+c2)
e |[ul|||v]] cos® = u- v, obtemos

u-v=ar+bytcz (1.6)

Uma vantagem da igualdade (1.6) em relacao a (1.4) é que ela (a
relacdo (1.6)) nao depende do apelo geométrico e portanto permite es-
tender a R™, com n > 4, esta nocao de produto escalar, que chamaremos
produto interno.

Dados u = (z1,...,2,), V= (Y1,...,Yn) € R", definimos o pro-
duto interno de u e v, denotado por u-v (ou (u,v)), como sendo

u-v=x1y1 + ... + Tpyn (1.7)

(notemos que o produto interno de dois vetores de R” é um nimero real).
O espacgo vetorial R™, munido do produto interno, é chamado espago
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euclidiano. E ficil ver que u-u > 0, Vu # 0. Definimos a norma
de um vetor u como sendo ||ul| = y/u-u. O produto interno tem as
seguintes propriedades

u-v=v-u (1.8)
(u+aw) - v=u-v+a(w-v) (1.9)
Exemplo 1.2. Seu = (1,v/3,0), v = (3,-1,5), w = (—3,1,2), entdo
Jul =2, [[v] = V35, U'V:3()+\[( )=3-V3ev-w=

3(=3)+1(=1)+5-2=0.

Existe uma importante desigualdade relacionando norma e produto
interno, conhecida como desigualdade de Cauchy-Schwarz

[u-v| < [ull]v]]. (1.10)

Se v = 0, temos (u,v) = 0, e a desigualdade (1.10) ¢é trivial. Para
mostrar esta desigualdade quando v # 0, notemos que, para qualquer
t € R, temos |jlu+tv| > 0. Usando as propriedades (1.8) e (1.9), temos

O<|ut+tv|?’=u+tv) - (u+tv)=u-u+2tu-v+tiv.v=
= ul? +2tu- v+ v|?

donde
|v[|?t> +2(u-v)t+|[ul|®> > 0. (1.11)

O primeiro membro desta desigualdade é uma funcao quadratica em ¢.
Para que esta fungao quadratica seja sempre nao negativa, seu discrimi-
nante nao pode ser positivo, isto é,

A(u-v)? 4w ful? < 0. (1.12)
A desigualdade (1.12) implica (1.10). O

Dois vetores u, v € R" sao ditos ortogonais quando u-v = 0. Por
exemplo, os vetores u = (1,0,9,—6) e v = (0, —1,2,3) sdo ortogonais,
poisu-v=1x04+0x(=1)4+9x 2+ (—6) x 3=0. Um conjunto de
vetores {uy ,...,u,} é dito um conjunto ortogonal se os seus vetores
sao dois a dois ortogonais, isto é, u;-u; = 0, quaisquer que sejam ¢, j com
1 <i,7 <mei# j;se, além disso, [[ui]| = -+ = ||Ju,| = 1, dizemos
que esse conjunto é ortonormal. A base canénica {e1,...,e,} é um
conjunto ortonormal em R".
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Exemplo 1.3. Encontrar todos os vetores de R? que sdo ortogonais a
v=(2,-1).

Procuramos os vetores u = (z,y) tais que u-v =0, isto é, 22 —y = 0.
Logo, u = (z,2x). Notemos que y = 2z é a equagao da reta que passa
pela origem e tem v como vetor normal. (Figura 1.3).

Exemplo 1.4. Encontrar todos os vetores de R3 que sdo ortogonais a
n=(2,—1,0).

Procuramos os vetores u = (,y, z) tais que u-n = 0, ou seja, y = 2.
Logo, u = (z,2x,2z) = x(2,1,0) + 2(0,0,1). Notemos que y = 2x
é equacao do plano que contém a origem e tem n como vetor normal
(Figura 1.4). O

z
| \
Y /
/// y=2zx
/
/
/
/
/
/
/
/
A Y
// X \
/ \4
/ y=2z
T
Figura 1.3 Figura 1.4

Exemplo 1.5. Encontrar todos os vetores de R3 que sdo ortogonais a
v=(2,1,1) ew=(0,1,-1).

Procuramos os vetores u = (z,y,2) tais que u-v =0e u-w = 0,
ou seja, 2x +y+ 2z = 0e y— 2z = 0. Da ultima destas igualdades,
tiramos y = z; substituindo na anterior, obtemos z = —y. Portanto
u= (_yayay) = y(_]" 17 ]')

Exercicio 1.2. (a) Encontre x de modo que os vetores u = (3,5,x) e
v = (—4,2,4) sejam ortogonais.
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(b) Encontre x e y de modo que {(3,z,2), (—4,2,1), (1,-11,y)} seja um
conjunto ortogonal.

Exercicio 1.3. Determine quais dos conjuntos abaizo sao ortogonais:

(a) {(273)7 (67 _4)}

(b) £(0,2,3), (1,6,—4),(1,1,1), (1, =3, 1)}
(c) {(1,1,1,1) (1,-1,1,-1),(0,0,1,0), (0,0,0,1)}
(d) {(2,1,-1,1),(1,1,3,0),(1,-1,0,1), (2,1, 1,1)}.

Exercicio 1.4. Prove a desigualdade |ju + v| < |u|| + |v]|
(conhecida como desigualdade triangular ).

Exercicio 1.5. Prove que: ||[u+ v|? + [[u— v||* = 2(|Jul|* + ||v]]?) e
lu+v|?—|lu—v|]?=4u-v.
Exercicio 1.6. Prove o Teorema de Pitdgoras em R™: os vetores u, v

sdo ortogonais se e somente se ||[u+ v||? = [[u* + ||v|?.

Exercicio 1.7. Sejam u, v € R™. Mostre que u e v sdo ortogonais se
e somente se |[u+v| = |lu—v|.

1.2 Matrizes

Sejam m,n > 1 numeros inteiros. Uma matriz de ordem m x n é
um arranjo de mn nimeros distribuidos em m linhas e n colunas, do
seguinte modo:

a1 ai12 e A1n
a921 as9 . a9n
am1 Am2 ... Amn

Denotaremos esta matriz por A = (a;;). Cada ntimero a;; chama-se um
elemento (ou entrada) da matriz: 7 indica a linha e j a coluna onde
se localiza aj;. Duas matrizes de mesma ordem A = (a;j) e B = (bi5)
sao ditas iguais quando seus elementos correspondentes sao iguais, isto
é, Qj; = bij7 Vl,]

0z 0 0 —1 0 vy=

3 2 0} {y 2 z] r=-1
— P
z=20

Exemplo 1.6. [
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Denotaremos por M,,«,(R) o conjunto das matrizes de ordem m x n
de numeros reais; quando m = n, denotaremos tal conjunto por M, (R);
neste caso, cada elemento de M, (R) é dito uma matriz quadrada de
ordem n. A matriz O € M,,«, cujos elementos sao todos iguais a zero é
chamada matriz nula. Uma matriz com m linhas e 1 coluna é chamada
matriz coluna e uma matriz com 1 linha e n colunas é chamada matriz

linha.
1 2
602[9 4]’

entao A € matriz linha, B € matriz coluna e C é matriz quadrada de
ordem 2.

0
Exemplo 1.7. Se A=[1 2 1 3], B=|3
7

Existe uma correspondéncia natural entre matrizes 1 X m e vetores
de R™. A cada vetor x = (x1,...,Zy ) de R™ associamos a matriz
linha X = [x1 -+ a,] e reciprocamente, a cada matriz m x 1, X,
associamos um vetor x como acima. Da mesma maneira, existe uma
correspondéncia natural entre matrizes colunas m x 1 e vetores de R™.
Sempre que for conveniente, identificaremos vetores de R”* com matrizes
linhas ou matrizes colunas, por meio das correspondéncias

Z1

X=(1,...,Ty) «— : — [z1 - Tm]. (1.13)
T,

Em uma matriz quadrada A = (a; j), os elementos aiq, ..., ay, CONS-

tituem a diagonal principal de A. Uma matriz quadrada (a; ;) chama-
se matriz diagonal quando a;; = 0, Vi # j, isto ¢, todo elemento fora

da diagonal principal é nulo; ela serd denotada por diag(ajqi,...,ann),
isto é,
aii 0 . 0
. 0 aszo ... 0
d1ag(a11,...,ann): : . . :
0 0 ... apn
Uma importante matriz diagonal é a matriz identidade de ordem n:
1 0 ... 0
o1 ... O
I, =
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Uma matriz quadrada A = (a;;) é dita triangular superior, quando
a;; = 0, para todo i > j, ou seja,

a1 a1 ... A1n

0 a2 e aAon,
A =

0 0 ... apn

De modo anélogo define-se matriz triangular inferior.

Dada uma matriz A = (a;j)mxn, sua transposta, denotada por
AT é a matriz B = (bji)nxm, em que bj; = a;j, Vi,j. Uma matriz
quadrada é dita simétrica se AT = A, isto é, aj; = ajj, Vi,j. Uma
matriz é dita anti-simétrica se AT = —A, isto é, aj; = —a;j;, para
todo i,j: em particular, como para ¢ = j devemos ter a;; = —a;;, 08
elementos de sua diagonal principal sao nulos.

2 1 0 0 -1 0
Exemplo 1.8. A matriz | 1 9 5 | € simélricae | 1 0 5 | €
0 5 -3 0 -5 0
anti-simétrica.
Dada a matriz
a1 ai2 e A1n
a1 a22 e agn
A=
Am1 Am2 CIEa Amn
as n matrizes m x 1:
a11 Q1n
a21 A2n
V1 = . e Vnp =
am1 Amn
chamam-se vetores colunas de A e as n matrizes 1 X n
1 m
u :[(111 a1 ...aln] u :[aml Am?2 amn]

sao os vetores linhas de A. Em muitas situagoes, é conveniente escre-
ver A em termos de seus vetores linhas ou de seus vetores colunas:
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u;
ug

A= . ou A=[vl, v?, ..., v"].
u,,
Sejam A = (a;5), B = (bij) € Myxn(R). A soma de A com B,
indicada por A 4+ B é a matriz cujo termos geral é a;; + b;;, ou seja,

air +bii ap +bi2 ... aip + bin
ag1 +ba1  age +bao ... az, + boy

A+ B= . . , i (1.14)
Am1 + bml Am2 + bm2 e Amn + bmn

Verifique como exercicio que a adigdo de matrizes tem as propriedades
Al a A4 (pagina 7).

Exemplo 1.9. SeA:[_l \%],B:[?) 5] e C=

1 3
2 95
) -1 4 3 1

. —4 8
entdo A+ B = 4 44T

com C e de A com C.

Sejam A = (ai;j) € Mpmxn(R) e @ € R. O produto de A pelo niimero
a é a matriz a A = (aa; ), isto é,

] e nao estio definidas as somas de B

aaly a2 e aQin
a1 22 . Q Agn

aA= , . . . (1.15)
AQm1 Qm2 ... A Ay,

Mostre que sao vélidas as propriedades M1 a M4 (pagina 7).

-1 0 -3 0
Exemplo 1.10. Sea =3, A= 3 1 ], entdo a A = 9 3 ]
-2 0 -6 0

Sejam A = (a;j) € Mpmxn(R), B = (bji) € Mpxp(R). O produto de
A por B, denotado por A B, é a matriz C' = (¢;1), de ordem m X p, cujo
termo geral ¢;; é dado por

n
Cik, = Z a;ijbjr =aij1b1p+ai2bar+ -+ ainbpy .
Jj=1
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0 445 8 8 10
) 00 01=1_9 g _9
10 1

A definicao acima permite multiplicar uma matriz A = (a;;)mxn

2

Exemplo 1.11. [ 0

—_

. T . .
por uma matriz n x 1, X = [1‘1 RN xn] e o produto é uma matriz

mx1,Y=[y1 ... yn ]T. Sempre que for conveniente, usaremos a iden-
tificagao (1.13) e diremos que estamos multiplicando a matriz A pelo
vetor X = (z1,...,2,), resultando no vetor y = (y1,...,Ym)-

O produto de matrizes tem as seguintes propriedades:
P1: A(BC) = (AB)C, VA& Myxn, B€ M,xp, C € Mpyq
P2: A(B+C)=AB+ AC, VA€ Myxn, B, C € My,
P3: (A+B)C = AC+ BC, VA, B€ Mpyxn, C € Myxp

Observando a definicdo acima, vemos que o produto de matrizes
pode ser escrito em termos das colunas de B da seguinte forma: se
B=|[vy, ..., vp], entao

AB=[Avy, ..., Av,]. (1.16)

Teorema 1.1. Sejam A,B e C matrizes quadradas de ordem n, com
1 n

A =diag(ai, - -, ay), e B=diag(by, - -, b,). Sejamu*, ..., u™ as
linhas de C e vy, ..., vy, as colunas de C. Entao
a1u1
a2u2
AC = . € CB:[blvl,..., bnvn]. (1.17)
a,u"

A demonstracao do teorema fica como exercicio.

Uma matriz A € M,(R) é dita invertivel quando existe B € M, (R)
tal que

AB=BA=1,.
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A matriz B chama-se inversa de A e é denotada por A~!. Por exemplo,

. 2 1 , . , . ,
a matriz A = [ 9 9 ] ¢é invertivel e sua inversa é
-1 _ 1 -1/2
e

Na préxima secao apresentaremos um método para calcular a inversa de
uma matriz.

Exercicio 1.8. Mostre que se A e B forem invertiveis, entao AB €
invertivel e (AB)™! = B~1A~L,

Exercicio 1.9. Mostre que (A + B)T = AT + BT, (AB)T = BT AT ¢
(ATT = A,

Exercicio 1.10. Sejam A € M,(R) e X, Y € M,«1(R). Mostre que
XTAY =YT AT X.

Exercicio 1.11. Seja A € M,(R). Mostre que a matriz B = A+ AT ¢
simétrica e que a matriz C = A — AT ¢ anti-simétrica.

Exercicio 1.12. Mostre que toda matriz A € M, (R) se escreve como
soma de uma matriz simétrica e uma matriz anti-simétrica. (Sugestao:

escreva A= 1(A+ AT) + (A — AT)).

1.3 Sistemas lineares

Nesta secao, estudamos sistemas de equacdes algébricas lineares. Um
sistema de m equagoes lineares nas n variaveis x1 ,...,x, tem a forma:

a11 T1+ ai2T2 + -+ A1 Ty = by
a21 X1+ G22%2+ -+ G2n Ty = by

(1.18)
Am1 T1 + Am2 T2 + -+ + Qp Ty = bm

Os ntmeros a;;, 1 < i < m, 1 < j < n, chamados coeficientes e
os b;, 1 <1¢ < m, chamados termos constantes, sao dados. Quando
by = -+ = by = 0, o sistema (1.18) é chamado homogéneo; caso
contrario ele é dito nao homogéneo. Uma solugao da equagao (1.18)
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éuman—upla (21, 22,..., 2,) que satisfaz todas as equagoes do sistema,
isto é, a;121 +a;222 + ... + @inzpn=2"0;, paratodoi=1,...,m. O
conjunto de todas solugoes de (1.18) é chamado conjunto solugao de
(1.18). Por exemplo, a terna (0,1, 1) é solucao do sistema

xr1 — Lo + 2%3 =1
{ oy =0 (1.19)
Destas equactes, temos z9 = x3 e x1 = 1 — x3. Atribuindo valores

arbitrarios x3 = ¢, obtemos 1 = 1 — t, 9 = t; portanto, este sistema
tem infinitas solugoes. O conjunto solugao de (1.19) é

S = { (1 —t,t,t) : t arbitrdrio }

Um sistema linear que admite uma unica solugao é dito possivel e de-
terminado. Um sistema linear com mais de uma solucao é chamado
indeterminado. Um sistema linear que nao admite solugao é dito im-
possivel. Sejam

) rt+y=2 ) 4z +6y=0 ) or+y=1
Sl'{x—yzo S2'{633+9y=0 S 20+ 2y =1

E facil ver que o sistema S; é possivel e determinado: (1,1) é sua tinica
solugdo), o sistema Sy é indeterminado: (3,—2) e (—3,2) sao solugoes
de S2, e que S5 ¢ impossivel.

E fcil ver que, se o sistema (1.18) é homogéneo, entdo a n—upla
(0,...,0) é solucao desse sistema, chamada solugao trivial. Assim, um
sistema homogeéneo é sempre possivel; pode-se mostrar que, se m < n,
ele tem solugoes nao triviais.

Definindo as matrizes

ail a2 ... A1n Z1 b1

az1 a22 e agn T2 b2
A= . X = e B=

m1 Am2 ... Gmn Tn bm

podemos escrever o sistema (1.18) na forma matricial

AX =B (1.20)
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A matriz A chama-se matriz dos coeficientes do sistema (1.18). A
matriz

a1 ai2 N A1n b1

a21 as2 N a92n bg
[A: B] =

Am1  Gm2  --- Qmn b,

chama-se matriz aumentada do sistema (1.18).

Uma classe especial de sistema sistemas lineares que podem ser facil-
mente resolvidos é a dos sistemas escalonados: sao sistemas da forma

121+ Far, T a T o Ty =by
gy Tjy + o+ Az, Ty, + o+ azn T = by

Gk j, Tjj, + -+ + Qg Ty, = bg.

(1.21)
com aj; # 0, a2, # 0,...,a;; # 0. Consideremos, por exemplo, o
sistema
r+y+2z= 3
y+ z= 1 (1.22)
2z =—-4.
Da terceira equacao, temos z = —2; substituindo este valor na segunda

equagao, tiramos y = 3 e, substituindo estes valores na primeira equagao,
obtemos = = 4. Assim, sua tnica solugao é (4,3, —2).
Dois sistemas lineares S e Sy sdo ditos equivalentes (e indicamos
S1 ~ S2) quando eles tém as mesmas solugoes. Por exemplo, os sistemas
T+y=2 r+2y=3
{xyO © {Q:Eyl
sao equivalentes, pois sua unica solugao é (1,1).

Vamos agora introduzir, por meio de exemplos, os método de elim-
inacdo de Gauss e de Gauss-Jordan para resolver sistemas lineares.
Tais métodos consistem em transformar o sistema dado em um sis-
tema equivalente na forma escalonada, efetuando as seguintes operacoes,

chamadas operacoes elementares:
(i) multiplicar uma das equacoes de S por um nimero real k # 0.
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(ii) substituir uma equacao de S pela soma daquela equagao com
outra equacao de S.

r— y+ z= 1
Exemplo 1.12. Resolver o sistema { 2z+ y—4z=
r—3y+3z=

(.
I
ot =

Temos

r— y+ z= 1
20+ y—4z=-1
5

r—3y+3z=
x— y+ z= 1 (4) r— y+ z= 1 (4)
y—2z=-1 (F) ~ y—2z=-1 (F)
{ —y+ z= 2 (G) { —z= 1 (H)

Agora fica facil resolver o sistema. Da tultima equacao tiramos z = —1;
substituindo na segunda, obtemos y = —3 e levando estes valores na
primeira, temos x = —1; logo, a solugao do sistema é (—1,—3,—1). Este
¢é basicamente o método de Gauss. Uma outra maneira de resolver
o sistema é continuar com as operagoes elementares e eliminar z nas
duas primeiras equacoes e, em seguida, eliminar y na primeira: este é o
método de Gauss-Jordan.

(A) {x y+ z= 1 (A)
(B) ~ 3y—6z=-3 (D) ~
() —2y+2z= 4 (E)

r—y = 2 (K) x =-1 (L)
yo=-3 ()~ yo=-3 ()
z=-1 (1) z=-1 (I)

Na resolucao, efetuamos as operagoes: D = (=2)A+ B, E = C — A,
F=D/3,G=E/2, H=F+G,I=(-1)H,J=F—2H,K=A+H
elL=J+ K.

r+2y— z2=7
Exemplo 1.13. Analisar o sistema x4+ y+2z=3 para diversos
22 +3y+ z=k
valores de k.

r+2y— z2=7 r4+2y— z=17 r+2y— z=17
r+ y+22=3 ~ y—3z=4 ~ y—3z=4
2¢+3y+ z=k y—3z=14—k 0=10—k%
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Portanto, o sistema ndo tem solucao, se k # 10. Se k = 10, ele é
equivalente ao sistema indeterminado

z+2y— z2=17
y—3z=4,

que tem as (infinitas) solugoes (—1—5z,4+3 z, z), em que z é arbitrario.

Podemos simplificar a notacao ao resolver sistemas lineares, omitin-
do as incégnitas e concentrando nossa atencao na matriz aumentada.
Por exemplo, a resolucao do sistema linear:

r+2y— z=1 r4+2y— 2= 1

20 +4y—62=0 ~ dz= 2

rT— y+2z2=4 3y —3z=-3
r+2y—z= 1 r+2y = 3/2 x= 5/2
y—z= -1 ~ y =-1/2 ~ y=—-1/2
z2=1/2 z= 1/2 z= 1/2

pode ser escrita de maneira resumida do seguinte modo (a barra vertical
em cada uma das matrizes abaixo tem como tUnica finalidade separar os
coeficientes dos termos constantes):

1 2 —1]1 12 -1 1 12 -1 1
2 4 —6|0|~]00 4 2 ~]0 1 1| -1 |~
1 -1 2] 4 0 3 -3 -3 00 1] 1/2
(1 2 0 3/2 1 00 5/2

01 0| -1/2|~ |01 0| —1/2

|0 0 1 1/2 0 0 1 1/2

Agora, é s6 observar que a primeira coluna da matriz A estava associada
a variavel x, a segunda coluna associada a variavel y e a terceira coluna
a varidvel z para concluir que z =5/2, y = —1/2e z =1/2.

Por analogia com os sistemas lineares, diremos que uma matriz esta
na forma escalonada quando a quantidade inicial de zeros da primeira
linha é menor do que a da segunda linha, que é menor de que a da
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terceira linha e assim por diante, ou seja, a matriz é da forma

ayil ... aljl aljm ajpn
0 ... a2y ... azj, ... a2
0o ... 0 cer Qmgy -+ Qmn

Além de simplificar a notagéo, o procedimento acima permite re-
solver simultameamente diversos sistemas lineares que tenham a mesma
matriz dos coeficientes. Por exemplo, para resolver os sistemas

r+y=1 u+v=0
e
—r+y=0 —u+v=1

escrevemos

11110 1o 1/2 —1/2
01| 3 3 01| 1/2 1/2]°

Logo, x = 1/2, y = 1/2, u=1/2, v = 1/2. Notemos que as solugoes
(z,y) = (1/2,1/2)T e (u,v) = (—=1/2,1/2)7 sdo as colunas da inversa da

matriz A = bl , isto é,

-1 1
_ 1/2 —1/2
A1:[1§2 1//2 ]

O procedimento acima é vélido em geral. Se A = (a;;) é uma matriz nxn
invertivel, sua inversa, A~!, é caracterizada pela igualdade A A~! = I.
Escrevendo

e =[1,0,...,07, ..., e,=[0,...,0,1]F e A7t =[X,...,X,],
a igualdade AA™! = I é equivalente a AX; = e;,..., AX, = e,.
Logo, as colunas X, ..., X,, sdo solugoes dos respectivos sistemas

AX=e,..., AX =¢,.
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Deste modo, para encontrar a inversa de A = (a; j), escalonamos a matriz

a1 a2 A1n 1 0 . 0
a21 Q92 az, | 0 1 0
Apnl Gp2 ... Gpn 00 ... 1

A matriz que resultar & direita da linha serd A~'.

1 2 3
Exemplo 1.14. Calcular a inversa da matriz A = [ 2 5 3 ]
1 0 8
1 2 3 1 0 O 1 2 3 1 0 O
25 3| 01O0]|~]0 1 =3| =21 0]~
1 0 8/ 0 0 1 0 -2 5 -1 0 1
1 2 3 1 0 0 1 2 0 —14 6 3
~(01 3| -2 1 O0|~]0120 13 -5 -3 | ~
L0 0 1 5 —2 -1 0 0 1 5 —2 -1
1 0 0 —40 16 9
~10 1 0 13 -5 -3
oo 1| 5 -2 -1
—40 16 9
Logo, A~ = 13 -5 -3 |.
5 —2 -1
Exercicio 1.13. Resolver cada um dos sistemas abaixo:
—2x+3y—8z= 7 3r+ y+ z= 8
a) 3r+ y+ z= 8 b Sr — 3y +4z =17
S5r+4y — 3z =17 —2x—-8y+3z2= 7
z+3y+ z= 8 z+3y+ 2= 8

¢) 8r+2y—2z2=-7 d) x4+ y—2z= 4
—3r+ 5y +4z =17 —z—-by+kz=-12
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Exercicio 1.14. Calcule a inversa de cada uma das matrizes abaizo:

(1 2 3 5

13 01 113 4
A‘[—1 1] B=1_11 C=11225
12 3 4

111 (11 0 (2 0 2
D=[310| E=|131| F={310
2 0 2 05 2 111

1.4 Determinante

Nesta secao definimos o determinante de uma matriz n x n, A = (a; ),
que denotaremos por det(A) (ou por |A|, de acordo com a conveniéncia).
Lembremos que os determinantes de matrizes 2 x 2 e 3 X 3 sdo dados
por

b
e d =ad—bc (1.23)
a b ¢
d e f|=aei+bfg+cdh—gec—hfa—ibd. (1.24)
g h i

Por exemplo,

1 01
-1 6 5|=6 (confiral)
0 3 4
Para matrizes quadradas de ordem n > 3, definimos o determinante de
modo recursivo, isto é, o determinante de uma matriz de ordem n é
dada em termos do determinante de uma matriz de ordem n — 1. Para a
definigao geral, precisamos da nogao de cofator de um elemento. Dada
uma matriz A de ordem n,
aip a2 ... A1n
as1 agy ... a9,
A= | o (1.25)

an1 AaAn2 ... Apn
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para cada 7,5, 1 < 4,5 < n seja A;; a matriz de ordem n — 1 obtida
retirando-se a i—ésima linha e a j—ésima coluna de A. O determi-
nante de A;; chama-se menor associado ao elemento a;;. O ndmero
(—1)""J det A;; chama-se cofator do elemento a;;. Por exemplo, se

1 0 -1 3
-1 6 5 7
M= 0 3 0 8
0 -1 3 2
entao
6 5 7 1 0 -1 1 -1 3
M11: 3 0 8 7]\424: 0 3 0 eM32: —1 5 7 |.
-1 3 2 0 -1 3 0 3 2

O determinante da matriz A, dada em (1.25), é definido por

n
det A = Z(—l)Hj aij det Ayj (1.26)
j=1
1 0 -1 0
. . -1 6 5 7
Exemplo 1.15. Calcular o determinante da matriz 0 3 0 8
0 -1 3 2
Como a1 =1, a2 =0, a13 = —1, a4 = 0, pela definicao acima temos
IR 6 5 7 16 7
=(-DY1| 3 0 8|+ (-13(-1)] 0 3 8
0 3 0 8 -1 3 2 0 -1 2
0 -1 3 2

= —151+14 = 137

A definicao acima expressa o determinante em termos dos elementos da
primeira linha e seus cofatores: é a chamada expansdo do determinante
pela primeira linha. E possivel mostrar que obtemos o mesmo valor
quando fazemos a expansao usando qualquer linha ou coluna, isto é,
para cada 7 fixado,

det A =" "(=1)"" a;; det Ay
j=1
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ou, para cada j fixado,
n . .
detA = Z(—l)ﬂﬂ aij det Aij
i=1

O proximo teorema dé algumas propriedades do determinante que decor-
rem diretamente de sua definicdo. A demonstragao nao é dificil, mas é
trabalhosa e, por esta razao, serd omitida.

Teorema 1.2. O determinante tem as sequintes propriedades:

1) det I, = 1.

2) Se A tem duas linhas ou duas colunas iguais, entio det A = 0.
3) O determinante € linear em cada linha e cada coluna, isto é,

avy +wp Vi W1
V2 V2 V2

det ) = « det . + det
Vi Vi Vi,

o mesmo valendo para as outras colunas e para as linhas .
4) det(A B) = det A det B, VA, B € M, (R)
5) det AT =det A, VA € M,(R).

Exercicio 1.15. Calcule o determinante das matrizes:

3 0 00
9 3 6

A= |36 B=|2 50 C = 2 231

15 5 0 9 1 3 0 2

3 4 0 2

Exercicio 1.16. Mostre que o determinante de uma matriz triangular
€ o produto dos elementos da diagonal principal.

Exercicio 1.17. Mostre que

1 1 1
r T2 T3 = (7“3 — ’1"2)(7“3 — 7“1)(’1"2 - 7“1)
r? r3 rl
1 1 1
(Sugestao: considere a fun¢ao d(x) = | r1 12 = |, que € polinomial
r? 13 z?

de grau 2 e satisfaz d(r1) = d(r2) = 0: assim, d(x) =k (x —r2)(z —r1).
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Como d(0) = kry ro e d(0) = ryro(ra — 1), temos k = ro — r1; entdo
d(rs) = (rs —ra)(rs —r1)(re — 1) ). Generalize.

1.5 Numeros complexos
Denotaremos por C o conjunto dos nimeros complexos, isto €,
C={z+iy: =,y €R, em que iZ:—l}. (1.27)

Se z=x+1iy, com x, y € R, o nimero x chama-se parte real de z e
y chama-se parte imaginaria de z. Definimos as operacgoes algébricas
em C do seguinte modo: dados z1 =a+1ib, 20 =c+id € C, pomos

z21+2z2=(a+1b)+ (c+id)=(a+c)+i(b+d),
z129 = (a+1ib) (c+id) = (ac—bd) +i(ad + bc).

As operacoes de adigao e multiplicagao em C tém as mesmas propriedades
que as operagoes de R, ou seja, quaisquer que sejam z,w, s € C:

1. (associatividade) z + (w+s) = (z+w) +se z(ws) = (zw) s

2. (comutatividade) z +w =w+ 2z e 2w =wz

3. (elementos neutros) z+0=2 e z1=2 VzeC

4. (elemento oposto) para cada z = a +ib € C, existe um elemento

w € C (a saber, w = —a —ib) tal que z + w = 0;

(elemento inverso) para cada z € C, z # 0, existe em C um ele-
mento denotado por 27! tal que zz7 ' =1

6. (distributividade) z(w+s) =zw+ zs

o

A correspondéncia x +iy «— (x,y) identifica cada niimero com-
plexo com um vetor (ou com um ponto, se for conveniente) do plano: veja
as figuras 1.5 e 1.6. Essa correspondéncia relaciona soma de nimeros
complexos com soma de vetores.

Para cada nimero complexo z = x + iy, definimos o seu conjugado
por Z =z —iy e o seu médulo ou valor absoluto por |z| = /22 + y2.
E claro que |z|2 = 2 Z.

O inverso multiplicativo do ntimero z = x + iy é dado por

Zfl_i r—iy € . Y

= = —1 .
2z x?4y? 2?4 y? x2 + 2
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A divisdo de dois nimeros z = a +ib, w = c+id é z/w = zw™ L.
Portanto
z zw (a+ib)(c—1id)

w  |w? 2+ d

Exemplo 1.16. Se z = 2 — i, entdio z =2+1i, |z =5 ez ! =
(2+414)/5. Esses numeros estao representados na Figura 1.5 abaizo.

Exemplo 1.17. Se 2z =6+ 2% e w = 4 + 314, entdo

2 _ 6420 (6+20)(4-3i) _30-10i _6 2

w  4+3i 16 +9 25 5

ot N

Exercicio 1.18. Mostre que, quaisquer que sejam z,w € C:
(@) z+w=Z2z+w (b) zw=zZw
(€) |z +w| <[z + [w]  (d) [zw]| = |2||w]

Yy y z =1 (cosf + isend)
I
E=2+4i r /|
1 . g Yy
27 = (2+1)/5 ‘
x x z
z2=2—1
Figura 1.5 Figura 1.6

Seja z = x + iy € C. Usando coordenadas polares,
xr=rcosfl, y=rsenb,
escrevemos a forma trigonométrica (ou forma polar) de z:
z =r(cosf + isen?).

Nesta expressao, r = /x2 + y2 é o médulo de z. Vamos escrever a
expressao cos @ + isenf na forma abreviada cis (0). Assim,

z=x+1iy=r(cosf+isend) = rcis(0)
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Por exemplo, cis(5) = cos(§) + isen(3) = i, cis(§) = cos(3) +
isen(%) =3 (1+1iV3).

A forma trigonométrica simplifica a multiplicagdo e a divisdo de
nimeros complexos: se z; = ricisf] e zo = 19 cis by, entao

Z1 29 = T1T9Cis ((91 + 92) (128)
21 rro.

—_ == 0, —0 1.2
I T CIS( 1 2) ( 9)

De fato,

21 z9 = 11 12(cos 01 + i sen 61)(cos Oz + i sen 6)
= r1 ro[cos 0 cos O — sen O1sen Oy + i (sen 61 cos by + sen O, cos 61)]
= 1y 7ro[cos(fy + 02) +isen (6 + 02)] = 71 7o cis (01 + 02)

A verificagao da férmula para o quociente é analoga e fica como exercicio.
Exemplo 1.18. Se z = 6¢is(w/3), w = 3cis (7/6), obter zw e z/w.
Pela férmula (1.28), temos
zw=6.3cis(r/3 +7/6) = 18cis (w/2) = 184
= = g cis (7/3 — w/6) = 2cis (7/6) = V/3 +
A férmula (1.28) simplifica o calculo de poténcias de nimeros com-

plexos; de fato, por (1.28) temos que, se z = rcis (6), entao

22 = [rcis (0)][rcis (0)] = r?cis (20)
23 =222 =[r?cis (20)][rcis (0)] = r3cis (36)

Usando indugao, temos, mais geralmente, a férmula de De Moivre
2" =r"[cos(n @)+ isen (n0)] =r"cis(nb). (1.30)

Exemplo 1.19. Calcular (1+1i)12 e (1 +1i+/3)%.
Notemos que 14i = v/2cis (/4) e que (141i+/3) = 2cis (7/3). Pela

férmula de DeMoivre, temos
(1+1)12 = (v/2)'2cis (127/4) = 25cis (37) = —20 = —64
(1+i+/3)20 = 220¢is (207/3) = 220 cis (27/3) = 220(—1 +i ) =
=29(-1+1iv3)
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Funcgoes Complexas de Variavel Real

Seja I C R um intervalo. Toda fungao f: I — C se escreve na forma

f(t) = u(t) +iv(t),

com u,v: I — R. As funcbes u e v chamam-se parte real e parte
imaginaria de f e sao denotadas por Re (f) e Im (f), respectivamente,
ou seja, u = Re(f) e v = Im(f). Assim, toda funcdo complexa de
varidvel real pode ser identificada com a funcdo vetorial F: I — R? dada
por F(t) = (u(t), v(t)).

Os conceitos basicos do Calculo de fungoes reais de uma varidvel
real transportam-se de modo natural para fungoes complexas de uma
variavel real. Uma funcao f = u+iv é dita continua se as fungoes u e
v forem continuas. Do mesmo modo, f = u + iv é dita derivavel se u
e v forem derivaveis; neste caso, a derivada de f é

(@) = (t) +iv'(t).
Por exemplo, se f(t) = cos t 4 isen t, temos
f'(t) = —sen t +icost=1i(cost+isent)=7if(t). (1.31)

Dados a,b € I com a < b, definimos a integral de f em [a, b] por

/abf(t)dt—/abu(t)dt—iri/abv(t)dt.
b

b
As integrais / u(t)dt e / v(t) dt sao facilmente calculadas usando o

Teorema Fundamental do Caleulo: se U (t) e V(t) sao primitivas de u(t)

e v(t) (isto é, U'(t) = u(t) e V'(t) = v(t), Vt € [a,b]), respectivamente,
entao

b b
/u(t)dt:U(b)—U(a) e /v(t)dt:V(b)—V(a)

Logo, se F(t) é uma primitiva de f(t) em [a, b] (isto é, F’'(t) = f(t), para
todo t € [a, b]), temos

/ " Ftydt = P(3) — Pla). (1.32)
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Definigao: (férmula de Euler) Para todo t € R, definimos

et = cost +isent. (1.33)
Vejamos porque esta defini¢ao é natural. Denotando f(t) = cost+isen t

vemos, pela igualdade (1.28), pagina 29, que

f(s+1t) = f(s) f(t)

que mostra que a funcdo f tem a propriedade exponencial a*T' = a® a’.

Além disso, f(0) = 1. Portanto é razodvel pensar em escrever f(t) = e*!,
para algum « € C (notemos que ainda precisamos dar um significado
para a exponencial complexa). Como f(t) =i f(t), vemos que para que
esta nova exponencial satisfaga a conhecida regra de derivagao (eat)/ =

ae®!, a escolha apropriada para o expoente é o =i e definimos

e’ =cost+isent.

Definimos agora a funcdo exponencial mais geral e(®T*0? para um
expoente complexo z = « + i 3 qualquer como sendo:

elatift — gat oiBt — ot (cog Bt + isen Gt) (1.34)

Sua derivada segue a mesma regra usada para a exponencial real:

4 eletift — (4 i) elotiA?

dt

Usando a férmula de Euler, escrevemos a forma polar de um ntimero
complexo como

z=re

Como €'’ é uma funcao periédica de perfodo 27 (pois cosf e senf o

sa0), uma igualdade do tipo
101 __ 702
re’lt=ree'”, com r; >0 e 1r9>0,

implica 71 =7y e 0y =01 +2nm, paraalgum n € Z.
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A férmula de Euler permite expressar as funcgdes seno e cosseno em
termos da exponencial complexa:
629_’_6710 619_6720

0059:# e senHZT (1.35)

Essas igualdades sao tteis no calculo de integrais como / e’ cos tdt (o

calculo convencional desta integral é trabalhoso, pois envolve duas vezes
a integracao por partes e uma transposi¢ao). Vamos calculé-la, usando
(1.35). Como

(T = et e (€

por (1.32) temos

1 , . 1 . .
/et cos tdt = Q/et (et + ety dt = 2/(6(1“)15 + ety gt =

1+ e(+it (1—i)t
= | 5—+5—]+c=

2t 1+ (1+1')t_2( (1=t
(=) eI (14 i)e
_5[ 2 }JFC

Agora, como

(1 —1) e+t = (1 — i) et(cos t + isen t) =
=" [cos t +sen t —i(cos ¢t — sen t)]

(1+i) et = (1 +1i)ef(cos t —isen t) =
=e' [cos t+sent+i(cos t — sen t)],

temos
1
/etcos tdt = 5 e’ (cos t +sen t) + C.

Exercicio 1.19. Mostre que

/eatsen btdt = e (asen bt — b cos bt) + C.

a? + b2
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Raizes de nimeros complexos

Uma raiz n—ésima de um ntumero complexo z é um numero w tal
que w"™ = z. A férmula de Euler é especialmente util para calcular raizes
n— ésimas de ntimeros complexos. Se z = g €', procuramos w = 7 e*?
tal que w™ = z, ou seja, r” '"? = ry e’ ®. Desta igualdade, temos r™ = rq
end =a+2kn, kecZousejar={roel=(a+2km)/n, kel
Como cis (6 + 27) = cis(0), esta relagao fornece exatamente n raizes

distintas, que sao dadas por

n /’”0
2k

n

r
6

3|e
4

, k=0,1,...,(n—1).

Exemplo 1.20. Encontrar todas as raizes cibicas de —64.

Procuramos 7,6 € R tais que o ntimero complexo A = r e*? satisfaz
A3 = —64. Observando que —64 = 64 ¢'™, reescrevemos a equacao acima
como 73 €'3% = 64¢'™. Portanto, r = V64 =4e30 =n+2nm neZ,
donde § = 0,, = 2n+ 1)7/3, n € Z. Para n = 0, temos 6y = 7/3,
portanto Ao = 4¢°™/3 = 4[cos (1/3) + isen (7/3)] = 2(1 + i+/3); para
n = 1, temos #; = =, portanto \; = 4e'™ = —4; para n = 2, temos
0y = 57/3, portanto Ay = 4e'°7/3 = 4[cos (57/3) + isen (57/3)] =
2(1 —i+/3); A partir de n = 3 os valores se repetem: para n = 3,
obtemos 03 = 77n/3 = 27 + w/3, portanto A3 = \g; analogamente,
A4 = A1, A5 = A9 e assim por diante. Logo as solugbes da equacao
A3 +64 =050 \g = 2(1+i3), A = —2 A3 = 2(1 —i+/3). As solugdes
Ao, A1 € A9 tém uma representacao geométrica interessante no plano
complexo: elas sao vértices de um tridngulo equildtero, como mostra a
figura 1.7 abaixo.

Exemplo 1.21. Encontrar as raizes quartas de —16.
Escrevendo A = re’? e —16 = 16 ™, a equacdo acima fica rtet?? =
16e™. Portanto, r = v16 =2 e 40 = 7+ 2nm, n € Z, donde 6 =
0, = 2n+ 1)w/4, n € Z. Para n = 0, temos §y = 7/4, portanto
Ao = 2€e™/* = 2]cos (r/4) +isen (m/4)] = (1+1)/2; para n = 1, temos
01 = 37/4, portanto \; = 2e37¥* = (=1 +4)\/2; para n = 2, temos
02 = 5m/4, portanto Ay = (—1 — i)+/2; para n = 3, temos 0 = 77 /4,
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portanto Ay = (1 — i) /2. Como no exemplo anterior, a partir de n = 4
os valores se repetem. A representacao geométrica das solugoes no plano
complexo é mostrada na figura 1.8 abaixo.

(—1+4) V2 T (1) V2

(—1—i)V2 7 (1—i)V2

Figura 1.7 Figura 1.8

Raizes de polinémios

Recordemos alguns fatos sobre polindomios que serao uteis em capitulos
posteriores. Lembremos que uma raiz de um polinémio P(z) é um
numero complexo d tal que P(d) = 0. Um fato importante sobre
polinémios é o chamado Teorema Fundamental da Algebra que
afirma que todo polindmio de grau n > 1 tem ao menos uma raiz d.
Consideremos o polinémio de grau n

P)=anz" +ap 12" '+ +arz+ap (1.36)

O quociente de P(zx) pelo binémio 2 — ¢ é um polinémio Q(x) de grau
n —1 e o resto da divisdo é uma constante (é claro que esta constante é
P(c)):

P(z) = (z —¢)Q(z) + P(c). (1.37)

Quando d é uma raiz de P(z), entdo de (1.37), temos P(x) =
Q(z)(x —d); assim, P(x) contém um fator = — d. Deste modo, se conhe-
cermos uma raiz d de P(x), efetuamos a fatoracao P(z) = (v — d)Pi(x)
e tentamos encontrar as solugoes de Pj(z), que é um polindémio de
grau n — 1. Pelo Teorema Fundamental da Algebra, Pi(z) tem uma
raiz dp e, portanto, contém um fator = — dy. Assim P(z) contém
os fatores © — d; e © — do: isto é P(z) = (z — di)(x — d2)Pa(x).
Continuando com este procedimento, obtemos n raizes d;, do, ..., d,
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(ndo necessariamente distintas) de P(x) e podemos fatorar P(x) como
P(z) = (z — di)(x — da) ... (x — dy,). Se um fator x — d comparece k
vezes nesta fatoragio (isto é, se P(x) = (z — d)* Q(x), com Q(d) # 0),
dizemos que d é uma raiz de P(z) com multiplicidade k.

Lembremos que a divisao de P(z) por = — ¢ pode ser feita pela
algoritmo de Euclides, imitando o algoritmo da divisdo de ndmeros.
Efetuemos, por exemplo, a divisdo de 23 4 022 — 7z 4+ 9 por z — 2:

23 +02? -7z +11 ’ T —2
—23 4 222 2 +2zx-3
222 —Tx+11
—22%2 +4x
-3z +11
3z — 6
5

Exemplo 1.22. Encontrar as raizes da equagio \® — 256 = 0.

Podemos escrever
A —256 = (A —16)(\* 4 16) = (A — 2)(A + 2)(\2 + 4)(\* + 16).

Logo, as solucdes de \® — 256 = 0 sdo: A\ = —2, Ay = 2, A3 = —21,
Mo=20 A5 = (L+0)V2, X = (F1+)V2, A = (-1 —)V2 e
s = (1—14)v2.

O algoritmo de Briot-Ruffini simplifica o célculo da divisao de um
polinémio P(z) por = — c¢. Ele baseia-se no seguinte fato: se P(x) =
2"+ ap 12" P+ darrtag e Qx) = by 12"+ by o2+
-+ 4+ by x + by, entao, das igualdades

Plx)=(x—c)Q(x)+r

(:U — C)(bnfl ! + by_o a2 4+t bix+ b()) =
=bp_12" + (bn_g — Cbn_l)xn_l —+ -+ (bo — Cbl) x — cbg
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temos as seguintes relagoes entre os coeficientes de P(x) e Q(x):

an = bp—1 bp—1 = an
Gp—1 = bn—2 - Cbn—l bn—Q = Qp—1 + Cbn—l

an—2 =bp—3 — cbp_2 ) . bp-3=an2+cb, 2
. que implicam .

a1 =byp—ch bo=a1+cb;
ag = —cbg+r r=ag+cbhy

O método de Briot-Ruffini consiste em representar as operacoes indi-
cadas acima em um diagrama. Notemos que:

1) bn—l = Qp :

2) para obter b,_o multiplicamos b,_; por ¢ e somamos a1 .

Vamos indicar estas operagoes no seguinte diagrama:

+
' \
an  Qp—1 Qp—o ... a1 Qo ‘ c ’b ;
n—2 = Qp_1+ Cbp_1
bn—l bn—2
| X

Agora repetimos este procedimento para obter b,_3; o correspon-
dente diagrama é:

+
' \
Qp  Ap—-1  Anp-2 ai aO‘ c ’b Y
n—3 = Un—2 T COp_—2
bnfl bn72 bn73
¢ X

Para a divisdo de % — 7o+ 11 por x — 2, efetuada acima, o algotitmo
de Briot-Rufini fica
1 0 =7 112
12 -3 5]
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Assim, quociente é 22 +2x — 3 e o resto é 5.

Quando os coeficientes de P(x) = 2" + a, 12" ' 4+ -+ a1z + ag
sd@o numeros inteiros, as tunicas raizes racionais possiveis de P(x) sao
nimeros inteiros e sao os divisores de ag. De fato, se o niimero racional
d = p/q (com p e ¢ primos entre si) é uma raiz de P(z), entdo da
igualdade P(p/q) = 0, temos ag = —(p"/q" + an_1p" ' /gt + - +
a1p/q) = p/q"* (p" L +an_1p""2q+ -+ a1 ¢"). Multiplicando por ¢",
temos agq” = —p (Pt + an_1p"2¢+ - +a1¢"). Como p e ¢ sdo
primos entre si, esta igualdade implica que p divide ag. Um argumento
semelhante mostra que ¢ precisa ser um divisor do coeficiente de ™, que
é 1, ou seja, ¢ = +1. Logo, d = +£p.

Exemplo 1.23. Calcular as raizes inteiras de P(x) = 3 — Tz + 6.

Os divisores de 6, £1, 42, +3, £6, sao candidatos a raizes de P(z).
Como P(1) = 1 -7+6 =0, P(2) =8—14+6 = 0 e P(-3) =
—27+ 2146 =0, vemos que as raizes inteiras de P(z) sdo —3,1 e 2.

Exemplo 1.24. Encontrar as raizes de P(z) = 2> + 622 — 5

Os divisores de —5 sdo £1 e £5. Como P(1) = 12, P(—1) =
0, P(5) =270 e P(—5) = 30, vemos que a unica raiz racional é x; = —1.
Efetuemos a divisao de P(z) por = + 1

16 0 -5]-1
15 -5 0]

O quociente é 245z —5; suas rafzes sdo obtidas pela conhecida férmula
de Baskhara

_ —5+36
==t

 —5-3V5

T3 B

{5
Exercicio 1.20. Efetue as operagoes:

(i) (2= 6i)(=b —4i) (i) (3—5i)—8 (iii) (2—5i)(2+5i)

. 4 3+V2 . . .
(iv) 379 (v) ; (vi) (z +iy)(z —yi)
5 6 7 8 ;9 .10 ;98

Exercicio 1.21. Simplifique as expressoes: i°, i°, i', i®, @7, -7, i°°,
7;105 i4k ,L'4k+1 ,L'4k+2 ,L'4k+3
) ) ) ) -
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Exercicio 1.22. Calcule as raizes indicadas:
(i) (=25)'/% (ii) 64Y/% (iii) 6471* (iv) (=1+iv3)Y3 (v) (—v3—i)'/3

Exercicio 1.23. Escreva cada numero abaizo na forma a + bi:

(1) [2cis (15°)]* (i1) [3cis (5°)]12 (ii7) %2 ci; (/6))°
(iv) (V3 —i)° (v) (1+3)10 (i) =1

o .27 .18 oo Z'26 +/I:64 . (1 - Z’)26
(vii) i*" —1/i (vidi) BEST (iz) 10

Exercicio 1.24. Mostre que, para todo nimero complexo z, temos
z4+z2=2Re(z) e z—z=2iIm(z).

Exercicio 1.25. Encontre as raizes da equagdo 2*> — (4 —1i) z — 8 = 0.

Exercicio 1.26. Sejam zg € C e r > 0 fixrados. Descreva geometrica-
mente o conjunto dos pontos z do plano que satisfazem |z — zg| = 7.

Exercicio 1.27. Sejam z1, zo € C fizados, com z1 # zo. Descreva
geometricamente o conjunto de todos os pontos z do plano que satisfazem
|z — 21| = |z — 22].

Exercicio 1.28. Resolva as equacies:

(a) 2> + 322 +22 =0 (b) 23 622 —2x+6=0
(c)x>+622—2—-6=0 (d)2>-Tz—-6=0

(e) 23 +222—x—-2=0 (f)a'—-81=0

(g9) x> —64 =0 (h) 23— 22 -3z —-1=0
(i) 25 —6x—4=0

Exercicio 1.29. Encontre a de modo que 2 seja uma raiz de p(x) =

2% —ax?+ 5z — 6. Para este valor de a, encontre as outras raizes.

Exercicio 1.30. Verifique que —1 e 2 sdo raizes de p(x) = 6 2* —17 23+
222+ 19x — 6 e encontre as outras duas.

Exercicio 1.31. Verifique que 1 e —2 sdo raizes de p(z) = 42* +4 23 —
922 — x + 2 e encontre as outras duas.

Observagao 1.1. Em algumas situacgoes, vamos trabalhar indistinta-
mente com o conjunto dos numeros reais ou o dos numeros complexos.
Nesses casos, usaremos o simbolo K para denotar R ou C.
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Observagao 1.2. (O espago C") Praticamente tudo o que fizemos
para o espaco R™, pode ser feito para o conjunto

C"={(z1,---y2n) : 21,...,2n € C}.

As operacoes de adicdo de n—uplas de mimeros compleros e multi-
plicagdo de n—uplas de nidmeros complexos por niumero complexro sao
definidas de modo andlogo ao que foi feito anteriormente. Essas opera-
coes em C™ também satisfazem as propriedades Al a A4 e M1 a M4.

O produto interno usual de C" € definido do sequinte modo: dados
u=(z1,...,2,), v=(Y1,.--,yn) € C", pomos:

(wwv)=z191 + ... + Tn Un, (1.38)

em que y; denota o conjugado complexo de y;. Definimos a norma de
um vetor u de C™ como sendo ||ul| = /(u,u) (note que (u,u) >0).

Observagao 1.3. (Matrizes Complexas) Em algumas situagies pre-
cisaremos considerar matrizes cujos elementos sao numeros complexos.
Essencialmente tudo o que fizemos nas secoes anteriores continua vdlido
para matrizes complexas. Denotaremos o conjunto das matrizes de or-
dem m x n complexas por My, ,(C).
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Capitulo 2

Equacoes de primeira ordem

2.1 Introducao

Muitos fenomenos em fisica, biologia e quimica sao descritos por uma
equacao envolvendo uma funcao incégnita e algumas de suas derivadas.
Um exemplo simples de tal fendmeno é a desintegracao radioativa: a
taxa de desintegracao de uma substancia é diretamente proporcional
a quantidade do material radioativo presente. Designando por ¢(t) a
quantidade da substancia radioativa no instante ¢ e por k£ a constante
de proporcionalidade, temos

q'(t) = kq(t) (2.1)

Um outro exemplo bésico é dado pelo movimento em uma dimensao.
Um problema fundamental em Mecénica é determinar a posi¢ao z(t) de
uma particula m em um instante ¢ conhecendo-se a resultante F(t,y,y’)
das forcas que atuam sobre ela (tais forgas podem depender do tempo,
da posicao e da velocidade da particula). De acordo com a segunda lei
de Newton, temos

my" =F(t,y.y). (2.2)

Se a funcao F' for constante, é facil ver que a solucao é da forma
y(t) = A + Bt + Ct?. Vejamos um exemplo em que a forca F depende
de t,y e y'. Consideremos um objeto de massa m na extremidade de
uma mola de constante elastica k, como na Figura 2.1 abaixo: assim, a
forca restauradora da mola devida a um deslocamento y é F,. = —ky.

41
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Suponhamos ainda que o meio ofereca uma resisténcia ao movimento
cuja intensidade é proporcional & velocidade, F, = —cy/, e que uma
forga externa f(t) é aplicada ao objeto. Logo, a resultante das forgas
que atuam sobre o objeto é f(t) — ky — cy’. De acordo com (2.2), o
deslocamento da massa m é descrito pela equagao

my" +cy +ky=f(t). (2.3)
S
O |
1 C?
yl___
[ ]m

Figura 2.1

Consideremos um exemplo em biologia: um modelo simples de cresci-
mento populacional, chamado modelo Malthusiano, supoe que a taxa de
variacao y'(t) de uma populacdo em um instante ¢ é proporcional & po-
pulagao y(t) naquele instante, isto é, y(¢) satisfaz uma equacao da forma

Y () =ky(t). (2.4)

A constante k em (2.4) designa a diferenca entre a taxa de natalidade
e a mortalidade. A equagao (2.4) descreve bem o crescimento popula-
cional quando o nimero de individuos nao é muito grande. Quando este
numero cresce além de um certo ponto, a populacao fica suscetivel a al-
guns fatores que tendem a reduzir o seu crescimento, tais como falta de
alimentos, epidemias, etc. E natural impor uma limitagdo ao nimero de
elementos da populagao, digamos y(t) < N. Um modelo mais realistico
que leva em conta estes fatores foi proposto por Verlhust em 1838 e
fornece uma equacao da forma

y'(t) =kyt) [N —yt)]. (2.5)
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Consideremos agora um exemplo em quimica. E importante conhe-
cer o tempo de duragao de uma reacao quimica. Reagoes como as ex-
plosdes processam-se tao rapidamente que elas podem ser consideradas
instantaneas. Por outro lado, reacées como a decomposicao do plastico e
a desintegracao radioativa se processam em longos intervalos de tempo,
chegando a durar anos. Em algumas situacoes, como na decomposicao
de lixo, cicatrizacdo de ferimentos ou no endurecimento de concreto, é
interessante acelerar a reacao. Em outros casos, é desejavel que o pro-
cesso seja retardado ao maximo, como é o caso da deterioragao de ali-
mentos, coagulacao do sangue, etc. A wvelocidade de uma reacao quimica
(que é a rapidez com que ela se processa) depende da concentracao dos
reagentes, pressao, temperatura, etc. Para simplificar nosso exemplo, as-
sumiremos que todos estes fatores, exceto a concentragao, permanecem
constantes. Assim, a velocidade da reacao depende apenas da concen-
tragao dos reagentes. Um principio fundamental no estudo da veloci-
dade das reacoes quimicas é a chamada lei da acdo das massas, segundo
a qual a taxa de variagao da concentragao (a concentracao é dada em
moles por unidade de volume) das substancias reagentes é diretamente
proporcional & concentracao de cada uma dessas substancias.

Reagoes quimicas sao classificadas como unimoleculares, bimolecu-
lares, etc de acordo com o nimero de moléculas reagentes. A dissociacao
do bromo gasoso

Bry — 2 Br

é uma reagao unimolecular. J& a reagdo em que 2 moléculas de éxido
nitrico (NO) reagem com uma molécula de oxigénio (O2) para formar 2
moléculas de diéxido nitrico

2NO +09 — 2NOsy

é um exemplo de reacao trimolecular.

A lei da acdo das massas fornece uma equacao que deve estar sa-
tisfeita pela concentracao dos reagentes. De fato, em uma reacdao uni-
molecular, se z(¢) denota a concentragao da substancia reagente (dig-
amos, em molécula grama por cm?) no instante ¢, pela lei da acdo das
massas, temos

2(t) = —k(t) (2.6)
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em que —k é a constante de proporcionalidade (como a concentragao
da substancia reagente decresce durante a reagao, a taxa de variacao da
concentragao é negativa).

Quando duas substancias A e B reagem para formar uma (ou mais)
substancias novas em uma reac¢ao tal como

A+ B — C

a velocidade da reagao é diretamente proporcional ao produto das con-
centracgoes dos reagentes. Consideremos apenas o caso da reagao entre
uma molécula de cada reagente. Se denotarmos por a a concentragao
inicial da substancia A, por b a concentragao inicial da substancia B e
por y(t) a quantidade (em moléculas-grama) do produto C' da reagao no
instante t, temos que as quantidades de A e B no instante t sao
a—1y(t) e b—y(t), respectivamente. Entao

y(t)=k[a—yt)] [b-y()] (2.7)

(a constante k na equacao (2.7) é positiva pois y(t) cresce quando t
cresce).

Reacoes quimicas envolvendo mais reagentes dao origem a outros
tipos de equagodes diferenciais. Mais detalhes podem ser encontrados em
textos de Fisico-Quimica.

2.2 Definicoes

Uma equagao que relaciona uma funcao incégnita e algumas de suas
derivadas é chamada equagao diferencial. Quando a funcao incégnita
depende de uma tnica varidvel real, ela chama-se equacao diferencial
ordindria; caso a fungdo incognita dependa de mais de uma varidvel
real ela é dita uma equacao diferencial parcial. Neste texto, tratare-
mos exclusivamente das equagbes diferenciais ordinarias. A ordem de
uma equacao diferencial é a mais alta ordem das derivadas da funcao
incégnita que comparecem na equagao. Assim, (2.1), (2.4) e (2.5) sao
equagoes de primeira ordem e (2.3) é uma equacao de segunda ordem.

A forma geral de uma equagao diferencial ordinédria de primeira or-
dem é

y'(t) = f(ty(t), (2.8)
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que escreveremos abreviadamente

y/ = f(t7y)'

Na equagao (2.8), f(t,y) é uma funcdo definida em um subconjunto
A de R%. Uma solugdo de (2.8) é uma funcio y(t) definida em um
intervalo I tal que: (t,y(t)) € A, Vt € I e y(t) satisfaz (2.8), isto é,
y'(t) = f(t,y(t)), Vt € I. Por exemplo, a funcio p(t) = 8e3! é solucio
da equacgdo 3y’ = 3y, pois ' (t) = 243! = 3(t). Paracada (tg, yo) € A,
o problema de encontrar uma solucao y(t) de (2.8) tal que y(to) = yo
chama-se problema de valor inicial (que escrevemos abreviadamente

PVI).

Exercicio 2.1. Em cada caso verifique se a funcdo dada € uma solugdo
da equagdo diferencial correspondente e determinar ¢ de modo que a
solugdo particular resultante satisfaca a condicao dada:

a)y +y=1; y(t) =1+cet; y=3 quando t =0

b) ty' =3y, y(t) =ct®; y =1 quando t = —2

c)y" +9y =0; y(t) = cos 3t + csen 3t; y =5 quando t= /6.

2.3 Equacoes separaveis
Uma equacao diferencial que pode ser escrita na forma

o) % = nt), (2.9

algumas vezes apresentada na forma diferencial
9(y) dy = h(t) dt,

é chamada separdvel. Vamos supor que as fungoes g e h em (2.9) sao
continuas em convenientes intervalos. Solugoes de tais equagoes podem
ser facilmente encontradas: se y = ¢(t) é uma solucao de (2.9) em um
intervalo I, podemos escrever

glo(t) @' (t) = h(t), Vtel.

Integrando, temos

/ a(o(t)) /(1) dt = / h(t) dt (2.10)
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Usando a féormula de integragao por substituicao para integral indefinida
com y = p(t) (portanto dy = ¢'(t) dt), podemos escrever a integral do
primeiro membro como

/ a((t) & (t) dt = / o(y)dy. (2.11)

Se G(y) e H(t) sao primitivas de g e h, respectivamente, isto é, G'(y) =
g(y) e H'(t) = h(t), a igualdade (2.10) fica

Gly) = H(t) + C (2.12)

em que C designa uma constante arbitraria (proveniente das integrais
indefinidas). A igualdade (2.12) fornece a solu¢ao numa forma implicita.
Se resolvermos esta equacao na variavel y, obtemos explicitamente y(t).

Exemplo 2.1. Resolver o PVI y' =6t°e¢™Y, y(1) = 1.

A equacgao é separavel pois podemos reescrevé-la como

Yy =6°.

/eydyzﬁ/t5dt

donde €Y =t°+C, ou y=1In(t®+C). Como y(1) = 1, temos
C =e—1. Logo,

Integrando, temos

y(t) =In(t® + e —1).

Exemplo 2.2. Encontrar as solucoes da equacao vy = ay, em que a é
uma constante.

Notemos que y(t) = 0 é uma solugao desta equagao; procuremos
entao solugdes y(t) # 0. Dividindo os dois membros da equagao por y(t)

e integrando, temos
"(t) dt
/ AU) =a / dt,
y(t)

Notando que o primeiro membro é igual a In |y(t)|, temos

In|y(t)| =at+ K,
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donde obtemos
]y(t)| — eat—i—K — eK eat ,

que podemos escrever na forma
y(t) = Ce*t, (2.13)

com C = el sey(t) >0e C = —eX, se y(t) < 0; notemos que a solugio
nula também é dada pela expressao (2.13), se C' = 0.

Exemplo 2.3. (Desintegragao Radioativa)

A meia vida de um certo isdtopo de estroncio é 28 anos (isto €, metade
da quantidade original do estroncio desintegra-se apds 28 anos). Quanto
tempo deve passar apds uma explosao atomica para que a quantidade de
estroncio se reduza a 10% da original?

A taxa de desintegragdo de uma substancia radioativa em qualquer
instante é proporcional & quantidade dessa substincia naquele instante.
Assim, se Q(t) é a quantidade (nimero de dtomos ou massa) de uma
certa substancia radioativa no instante ¢, temos

Q'(t) = —aQ(1). (2.14)
Assim, a quantidade Q(t) é dada por
Qt) = Qoe ", (2.15)
Como a meia vida da substancia é 28 anos, temos Q(28) = Qy/2, ou
seja,
QO 6_28a = %a
donde obtemos I 2 .
n
=— 0~ — = 2
28 40 0,025

Portanto, a quantidade da substancia no instante ¢ é

Q(t) = Qoe "0

Queremos saber em que instante essa quantidade estard reduzida a 10%
da quantidade original, isto é

Q

—t/40 _
@oe 10°
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Desta igualdade, obtemos
et/40 = 10, ouseja, t=401In10 ~ 92,1 anos.
Exemplo 2.4. Resolver a equacdo diferencial

Yy =k(y—a)(y-0),
em que k, a, b sdo constantes, com a # b.

Em primeiro lugar, notemos que as fun¢oes constantes y(t) = a e
y(t) = b sao solugdes da equagao diferencial. Para y # a ey # b, a
equacao diferencial pode ser escrita na forma

/@—J)@(y—m:’f/dt

Vamos calcular a integral do primeiro membro pelo método das fragoes
parciais: escrevendo

1 A N B
(y—a)(y—>b) y—a y—2>

1 dy 1 dy
— =kt+C
a—b/y—a a—b/y—b e

ly —al
In =k(a—bt+Ci(a—0>b
Lt = ka=D)1+Cia=b)

ou

Isolando y (isto é, resolvendo esta equagao para obter y como funcao de
t), temos
a—bC eklabt
v =Tk

(2.16)

em que C = 910 se (y—a)/(y—b) > 0e C = —C1(@70) s
(y—a)/(y—b) <O0.
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Observagao 2.1. Conforme vimos em (2.7), a equagdo estudada no
Ezemplo 2.4 descreve a velocidade de uma reagdo quimica em que y(t)
destgna a concentragcdo do produto da rea¢do. Suponhamos que a < b
na equacgao (2.6). A condi¢ao inicial € y(0) = 0. Substituindo esta
informagao em (2.16), obtemos C1 = a/b. Portanto

a(l — ek (afb)t)
y(t) = 1 —aekla=bt/p

Notemos que, como k(a —b) < 0, temos e¥(@=0t 0, quando t — co.
Logo, y(t) — a, quando t — o0, isto é, a concentragdo do produto da

reacdo tende a concentragao inicial do reagente A.

Observagao 2.2. Equacdes diferenciais da forma

J(x) = F(f) (2.17)

x
ndao sao separdveis, mas podem ser colocadas na forma (2.9) apds uma
conveniente mudanga de varidveis. De fato, chamando y = z/xz, ou
z=2xvy, temos

/ /
Z=ytxy .
Substituindo esta expressio em (2.17), temos

y+zy =F(y)
donde

Exemplo 2.5. Encontrar as soluc¢ées da equagdo (% + 2%)2' =x 2.

A equacao diferencial dada é equivalente a

, Tz z/x
7 = = = f(z/x),
22422 1+ (z/x)? f(z/x)
em que f(y) = TyQ Chamando z = zy e repetindo o procedimento
Yy
acima, podemos reescrever a equagao dada como
1 !
y L

1+y2
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ou )
-3 -1 r_ =
W +y )y =—-
Integrando, temos
1
2—y271n|y| =In|z|+C.
Voltando a varidvel z, obtemos

72

ﬁ—ln’Z‘:C,

uma equacao que fornece z implicitamente como funcgao de x.

2.4 Equacao linear de primeira ordem

Como um caso especial importante da equagao (2.8) temos a chamada
equacgao linear de primeira ordem

Y +a(t)y = b(t). (2.18)

Na equagao (2.18), a(t) e b(t) sdo fungdes (conhecidas) continuas em um
intervalo I. Se b(t) # 0, a equagao é (2.18) chamada nao homogénea.
Se b(t) = 0, esta equacao é chamada homogénea e tem a forma

y +a(t)y =0. (2.19)

Nosso objetivo nesta se¢ao é obter uma expressao que forneca todas
as solugoes da equagao (2.18): tal expressao é chamada solugao geral
de (2.18). Em virtude de sua simplicidade, analisaremos primeiramente
a equacao homogénea.

E facil ver que (2.19) é uma equagao separavel e que a funcao y(t) =
0 é solugao de (2.19). Procuremos solugoes y(t) # 0 de (2.19). Podemos
reescrever (2.19) na forma

= —a(t). (2.20)

Seja A(t) uma fungao cuja derivada é a(t), isto é, A'(t) = a(t). Inte-
grando (2.20), temos

In|y(t)| = —A(t) + K
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(em que K designa uma constante arbitréaria), ou seja,
ly(t)| = e AWFTE — =AW K (2.21)

Agora, notando que y(t) é uma fungao continua e y(t) # 0, para todo
t, temos: ou y(t) > 0, para todo t, ou y(t) < 0, para todo t. Portanto,
chamando C = e, se y(t) > 0, para todo t ou C = —eX, se y(t) < 0,
para todo ¢, podemos reescrever (2.21) como

y(t) = Ce™ A0, (2.22)

A expressao (2.22) também inclui a solucdo nula se tomarmos C' = 0.
Assim, fazendo C variar em R, obtemos todas as possiveis solugoes da
equacao (2.19). Logo, (2.22) é a solugao geral da equagao (2.19).

Exemplo 2.6. Encontrar a solugao da equagio y'(t) = 3y(t) tal que
y(1) =e.

Repetindo o procedimento acima ou usando (2.22), vemos que a solugao
geral da equacao diferencial é

y(t) = Ce3t.
Pondo ¢t = 1, temos y(1) = Ce?. Como y(1) = e, segue-se que
C =e 2. Logo,
y(t) = e"2e3t = 312,
Observagao 2.3. A partir da forma da solugdo de (2.19) obtemos uma
relagdo interessante. Notemos que, a partir de (2.22) podemos escrever

A yt)=C

Como a funcio e*®) y(t) € constante, sua derivada € nula. Por outro
lado,

d
it €
que € o primeiro membro de (2.19) multiplicado por eAl)
tiplicando os dois membros da equagdo (2.19) por eAl)

crevé-la na forma quase integrada

% [eA(t) y(t)] =0. (2.23)

ADy(t) ] = ey () + a(t) eAD y(t) = A [y (t) + at) y(t) ]

. Assim, mul-
, podemos rees-
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Esta observagao serd ttil para resolver a equacao (2.18) em sua forma
geral. Qualquer funcao que, ao ser multiplicada aos dois membros de
uma equagao, transforma-a em uma outra mais trabalhdvel chama-se
fator integrante desta equacio. Deste modo, a funcio eA(®) é um fator
integrante de (2.19).

Exemplo 2.7. Encontrar a solu¢do geral da equagao y' + (cos t)y = 0.

Multiplicando os dois membros da equacao diferencial pelo fator in-
tegrante e ¢, obtemos

/
senty sen t _0

e +coste Y =

[esenty(t)]/ =0.

Integrando esta fungao e isolando y(t) no primeiro membro, temos
y(t) = Le ™! LecR.

Consideremos agora o caso geral da equagao (2.18), em que a(t) e
b(t) sdo fungoes continuas em um intervalo I. O tratamento é andlogo
ao anterior. Para evitar repeticoes, vamos obter a expressao da solugao
do problema de valor inicial

Y +a(t)y =b(t) (2.24)
y(to) = vo (2.25)

t

em que tg € I e yop € R. Seja A(t) = / a(s) ds; notemos que A(tg) =0
to

e A'(t) = a(t). Multiplicando a equacio (2.24) por eA(®), temos

y'(8) e +a(t) y(t) e = b(t) A

que podemos escrever na forma

% A0 y(1)] = A0 b(t).

Integrando os dois membros desde ¢y até ¢, obtemos

t
A0 y(t) — A0y (tg) = / A b(s) ds.

to
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Como eA(t) =1 e y(ty) = yo, temos

t
y(t) = e AWy 4 A0 / e b(s) ds =

to

t
= e~ AWy, +/ e AW AB) p(s) ds

to

Notando que

s t
e~ Al Als) = Al)=AW) = exp [/ a(u) du _/ a(u) du} -
s to to
= exp [/ a(u) du}
¢

(para simplificar a notagao, estamos utilizando o simbolo exp para de-
notar a exponencial), obtemos a expressao da solugao geral de (2.18)

t
y(t) = e=A0 o + /

exp [/ a(u) du] b(s) ds (2.26)
to t

Observagao 2.4. (a) Notemos que a solugdo dada pela expressao (2.26)
estd definida para todo t € I e que, se b(t) =0, temos a solu¢ao obtida
no caso anterior.

(b) Em (2.26), a parcela

—A(t)

€ Yo

¢ uma solugdo da equag¢do homogénea associada a (2.24); fazendo yo
variar em R, obtemos todas as possiveis solugdes desta equagao. Um
cdlculo simples mostra que a parcela

A(t) = /t "o ( /t " aw) du)b(s) ds

0

é uma solugao (que chamaremos solugdo particular) da equag¢ao nao
homogénea (2.24) (€ a solugao de (2.24) tal que z(0) = 0. Portanto,
a solugao geral da equagdo (2.24) se escreve como a soma da solu¢Go
geral da equacao homogénea com uma solucao particular da equacdo nao
homogénea (2.24).
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Exemplo 2.8. Encontrar a solugcao do problema de valor inicial

2
y'+¥y:t2, y(1) = 6.
Seja
£2
A(t):/ “ds=2Int=Int%
1

S

Multiplicando os dois membros da equagio por eA(t) = ¢l»

t2y'(t) +2ty(t) = t*
" [2y(t)] ="

Integrando os dois membros desde 1 até ¢, temos

5 by 1
2yt) —y(1) = ds = — — — .
sy —u(n) = [ stas=5 -2

(t)_E_Fﬁ_i—ﬁ_i_ﬁ
W= 2Ty 52" 5 "52°

A resolucao destas equagOes também pode ser feita usando integrais
indefinidas, como nos outros casos.

Exemplo 2.9. Encontrar a solucdo geral da equagao 3y’ + 5y =t.

Multiplicando a equacdo pelo fator integrante e>?, obtemos
[e5ty(t)], =te’l,

Integrando, temos

1 1
ety(t) :/teStdt: 5 te’t — 2—5e5t+K,

donde ] 1
==t — —+Ke L.
yt) =gt — g5+ Ke
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Exemplo 2.10. Encontrar a solucdo do problema de valor inicial

{ y' + (cos t)y =cos t
y(0) = —6.

sent(

Multiplicando a equacao diferencial pelo fator integrante e calculado

no exemplo 2.7), obtemos
[e%" ¢ y(t)]/ = cos te*n !,

Integrando, temos
sent / sentcostdt:esent+K

donde obtemos y(t) = 1 + Ke 51! Desta igualdade, temos y(0) =
1+ K; como queremos y(0) = —6, obtemos K = —7 e a solucao do PVI

é
y(t) =1—Te st

Exemplo 2.11. (Dilui¢cao de Misturas)

Um tanque contém 5.000 litros de dgua na qual estao diluidos 50 Kg de
sal. A essa mistura adiciona-se salmoura a razdo de 10 [/min com uma
concentragao de sal de 20 g/l. A concentragao da mistura é mantida
homogénea por meio de um agitador (isto é, a concentrac¢ao de sal € a
mesma em todos os pontos do tanque). A mistura (homogénea ) deiza
o tanque a razdo de 10 l/min. Determinar a quantidade de sal e a
concentracao de sal num instante t.

Indiquemos por Q(t) a quantidade (em gramas) de sal no tanque
no instante ¢. O enunciado do problema informa que a quantidade de
sal no instante t = 0 é Q(0) = 50.000 g, que o sal esta sendo adicionado
no tanque a razao de

0 (I/min) - 20 (g/l) = 200g/min

e estd saindo a razao de

10 1 min) 2L g1y = L g i,
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Portanto, a taxa de variacao da quantidade de sal no tanque, que é a
diferenca entre a taxa da quantidade que entra e a que sai, é dada por:

[ _g
@ 00 500’

cuja solugao geral é
Q(t) = 100.000 + Ce /5%,
Como Q(0) = 50000 g temos que a quantidade de sal no instante t é:
Q(t) = 100.000 — 50.000 ¢ /500

e a concentracao de sal no tanque no instante ¢ é:

o) = Q(t) _ 100.000 _ 50.000 500 _
5000  5.000  5.000

Observemos que, quando ¢t — oo, Q(t) — 100.000 e ¢(t) — 20. Por-
tanto, a quantidade de sal tende a 100.000 g e a concentracao tende ao
valor limite de 20 g/1.

20 — 10e~4/500,

Exemplo 2.12. (Um circuito elétrico simples)
A figura ao lado mostra um circuito elétrico con-
tendo um indutor de indutancia L, um resistor de
resisténcia R e uma fonte de forga eletromotriz
E(t).
(a) Determinar a corrente I(t) em um instante
t > 0 sabendo que I(0) = 0.
(b) Determinar I(t), sendo:
(i) E(t) = Ey (uma constante);
(1) E(t) = Epsen (wt) (Ey, w constantes).

Figura 3.1

A diferenca de potencial entre as extremidades do resistor é R e
entre as extremidades do indutor é L I’. Pela segunda Lei de Kirchoff,
a soma algébrica das diferencas de potencial no circuito é nula; temos
entao LI'+ RI — E(t) =0, ou seja,

R (t)

I'+=1=—*
+L L



Equacao linear de primeira ordem 57

Como I(0) =0, a corrente é dada por

t
I(t) = 1 eRt/L/ eIV E(s) ds.
L 0
Se E(t) = Ey, temos
t t L
/ eI E(s)ds = Eo/ e/l ds = By = (eRYF — 1)
0 0 R
Logo,
1 L L
I(t) = — ¢ RY/L g~ Rt/L_lzio 1 — e Rt/Ly
(1) = 7 " By & (Rh 1) = 20 (o

Se E(t) = Epsen (wt), temos
t t
/ eIl E(s)ds = / Eoe®*/Tsen (ws) ds =
0 0

EoL

= m{eRt/L [Rsen(wt) —w Lcos(wt) | —i—wL},

Logo,

Ey

I(t) = NI [wLe_Rt/L —wLcos(wt) + Rsen (wt)] .

Observagao 2.5. Tudo o que fizemos no caso em que as fungoes a(t) e
b(t) sdo reais pode ser repetido se a e b forem complexas. Por exemplo,
as solucées da equagio y' = (3+21)y sdo da forma y(t) = CeB3+29t =
C e3tcos (2t) +isen (2t)], em que C € uma constante arbitrdria.

Exemplo 2.13. Sejam p(t) e q(t) fungoes continuas em um intervalo I
en € R um ndmero dado. A equacgdo diferencial

Y +p(t)y =qt)y", (2.27)

chama-se equacao de Bernoulli; se n #% 0 e n # 1, a equagdo de
Bernoulli ndo é linear. Mostrar a mudanga de varidvel z = y'="/(1—n)
transforma a equacdo (2.27) em uma equagdo linear de 1¢ ordem.
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Dividindo (2.27) por y", temos

y "y + o)y " = q(t). (2.28)
d yl—n
Agora, notando que y "y’ = T (1 ), podemos reescrever (2.28)
como . -n .
d (y ™" y "
— 1—n)p(t = q(t
= ({=) +@=n)pt) +— =a()

ou, chamando z = y'~"/(1 — n), temos
4 (L=n)p(t)z = q(t),
que é uma equacao linear de 12 ordem.

Exemplo 2.14. Encontrar a solu¢do do problema de valor inicial

{ Yy — 2ty = —2ty?
y(0) =1/3.

Multiplicando os dois membros da equacdo por y 2, temos
y_2y' — 2ty_1 =—2t.
Como y~2y' = —(y~ '), a equagao diferencial pode ser escrita como
—(y ) =2ty =2t

ou, chamando z =y~ !,

2+ 2tz =2t.

Multiplicando esta equacao pelo fator integrante etQ, temos
[etQZ], =2tel
Integrando, temos

et’ z(t) = /2t€t2 dt=e" +C.

Portanto )
2(t)=1+Ce ™.
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A condigao inicial para a equacdo na varidvel z é z(0) = 3. Portanto
C=2e ,
2(t)=1+2e".

Voltando a variavel y, obtemos

1 et

T 142 i

y(t)

2.5 Equacoes diferenciais exatas

Sejam P, Q): U — R fungoes continuas com derivadas parciais continuas
num conjunto aberto U C R?. Uma equacao diferencial da forma

P(tvy) +Q(ta y) y, =0 (2'29)
P(t,y)dt +Q(t,y) dy =0 (2.30)

é chamada exata quando existe uma fungao V: U — R, V = V(t,y),
tal que

oV (t,y)
ot

oV (t,y
Uma tal funcao V é chamada uma integral primeira de (2.29).
Uma razao para o nome equacdo diferencial exata é que a expressao
P(t,y)dt + Q(t,y)dy é igual a dV(t,y), a diferencial total da fungao
V(t,y): lembremos que

Exemplo 2.15. A equacdo diferencial

dy
4t — 2y —t) — =0
(4t —y)+ 2y —t) -
¢ exata e a fungio V(t,y) = 2t> —ty +y* ¢é uma integral primeira para
esta equacdo; de fato,
oV ov

gt oy —t.
ot vy gy T
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Usando a regra da cadeia para derivadas parciais, vemos que, se y(t)
é uma solucao da equagao diferencial (2.29), temos
G Vi) = G+ S50 = Pley() + Qt.y() () =0
Logo, a fungao V (t,y(t)) é constante e as solugoes de (2.29) satisfazem
V(t,y(t)) = C, em que C denota uma constante arbitraria, ou seja,
as solugbes da equagao (2.29) sdo obtidas resolvendo-se as equagoes
V(t,y) = C, em que C' é uma constante arbitraria. Em virtude desta
propriedade, a funcao V (t,y) é dita uma integral primeira da equagao
(2.29) e as curvas de nivel da funcao V, isto é, as curvas planas y = y(t)
definidas pela equagao V(t,y) = C, (em que C é uma constante ar-
bitréria) sao chamadas curvas integrais ou curvas solugdes da
equagao (2.29).

No caso da equacao diferencial vista no exemplo anterior, uma in-
tegral primeira é V(t,y) = 2t> — ty + y? e as cuvas integrais sdo as
solucdes da equacio 212 —ty+y? = C. Logo, as solucdes desta equacio

sao dadas por
t+V-Tt2+4C
y= 5 :

Neste exemplo é possivel obter a solugao na forma explicitay = y(t). Em
geral, a solugao é dada na forma implicita de uma equagao V (t,y) = C.

Dada uma equacao na forma (2.29), a primeira tarefa que temos é
determinar se ela é uma equagao exata. De acordo com a definicao, para
determinarmos se uma equacao diferencial é exata, devemos encontrar
uma integral primeira; com isso, automaticamente encontramos suas
solugoes. O problema é que, ao contrario do que ocorreu no exemplo
acima, geralmente nao é tao simples encontrar uma integral primeira.
Deste modo, nossa primeira tarefa é determinar condigoes sobre P e ()
que permitam concluir quando uma equacao é exata. Notemos que, se
(2.29) é exata, entao existe V (¢,y) tal que

al:P(tay>v aiViQ(tay)

ot oy
Derivando estas igualdades e lembrando que as derivadas mistas de se-
gunda ordem de V' sao iguais, obtemos
85_2@1) _Q(C‘LV) _ R
oy Oy\ot/ ot\oy/ ot
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Assim, uma condic¢ao necessaria para que a equacao (2.29) seja exata é
que
orP  0Q
oy ot
Pode-se mostrar que a condicao (2.32) é suficiente para que a equagao
(2.29) seja exata quando U é, por exemplo, um retangulo aberto, U =
(a,b) x (c,d). Neste caso, a fungao V(¢,y) dada por

(2.32)

t Y
Vity) = / Pls,yo)ds+ [ Q(t,2) da

to Yo
é uma integral primeira da equagao diferencial (2.29). Na prética, ao
resolvermos uma equagao exata, integramos a igualdade e P(t,y)

mantendo y fixo: denotemos por [ P(t,y) dt uma antiderivada de P(¢,y)
e por h(y) uma fungao arbitraria de y. Temos

Vt,y) = /P(t,y) dt + h(y) .

Em seguida, usamos a igualdade ov = Q(t,y) para determinar h(y).

y
Exemplo 2.16. Encontrar as curvas integrais de t> > + 392y = 0.

Em primeiro lugar, notemos que a equagao é exata, uma vez que

ot y? ot y?
(y):3t2y2: (y)
oy ot
. ov 2 3 .
Portanto, existe V(¢.0,y) tal que i t“y°. Mantendo y fixo e inte-
grando em relagao a t, temos
t3 y3

V(t,y) = + h(y).

Derivando esta igualdade, temos

ovV(t,y) .3 o /
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oV (t,y)
dy
estas duas igualdades, temos h/(y) = 0. Podemos entao tomar V (¢,y) =

t3y3/3. Assim, as curvas integrais sao dadas por

De acordo com a definicao de V, temos = ¢3y%. Comparando

3,3
tTy:C ou y(t):ﬁ (k=V30).

Uma funcao u(t, z) # 0 é chamada um fator integrante da equagao
diferencial

P(t,y) +Qt,y)y' =0 (2.33)

se a equagao diferencial
pu(t,y) P(t,y) + u(t,y) Qty)y =0
for exata. Por exemplo, a equagao diferencial
y—t2y?+ty =0

0 ot
nao é exata, pois — (y —t?y?) = 1 —2t%y enquanto que — = 1. Entre-

oy ot
tanto, multiplicando a equacdo pela funcdo pu(t,y) = t~2 32, obtemos a

equacao diferencial
1 1
— —14+-—19y =0
2y + t 12 4

que é exata, pois

8(1 1)_—1_8(1)

oy \t2y C2y2 Ot \ty?)

Geralmente ¢ dificil encontrar um fator integrante, mas em algumas
situagoes especiais, isso é possivel, como veremos a seguir.

Vamos procurar um fator integrante de (2.33) que nao depende de y,
isto é, procuramos uma funcao u(t) de modo que a equagao diferencial

pu(t) P(ty) +u(t) Qt,y)y' =0
seja exata. Devemos entao ter

0

o O Pew)] = 5 [0 Q)]

ot
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ou seja,
u(t) Py(t,y) = p'(t) Q(t,y) + p(t) Qi(t,y)

ou
Py —Q:
Q

b . L. ~
nao depender de y, isto é existir uma funcao

W (t) = p(t) (2.34)

Se o quociente

a(t) tal que

entao a relagao (2.34) fica 1/ (t) = a(t)u(t); neste caso, é facil ver que a

funcao
u(t) = exp </a(t) dt)

¢ um fator integrante de (2.33).
Analogamente, se existir uma fungao b(y) tal que

Py—Qr
yT—b(y)

entao a funcao
1(y) = exp (— /b(y) dy)

é um fator integrante de (2.33).

Exemplo 2.17. Calcular um fator integrante da equacdo diferencial
seny —2te '+ (cos y)y =0
e encontrar a solugdo y(t) desta equacdo tal que y(0) = 7 /2.

Temos P(t,y) =seny —2te !, Q(t,y) = cos y. Entao P, =cos y e
@Q: = 0. Portanto,
P, —Q _cosy 4
Q cos y ’
Assim, um fator integrante é u(t) = ‘. Multiplicando a equacdo dada

por e, obtemos a equagio diferencial exata (verifique!)

elsen y — 2t + el (cos y)y =0.
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Entao, existe uma funcao V(¢,y) tal que

oV
— =elseny —2t.

ot

Portanto, V(t,y) = e'sen y — ¢t + h(y). Derivando em relacio a y,
temos V; = e’ cos y + h/(y). Por outro lado, como V; = €’ cos y, temos

h'(y) = 0. Podemos entdo tomar V(t,y) = efsen y — 2. As curvas

integrais da equacao dada sao dadas por
etseny—tQ:K.
Da condigao inicial y(0) = 7/2, temos K = 1. Logo
y(t) = arcsen [e (1 + t2)] .

Exercicio 2.2. Encontre as solugoes de cada uma das equacoes diferen-
ciais abaizo:

(a) ' +y?sen t = 3t 3> (b) v = y%cos t (c) 292y = 312

22 _5xz t
(d) (1+2)y =ty(1+y®) (e) 2 = — 2 (f) y’=§
2
+xz
1 2 /:1 2 h I _ T
(9) T+2%)y +y (h) 2 .

Exercicio 2.3. Resolva cada um dos problemas de valor inicial abaizo:

(a) ¥ +y?sen t = 3t%y%, y(0) =
(c) M+a?)y =142 y(1)

1 (b)Y =y’cost, y(0) = -1
0 (d)y =y’sent, y(0)=1

Exercicio 2.4. Encontre a solucdo geral de cada uma das equagoes
abaizo:

b) ¥ cost+ysent=0

d) y' cost+ysent=cost+sen t
ity —2y=13

h)y +ely=3e

(
(
(
(
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Exercicio 2.5. Resolva cada um dos problemas de valor inicial abaizo:

ty —2y=1Int (1+t3)y' +2ty =62
@ {42t CRp
1
(sen t)y' + (cos t)y = cos 2t y+——y=3t
) { y(m/2) =3 R ey

Exercicio 2.6. Verifique que as equacoes abaizo sao exatas e encontre
suas curvas integrais:

(a) Qax+by)+ (bx+2ay)y =0 (b) (¢ +cosz)+ze’y =0
() ¢ cosy— (Fseny)y' =0 (d) (o +y7)/a = 2y/2)yf

Exercicio 2.7. Para cada uma das equacgoes abairo, encontre um fator
integrante e determine suas curvas integrais
(a) cosy—(seny)y’ =0 (b)y*+a=2ywy
() t+t*—y* —tyy =0

Exercicio 2.8. Achar uma curva que passa pelo ponto (0,—2) de modo
que o coeficiente angular da reta tangente em qualquer um dos seus
pontos seja igual ao triplo da ordenada do mesmo ponto.

Exercicio 2.9. A tazxa de variacdo da pressao atmosférica P em relacdo
4 altura h € diretamente proporcional & pressdo. Supondo que a pressdo
a 6000 metros seja metade de seu valor Py ao nivel do mar, achar a
formula para qualquer altura.

Exercicio 2.10. Uma colénia de bactérias cresce a uma razao propor-
ctonal ao nimero de bactérias presentes. Se o numero de bactérias du-
plica a cada 24 horas, quantas horas serdo necessdrias para que este
numero aumente cem vezes sua quantidade original.

Exercicio 2.11. Um tanque de 200 litros de capacidade, contém inicial-
mente 40 litros de dgua pura. A partir do instante t = 0, adiciona-se
no tanque uma solucdo de salmoura com 250 gramas de sal por litro, a
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razao de 12 litros por minuto. A mistura € suposta uniforme, escoa do
tanque a razao de 81/min. Determinar: o tempo necessdrio para que
ocorra o transbordamento; a concentracao de sal na mistura presente no
tanque no instante do transbordamento.



Capitulo 3

Espacos vetoriais

3.1 Definicao e exemplos

Definicao 3.1. Um conjunto ndo vazio V € dito um espago vetorial
real (ou simplesmente, um espago vetorial) quando estio definidas
em V duas operacoes

VXV -—V e RxV —V
(x,y)—x+yeV (a,y) —ay eV,

chamadas adicao e multiplicagao por escalar, respectivamente, sa-

tisfazendo as sequintes condigdes:

EV])z+(y+2)=(x+y)+2 Va,yzeV;

(EV2) 2 +y=y+az, Va,yeV;

(EV3) existe um elemento, chamado vetor nulo e denotado por 0,
tal quex +0 =2, Ve € V;

(EV4) para cada x € V, eziste y € V', chamado oposto de x e denotado
por —zx, tal que x +y = 0;

(EV5) a (fz) = (af)z, Va,B€R, x € V;

(EV6) (a+B)z=ax+ Pz, Vo, €R, x€V;

(EVT) a(z+y)=ax+ay, VaeR, z,yeV;

(EV8) lz =z, Vz e V.

Os elementos de V' sdo chamados vetores e os numeros reais, es-

calares.

O conjunto V. = R, com as operacoes usuais de adi¢do e multi-
plicagao, é um espago vetorial real: as propriedades acima sao as pro-
priedades associativas e comutativas da adicao e multiplicagao, elemento

67



68 Cap. 3 Espacos vetoriais

neutro para adicao, elemento unidade para multiplicagao, elemento opos-
to para adi¢ao. Do mesmo modo, o conjunto C dos niimeros complexos,
com as operacoes usuais de adicao e de multiplicagao de nimero real
por numero complexo, é um espaco vetorial real.

Exemplo 3.1. O conjunto V3 dos vetores
geométricos no espaco (definidos por meio dos
segmentos orientados), munido das operagoes
usuais de adicao de vetores e multiplicacdo de ve-
tor por escalar real (como indicadas na figura ao
lado), € um espago vetorial real. Figura 5.1

Exemplo 3.2. Seja R? = {(z,y) : x,y € R}. Dados u = (z,y) e
v = (s,t) em R? e a € R, definimos

u+v=(x+sy+t)
au=(azx,ay).

Com as operagdes assim definidas, R? € um espaco vetorial. Verifique-
mos, por exemplo, a condi¢ao (EV1): dadosu = (z,y), v = (s,t), w=
(p,q) € R?, usando em cada componente, o fato que a adi¢do de nimeros
reais € associativa, temos:

u+ (v+w)=(z,y)+(s+p,g+t)=(z+ (s+p),y+(g+1))
={(z+s)+p,(y+q) +t)=(u+v)+w.

E fdcil ver que o vetor nulo em R € o par (0,0), o oposto deu = (x,y) €
o vetor (—z, —y). As outras propriedades sao facilmente verificadas. Os
vetores de R? podem ser representados geometricamente por segmentos
orientados e a adi¢do definida acima corresponde a adi¢do de segmentos
orientados, como na Figura 3.1.

Exemplo 3.3. O conjunto R™ = {(x1,...,2,) 1 x1,...,2, € R}, com
as operagoes definidas por (1.2) e (1.3), pdgina 7, € um espago vetorial
real.

Exemplo 3.4. O conjunto V.= M,,xn(R) das matrizes m x n € um
espago vetorial real com a adi¢ao definida por (1.14) e a multiplica¢ao
por escalar definidas em (1.15).
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Exemplo 3.5. Denotemos por C(I,R) o conjunto de todas as fung¢oes
continuas f: I — R, com as operagdes definidas do sequinte modo:
dadas f,g € C(I,R) e a € R, definimos as fungoes f + g e af por

(f+9)(@)=f(z)+g(x) e (af)(z)=af(x), Veel  (3.1)

Do Calculo, temos que f+ g, af € C(I,R). Mostra-se, sem dificuldade
que o conjunto C(I,R), munido destas operagoes, é um espago vetorial
real (os aziomas EV1 a EV8 estio verificados pois a adi¢ao e multi-
plicagao de nimeros reais satisfazem estas propriedades).

Dados u,v € V, definimos a diferenga de u por v como sendo
u—v=u+(—v).

As propriedades (EV1) a (EV8) permitem que trabalhemos em um
espago vetorial de modo semelhante ao que fazemos com nimeros reais.
Por exemplo, dados a, be V ey € R, v # 0, a equacao

yr+a=b (3.2)

tem uma tnica solucdo, que é x = v (b —a). De fato, somando-se
—a a ambos os membros de (3.2) temos

(va+a) +(a) = b+ (—a) = b— a,

donde, por (EV1), yx+[a+ (—a)] = b—a. Usando (EV4) e, em seguida,
(EV3), esta igualdade fica v = b—a. Multiplicando os dois lados desta
igualdade por y~!, temos

r=0"r=y"y2)=7"'(b-a)

Como caso particular desta propriedade, temos que o vetor nulo é o tinico
elemento z de V tal que z + u = u, Yu € V; basta tomar a = b=u e
v=1em (3.2): a tnica solucao de z+u =ué z = 0.

O teorema seguinte contém algumas propriedades que decorrem di-
retamente da definicao de espago vetorial

Teorema 3.1. Seja V um espaco vetorial. Entdo:
1) Dadosa,beV eyeR, v#0, a equacio yx + a = b tem uma
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tinica solugdo, que é x =y~ 1(b— a).

2) O wvetor nulo € o unico elemento neutro da adigdo em V', isto é€,
sez€V €tal que z+u=u, Yvu eV, entao z=0.

3)Va e R, temos a.0=0.

4)Yu eV, temos 0.u = 0.

5)Sea.u=0, entdo o« =0 ouu=0.

6) (Regra de sinais) Vo € R, u € V' temos

(—a)u=a(-u)=—(au).

7) Yo, €R, ueV temos (a—pflu=au—[Lu
8)Va e R, u,v eV temos a(u—v)=au—av.

Demonstragdo: As propriedades 1) e 2) ja foram mostradas acima.
Para mostrar 3) notemos que, usando (EV7) e (EV3), podemos escrever
a0+ a0 =a(0+0)= a0, portanto «0 + a0 = «0. Usando 2), com
z =u = a0, temos que a0 = 0. As verificacoes de 4) e 5) sdo anédlogas
e ficam como exercicio.

6) Mostremos que (—a)u = —(au). Como —a + o = 0, temos, por
(EV6), (—a)u+au=(—a+a)u=0u=0,ouseja, (—a)u+au=0,
donde (somando —(au) a ambos os membros) obtemos (—a) u = —(a u).
Deixamos como exercicio a verificagao das demais propriedades. O

Observagao 3.1. Em muitas situacgoes, € conveniente considerar mul-
tiplicagao de vetores por escalar complexo. Quando, na definicao acima
a multiplicagdo (a,x) +— ax for definida para todo o« € C e as pro-
priedades (EV5)-(EV8) forem vdlidas para todo o € C, diremos que V
¢ um espago vetorial complexo. Quando quisermos nos referir in-
distintamente a um espaco vetorial real ou um espaco vetorial complexo
usaremos a expressao espago vetorial sobre K.

Exemplo 3.6. Conforme observado no Capitulo 1, pdgina 27, o con-
junto C dos numeros complexos, com as operagoes usuais de adi¢do e
multiplicacdo, € um espago vetorial complexo.

Exercicio 3.1. Em cada um dos itens abaivo, verifique se o conjunto
V', com as operagoes indicadas, é um espago vetorial real:

a) V={(z,y) € R? : 22 =3y}, operacdes usuais de pares ordenados;
b))V ={(z,y,2) ER3:5x+2y =32}, operacées usuais de ternas
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ordenadas;
c) V={feCR,R): f(0) =0}, com as operagdes usuais de fungoes;
d)V ={aet +be3" : a,b € R}, com operagdes usuais de funcdes;
e) V. =R2?, operagées: adi¢io usual de pares e multiplicacdo dada por:
a(z,y) = (0,0).

3.2 Subespacos vetoriais

Um subconjunto U de um espago vetorial V' é dito um subespaco ve-
torial de V quando U, com as operagoes de V', é um espago vetorial.

Para verificar que um subconjunto nao vazio U de um espago vetorial
V' é um subespaco vetorial de V', basta verificar que:

(SE) dadosu,veUeackK, temosu+velUeauecl.

De fato, a condicao (SE) implica que as operagoes de adigdo e mul-
tiplicagdo por escalar estao bem definidas em U. Como V é um espago
vetorial, as propriedades (EV1) a (EV8) da definicao 3.1, pagina 67,
estao satisfeitas para todos elementos de V; como U C V, elas estao
satisfeitas também para todos elementos de U. Logo, U é um espago
vetorial.

Se V' é um espaco vetorial qualquer, entao os subconjuntos U = {0}
e U =V sao subespagos vetoriais de V' (chamados subespagos triviais).

Exemplo 3.7. O conjunto U = {(z,y) : © — 2y = 0} é um subespago
vetorial de R?. De fato, em primeiro lugar, U é ndo vazio, pois, por
exemplo, (0,0) € U. Além disso, se (x,y), (s,t) € U e a € R, temos
xr =2y es =2t dondex+s =2(y+1t) eax = 2ay e portanto
(x+s,y+t)eUe(ax, ay)eU.

Da mesma maneira, mostramos que qualquer reta passando pela origem
é um subespaco de R?.

Exemplo 3.8. Em V = R3, o0s sequintes subconjuntos:

- a origem {(0,0,0)},

- 0 prdprio R3,

- as retas passando pela origem (0,0,0)

- 0s planos contendo a origem
sao subespacos vetoriais. Pode-se mostrar que estes sao os unicos subes-
pacos de R3.
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Exemplo 3.9. Seja A = (a;j) € Myxn(R). O conjunto U de todas as
solugoes v = (x1, x2,...,x, )" do sistema linear homogéneo

Av=0. (3.3)
ou seja, o conjunto de todas as solugoes de

1121+ +a1nxy, =0

Ap1Z1+ -+ appry =0,
€ um subespaco vetorial de R™.

E claro que a n—upla 0 = (0,0,...,0)7 é solucao de (3.3), portanto
pertence a U. Se vi,ve € U e a € R, temos Avi = 0e Avy = 0,
donde

A(vi+vy)=Avi+Avo=0+0=0;

portanto vi + vo € U. Analogamente, A(avy) = aAvy = a0 = 0;
logo av; € U. O

Exemplo 3.10. Seja n um nidmero inteiro positivo. O conjunto P,(R)
formado pela fungao nula e todas as fungoes polinomiais com coeficientes
reais de grau menor ou igual a n € um subespago vetorial de C(R,R). De
fato, dados p(x) =ap+arxz+---+a,z" eq(x) =by+brx+---+bya"
em P,(R) e a € R, entao p+ q e ap sio as fungoes polinomiais

(p+q)(x) = (ao +bo) + (a1 + b))z + - + (an + by) 2"
(ap)(z) = (axag) + (var)z + - + (ap) 2"

que sao obviamente continuas em R. Do mesmo modo, o conjunto P(R)
de todas as fungoes polinomiais com coeficientes reais € um espago ve-
torial. Para cada n fixado, o espaco vetorial P,(R) é um subespaco
vetorial de P(R). Se m < n, entdo P, (R) é um subespago vetorial de
P,(R).

Exemplo 3.11. Seja a: I — R uma func¢do continua no intervalo I C
R. O conjunto W = {y € C(I,R); v'(t) +a(t)y(t) =0, Vet € I} € um
subespago vetorial de C(I,R).
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Como os elementos de W sao da forma y(t) = ceA®, em que ¢ designa
uma constante qualquer e A'(t) = a(t), é facil ver que a func¢ao nula
pertence a W; e que dados y1, yo € W, temos y1 +y2 € Weay, € W.

Exemplo 3.12. (Um contra-exemplo) Seja V= P,(R). O conjunto W
de todos polindmios de grau 2 ndo é subespago vetorial de Py(R). De
fato os polinémios p(t) =t —t? e q(t) = t + t* pertencem a W, mas
p(t) + q(t) = 2t nao pertence a W.

Exemplo 3.13. Sejam a, b € R duas constantes firadas. O conjunto
W ={y e C(R,R); v"(t)+ay/ (t)+by(t) =0, Vit € R} € um subespaco
vetorial de C(R,R).

De fato, é facil ver que a fungdo nula satisfaz a equacao y”(t) +
ay'(t)+by(t) = 0 e, portanto, pertence a W. Além disso, dadas u, v €
W, temos v’ +au' +bu=0ev"+av' +bv=0. Se 2 =u+ v, temos

' tad+bz=u"+av +bu+v" +av +bv=0.
Analogamente, verificamos a outra propriedade.

Exercicio 3.2. Verifique se W € subespaco vetorial de R*, sendo

(@) W={(z,y,y,2) : 2,y €R}

(b) W={(z,y,z,w) :w=3x, y=5x+3z}
(o) W=A{(z,y,z,w) : z=zw}

(d) W ={(z,y,z,w) :x=2s, y=3s, s € R}
(e) W ={(z,y,s,t) : t =3z es=1y*}

Exercicio 3.3. Verifique se W é subespaco vetorial de P,(R), sendo
(@)W ={p€P(R):p2) =p(1)} (b)) W={pe P(R):p"(t) =0}
(W ={pe PR):p(2) =p'(1)} ()W ={p€ P(R):p/(3) =0}

Exercicio 3.4. Verifique se W € subespaco vetorial de Ma(R), sendo

(a)W:{(x 7z>:x,yeR}(b)W:{(; 0):x,y,zER}

Yy z

Exercicio 3.5. Verifique se W é subespago vetorial de M,(R), sendo
(a) W={AcV: AT = A} b W={AcV: AT = -A}

Exercicio 3.6. Seja V = C(R,R). Mostre que U ={f € V : f(—x) =
f(z), Va} e W ={feV: f(—z)=—f(z),Va} sio subespacos de V.
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Exercicio 3.7. Seja V um espago vetorial e sejam U, W subespacos
vetoriais de V. Mostre que U N W € subespaco vetorial de V.. Dé um
exemplo para mostrar que a reunido de dois subespacos de um espacgo
vetorial pode nao ser um subespaco.

3.3 Combinacoes lineares
Sejam uy,...,un, €V, ay,...,a, € K. O vetor
V=a1Up QU

chama-se combinacao linear de u, ..., uy,.

Consideremos em R? os vetores u; = (0,2,3), uz = (2,-2,0) e
us = (1,3,6), v=(1,1,3) e w = (1,5,3). O vetor v é combinagao de
uj, Us e us, pois

(=) uy +0uy + lug = (0,—2,—3) + (1,3,6) = (1,1,3),

mas w nao é combinacao linear de uj, ug e uz pois uma igualdade da
forma

(1,5,3) =2 (1,3,6) + 4 (0,2,3) + 2 (2,-2,0),
com x,y, 2 € R, é equivalente ao sistema impossivel

T +2z=1
3z +2y—2z2z=5
643y =3.

O vetor (2,3,5) é combinagao linear de (1,1,1), (1,1,0) e (1,0,0): pro-
curemos «, (3, tais que

a(l,1,1)+ 5(1,1,0) +v(1,0,0) = (2, 3,5);

entao «, 3, devem satisfazer o sistema de equagoes

a+f+vy=2
a+ g =3
«@ =9,
Como este sistema tem a solugdo, @ =5, = —2, v = —1, segue-se que

(2,3,5) é combinacao linear de (1,1,1), (1,1,0) e (1,0,0).



Combinagoes lineares 75

Exercicio 3.8. Mostre que todo vetor (z,vy,z) € R? é combinagdo linear
de (1,1,1), (1,1,0) e (1,0,0).

Teorema 3.2. Seja V um espaco vetorial e sejam ui,...,u, € V. O
conjunto U de todas combinacdes lineares de uy , ..., u, € um subespacgo
vetorial de V.

Demonstrag¢ao: Em primeiro lugar, U é nao vazio, pois o vetor nulo é
combinacao linear de wq,...,u,; de fato, 0 = Ouy + --- + Owu,. Além
disso, dados v, w € U,

v=oiu ot apun, w=PFrur + oo+ Bpun,
e v € R, temos

v+w= (a1 +Br)ur + -+ (an + Bn) un
yo=(yai)u + -+ (yan) uy

0 que mostra que v+ w e yv sao combinagoes lineares de ug ,. .., Uy, OU
seja, v+w € U e yv € U. Logo, U é um subespaco vetorial de V. [

O subespago U dado no teorema 3.2 chama-se subespago gerado
por uj,...,u, e é denotado por [uj,...,uy]; os vetores uj ,...,u, sdo
entao chamados geradores de U. Um espago vetorial é dito finita-
mente gerado quando possui um numero finito de geradores. Neste
texto, estaremos interessados somente nos espagos vetoriais finitamente
gerados.

Exemplo 3.14. Considere em R3 os vetores a = (1,0,0), b = (0,1,0)
ec=(1,1,0). Entao: [a] ={(2,0,0):z € R} = eizo z,

[c] = {(y,y,0) : y € R} = reta passando pela origem paralela a c,

[a,c] = [b,c] = [a,b,c] = {(z,4,0) € R3 : 2,y € R} € 0 plano z = 0.

Exemplo 3.15. (a) Verificar se o vetor (2,0,—1) pertence ao subespago
U=1][(1,1,2),(4,2,3)]. (b) Verificar se o vetor (5,2,9) pertence a U.

O vetor (2,0,—1) pertence ao subespago U se e somente se (2,0, —1) é
combinagao linear de (1,1,2) e (4,2,3). Procuremos z,y € R de modo
que z (1,1,2) +y (4,2,3) = (2,0, —1), ou seja,

(r+4y,z+2y,2x+3y) =(2,0,-1).
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Assim, (z,y) deve ser solugao do sistema de equagoes lineares

z+4y= 2
z+2y= 0
2z+3y=-1

que tem a solucdo x = —2, y = 1; assim, (2,0,—1) = —2(1,1,2) +
1(4,2,3). Logo, (2,0,—1) € U.

Consideremos agora o vetor (5,2,9); para que ele pertenga ao subespago
U, ele deve ser combinagao linear de (1,1,2) e (4,2,3). Procuremos
x,y € R de modo que z(1,1,2) +y (4,2,3) = (5,2,9), ou seja,

(x+4y,z+2y,2x+3y) = (5,2,9).

Assim, x,y devem ser solugoes do sistema de equagoes lineares

r+4y=5
rz+2y=2
2z4+3y=9

Como o sistema acima é impossivel, concluimos que o vetor (5,2,9)
pertence a U.

Exemplo 3.16. Encontrar um conjunto de geradores para o subespaco
U={(z,y,z,w) €ER* : 2 +y—2=0, y—2z+w=0}.

Temos (z,y,z,w) € U < z=2x+y, w=z. Portanto
(x7y7z7w) = (x7y7w+y7$) = 1’(170,1,1) +y(0717170)'
Logo U =[(1,0,1,1), (0,1,1,0)].

Exemplo 3.17. O espaco vetorial R™ é finitamente gerado: todo vetor
x = (21,...,2,) € R™ € combinagao linear dos vetores

e; = (1,0,...,0), ... , en =(0,...,0,1).
De fato, temos x =x1€1+ -+ x,€q.

Exemplo 3.18. O espaco vetorial P,(R) € finitamente gerado.
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De fato, é facil ver que P,(R) é gerado pelos monomios
mo(t) =1, my(t) =t, mo(t) =t,..., mu(t) =t":
todo polinémio p(t) de grau menor ou igual a n se escreve como
p(t)=ap+art+ -+ ant" =aymo(t) + a1 mi(t) + -+ apmu(t).

Exemplo 3.19. O espago vetorial P(R), de todos os polinémios, nao é

finitamente gerado. Fizado qualquer subconjunto finito {pi1,...,pm} de
P(R), seja n o mais alto grau dos polinémios p1,...,pm : € claro que
o polinémio p(t) = t"* nao é combinacdo linear de {p1,...,pm}.

Exemplo 3.20. Os conjuntos A = {cos2t, 1} e B = {cos’t,sen?t}
geram o mesmo subespaco de C(R,R).

Como cos2t = cos’t —sen?t e 1 = cos®>t +sen?t, toda combinacio
linear de cos2t e 1 é uma combinacdo linear de cos?t e sen?t: de fato,
se f(t) = ay cos2t + az 1, temos f(t) = ay cos’t + (az — ap)sen?t.
Reciprocamente, como cos?t = (1 +cos2t)/2 e sen?t = (1 — cos2t)/2,
toda combinacio linear de cos®t e sen?t é uma combinacdo linear de
cos2t e 1: se f(t) = by cos®t + basen?t, entdo f(t) = c1 cos2t + ca,
com c; = (bl — b2)/2 e cy = (bl + b2)/2

Observagao 3.2. Como vemos no exemplo 3.16 acima, 0s vetores de
um espago vetorial V' ficam completamente conhecidos a partir de um
conjunto de geradores {uy , ..., up} de V. No Teorema 3.3, que veremos
a sequir, provamos que quando um dos u; é combinacao linear dos outros
geradores, ele pode ser removido do conjunto de geradores. Fazendo isto,
a descricao de um espaco vetorial como o conjunto das combinacies
lineares dos vetores uy , ..., uy € mais adequada.

Teorema 3.3. Suponhamos V = [v1, ...,v,]. Se um destes geradores,
digamos vy, é combinacao linear dos demais, entao v, pode ser removido
do conjunto de geradores, isto €, V = [v1, ..., Up—1,Ups1,--.,Vn].

Demonstracao: Para simplificar a notacao, suponhamos que v,, é com-
binacao linear de vy, ...,v,—1. Mostremos que V' C [v1, ...,v,-1], Ou
seja, que todo x € V é combinacao linear de vy, ...,v,_1. Sabemos que
x é combinagao linear de vy, ..., v,, pois estes vetores geram V. Assim,
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existem escalares o ,...,q, tais que x = ajv; + -+ + a,v,. Também
sabemos que v,, é combinacao linear de vy, ..., vp_1:

Up = 11 + - 4 Buo1tn—1.
Podemos entao escrever:

T=01V1+ F+ Qp—1Un—1+ QpUp
=a1v1 4+t ap_1Un—1+an (Brv1 4+ + Bpe1Un_1)
= (061 +61 an) v+ -+ (an—l +6n—1 a’n) Un—1

Desta relagao vemos que x é combinagao linear de vy, ...,v,—1, OU
seja, ¢ € [v1,...,vp—1]. Por outro lado, como temos, obviamente,
[V1, ..., Up—1] C V, segue-se que V = [v1, ...,0p_1]. O

Exercicio 3.9. a) Verificar se o vetor (1,4,2) € R3 € combinagdo
linear de (1,2,0) e (—1,1,1).

b) Verificar se o vetor (3,5,7) € R3 é combinacdo linear de (2,1,3) e
(3,-2,2).

Exercicio 3.10. Sejamu = (0,0,2,2), vi = (0,2,0,—-1), vo = (1,1,1,0)

evy=(3,1,1,—-1).

a) Escreva u como combinagao linear de vi, va e V3.

b) E possivel escrever vi como combinacgdo linear de vo, vy eu? E vo
como combinacao linear de vi, vy eu? Evs como combinacao linear
de vi, vo eu?

Exercicio 3.11. Mostre que o espaco vetorial P(R) € gerado pelos
polinémios p1 = 1;p2 = 1+t;p3 = 1+t +t2 e que P3(R) € gerado pelos
polinémios 1, 1+t, 14+t+t2, 1+t +t2+t3.

Exercicio 3.12. Sejam p(t) = 4t+2t%, q(t) =2t —t3, r(t) = 1+t + 2
e f(t)=3+1t+t>— 13

a) Escreva p(t) como combinagdo linear de q(t), r(t) e f(t).

b) E possivel escrever q(t) como combinagio linear de r(t), f(t) e p(t)?

Exercicio 3.13. Encontre o subespago gerado por S, sendo
(a) S={(1,2),(0,-1)} C R?

(b) S=1{(2,2,1),(1,1,0)} Cc R3

() S={1+tt+2,2+3,1+13} C P3(R)

(d) S = {t, 1> — 3} C P3(R).
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3.4 Dependéncia linear

Sejam V um espago vetorial e S = {v1,...,v,} C V. Dizemos que os
vetores vy , ..., v, sao linearmente dependentes, ou que S é um con-
junto linearmente dependente (escreveremos abreviadamente LD)
quando existem escalares nao todos nulos aq,...,a, tais que

arvy + o+ ap v, =0. (3.4)

Caso contrario, isto é, se uma igualdade do tipo ayv1 + -+ an, v, =0
s6 for possivel quando oy = -+ = a, = 0, dizemos que os vetores
v1,...,U, sao linearmente independentes, ou que S é um conjunto
linearmente independente (abreviadamente LI).

Notemos que, quaisquer que sejam os vetores v1 , ..., Up, 0S escalares
a; = 0,a3 =0,...,a, = 0 satisfazem a igualdade (3.4). O que real-
mente interessa nesta definicao é saber se também é possivel escrever
(3.4) com escalares nao todos nulos (quando dizemos que vy ,...,v,
sao LD) ou se a tnica maneira possivel de escrever (3.4) é pondo
a1 =0,...,a, =0 (neste caso, vy ,...,v, sao LI).

Exemplo 3.21. Em R*, os vetores (3,1,1,4), (1,1,0,3), (2,0,1,1) sdo
LD, pois podemos escrever

(—=1)-(3,1,1,4) +1-(1,1,0,3) + 1-(2,0,1,1) = (0,0,0,0).
Exemplo 3.22. Em R3, os vetores (1,0,0), (1,1,0), (1,1,1) sdo LL

De fato, se escrevermos

a(1,0,0) +5(1,1,0) +v(1,1,1) = (0,0,0),

temos
a+pB+vy=0
(@+B+7,8+77) =(0,0,0), ouseja, B+r=0
=0
que implica a = =v = 0.
Exemplo 3.23. Os vetores e = (1,...,0), ..., en = (0,...,1) sao

linearmente independentes.
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De fato, se os nimeros x1,...,x, sao tais que r1e; + - -+ z, e, = 0,
temos (z1,...,2,) = (0,...,0), ou seja, x; = 0,--+ = z, = 0, donde
concluimos que os vetores ey, ..., e, sao linearmente independentes.

Exemplo 3.24. Os monémios 1, t,..., t" sao LI em P(R).

De fato, se os escalares ag, a1, ..., q, sao tais que

ag +art+--+a,t" =0, VieR, (3.5)
entao, pondo t = 0, obtemos ag = 0. Derivando (3.5) e pondo t = 0,
obtemos «; = 0. De modo anélogo, obtemos as = 0,...,a, = 0.
Exemplo 3.25. Se um dos vetores vy, ..., v, for combinacao linear dos
outros, entao vi,...,v, sao LD.

Seja v o vetor que é combinacao linear dos demais:
Vp = 01 V] + -+ Q1 Vp—1 + Oft1 Vg1 + Oy Upy,
Podemos entao escrever
1V + Q1 Vi1 + (—1)vk+ak+1vk+1 + -4+ ayv, =0.

Como o coeficiente de v é nao nulo, temos que vy, ..., v, sao LD.

A reciproca deste fato também ¢é verdadeira: se uma seqiiéncia de
vetores v1,...,v, € V é LD e se v; # 0, entao ao menos um destes
vetores é combinacgao linear dos precedentes. Mais precisamente.

Teorema 3.4. Se vi,...,v, € V, n > 2, sdo vetores LD e se v1 # 0,
entao existe k > 2 tal que vy, € combinacao linear de vy, ..., vp_1.

Demonstracao: Como v1,...,v, sao linearmente dependentes, existem
escalares nao todos nulos «q,...,qa, tais que

a1 v+ -+ ap v, = 0. (3.6)

Seja k o maior dentre estes indices tal que aj # 0; como vy # 0, temos
k > 2 (de fato, se tivéssemos a1 #0 e ag =0, ...,a, = 0, a igualdade
(3.6) ficaria iy v1 = 0, 0 que é impossivel, pois a; # 0 e v; # 0). Como
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a1 = 0,...,a, = 0, podemos entao escrever a igualdade (3.6) na
forma
arvy+ -+ agvg =0.

Agora, como aj # 0, desta igualdade temos

St Ak—1
Vp=——UV1— " — Vk—1 5
Qg Qg
0 que mostra que v, ¢é combinacgao linear dos vetores wvi,...,vg_1.

Corolario 3.1. Todo conjunto que contém um conjunto LD é LD, isto

€, se os vetores vi,...,vp €V sao LD e vpi1,..., v, sGo vetores
quaisquer em V', entao vi, ..., Up, Upyi, ..., Up 8GO LD.
Demonstragao: Como os vetores vy,...,v, sao LD, um deles, digamos,
vk, k < p, é combinagao linear de vy ,...,vr_1; entao é claro que vy,
também se escreve como combinacao linear de vy ,...,v,.

Corolario 3.2. Se os vetores wvi,...,v, 8do LI e wvi,...,v,,T 8GO
LD, entao x € combinacdo linear de vi,...,vp .

Demonstragao: Como nenhum dos v; pode ser combinagao linear dos

precedentes (pois os vetores wi,...,v, sao LI), segue-se que x &
combinacao linear de wvy,...,v,.

Exercicio 3.14. Sejam vy,...,v, vetores LI em V e x € V. Mostre
que, se x & [v1,...,vy], entdo os vetores vi,...,Vp,x sGo LI

Apresentamos a seguir um método pratico para estudar a dependéncia
linear em R™. O método baseia-se nos dois lemas 3.1 e 3.2 dados abaixo.
Em primeiro lugar, notemos que se uma matriz esta na forma escalonada,
entao suas linhas sao vetores LI. Para ilustrar as idéias, vejamos antes
um exemplo em R*. Consideremos os vetores u; = (3,0, —1,0), uy =
(0,1,0,2) e uz = (0,0,1,2) e formemos a matriz M cujas linhas sao
ui, uz, us
3 0
01

0 0
Como M estd na forma escalonada, é ficil ver que u; nao é combinagao
linear de us e us e que us nao é combinacao linear de us. Logo, u;, us
e ug sao LI. Mais geralmente, temos o seguinte resultado.

-1 0
M = 0 2
1 2
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Lema 3.1. Sejam vi,...,v, as linhas da matriz na forma escalonada
0o ... 0 aljl a1j2 aljp ajn
0O ... 0 O cee A2y ... Q24, ... Q29
A= )
0O ... 0 O 0 cee Qpj, ... Gpp
em que ayj, # 0,a25, #0,..., ap;, # 0. Entao os vetores vi,...,vp
sao LI
Demonstragao: Listando os vetores acima na ordem invertida: v ,..., vy,
como ayj, # 0, para k = 1,...,p, fica facil ver que nenhum deles é com-

binagao linear dos precedentes. Pelo Teorema 3.4, eles sao LI.

Lema 3.2. Sejam V um espago vetorial, uy, us, ..., um €V e sejam
Y2, -y Ym € R. Definamos os vetores vi, va, ..., Um DPOT

V1l =UL, V2 =U2 —Y2UL, -+, Uy = Um — Ym UL - (3.7)
Entdo os vetores vy, v, ..., vy SGo LI se e somente seuq, us, ..., Um
sao LI
Demonstragcao: Suponhamos que uq, us, ..., Uy, sdo LI e que os es-
calares a1 ,... a;, sao tais que

a1v] +oovy + -+ oy vy, = 0.
Usando as igualdades (3.7), temos

ar vy +ag(uz —y1ur) + -+ o (U — Ymur) =0,

ou seja, (] —a1y2 — -+ — Qm Ym) U1 + Q2 Uz + -+ - + Qpy, U, = 0. Como
UL, U2, ..., Uy sao LI, temos
) —o1y2 = — Gy Ym = 0,
CU2:O7
a, = 0.
Destas igualdades temos a; = a9 = -+ = @, = 0. Logo, v1, v, ..., U

sao LI. A demonstracdo da reciproca é andloga uma vez que de (3.7)
temos u1 = v1, Ug = V3 + Y2 U1, -« -y U = U + Yim V1- O
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Para decidir se os vetores vy, va,...,v,; de R™ sao LI ou LD,
nos formamos a matriz A de ordem m X n cujos vetores linhas sao
Vi, Va,...,Vy € escalonamos A. Caso a matriz escalonada tenha uma
linha nula, os vetores vy, vo,...,Vv,, s@o LD; se todas as linhas forem
nao nulas, os vetores vi, vo,...,Vy, sao LL

Exemplo 3.26. Decidir se u; = (1,1,—-1,1), ue = (1,1,-2,1),
us = (3,1,-3,2) euy = (1,0,—1,0) sdo LI ou LD.

Formemos a matriz A cujos vetores linhas sdo u;, us, uz e uy e
escalonemos A

11 -1 1 11 -1 1
11 -2 1 00 10
31 32| 7 lo2 o017
10 -1 0 01 01
11 -1 1 11 -1 1
01 01 01 0 1
“1oo0o 10|l 7]l0oo0 10
02 01 00 01

Como todas linhas da matriz escalonada sao nao nulas, seus vetores
linhas sao LI. Logo, os vetores uj, ug, ug e uy sao LI.

Exemplo 3.27. Decidir se os vetores u; = (1,3,2,1),uy = (2,4,2,0),
us = (1,3,3,2), uy = (3,5,2,—1) sdo LI ou LD.

Formemos a matriz A cujos vetores linhas sdo u;, us, uz e uy e
escalonemos A

132 1 13 2 1 1 3 2 1 13 2 1
2 4 2 0 02 2 2 01 1 1 01 1 1
133 2|1 7loo1 1|7 loo11]|7]oo011
3 5 2 -1 0 4 4 4 0 3 3 3 00 0 0

Como a matriz escalonada tem uma linha nula, seus vetores linhas sao
LD. Logo, os vetores uj, ugz,us e uy sao LD.

Observacao 3.3. O conceito independéncia linear também pode ser
definido para conjuntos infinitos de vetores: um conjunto S € dito li-
nearmente independente (LI) quando todo subconjunto finito de S
for LI (de acordo com a defini¢ao acima). Por exemplo, no espago veto-
rial P(R), o conjunto B = {1,t,t>,...,t",...} é LI: notemos que, para



84 Cap. 3 Espacos vetoriais

cada inteiro n fizado, os elementos 1,t,t%,...,t" sdo LI e que dado um
subconjunto finito S = {tk* ... tk*} de B, se N denota o maior dos
nimeros ky , ..., ky, temos S C {t!,... NV, Logo, B € LI

Exercicio 3.15. Determine se sdo LI ou LD os sequintes vetores.

( )(1’2’27 _3)7 (_174’2’0) (b) (1’2) ( )

(c)(4,2,6,-2), (6,3,9,-3) (d)(2,3,1), (7, 1,5)

() (9,0,7),(2,1,8),(2,0,4) (f)(1,0,1),(5,1,2),(3,1,0)
(9)(1,0,0),(2,3,0),(1,7,5) (h)(=4,6,-2),(2,3,-1),(2,0,4)

(1) (1,0,3),(3,1,2),(1,5,7) (j) (1,5,—6);( ,1,8),(371,4),( ,3,11)
(k) (1,0,1),(3,1,2),(2,5,3) (1)(1,3,-1,4),(3,8,-5,7),(2,9,4,23)

Exercicio 3.16. Determine se u e v sao LI ou LD em Pi(R), sendo
(@)u=t2—t—1, v=9t2-5t-2, (Bu=1t>—3t+2, v =1t24+2t-2.

Exercicio 3.17. Determine se u e v sao LI ou LD em M3(R), sendo
-1 0 11 -8 2 12 -3

(“)“:[—1 0]’”:[0 0}’ (b)“:[—ﬁ 0]’”:[ 9 0]

Exercicio 3.18. Determine se as matrizes M, N, P sdo LI ou LD.

2 -3 1 4 -1 1 3 -2 1
M:[o GO}N:[—ZI 10 8]P:[—2 84]

3.5 Base e dimensao

Uma base de um espaco vetorial V' é um conjunto de vetores LI que
geram V.

Os exemplos 3.17 e 3.23 mostram que {e1 , ..., e,} é base de R™. Do
mesmo modo, os exemplos 3.18 e 3.24 mostram que {mgy, my, ..., my}
é base de P,(R).

Exemplo 3.28. O conjunto {u = (1,1), v = (0,1)} € base de R2.

Os vetores u e v geram R2. Dado w = (a,b) € R?, procuramos
escalares x,y tais que xru+yv = w, ou seja (z,z+y) = (a,b). Portanto
x=a, y=>b—a. Logo,w=au+ (b—a)v. Além disso, é claro que u
e v sao LI

Exemplo 3.29. O conjunto {vi = (1,1,1), vo = (1,1,0), v3 = (1,0,0)}
¢ base de R3.
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De fato, vimos no Exemplo 3.22 que vy, vy e vy sdo LI. Além disso,
eles geram R3, pois dado (x,y,2) € R3, temos
(@, y,2) =2zvi +(y—2)va+ (z—y)vs.

Exemplo 3.30. Sejam U = {(z,y,2,t) : c—y+2z=0ey+2z—t=0},
V=A(x,y,z2,t) : 2—y+2=0} eW = {(z,y,2,t) : y—t=0c¢e¢
y+ 2z =0}. Encontrar bases para U, V, W, UNV e VW .

Temos (z,y,2,t) e U < zxz—y+z=0ey+2z—1t =0, ou seja,
z=y—xet=y+z=2y— x. Portanto,

(J:ay?'zat) = ({L‘,y,y - CE,2y - :E) = Q?(].,O, _17 _1) + y(oa ]-a 132)7
ou seja U = [(1,0,—1,—-1), (0,1,1,2)]; como os vetores (1,0,—1,—1) e
(0,1,1,2) s@o LI, eles formam uma base de U.

Temos (z,y,z,t) € V < =z —y+ z =0, donde obtemos z =y — z.
Portanto,

(x,y,2,t) = (x,y,y — z,t) = x(1,0,—1,0) + 3 (0,1,1,0) + £ (0,0,0,1),

ou seja V = [(1,0,-1,0), (0,1,1,0), (0,0,0,1)]. Como estes geradores
sao LI, eles constituem uma base de V.

Temos (z,y,2,t) € W <=t =y e z = —y. Logo,

(xaywzvt) = (xaya —-Y, y) =T (1707070) + 9(07 17 _17 1)7

donde W =[(1,0,0,0), (0,1,—1,1)]. Como (1,0,0,0) e (0,1,—1,1) sao
LI, eles formam uma base de W.
Como UNV =U, uma base de UNV é {(1,0,—1,-1),(0,1,1,2)}.

Temos (z,y,z,t) € VAW < x =2y, t =yez=—y. Logo,
(2,9, 2,t) = (2,9, —y,y) =y (2,1, -1,1), ouseja VAW = [(2,1, -1, 1)];

logo, uma base de VN W é {(2,1,—1,1)}. O

Sejam V' um espago vetorial finitamente gerado, B = {e1, ..., e,}
uma base de V e seja x € V. Como e, ...,e, geram V, existem es-
calares a1 ,...,a, tais que

T=oqre1+ -+ ay,e,. (3.8)



86 Cap. 3 Espacos vetoriais

Além disso, como eq, ...,e, sdo LI, os escalares sao determinados de
modo tnico, no sentido que, se

x=prer+ -+ Bnen,

entao
041:/81a "'aan:ﬁn-

Reciprocamente, se todo vetor x € V se escreve de modo tnico
como combinacao linear de e, ..., ey, entao eles sao geradores de V.
Além disso, como o vetor nulo se escreve de modo 1Unico como com-
binacao linear de e, ...,e,, segue-se que estes vetores sao LI. Logo,
B={e1,...,en} é base de V.

Estes fatos mostram a importancia do conceito de base e, por isso,
vamos enuncid-lo como um teorema.

Teorema 3.5. Seja B = {e1, ...,e,} uma base de um espago vetorial
V. Entao todo x € V' se escreve de modo unico como combinacao linear
de ey, ...,e,. Reciprocamente, se todo vetor x € V se escreve de modo
unico como combinagao linear de ey, ..., en, entio B ={e1, ..., e} €
uma base de V.

Os ntmeros ay, ..., a, chamam-se coordenadas de = em relacao
a base B. A partir deste ponto, é conveniente considerar base como
sendo um conjunto ordenado de vetores: isto significa que neste ponto é
importante a ordem em que os vetores eq , ..., e, sao relacionados (com
isto queremos dizer, por exemplo, que e1,e3, ...,€, € €2,€e1,...,€n
sao bases distintas de V). Podemos entao escrever os escalares de (3.8)
como uma matriz coluna (ou como uma n—upla, se for conveniente),
chamada matriz de coordenadas de x

ai
wla=| | (3.9)
an
Deve ficar entendido que «q é o coeficiente de eq, ..., ay, é o coeficiente

de e, em (3.8). Para simplificar a notagdo vamos indicar a matriz em
(3.9) por [a,..., an]T: o simbolo T indica a transposta da matriz.
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Exemplo 3.31. Consideremos em R* os vetores vi = (1,0, —1,0), vo =
(0,0,0,1), v3 =(0,0,1,2), vy = (0,1,0,1) e w = (a,b,c,d).

(a) Quais sdo as coordenadas de w em relagdo d base candnica de R*?
(b) Mostrar que B = {v1,va,v3,v4} ¢ base de R*:

(¢) Encontrar as coordenadas de w em rela¢ao a base B.

(a) E claro que, como podemos escrever

(a,b,c,d) =a(1,0,0,0) +b(0,1,0,0) + ¢(0,0,1,0) +d (0,0,0,1);
a matriz de w em relagao a base canonica C é w = [a, b, c, d]T.
(b) Dado w = (a, b, ¢,d) € R*, procuremos «, 3,7,5 € R tais que

avi+fBvys+yvy+dvy=w, (3.10)
isto é,
(a757 _a+77ﬁ+27+5) = (aabvcad)'
Desta igualdade temos o« = a, 8 =d—2a—b—2c¢, Yy =a+ced = b, 0 que
mostra que todo w € R?* se escreve, de modo tinico, como combinacio
linear de vy,vy,vs,vy. Pelo Teorema 3.5, os vetores vi,vy, Vs, Vy

formam uma base de R%. Além disso, estes célculos mostram que a
matriz das coordenadas de w em relacao a base de B é

(W], = [a,d—2a—2c—b,c+a,b]T.

Exercicio 3.19. Verificar se o conjunto B € uma base para RZ.

(a) B = {(17 1), (172)} (b) B= {(278)7 (3, 12)}‘

Exercicio 3.20. Verificar se o conjunto B é uma base para R3.

(a) B={(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)} (b) B={(1,1,1),(0,1,1),(1,0,0)}
(¢) B=1{(1,2,3),(1,1,1),(0,0,1)} (d) B ={(1,2,3),(0,2,1),(0,0,2)}.

Exercicio 3.21. Verificar se o conjunto B é uma base para R,

(a) B=1{(1,1,1,1),(1,1,1,0),(1,1,0,0)(1,0,0,0)}

(b) B=1{(1,0,0,0),(1,1,0,0),(1,-1,0,0),(1,—-1,-1,—1)}.

Exercicio 3.22. Calcule as coordenadas de (1,2,3) em relagdo a base
B, sendo:

(a) B={(1,1,1), (1,1,0),(1,0,0)}, (b) B=1{(1,1,1), (0,1,1),(0,0,1)}
(c) B=1{(1,2,1), (0,1,1),(0,0,1)} (d)B=1{(1,2,1), (1,1,0),(1,0,0)}.
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Exercicio 3.23. Sejam v; = (1,0,—1,0), vo = (0,0,1,0), v3 =
(1,0,0,2), vy = (0,1,0,1), u=(1,1,0,—1) e B={vy,va,v3,Vvya}.

(a) Mostre que B é uma base de R*.

(b) Calcule as coordenadas de w em relagdo a base B.

Exercicio 3.24. Sejam

s-{[ 3] [V ) e e an 23]

(a) Mostre que B € base de Ms(R).
(b) Calcule as coordenadas de A em relagao a esta base.

Exercicio 3.25. Calcule as coordenadas do polinémio 10+t em relacdo
a cada uma das sequintes bases de Py(R):

(a) {1,t,%}

(b) {1,1+¢,1+t+1¢?}

(c) {4+1t,2,2—t2}.

Teorema 3.6. Suponhamos que o espaco vetorial V tenha uma base
com n vetores. Entao qualquer subconjunto de V' contendo mais de n
vetores é LD.

Demonstragdao: Seja B = {vy,...,v,} uma base de V e sejam x1,..., 2y,
vetores quaisquer em V, com m > n. Podemos supor que os vetores
Z1,...,2, sdo LI (se x1,...,x, fossem LD a prova terminaria aqui,
pois, pelo Coroléario 3.1, pagina 81, ja terfamos que T1,...,Zp,.-.,Tm
sao LD). Como V = [v1,...,v,] e 1 € V, temos que x; é combinacao
linear de vq,...,v, e portanto, os vetores x1,v1,...,v, sao LD. Pelo
Teorema 3.4, pagina 80, um dos vetores vy, ..., v, é combinacao linear
dos precedentes; para simplificar a notacao, vamos supor que v,, é com-
binacgao linear de x1,v1,...,Vp—1:

Vp = Q&1+ o101 + -+ 1 Up_1 (3.11)

Pelo Teorema 3.3, pagina 77, temos V = [561 JUL e v ey Unel ]

Agora repetimos este procedimento com xy. Como xo é combinagao
linear de x1, v1,...,v,_1, 08 vetores xy,x9,v1,...,v, sao LD. Pelo
Teorema 3.4, pagina 80, um dos vetores xo,v1,...,0, € combinagao
linear dos precedentes: tal vetor nao pode ser xo, pois z1, x2 sao LI



Base e dimensao &9

Para simplificar a notagao, vamos supor que v,_1 é combinacao linear

de z1,x2,v1,...,Up_2. Procedendo como no passo anterior, temos
V= [xl,xg, U1, ...,Un_g].

Continuando deste modo, chegaremos a V = [acl, ,xn] Como
Tptl,---,Tm €V, estes vetores sao combinagoes lineares de z1 , ..., xy.
Logo, os vetores x1,...,Zn,Znt1,---,Tm 520 LD.

Teorema 3.7. Seja V' um espago vetorial finitamente gerado. Se uma
base de V tem n wvetores, entdo todas as bases de V também tém n
vetores.

Demonstragdao: Sejam {ey ,... e} e{vr,... v,} duas bases de V. Como
V=lei,... ey]evr,... vpéum conjunto LI em V' o Teorema 3.6 implica
que p < n. Trocando os papéis de e; ,... e, € v1,... vy, obtemos n < p.
Logo, n = p.

O Teorema 3.7 justifica a seguinte definicao.

Definigao 3.2. Seja V um espago vetorial finitamente gerado: o nimero
de vetores de uma base qualquer de V' chama-se dimensao de V. Se um
espaco vetorial V ndo € finitamente gerado, diz-se que ele tem dimensao
infinita.

Exemplo 3.32. dim R" =n e dim P,(R) =n+ 1.

Teorema 3.8. Seja V' um espago vetorial, dimV =n, e sejamvy, ..., v,
(com p < n) vetores LI em V. Entdo existem n—p vetores vpi1,... ,Un
em V tais que v1,...,v, € base de V.
Demonstragdo: Como p < n, temos [v1,...,v,] # V. Entao existe
vpt1 € V tal que vpp1 € [v1,...,vp]. Como vy,... v, sdo LI e que
Upy1 € [V1,...,Up ], segue-se que nenhum destes vetores pode ser com-
binacao linear dos demais. Portanto, os vetores vi,...,v,, vpy1 sao
linearmente independentes.

Se p+1 = n, entao os vetores vy, ... ,v,, Upt1 constituem uma base
de V. Se p+ 1 < n, repetimos o procedimento acima. Apés n — p
passos chegaremos a um conjunto LI vy ,... ,vp, Vpy1,... vy, queéa
base de V.

Exercicio 3.26. Verificar se o conjunto B ¢ uwma base para R3.
(a) B=1{(2,1,-1),(3,0,1)} (b) B={(2,-1,1);(1,1,0);(—1,1,0)}
(¢) B=1{(2,1,-3);(1,2,3);(2,1,0);(1,3,5)}.
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Exercicio 3.27. Verificar se o conjunto B é uma base para R*.
(a) B=1{(1,1,1,1),(1,1,1,0),(1,1,0,0),(1,0,0,0)}
(b) B=1{(1,0,1,0),(1,0,0,1),(1,1,0,0),(0,0,1,1)}
(¢) B=1{(1,1,0,1),(1,0,0,1),(1,1,0,0),(0,1,0,1)}.

3.6 Dependéncia linear de fungoes

Consideremos o espago vetorial V' = C(I,R"™) das fungdes continuas no
intervalo I com valores em R™. Dizer que as funcoes fi , ..., f;, do espaco
C(I,R™) sao LD significa dizer que existem escalares aq,...,ax nao
todos nulos tais que

ar fi(t)+ -+ arfr(t) =0, paratodo tel. (3.12)

Observemos que, para cada t € I, fi(t),..., £,(t) sdo vetores de R"™.
De acordo com a definicdo acima, se, para algum tg € I, os vetores
fi(to), ..., f.(to) s@o LI em R™, entao as fungoes f ,. .., f, sao LI

Por exemplo, as funcdes 1, sen?t e cos?t, sdo LD no espaco vetorial
C(R,R) pois, da trigonometria sabemos que sen 2t + cos?t — 1 = 0, para
todo t € R. J4 o conjunto S = {1,sen t, cos t} é LI pois uma igualdade
do tipo

a+fsent+ycost=0, VteR

s6 é possivel se « = 8 = v = 0; de fato, pondo ¢t = 0, temos o + v = 0,
pondo t = 7, temos aw — 7y = 0 e pondo t = 7/2, temos o+ 3 = 0. Essas
igualdades implicam a« = = v = 0. Logo S é LI.

O proximo teorema fornece um critério muito 1util para testar a in-
dependeéncia linear de funcoes escalares.

Teorema 3.9. (regra para independéncia linear de fungoes). Se-
jam @1, ..., pn funcoes reais com derivadas de ordem n — 1 continuas
num intervalo 1. Se existir tg € I tal que

e1(to) pa(to) ... wulto)
@1 (to) @5 (to) oo pp(to)

det : S T %o, (3.13)
P Vto) o8 Vte) . o (t)

entao Y1, ..., Py sao LI
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Demonstragao: Suponhamos que
a1 @1(t) + aepa(t) + - -+ ann(t) =0, Vte
Derivando sucessivamente essa igualdade e pondo t = ty, temos

01(to) a1 + @a(to) aa + -+ on(to) an =0

@ (to) a1 + @h(to) an + - + @y, (to) o = 0 (3.14)

" D(to) ar + 05 V(to) az + -+ ol D (to) an = 0

As igualdades (3.14) podem ser vistas como um sistema de n equagoes

nas incognitas oy , as, ..., a,, cuja matriz dos coeficientes tem determi-
nante diferente de zero. Portanto, esse sistema tem uma tinica solucao,
que é a1 =0, a5 =0, ..., ap, = 0. Logo, as funcées ¢1, ..., ¢, sao

linearmente independentes.

O determinante em (3.13) chama-se wronskiano de ¢, ..., ¢, e é
denotado por W(z) (ou W(ep1, ..., pn)(x)).

Exemplo 3.33. Se p, q e r sdo nimeros dois a dois distintos, entdo as
funcoes ePt, edt e et sao LI. De fato, temos

ept eqt ert

pert gett vt = (r—gq)(r—p)(g—p) P L0
p2ept quqt 7’2€Tt

De modo andlogo mostramos que se 0s numeros ri,...,r, forem dois a

dois distintos, entdo as funcoes €' ..., e™! sdo LI

Observagao 3.4. A reciproca do teorema anterior nao € verdadeira.
Por exemplo, as funcées f(t) = t> e g(t) = t|t| sdo LI, mas seu
wronskiano € nulo. No entanto, pode-se mostrar que, se duas fungoes
p1, w2 forem LI e forem solu¢des da equacdo diferencial de sequnda
ordem y" +a(t)y' + b(t)y = 0, com a(t),b(t) continuas em um intervalo
J, entao W (1, p2)(t) #0 Vt € J.

Exercicio 3.28. Mostre que:

(a) {cos2t, sen?t, cos’t} é LD  (b){1,sent, cost} é LI

(c) {1,sen t, cos2t, sen?t} ¢ LD  (d) {1, €', sent, e cost} é LI
(e){e*tcos bt, e?lsen bt, et} é LI, seb#0 e é LD, se b= 0.
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3.7 Bases ortogonais em R"

Consideremos em R™ o seu produto interno usual: se x = (21, ..., T)
ey=(y1,..., Yn), entdo

X y=x1y1 +-- + TnYn.

Teorema 3.10. Se X = {uj,us,...,uy} € um conjunto de vetores
ortogonais nao nulos, entdo X é um conjunto LI.

Demonstragao: Suponhamos que os numeros ag, aa, ..., 0, sao tais
que
aju] +asug+ -+, =0 (3.15)
Efetuando o produto escalar dos dois membros de (3.15) com u; e no-
tando que u; - u; = |wy||? e uj - u; =0, Vj # 1, obtemos o ||uy||? = 0.
Como |[uy]|? # 0, temos a3 = 0. Analogamente obtemos as = 0, a3 =
0,...,a, =0. Logo, os vetores u; ,us, ..., U, sao LI O
Uma base B = {uy,...,u,} de R" formada por vetores 2 a 2 or-
togonais é chamada uma base ortogonal. Se além disso, todos os
vetores forem unitdrios (isto é, |lu;|| = 1, Vj) dizemos que B é uma

base ortonormal.
Exemplo 3.34. A base canonica de R™ € ortonormal.

Exemplo 3.35. Em R3, o conjunto {(1,0,0), (0, % , @), (0, § ) _71)} é
uma base ortonormal.

O proximo teorema mostra que fica mais simples obter as coorde-
nadas de um vetor quando trabalhamos com uma base ortonormal.

Teorema 3.11. Se B = {vy,va,...,v,} € uma base ortonormal de
R"™, entao, para todo x € R™, temos

X=(X-v))vi+ (xX-va) Vot -+ (X Vy)Vy, (3.16)
isto €, se X = a1 Vi+agVo+- -y, Vy, entio ap = X-Vi,...,0, = X V,.
Demonstragao: Como B é base de R", existem niimeros oy, as,...,Qp

sao tais que
X=a1Vvli +taaVvy—+ -+ ay, Vv, (3.17)
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Efetuando o produto escalar dos dois membros de (3.17) com v; e no-
tando que vi-vi = lev,;-vi =0, Vj # 1, obtemos x-vi = ;. De modo

analogo, obtemos X - vy = a9,...,X -V, = Q. O
Teorema 3.12. Sejam {vy,...,vp} um conjunto ortonormal em R™ e
x € R". Entdo o vetorz=x— (x-v1) Vi — - — (x:Vp) Vv, € ortogonal
a cada um dos vetores vi,..., V.

De fato, como v;-vj =1ev;-v; =0, sei# j, temos
z-Vi =X-Vj—(x-v1) (vi-Vj)— = (x:Vp)(Vp-Vj) =%x-Vvj—x-v; =0.

Usando o Teorema 3.12 construimos, a partir de uma base qualquer

up,..., U, de um subespaco vetorial W de R", uma base ortonormal
Vi,...,Vy para W, de modo que, para cada j < m, temos [ul e uj} =
[vl,...,vj]. Definamos os vetores wo,..., Wy, € Vi,Va,...,V,;, do

seguinte modo:

up
vy = ——
[ |
W2
W = Uug — (Vl : 112)V1 Vo = —
[[wa|]
W3
W3 = usg — (V1 . 113)V1 — (VQ . 113)V2 V3 = —
[[ws]|
W = Um — (Vl : u2)vl - (V2 : Wm)VQ — (Vm—l : um)vm—l
Wm
Vip = ———
[
De acordo com o Teorema 3.12, cada vetor vy é ortogonala vy, ..., vg_q.
Além disso, como os vetores uj,us,...,U,, sao linearmente indepen-
dentes, todos os vi,va,..., Vv, sao diferentes do vetor nulo e, portanto,

formam uma base de W. Este método de obter uma base ortonormal
chama-se método de ortonormalizagao de Gram-Schmidt.

O vetor

W= (X-V))Vi+-+ (X Vp)Vp,
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dado no Teorema 3.12, chama-se projecao ortogonal de x sobre o

subespago [v1,...,Vv,] (a Figura 3.2 abaixo mostra os casos p = 1 e
p=2).
E facil ver que, se x pertence ao subespaco gerado por vi,...,v,,
entao z = 0.
(x-va) Ve

Figura 3.2

Exemplo 3.36. Usando o método de Gram-Schmidt, ortonormalizar a
base u; = (1,1,1), ug = (1,1,0), ug = (1,0,0) de R3.
Como ||uy| = v/3, tomamos v = % u = % (1,1,1). Em seguida,

como (uy,vi) = 2/+/3, tomamos
2 1
wy =uy — (u2,vi)vy = (1,1,0) — 3 (1,1,1) = 5(1,1, —2)

W9 1
Vo= 17 = = (1517_2)
[wall V6

Como (uz,vi) = 1/v/3 e (u3,vs) = v/6, tomamos

W3:U3—%v1— Ja‘@: (1,0,0) — % (1,1,1) — % (1,1,-2) =
= 1(1,-1,0)
e portanto

ws V2

V3 = —_——=
lwall 2

(1,—1,0)

Assim, a base procurada é {% (1,1,1), iﬁ (1,1,-2), 72 (1,—1,0)}.



3.8. EXERCICIOS 95

Exercicio 3.29. Mostre que se aplicarmos o método de Gram-Schmidt a
base vi = (1,0,0), vo = (1,1,0), v3 = (1,1,1) obtemos a base candnica
de R3.

Exercicio 3.30. Ortonormalize, pelo método de Gram-Schmidt, a base
(a) u; = (1,0,0), ug = (1,1,0), uz = (1,1, 1)

(b) ug = (1,1,1), ug = (0,1,1), ug = (0,0, 1)

(c) {(1,1,1,1),(1,1,1,0),(1,1,0,0),(1,0,0,0)}.

Exercicio 3.31. Seja {u;,uz,...,u,} uma base ortonormal de R™.
Mostre que, se v.=aiuj + -+ + a, U, entao

IvI? = at + - +ap

Exercicio 3.32. Encontre uma base ortonormal para cada um dos sequintes
subespacos vetoriais de R3:

(a) [(9,0,7),(2,1,8),(2,0,4)] (b) [(1,0,1),(5,1,2),(3,1,0)]

(¢) [(1,0,0),(2,3,0),(1,7,5); (d) [(1,2,8),(-2,2,2),(3,0,6)]

(e) {(z,y,2) : 3z —y+22z=0}

Exercicio 3.33. Seja S C R™ um subconjunto ndo vazio. Mostre que
o conjunto S+ dos vetores ortogonais a todos os vetores de S € um
subespaco vetorial de R"™.

Exercicio 3.34. Sejam A C B C R". Mostre que B+ C A™*.

Exercicio 3.35. Seja W um subespaco vetorial de R™.

(a) Mostre que W+ =W

(b) Mostre que todo x € R™ se escreve na formax =u+v, comu € W
e wewt

3.8 Exercicios

1. Encontrar bases para os seguintes subespagos de M (R):
(a) {A € Ma(R) : AT = A} (b) {A € My(R) : AT = —A} .

2. Encontrar bases dos subespagos U, W e UNW de P3(R), sendo:
(a)U ={pe P3(R):p(1) =0}, W={pe P(R):p"(t) = 0,Vt}
(YU = [t3 — 212+ 4,312 - 1,5t3], W = [t3 — 312, — 5, 3]
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() U=[t?+4,3t2- 1,583, W= {pe P3(R) : p'(t) =0, Vt € R}.

3. Encontrar bases dos seguintes subespacos de R3: U, W, UNW:
(a)U =1(0,0,1),(1,1,1)], W =(1,0,0),(0,1,0)],

MU = {(z,y,2) eR3: 2z —2y =0}, W =](1,5,3),(0,2,3)]
() U ={(z,y,2) €R3 : x+2y =0}, W =1(0,0,1),(1,1,1)]
4.Veriﬁqueseoconjunto{{} 8},[? 8], (1) (1)],[(1] g}}é

base de M»(R).

5. Encontre uma base e a dimensao de W, sendo:
(a) W =1(1,4,-1,3),(2,1,-3,-1),(0,1,1,1)] c R%.

b W={(z,y,2,t) ER*:x—y=0 ex+2y+t=0}
YW ={X € My(R): AX = X}, em que A:[(l) ?}

(
(c
(d) W={pe P(R): p'(t) =0, VteR}

(e) W = [t3 +4t% —t + 3,3 + 5t% + 5,3t3 + 102 — 5t + 5] C P3(R).

6. Determinar uma base e a dimensao de U, de W e de U N W, sendo:
(a)U = {(z,y,2) €ER3 : 2+ y+2=0} W ={(x,y,0): z=0}.
b)U ={pe P(R):p'(t)=0,Vt e R}, W = {p € P,(R) : p(0) = 0}.

7. Sejam u = (sen «, cos @) e v = (—cos «, sen «) para algum « em
[0,27]. Mostre que {u,v} ¢ uma base ortonormal de R



Capitulo 4

Equacoes diferenciais lineares

Neste capitulo estudamos equacoes diferenciais lineares de ordem su-
perior a um. Inicialmente apresentaremos alguns fatos gerais sobre
equacoes lineares. Tais resultados sao validos para qualquer equacgao
diferencial linear mas, para simplificar a notacao, vamos enuncia-los para
equacoes de segunda ordem.

4.1 Fatos gerais sobre equacoes lineares
Consideremos a equagao linear de segunda ordem
Y +a(t)y +b(t)y = ht). (4.1)

em que as fungodes a(t), b(t), chamadas coeficientes e h(t), chamada
termo forgante, sdo continuas em um intervalo J C R. Se h(t) # 0,
a equacao diferencial (4.1) é dita nao homogénea. Se h(t) =0, Vt, a
equacao (4.1) é dita homogénea. Uma solugao de (4.1) é uma funcao
y(t) definida em um intervalo I C R que satisfaz (4.1), isto é, y"(¢t) +
a(t)y'(t)+b(t)y(t) = h(t), Vt € I. Nosso objetivo é encontrar a solugao
geral da equagao (4.1), que é uma expressao que descreva todas as
solucdes desta equacao. Vimos no capitulo 2 que equagoes diferenciais
de segunda ordem ocorrem com frequéncia na Mecanica em virtude da
segunda lei de Newton. Assim como na Mecanica, em que a posicao
de uma particula é determinada a partir de sua posicao e velocidade
no instante inicial, é natural associar & equagao (4.1) duas condigoes
iniciais. Dados ty € J, vy, Yo € R, o problema de encontrar uma
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solucao y(t) de (4.1) tal que y(tg) = yo e ¥'(to) = Yo é um problema
de valor inicial associado a esta equagao. O problema de encontrar a
solugao geral de (4.1) é equivalente ao de encontrar a solugao de qualquer
problema de valor inicial associado a esta equagao. Enunciamos a seguir
um teorema de fundamental importancia no estudo das equacdes de
segunda ordem; sua demonstracao estd fora dos objetivos deste texto.

Teorema 4.1. Suponhamos que a(t), b(t) e h(t) sejam fungoes conti-
nuas em um intervalo J. Entdo, dados tg € J, yo, y1 € R, existe uma
unica solugao do problema de valor inicial

y"' +a(t)y' +b(t)y = h(t)
y(to) = o (4.2)
y'(to) =1 .

O préximo teorema, conhecido como principio de superposi¢do, per-
mite obter novas solugoes de (4.1) a partir de solugoes conhecidas. A
demonstracao é trivial e fica como exercicio.

Teorema 4.2. Se yi(t) e y2(t) sao solugoes de

y'+a(t)y +b(t)y = hi(t) (4.3)
v +a(t)y +b(t)y = ho(t), (4.4)

respectivamente, e se c¢1 e ca sdo constantes, entio a funcdo z(t) =
c1y1(t) + caya(t) € solugao da equagao

y" +a(t)y +b(t)y = c1hi(t) + co ha(t). (4.5)

Corolario 4.1. O conjunto S das solugdes da equagdo homogénea
v +alt)y +b(t)y=0 (4.6)
€ um espaco vetorial de dimensao 2.

Demonstragao: Tomando hy(t) = ha(t) = 0, o teorema anterior implica
que qualquer combinagao linear de solugdes de (4.6) é uma solucao de
(4.6), ou seja, o conjunto S é um subespago de C(.J,R), o espago vetorial
de todas as funcoes continuas em J com valores reais.
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Mostremos que dim § = 2. Fixemos tg € J arbitrariamente. Sejam
©1(t), pa2(t) as solugoes de (4.6) tais que ¢1(tg) = 1, ¢i(tg) = 0 e
wa(to) = 0, ¢h(tg) = 1 (a existéncia de tais solugdes é garantida pelo
Teorema 4.1).

Afirmamos que ¢i(t), ¢2(t) formam uma base de S. Em primeiro
lugar, é claro que estas fungoes sao LI, pois o seu wronskiano é diferente
de zero em t = tg:

W e = [ S 70 | =aal g 0] =1

Mostremos agora qualquer solugao ¢(t) de (4.6) é combinagao linear de
©1(t) e pa(t). Procuremos constantes ¢ e d tais que

o(t) = cpi(t) + dpa(t), Vit e J. (4.7)

Para que (4.7) esteja satisfeita quando ¢ = ¢, devemos ter ¢ = p(tp).
Derivando (4.7) e substituindo ¢ = to, obtemos d = ¢'(ty). Com isto,
temos que (4.7) estd verificada quando ¢t = tyo. Mostremos que (4.7) esta
satisfeita para todo ¢t € J. Sabemos que a funcao ¢(t) é solugao do PVI

y' +a(t)y +b(t)y =0
y(to) = c
Y (to) =d

Por outro lado, a funcao c () + d 2(t) também é solucao deste PVIL.
Como, pelo Teorema 4.1, tal PVI tem uma tnica solugao, devemos ter
P(t) = co1(t) + dea(t), Vt € J.

Logo {¢1(t), p2(t)} é uma base de S edim S = 2. O

Tomando hi(t) = ha(t) = h(t), ¢4 = 1 e c2 = —1 no Teorema 4.2,
vemos que se ¥ (t) e ya2(t) sao solugdes quaisquer da equagao (4.1), entao
y2(t) — y1(t) é uma solucao de (4.6). Segue-se que, uma vez conhecida
uma solu¢ao particular y*(t) de (4.1), podemos obter qualquer outra
solucdo de (4.1) somando a y*(t) uma conveniente solu¢do da equagao
homogénea (4.6). Como conseqiiéncia, temos o seguinte resultado.

Coroldrio 4.2. A solugdo geral da equagdo nao homogénea (4.1) é a
soma de uma solugao particular da equag¢ao ndo homogénea (4.6) com a
solugao geral da equagdo homogénea (4.1).
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Exemplo 4.1. Efcicil ver que a funcdo y(t) = 5t € solug¢ao da equagdo
diferencial y" +vy = 5t. Como a solugdo geral da equagdo homogénea
associada € yg(t) = a cost+bsent, a,b € R, seque-se que a solug¢ao
geral da equacgio y’ +y =5t éy(t) =a cost+bsent+5¢ a,beR.

Exercicio 4.1. Sabendo que a fungio (t) = 5t3 + 41> € solugio da
equagdo nao homogénea y"' + p(t)y' + q(t)y = g(t) e que as fungoes
p1(t) = sen 5t, @o(t) = cos bt sdo solugoes da equagao homogénea
correspondente, encontre a solucdo geral de cada uma destas equacoes.

Exercicio 4.2. Suponha que y1(t) = €3t +4e75t 4 3 cos 2t, yo(t) =
et 4 3 cos 2t e ys(t) = e3t 4+ 3 cos 2t sdo solucdes da equacdo ndo
homogénea y"+ay' +by = f(t). Encontre a solugao geral desta equagdo.

Extensao para equagoes de ordem superior: Os resultados acima
permanecem validos, com algumas adaptagbes ébvias, para equagoes
diferenciais lineares de ordem n

Y+ an1 (15" 4 ar () + ao (1) y = (1)

4.2 Método de reducao da ordem

Consideremos a equagao linear de segunda ordem homogénea

y' +pt)y +q(t)y=0. (4.8)

Suponhamos conhecida uma solugao y;(t) desta equagao. Sabemos que,
para qualquer constante ¢, a fungao cyi(t) é uma solu¢ao da equagao
(4.8): é claro que as funcgbes yi(t) e cyi(t) s@o linearmente depen-
dentes. Um método para encontrar uma solugao ya(t) linearmente in-
dependente de y;(f) consiste em procurar uma nova solugao de (4.8)
na forma y(t) = u(t)y1(t), em que u(t) é uma fungdo nao constante
(assim, o que estamos procurando é a fungdo w). Substituindo na
equagao (4.8) y(t) = u(t)y1(t), y'(t) = w'(t) y1 () + u(®) y1(t) e y"(t) =
u () yi(t) + 20/ (t) () + w(t) y{ (t), temos

HORAE) 000 + g0 ()] £ )
[2y1( ) + p(t)yr ()] (t) = 0.
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Como 4 (t) + p(t) v (1) + q(t) y1(t) = 0 (pois y1(¢) & solugio de (4.8)),
esta equacao torna-se

() u” () + (231(8) +p(t) 11(1)) /(1) = 0.

Dividindo por y1(t) e chamando v = v/, obtemos a equagao linear de

primeira ordem
/

v'+<2h+a)v20, (4.9)
U

que ja foi estudada no Capitulo 1. Uma vez obtida uma solugao v desta
equacao, integramos v para obter uma funcao u procurada e, conseqiien-
temente, obter uma soluc¢ao particular y(t).

Exemplo 4.2. Mostre que yi(t) = €'

ty' —(2t4+ 1)y +2y=0 (4.10)
e encontre sua solucao geral.
Substituindo em (4.10): y1(t), v} (t) = 2¢€% e ¥} (t) = 4€2?, temos
Ate —2(2t+1)e*" +2e*" =" [4t—4t—2+2] =0

€ solucao da equacdo

Logo e ¢ solucao de (4.10).
Pelo método de redugao da ordem, a equagao (4.10) tem uma solugao
da forma yo(t) = e*! v(t). Substituindo em (4.10) ya(t), yh(t) = €t (v/ +
2v) e yy(t) = €2t (v +4v'+4v) e cancelando o fator comum e??, temos
to" +(2t—1)v" =0

Definindo z = v/, obtemos a equacao

1
2+ (2 ;) z=0
que tem a solugdo z(t) = te 2!, Portanto v(t) = — 1 e"2! (2¢t+1). Logo

y2(t) = 2t + 1 e a solugao geral de (4.10) é
y(t) =cre*t + e (2t +1), ¢, €R.

Exercicio 4.3. Para cada uma das equacgoes abaizo € dada uma solucao.
Use 0o método de redugcao da ordem para obter uma outra solucdo:

(a) y" +ty — (1/4)y =0, yi(t) =t/

b) 2y +ty —y=0, w(t)=t

(c) 4t2y" + 4ty —y=0, y(t)=t/2

(d) Py —ty +y=0, w(t)=
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4.3 Equacao homogénea com coeficientes cons-
tantes

Nosso objetivo nesta secao é encontrar a solugao geral da equacao linear
homogénea com coeficientes constantes:

' +ay +by=0. (4.11)

A fungio exponencial y(t) = e"* é uma candidata natural a solugao de
(4.11) pois suas derivadas de primeira e segunda ordem sao

y'(t) — ,rert e y”(t) —_ 7"2 ert’

que diferem de y(t) apenas por constantes multiplicativas, o que torna
possivel o anulamento da combinagao y” (t)+ay'(t)+by(t). Substituindo
y(t) = et em (4.11), temos

(r’+ar+b)e"t =0.
Como e" # 0, Vt, temos necessariamente
2 +ar+b=0. (4.12)

Essa equagao é chamada equagao caracteristica de (4.11).

A equacao caracteristica (4.12) fornece os expoentes das solugoes da
equacao diferencial (4.11): se r é uma raiz da equagao caracteristica, é
facil ver que a fungao e"? é solugao de (4.11). Analisemos as 3 possibili-
dades para o discriminante A = a? — 4b de (4.12).

19 caso: A =a%?—4b > 0. A equacdo caracteristica (4.12) tem 2 raizes
reais distintas 7y, ro dadas por

—a++Va?—4b —a—+va?—4b

r = e To =

2 2
Entao é facil ver que as fungoes
yi(t) =€t e ya(t) =€

sao solugoes linearmente independentes de (4.11). Pelo Corolério 4.1, a
solucao geral da equacao diferencial (4.11) é

y(t) =cre"t +epem? (4.13)
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Exemplo 4.3. (a) Encontrar a solu¢ao geral da equagdo

y' +3y —10y =0
(b) Encontrar a solu¢ao y(t) desta equacdo satisfazendo as condigoes
y(0) =7 ey (0) =0.

A equacdo caracteristica é 72 +3r —10 = 0. Portanto as raizes sio
r1 =2 e r9 = —5. Logo, a solucao geral da equacao diferencial é
) G quag

y(t) =1 2t yepe ™™t e, eR.

As condigoes iniciais y(0) = 7 e ¥/(0) = 0 implicam
ci+ec=7 2¢1—5c=0
donde obtemos c¢; = 5 e cg = 2. Logo, a solugao do PVI é
y(t) =5t + 27t O
29 caso: A =a’?—4b = 0. Agora, a equacdo caracteristica
r+ar+b =0,

tem uma raiz dupla: r = —a/2.

Entao uma solugao de (4.11) é yi(t) = e"!. Vamos obter outra
solucdo de (4.11) pelo método de reducao da ordem. Procuremos uma
outra solugao de (4.11) na forma y(¢) = e"! v(t). Substituindo em (4.11),

cancelando o fator comum e”?, temos

V' 2r+a)v + (P +ar+b)v=0.
Como 72 +ar+b =0e2r+a=0, esta equacio fica
v”:O,

cuja solugao geral é v(t) = ¢1 t + co. Portanto, outra solugao de (4.11) é
yo(t) = te"t.
Logo, a solucao geral de (4.11) é

t t

y(t) = cite"t +eget = (et + ca)e"’ c1,c0 €R.. (4.14)
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Exemplo 4.4. Encontrar a solugao geral da equacgao diferencial
y'—4y +4y=0.

A equacdo caracteristica é r> —4r +4 = 0, que tem r = 2 como raiz
dupla. Logo, a solucao geral da equacao diferencial é

y(t) = a1 2t 4 eate®t, ¢, co €R. O

32 caso: A = p? —4b < 0. As rafzes da equacio caracteristica tém
partes imagindrias diferentes de zero. Como, nos dois casos anteriores,
a solugao geral de (4.6) é dada em termos da funcao exponencial. A
diferenca é que, neste caso, a solugao é uma funcao complexa. Se r; =
a+ifery=a—isao as raizes da equagao caracteristica (4.12), entao
toda solucao da equagao diferencial (4.11) é dada por

y(t) = cre +cpe™t,

em que ¢q , ¢z sao constantes (que podem ser complexas). Isto nao é ple-
namente satisfatorio, pois gostariamos de obter solucoes reais da equagao
(4.11). Para resolver este problema, usaremos o seguinte resultado.

Teorema 4.3. Se y(t) = u(t) +iv(t) € uma solu¢io complexa (com
u(t), v(t) reais) da equagao diferencial

y'(t)+ay +by = f(t) +igt), (4.15)

em que os coeficientes a e b sao constantes reais e f(t) e g(t) sao fungoes
reais, entao u(t) e v(t) sao solugdes, respectivamente, das equagoes

W +au +bu= f(t) (4.16)

v +av +bv=g(t). (4.17)

Demonstragao: Como y(t) = u(t)+iv(t) é uma solucao de (4.15), temos

u’(t) +iv"(t) +alu/ (t) + i ()] + b [ult) +ivt)] = f(t) +ig(t),
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Separando parte real e parte imaginéria, temos

u(t) + ad(t) + bu(t) = f(t)
V'(t) + ad'(t) + bu(t) = g(t),

isto é, u e v sao solugoes de (4.16) e (4.17), respectivamente.
Apliquemos o Teorema 4.3 a equacao (4.11). Se r; = a+if e

ro = a—1 3 sdo as raizes da equagao caracteristica (4.12), entao qualquer
uma das solugoes complexas

y1(t) = el 1Bt = et cog(Bt) +ietsen (G1)
ya(t) = et = et cos(Bt) —ie“sen (B1)

da origem as solugoes reais
21(t) = et cos Bt e 2(t) = e*'sen Bt

da equagao (4.1). Como z; e 29 sdo linearmente independentes, a solugao
geral de (4.1) quando A <0 ¢é

z(t):eat(cl cosﬁt—I—cQSenﬁt), c1,c0 €R. (4.18)
Exemplo 4.5. Encontrar a solugdo geral da equacdo y" +4y'+13y = 0.

A equacdo caracterfstica é r2 + 4r + 13 = 0, que tem as raizes
ry =—2+3ier; = —2—3i. Portanto, as fungoes

y1(t) = e (cos 3t +isen 3t) e yo(t) = e **(cos 3t — isen 3t)

sao solucdes complexas da equacao diferencial dada. Logo, as funcoes
21(t) = e cos 3t e z(t) = e % sen 3t sdo solugdes reais da equacgio e
sua solugao geral real é

z(t) = e_%(a cos 3¢+ bsen 3t), a,beR.

Exemplo 4.6. (Oscilagoes livres nao amortecidas)
Consideremos o sistema massa-mola descrito no Capitulo 2. Supon-
hamos que ndo haja atrito e que seja nula a resultante das forcas ex-
ternas atuando sobre a massa. Chamando w = \/k/m, a equacao (2.3)
fica

y' +w?y=0. (4.19)



106 Cap. 4 Equacgoes diferenciais lineares
A equacdo caracteristica é 72 4+ w? = 0, cujas raizes sdo r = +wi. Logo,
as fungoes y1(t) = cos wt e ya(t) = sen wt sao solugdes linearmente

independentes de (4.19) e a solucado geral é

b
y(t) =acoswt+bsenwt=A 2 cos wt+ — sen wt| .

A A
a b
em que A = Va2 + b2. Chamando cosa = qesena=—_e usando a
igualdade cos(wt — o) = cosacoswt + senasenwt,
podemos escrever by
27w
A | ————

y(t) = A cos (wt — «). /\ 77777 /\ 77777 /\
O gréfico da solucao tem o aspecto !
mostrado na figura 4.1 ao lado. v \/ t

Figura 4.1

Exemplo 4.7. (Oscilagoes livres amortecidas)

Suponhamos que o corpo esteja sujeito a uma forga de atrito proporcional
a velocidade e que ndo haja forcas externas atuando sobre a massa.
Entao, a equagdo (2.3) fica

Yy +by +wy=0, (4.20)

em que b= c/m. A equacio caracteristica de (4.20) é 72 +br + w? = 0.
Seja A = b? —4w?. Se A > 0, a equacdo caracteristica tem duas raizes
reais negativas 1 = (—=b+ VA)/2 e 1y = (—=b — V/A)/2 (notemos que
Vb? — 4w? < b). Portanto, a solu¢ao geral da equacao (4.20) é

y(t)zcl er1t+62 eTZta 61762€R~
Como 7 < 0 e rg < 0, temos que y(t) — 0, quando t — oco. O grafico
da solugao é mostrado nas figuras 4.2 e 4.3 abaixo.
Se A = 0, a equacao caracteristica tem uma raiz real dupla negativa
r = —b/2. Portanto, a solugao geral da equagao (4.20) é

yt) = (c1 +ca t)e % ¢, e eR.
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Como no caso anterior, y(t) — 0, quando ¢ — oo (o grafico de uma tal
solugao é mostrado nas figuras 4.2 e 4.3).

t oy + oy

\
. \ ¢

Figura 4.2 Figura 4.3

Se b —4w? <0, as raizes da equacio caracteristica sio nimeros
complexos com parte real negativa (isto implica que y(t) — 0, quando
t — o0) e partes imagindrias nao nulas. Escrevendo A = o + i 3, com
a=—b/2 = (4w? —b*)1/2/2, vemos que a solucio geral é

y(t):eat(cl cos Bt + cosen ﬂt), c1, co € R,
Repetindo o procedimento do exemplo anterior, podemos escrever
y(t)=Ae*t cos(ft—v), A,vyeER.

E facil ver que uma tal solucéo tende a zero oscilando uma infinidade de
vezes. O gréfico da solugao é mostrado na figura 4.4 abaixo.

Yy A

Figura 4.4
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Exercicio 4.4. Encontre a solugcao geral de cada equacdo abaizo:

b)y" —4y —5y=0
d)y" =2y +2y=0
Y +4y +13y=0
hyy'—4y +4y=0

e e et se a>4b

et e te't, (r=—a/2), se a®=4b
e*tcosft e te“lsenfBt, se a®<4b

r1t

podemos resolver qualquer problema de valor inicial

y'+ay +by=0
y(to) = yo, (4.21)
y'(to) = %o
Analisaremos apenas o caso a? > 4b: os outros sdo tratados de modo
analogo e ficam como exercicio. Procuremos a solucao do problema de
valor inicial na forma
y(t) = ce™ "t + ce™?

Impondo as condigoes iniciais y(t9) = o, € ¥'(to) = o, obtemos o
seguinte sistema de 2 equagoes nas variaveis c, d:

{ enied e =y (4.22)

riettoc 4 rye2toc = gy
cuja matriz dos coeficientes

[ ertto er2to

rpetto  pyerzto

tem determinante (ry —r;)e("2+71)% £ 0 (pois 75 # r1). Logo, o sistema
(4.22) tem sempre uma tnica solugao (¢, d), que fornece a (inica) solucao
procurada y(t) do problema de valor inicial (4.21).

Exemplo 4.8. Encontrar a solucdo do problema de valor inicial

y' =2y —3y=0, y(0)=3 ¢ (0)=5
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A equacdo caracteristica é r2 — 27 — 3 = 0, que tem as raizes r; = 3
e ro = —1. Portanto, a solugao geral da equagao homogénea é
y(t) =ae3t +be”t, a,beR.

As condigoes iniciais implicam a +b =3, 3a—b = 5, donde a = 2 e
b= 1. Logo, a solugcao procurada é

y(t) =2¢e +et.

Exercicio 4.5. Encontre a solucao de cada PVI abaizo:

y//_2y/: y/l+4y/_5y20
@{" 0

(0)=1, ¥'(0) = y(0) =3, y'(0) =5
y1/72y/+2y: {y//2y/+y20
c d
(©) {y(O =1, y'(0)=3 (@) y(0) =3, y'(0) =2
() {y”+25y—0 ) {y”—l—4y’+13y—0
y(0) =3, ¥'(0) =3 y(0) =3, ¥'(0) =0
4.4 Equacao nao homogénea
Analisaremos agora a equagao nao homogénea
Y’ +a(t)y +b(t)y = h(t). (4.23)

em que a(t), b(t) e h(t) sdo fungdes continuas em um intervalo I. Pelo
Corolério 4.2, para encontrar a solucao geral da equagao (4.23), devemos
encontrar a solugao geral da equacao homogénea associada e uma solugao
particular de (4.23). Por exemplo, é facil ver que a fungao z(t) = —2 é
uma solugao da equacao

y" +3y —10y = 20. (4.24)

Como a solucdo geral da equacdo homogénea associada é ae?! +be 5t,
a,b € R, segue-se que a solucao geral da equagao (4.24) é

y(t) =2+ae** +ae®! a,beR.
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Estudaremos, a seguir, dois métodos para encontrar uma solucao
particular de (4.23): o método dos coeficientes a determinar e o método
de variacao dos parametros. Estaremos especialmente interessados no
caso em que os coeficientes a e b sao constantes reais.

4.5 Método dos coeficientes a determinar

Consideremos a equacao linear nao homogénea com coeficientes cons-
tantes
y' +ay +by=h(t) (4.25)

Quando o termo forcante da equacao (4.25) é uma fungao elementar
especial, é facil encontrar uma solugao particular desta equacao. Por
exemplo, se h(t) é uma fungao polinomial (respectivamente, exponencial,
seno ou cosseno), é natural procurar uma solugao de (4.34) na forma de
um polindmio (respectivamente, exponencial, combinagao linear de seno
ou cosseno), como mostram os exemplos a seguir.

Exemplo 4.9. Encontrar wma solucao particular da equagao diferencial
y' =3y +2y=2t+1.

Procuremos uma solugao particular desta equagao na forma y(t) = a t+b;
entdo y'(t) = a e y” = 0. Substituindo na equagao diferencial, obtemos

—3a+2(at+b)=2t+1 ou 2at+2b—3a=2t+1

dondea=1e2b—3a=1,0ub=2. Assim, uma solugdo particular da
equacao diferencial ndo homogeénea é y,(t) =t + 2.

Exemplo 4.10. Encontrar a solucdo geral da equacdo diferencial
" ! _ —3t
y —3y +2y=20e"".

Pelo exemplo 4.9, a solugao geral da equacdao homogénea associada é
yr(t) = aet+be®, a, b € R. Vamos procurar uma solucio particular da
forma y(t) = ce 3. Substituindo na equacio diferencial y(t) = ce™>,
Y (t) = —=3ce 3, y'(t) = 9ce 3t temos

9ce 3 —3(=3ce ) +2ce ¥ =20
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donde ¢ = 1. Portanto, uma solucao particular da equacao dada é
yp(t) = e 3. Logo, a solucdo geral da equacdo diferencial ndo ho-
mogénea é

y(t) = yu(t) +yp(t) = ae' +be* +e73 a, beR.
Exemplo 4.11. Encontrar a solugdo geral da equacdo diferencial
y' —3y 4+ 2y =10sen t. (4.26)

A solugao geral da equagao homogénea associada é

yn(t) = c1 e +epe®, e, e eR.

Procuremos uma solugao particular da equagao nao homogénea na forma
yp(t) = csen t + d cos t;

entao y'(t) =ccost—dsent, y"’(t) = —csen t — d cos t. Substituindo
na equacao diferencial, temos

(=3c+d) cost+ (c+3d)sent=10sen t.

donde obtemos ¢ =1 e d = 3. Logo, uma solugao particular da equagao
nao homogeénea é y,(t) = 3 cos t + sen ¢.

Vamos agora analisar nosso problema de maneira organizada. Come-
cemos com o caso polinomial: o caso geral é tratado seguindo-se os passos
do exemplo 4.9: consideremos a equacao

' +ay +by=Ag+ Art+-- 4+ A t" (4.27)

em que a, b, Ag, A1,..., A, € C, com A, # 0. Procuremos uma
solugdo particular da equagao (4.27) na forma

yp(t) =ao+art+---+a,t" (4.28)

com os coeficientes ag, a1, ..., a, a serem determinados. Substituindo
na equacao (4.27): y,(t) dado por (4.28) e

yo(t) = a1+ 2ast +3azt? + - +na, "
yp(t) =2as +6agt+---+n(n—1)a, t"?,
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e agrupando os termos semelhantes, temos

bag+aa; +2az+ (bay +2aas+6ag)t+---+
+(bap—2+(n—1)aa,—1+n(n—1)a,)t" 2+
+(ban_1+naa,)t" ' +ba,t" =
—Ag+ Ayt4 4 Ay t"

(4.29)
Logo, os coeficientes ag , a1, ..., a, satisfazem
ba, = A,
ba,_1+naa, =A,_1
bap—a+(n—1aa,—1+nn—1)a, = A,_o
n2t(n=laa, (n=1)an T (4.30)

bay +2aas+6a3 = A
bag+aa; +2as = Ay

Se b # 0, da primeira equacao de (4.30), temos a, = A,/b; entao,
substituindo a,, na segunda equacao de (4.30), obtemos a,,—1 = (b Ap—1—
nabA,)/b* continuando deste modo, obtemos os demais coeficientes.

Se b = 0, ndo podemos resolver o sistema (4.30). Notemos que, neste
caso, a equacao (4.27) torna-se

y' +ay =AgF At + A (4.31)

assim, se y,(t) é um polindmio de grau n, entao y, +a y,, ¢ um polinémio
de grau menor do que n e, portanto, y,(t) ndo pode ser solucao de (4.31).
Este problema é facilmente resolvido: se b = 0 e a # 0, multiplicamos
por t a fungao em (4.28), isto é, procuramos uma solucao particular de
(4.31) na forma

yp(t) = aot +ar t> + -+ a, t" (4.32)

agora, @/;’o/ + ayz’7 é um polindomio de mesmo grau que o polinémio do
segundo membro e o sistema correspondente a (4.30) pode ser resolvido
fornecendo os coeficientes ag, a1, ..., a,.

Finalmente, se a = b = 0, entao a equagao (4.27) fica

y' = Ao+ Art+- -+ Ant"
e é claro que ela tem uma solugao particular da forma

yp(t) = apt* + a1 t® + - +a, t"2. (4.33)
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Exemplo 4.12. Encontrar a solucdo geral da equacdo diferencial

y' —3y =18t2 — 6t —8.

A equagao caracteristica é r(r —3) = 0, que tem as rajzes r; = 0
e ro = 3. Assim, a solucao geral da equagao homogénea é yp(t) =
c1+cae3t, ¢y, co € R. Vamos procurar uma solucio particular na forma
yp(t) = at+bt*+ct>. Substituindo na equagao diferencial y,(t), y,(t) =
a+2bt+3ct? ey)(t) =2b+6ct, temos

2b+6¢t—3(a+2bt+3ct?) =18t> -6t -8,

donde obtemos ¢ = —2, b= —1 e a = 2. Assim, uma solugao particular
da equagdo ndo homogénea é y,(t) = —213 — 2 + 2¢ e sua solucio geral
é

y(t) =c1 +cae®t =283 12 +2t, ¢1,c0 €R.

Consideremos agora a equagao mais geral

k
' +ay +by = theaft(Aj cos 3;t + Bjsen ﬂjt) , (4.34)
§=0
emque a,b, A;, Bj, a;, B, j=0,...,k, sao constantes reais. Pelo

principio de superposigao (Teorema 4.2, pagina 98) é suficiente apresen-
tar o método para a equacao

y' +ay +by=t"e* cos Bt. (4.35)
t™e*tsen vyt é andlogo).

Como t"e®t cos Bt ¢é a parte real da funcdo ¢"e(@H At vamos
procurar uma solucao particular da equagao

(0 estudo do caso em que o termo forgante é

2 tad +bz="elotiA (4.36)

Pelo Teorema 4.3, pagina 104, a parte real de z,(t) é uma solucao de
(4.35). Vamos procurar uma solugao particular de (4.36) na forma

2(t) = eVt u(t)
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(estamos escrevendo 7 = « + i3 para simplificar a notagao). Subs-
tituindo na equagao diferencial

Z(t) =€t [V (t) +yo(t)]
() = et [0 (t) + 290 (t) + 2 u(t)] .

e cancelando o fator comum e?? obtemos a equacao
V() + (27 +a)V'(t) + (V2 +ay+b)v(t) =" (4.37)

Logo, a mudanga de variavel z(t) = 7' v(t) transforma a equagio
(4.36) em uma outra com termo forcante polinomial, estudada acima.

Observacgao 4.1. Se 72 +avy + b # 0, entio existe uma solucdo da
equacao (4.37) que é um polinémio de grau m e, portanto, a equa¢ao
diferencial (4.36) tem uma solu¢do na forma p(t)e?t, em que p(t)
é polinomio de grau n. Logo, existe uma solu¢io da equacgdo (4.35)
na forma p(t)e“t cos Bt. Lembremos que a equagdo caracteristica da
equacdo homogénea associada a (4.35) é N2 +aX+b = 0. Assim, a
condi¢ao

YVt ay+b#0 (4.38)

significa que €t ndo € solugdo da equagio homogénea associada a (4.35).
A condicio ¥? +ay+b=0 e2v4a # 0 significa que 7t € solucdo
da equagdo homogénea associada a (4.25), mas t e’ ndo é solucdo dessa
equacao.
Sev?4+ay+b=0e2v+a=0, entio te’t etel! sio solugies da
equag¢ao homogénea associada a (4.25).

Exemplo 4.13. Encontrar a solucdo geral da equacdo linear
y' =3y +2y=>5e*. (4.39)

A solugao geral da equagao homogénea associada é yp(t) = c1e! +
cae? c1, co € R. Procuremos uma solucao de (4.39) na forma y(t) =
e2tu(t), temos ¢/ (t) = e (v +2v), y"(t) = €* (v +4v' +4v). Substi-
tuindo estas funcoes na equacio (4.39) e cancelando o fator comum e,
obtemos

v+ =5,
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Procuramos uma solugao particular desta equacao diferencial na forma
vp(t) = at; substituindo na equacdo diferencial, obtemos a = 5. Logo,
uma solugdo particular é y,(t) = 5te* e a solugdo geral de (4.39) ¢

y(t) = a1 6t+6262t+5t62t, c1, c2 €R.

Exemplo 4.14. Encontrar a solucdo geral da equagdo linear nao ho-
mogénea

" ! 2t

Yy —4y +4y=16e~". (4.40)

Fazendo y(t) = et v(t), temos 3/ (t) = €% (v +2v), y"(t) = e (v"'+
49" 4+ 4v). Substituindo estas fungdes na equagao (4.40) e cancelando o
fator comum e2t, obtemos

v =16.

Integrando duas vezes, obtemos v(t) = c1 +cot+8t2, ¢1, ca € R. Logo,
a solucao geral de (4.39) é

y(t) = (c1 +cat + 8t2)62t, c1, co €R.

Exemplo 4.15. Encontrar uma solucdo particular da equacdo linear
nao homogénea

y' =3y +2y= (61> —4)e*. (4.41)

Substituindo y(t) = e2fv(t) na equacdo (4.15) e cancelando o fator
comum €%, obtemos

o =682 — 4.

Procuramos uma solucio desta equacio na forma v(t) = at? +bt> + ct.
Substituindo na equacao (4.41), obtemos a =2, b = —6 e ¢ = 8. Logo,
uma solugdo particular da equacio dada é y,(t) = e?! (2t% — 613 + 81).

Exemplo 4.16. Encontrar a solucdo geral da equacdo diferencial

y" +4y =8 cos 2t.
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A equacdo caracteristica é 2 +4 = 0, que tem as raizes +24; portanto
solucao geral da equacao homogénea associada é

yp(t) =c1 cos 2t + cosen 2t, ¢y, co € R.
Consideremos a equagao
24z =82 (4.42)
e tomar a parte real da sua solucdo. Facamos z(t) = e??*v(t); entdo
() =2t (v (t)+2iv(t)) e 2 (t) = 2! (v"'(t)+4iv'(t)—4v(t)). Subs-

tituindo na equacdo (4.42) e cancelando o fator comum e??! | obtemos
a equacgao com termo forcante polinomial

vV 4400 =8,

que tem uma solucao da forma v(t) = at. Substituindo nesta equagao,
temos a = —214, que d& a solucao

2(t) = —2ite**t = 2tsen 2t — 21 cos 2t.

Logo, a fungao y(t) = 2tsen 2t, que é a parte real de z(t), é uma solugao
particular da equacao original e a solugao geral desta equagao ¢é

y(t) =c1 cos 2t + cosen 2t + 2tsen 2t, ¢, co € R.
Exemplo 4.17. Encontrar uma solucdo particular para a equacdo
Y —4y +5y=(4+4t)e?t cost. (4.43)

Como o termo forgante é a parte real da fungao (4+4t) et vamos
considerar a equagao

=4 5= (4+4t) D! (4.44)

Denotemos v = 2 + i. Procuremos z(t) na forma z(t) = 7' w(t); entao
Z(t) = et (w +yw) e 2"(t) = et (W + 2yw + y*w) Substituindo
na equacao, cancelando o fator comum e7? e substituindo v = 2 + 1,
obtemos a equagao

w” —2iw =4+ 4t
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Esta equacdo tem uma solucdo na forma w(t) = at + bt?; substituindo

na equagao w'(t) = a+2bt e w” = 2b, vemos que a e b devem satisfazer
2b+2i(a+2bt) =4+ 4t :

assim,a =1—2ieb= —ietemos w(t) = (1-2i)t—it? =t—i(2t+t2).
Portanto uma solucao particular de (4.44) é

z(t)

(t—i(2t+1t2)) et = 2t (t — i (2t +12)) (cos t + isen t) =
et [tcos t+ (2t + t*)sen t +i (tsen ¢ — (2t + t?) cos t)]

Logo, uma solucao particular para a equagao (4.43) é
y(t) = e*'tcos t 4+ (2t +t%)sen t.
Exemplo 4.18. Encontrar a solucao geral da equacao
y' —6y" +9y=te3tsen t.

Chamando y(t) = e3!2(t), temos 3/(t) = 3e32(t) + 31 2/(t) e
y'(t) = 9e3t 2(t) + 63 2/ (t) + €3t 2 (). Substituindo estas expressoes
na equacao diferencial, obtemos

2"(t) =tsen t.

Integrando duas vezes, temos z(t) = a + bt —tsent —2 cos t, a,b € R.
Logo, a solugao geral y(t) da equacao original é

y(t) = (a+bt)e?t —e3(tsent+2cost), a,beR.
Exemplo 4.19. Encontrar uma solucdo particular da equacao
y' —3y +2y=28+20sen t + 182 2t . (4.45)

Pelo principio de superposicao, uma solucao particular y,(t) da equa-
cao (4.45) é dada por y,(t) = y1 + 2y2(t) + y3(t), em que y;(t) é uma
solucao da equagao

y”—3y”+2y=8
(é facil ver que y1(t) = 4 é uma solucao desta equagao), ya2(t) é uma
solugdo da equagao (4.26) (portanto, y2(t) = 3 cos t +sen t) e ys(t) é
uma solugao
Y —3y" 4+ 2y = 18t %t (4.46)
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Substituindo em (4.46) y(t) = e2tv(t), y'(t) = 2t [v/(t) + 2v(t)] e
y'(t) = 2 " (t) + 4v'(t) + 4v(t)] e cancelando o fator comum e??,
obtemos a equagao

v 40 = 1842 (4.47)

Como o coeficiente de v na equagao (4.47) é nulo, procuramos uma
solucdo particular de (4.47) na forma v(t) = at+bt?+ct3; substituindo
m (4.47) v(t), v'(t) = a+2bt+3ct? e v'(t) =2b+ 6¢t, temos

a+2b+(2b+6¢)t+3ct? =182

donde a = 36, b = —18, ¢ = 6 e portanto, y2(t) = (36 — 181 + 61%) e
Logo, uma solugao particular de (4.46) é

yp(t) =4+ 6 cos t +2sen t + (36 — 18¢ + 6 %) *

Exemplo 4.20. (Oscilagoes forcadas nao amortecidas)
Consideremos novamente o sistema massa-mola (veja a se¢ao 2.1 e os
exemplos 4.6 e 4.7, pdgina 105). Suponhamos que seja nulo o atrito e
que a resultante das forcas externas atuando sobre a massa seja B cos vt
(v > 0 € uma constante). Entdo, a equagdo (2.3) fica

Y +w?y = Bcost (4.48)

A solugao geral da equagao homogénea associada é y(t) = a cos wt+
bsen wt. Procuremos uma solugao particular da equacao (4.48) na forma
yp(t) = c cos yt+dsen ~yt. Substituindo esta fun¢ao na equacao, temos

c(w? = ~%) cos vt +d(w? —+*)sen vt = B cosyt.

Se 7 # w, obtemos

B
c= 2 d=0
e uma solucao particular é
B
yp(t) = m COS"}/t. (449)

Logo, a solucao geral de (4.48) é

B
y(t) =a cos wt +bsen wt + —5——5 cosvt.
w= =7
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E claro que a solucdo particular obtida em (4.49) é periddica de periodo
27/~ e amplitude B/(w? —~?). Notemos que, quando ~ se aproxima de
w, a amplitude desta solucao vai se tornando cada vez maior: isso indica
um fendmeno de ressonancia. De fato, mostremos que, para v = w, as
solucoes da equacao (4.48) ndo permanecem limitadas quando t — oc.
Para v = w, a equacgao (4.48) fica

Y +w?y = Bcos wt (4.50)

Como i w é raiz da equagao caracteristica de (4.50), vamos procurar uma
solugao particular de (4.50) na forma

yp(t) =t(c coswt+dsenwt).
Substituindo na equacao diferencial, obtemos
2dw coswt —2cwsenwt = B coswt

donde obtemos ¢ =0, d = A/(2w). Assim, uma solugao particular é

B
yp(t) = %0 tsenwt,

que nao é uma fungao limitada, quando ¢ — oo.

Exercicio 4.6. (Oscilagoes forcadas amortecidas). Analise o movi-
mento de um sistema massa mola for¢cado e amortecido

v +by +w?y=Acosyt+ Bsen~t,
em que a, b, A, B ey sdo constantes dadas.

As consideracoes acima aplicam-se igualmente ao movimento de um
péndulo simples, como na figura 4.5 abaixo. Suponhamos que o péndulo
esteja em um meio que oferece uma resisténcia ao movimento dada por
b0 e que sujeito a uma forga externa F. O movimento é descrito pela
equacao

g

0" +b0' + 7 senf = F(t), (4.51)

em que [ é o comprimento do péndulo e g é a aceleragao da gravidade.
A equagao (4.51) é nao linear. Nao é possivel expressar sua solugao
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em termos de fungoes elementares. Um procedimento adotado é fazer a
aproximacdo sen f = 0 e considerar a equagao linear

M+ba+%ezfuy (4.52)

Em alguns problemas das aplicagdes, como no préximo exemplo, em
vez de condicoes iniciais, as condi¢oes naturais associadas a uma equagao
diferencial sdo as chamadas condicoes de fronteira.

. 1"
0, T L e
T
] H
y z 1 it y(2)
! s
\
mg ol A,
=
Figura 4.5 Figura 4.6

Exemplo 4.21. (flambagem de coluna) Consideremos uma coluna
de comprimento L, como na figura 4.6 acima articulada nas duas ez-
tremidades, sujeita a uma carga P. A deflexao lateral y(x) observada
na viga satisfaz a equacao diferencial

' +aty=0, O0<az<lL (4.53)

e as condicoes de fronteira y(0) = y(L) = 0. Na equacdo (4.53), a* =
P/EI em que E e I sdo constantes que dependem do material e da forma
da se¢ao da coluna. A solugdo geral da equagao (4.53) é

y(xr) =a cos ax + bsen ax

A condi¢ao de fronteira y(0) = 0 implica a = 0. Portanto y(x) =
bsen ax. Da condigdo y(L) = 0 temos que o problema tem solugdo nao
nula apenas quando o =nw/L, n=1,2,..., ou seja, P =n?7n? EI/L?,
n=1,2,.... O primeiro destes valores de P é P* = 7> EI/L? chama-
se carga critica de flambagem. Quando P < P*, a unica solu¢do deste
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problema é a trivial y(x) = 0, Yx. Para P = P*, surgem solugdes nao
triviais y(x) = bsen (mx/L) e a coluna curva-se assumindo a forma da
linha pontilhada.

Exercicio 4.7. Encontre a solucdo geral de cada wma das equagoes
diferenciais abaizo:

(a) y' +3y =20e* )y +2y +y=-2

(c)y"+3y =9 (d) y' +4y — 5y =13sen
(e)y"+25y—320053t (f)y'"+y=2cost+4sent
(9) y" — Ty =21e"! ()y"+3y—180053t

(i) ¥~y =6(t—1) () — 8y + 16y = (12— 61) !
(k) y" + 25y =20sen 5t (1) y" —2y' +2y =6¢' (sen t — cos t)

Exercicio 4.8. Resolva os sequintes problemas de valor inicial:

y/l+3y/:9 y1/+3yl:206t
(@) { y(0) = 1, ( y'<o)>2— 0 (®) { vO) =1 y/(0) =0
y' -y =(1-t Y — Ty =2le
(<) { (1) =5, (1) =2 (@) { y0) =0, 1/(0)= 1
y'—4y + 13y = y'+2y — 8y =121t
(€) { y(0) =3, ¥(0) o e () { y(0) =5, y/(0) =4
y'+2y —8y= (10— 12t y' +2y +y=12te
(9) { y(0) = 6. y/(0)= 4 () { y(0) =0, () =1
O 42 Vot 0 2 S
—8y +16y= (12— 6¢)e? y" + 25y = 10 cos 5t
(k) { O ep o] © { y(0)=3, 4(0)=10.

4.6 Meétodo de variacao dos parametros

Sejam y1(t), y2(t) duas solugdes linearmente independentes (isto é, ne-
nhuma destas fungoes é miltipla constante da outra) da equagao linear
homogénea de segunda ordem

Y +a(t)y +b(t)y=0. (4.54)
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Quaisquer que sejam as constantes ¢j e ¢z, a funcdo z(t) = ¢y y1(t) +
cay2(t) é solugdo de (4.54). Vamos procurar fungoes ui(t), us(t) de
modo que a funcao

Yp(t) = ua(t) y1(t) + ua(t) y2(t) (4.55)
seja solucao da equagao diferencial linear de segunda ordem nao ho-
mogeénea

Y +a(t)y +b(t)y = h(t). (4.56)
Derivando (4.55), temos
yp(t) = ui (8) ya(t) + ua(t) y2(t) + ur(t) yi (1) + ua(t) ¥3(t) -

Para evitar que a expressao da derivada de segunda ordem yg (t) fique
excessivamente grande, vamos supor que as fungoes wj(t),uz(t) (que
estamos procurando) satisfazem a igualdade

uy (1) yi(t) + uy(t) y2(t) = 0. (4.57)
Entao ¢/(t) fica
Yp(t) = ur(t) Y1 (t) + ua(t) ya(t). (4.58)
Derivando (4.58), obtemos
Yp () = ur () ya(t) + un(t) Y1 (1) + ua(t) yo(t) +ua(t) ya(t).  (4.59)
Substituindo (4.58) e (4.59) na equacao (4.56), obtemos
ur (Y] +ayy +byr) +ua (yy +ays +bys) +ufyi +uhysy = h(t).
Como y{ +ay) +byr =0 e y§ + ayh + bys = 0, esta relagao fica
uy i +uy Yy = ht).
Logo, as funcoes procuradas uq , us devem satisfazer

{ ujyr +ubys =0
u Yy 4 ub yh = h(t).

ou, em forma matricial,

il e ]= Lo

Resolvendo este sistema obtemos u}, u). Integrando estas fungoes,
obtemos ui, uz e portanto a solucao y,(t).
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Exemplo 4.22. Encontrar a solucdo geral da equacdo diferencial
o2t

t3

y' =4y +4y = (4.60)
A solucdo geral da equacdo homogénea associada é y,(t) = e?!(a + bt),
a,b € R. Procuraremos uma solu¢ao particular da equacao (4.60) na
forma y,(t) = u(t) e*! + v(t) te?!. De acordo com a teoria vista acima,
as funcoes u e v devem satisfazer

u'(t) e?t + ' (t)te?t =0

2 €2t
20/ (t)et + (1) (14 2t) et = =
Resolvendo este sistema, obtemos u/(t) = —2/t? e v/(t) = 2/t3. In-
tegrando, temos u(t) = 2/t e v(t) = —1/t%. Portanto, uma solugio
particular da equacao nao homogénea é
2t 2t 2t
e e e
=2 " =
Yp(t) n p t
e a sua solugao geral é
2t 1
y(t) =-e (a+bt+ Z>’ a,beR.

Exemplo 4.23. Encontrar a solugdo geral da equagdo diferencial

™

y'+y=tgt, Tot<
2 2

(4.61)

As fungoes yi(t) = cos t e ya(t) = sen t s@o solugdes linearmente
independentes da equacao homogénea associada. Procuraremos uma
solucdo particular da equacao (4.60) na forma

yp(t) = upcos t +ugsen t.
Entao, as fungoes uy e uo devem satisfazer

ujcost+uhsent =0
—ujsen t 4+ uh cos t = tg t.
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Resolvendo este sistema, obtemos
uy(t) =cost—sect e wuH(t)=sent.
Integrando estas funcoes, obtemos:

ui(t) =sen t — In|sec t + tg ¢|
uz(t) = —cos t.

Logo, a solucdo geral da equagao (4.60) é
y(t) =acos t +bsent — (cos t)In |sec t +tg t|, a,beR.

Exercicio 4.9. (I) Usando o método de variagcio dos parametros, en-
contre uma solucao particular para cada uma das equacgoes diferenciais:

(a) ¥ +y =sect (b) v +y = sec?t
(0) y' +y=tg?t (d) y" +y =
() y' —y =2t )y +y=t

(9)y' —3y =6t—9 (h) o —y = Adtet
(i) y" +4y = 6sen t (1)) v" +y =2sent

(II) Para cada uma das equagoes em (1), encontre a solugdo tal que
y(0) =0 ey'(0) =0.

4.7 Equacgoes de ordem superior

Os métodos discutidos nas segoes anteriores para equagoes de segunda
ordem aplicam-se, com adaptacgoes convenientes, a equacoes de ordem
n>2

vy +an 1y 4 tary +agy = h(t). (4.62)

A equacao caracteristica da equacao homogénea associada a (4.62) é

N4 ap g NP ag A+ ag = 0. (4.63)

Cada raiz A da equagdo caracterfstica (4.63) fornece uma solucio e

da equagao diferencial (4.62). A unica dificuldade adicional em relagao
as equacoes de segunda ordem é a de encontrar as solugoes da equagao
(4.63).
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Exemplo 4.24. Encontrar a solugcdo geral da equacgao linear homogénea
de quarta ordem

y@W -3y —6y" +28y —24y=0. (4.64)

A equacao caracteristica é p(\) = A*—3X3—6A%2+28\—24 = 0. Os divisores
de 24: +1, £2, £3, £4, +6, +8, +12 e +24 sao candidatos a raizes de
p(A). Como p(2) = 0 temos que A — 2 é um fator do polindomio p(A).
Dividindo p(A) por A — 2, temos

M 3N —6XA2 4280 —24=(A—2)(\® = A2 =8\ +12).

Agora analisamos a equacdo g(A\) = A3 — A2 — 8 A + 12. Os divisores de
12, ou seja, £1,+2,+3,+4, +£6 e +12, sao candidatos a raizes de g(\).
Como ¢(2) = 0 temos que A—2 é um fator do polinémio ¢(\). Dividindo
q(A\) por A —2, temos A3 — A2 —8 A+ 12 = (A2 4+ X —6)(A —2). As raizes
da equacdo A\ + A — 6 = 0 sdo —3 e 2. Portanto

M 3N —6A2 428N —24=(A—-23(\+3).

Como 2 é raiz da equacao caracteristica com multiplicidade 3, as fungoes
e?, te? e t?e® sao solucdes linearmente independentes da equacdo
diferencial; a outra raiz, —3, d4 origem & solucio e~3!. Logo, a solucdo

geral da equacgao (4.64) é
y(t) = (a+bt+ct?)e* +de™, abc,deR

Exemplo 4.25. Encontrar a solucao do problema de valor inicial

(3) 7y — (2 2t
{y Ty +6y=06t>4+22t+10e¢ (4.65)

y(()) = _37 y/(O) = _17 y”(O) =3

Analisemos primeiramente a equagao homogénea yB) —7y +6y = 0.
A equacdo caracteristica é A3 — 7\ + 6 = 0, cujas raizes sdo —3,1 e 2.
Logo, e 3t et e e sdo solucdes LI da equacido homogénea e a solucio

geral desta equagao é

yp(t) = ae '+ Be' +ve*, a,B,y€R
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Para simplificar os cédlculos, vamos separar o termo forcante em duas
parcelas. Analisemos a equagao nao homogénea

y®) — 7y + 6y = 61>+ 22t.

Como a equagao homogénea associada nao tem solugoes constantes nao
nulas, procuramos uma solugao particular da equacao (4.65) na forma
y1(t) = a + bt + ct?. Substituindo na equacio diferencial, temos

(6¢ — 6)t2 + (6b — 14c — 22) ¢ + 6a — 7b = 0,
donde obtemos a =7, b =6, ¢ = 1. Assim, uma solucao particular é
yi(t) =T7+6t+t%
Analisemos agora a equacao nao homogénea
y®) — 7y +6y=10e>.
2t

- , - - . . v
Como a funcao e é solucao da equacao homogénea associada, vamos
procurar uma solucao particular da equacao (4.65) na forma

ya(t) = ate?.
Substituindo y5(t) = ae® (1 + 2t), y5(t) = 4ae® (1 + 1), yég)(t) =
4ae? (3 + 2t) na equacdo diferencial, temos

(12a +8at —Ta—14at +6at)e* =10e*,

donde obtemos a = 2. Assim, uma solucdo particular é ys(t) = 2t e*.
Logo, a solucao geral da equagao (4.65) é
y(t) =ae 3+ el + (v +2t) X + T+ 61+t a, 3,7 € R.

Impondo as condigoes iniciais y(0) = —3, ¢/(0) = —1, 3"(0) = 3,
obtemos as equagoes
a+ B+ v=-10
-3a+pB+2y= -9
da+p+4y= -7
cuja solucao é a =0, = —11, v=1. Logo, a solucao do problema de
valor inicial é

y(t) = —11e' + (1 +2t) e + 7+ 6t +12.
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Exemplo 4.26. Encontrar a solucdo geral da equagdo linear nao ho-
mogénea de quarta ordem

y W — 393 — 6y + 28y — 24y = 1500t e . (4.66)

Fazendo y(t) = e*v(t), temos y' = €% (v + 2v), 3" = &2 (V" +
4o’ +4v), yB® =2 (0B £ 60" + 120 +8v(t)), y@ = e (v +
8v®) 4+ 240" + 320 + 16v). Substituindo estas expressdes em (4.66) e
cancelando o fator comum e?, obtemos a equacio diferencial

v® +500) = 150042 . (4.67)

Como as funcoes 1, ¢ e t2 sio solugoes da equacao v +50(3) = 0, vamos

procurar uma solugao particular de (4.67) na forma v, (t) = 3 (at>+bt+
c) =at® + bt* + ct3. Substituindo na equacio (4.67), obtemos

300at® 4+ 120 (a + b)t +24b+30c = 1500¢2.

Assim, a = 5, b= =5, ¢ =4 e vy(t) = 5t — 5t* +4t3. Logo, uma
solugao particular de (4.66) é y,(t) = €2 (5¢5+5¢*+4¢3). Combinando
este fato com o exemplo 4.24, segue-se que a solugao geral da equagao
(4.66) é

y(t) = (a+ bt +ct? +4t3 -5t +58°)? +de 3!, a,b,c,d €R.
Exemplo 4.27. Encontrar a solucdao real geral da equacao
y® — 5y +9y —5="6¢ (4.68)

A equacio caracteristica é p(A) = A3 —5A2 + 9\ — 5 = 0; é facil ver
que A = 1 é raiz desta equagdo. Como p(\) = (A—1)(A\%2—4 A+5), vemos
que as outras raizes sao 2 + ¢ e 2 — i; estas raizes fornecem as solugoes
complexas et ¢ (20t dag quais obtemos as solucoes reais e2* cos ¢
e e?!sen t. Portanto, a solucdo real geral da equacdo homogénea é

yu(t) = ae’ + €2t (b cos t + csen t), a,b,c e R.

Como o termo forcante ¢ solucao da equacao homogénea, procuraremos
uma solucao particular da equacao ndo homogénea na forma At e’. Subs-
tituindo na equagao diferencial y,(t) = Ate’, y(t) = Ae' + Atel,
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y,(t) = 24 el + Atel, y;@(t) =3Ae' + Atel, obtemos A = 3; assim,

yp(t) = 3te!. Logo, a solugao real geral da equagao nao homogénea é
y(t) = ae’ +e*' (bcost+ csen t) + 3tel, a,b,c € R. O

O método de variacao dos parametros se estende naturalmente para
equagoes lineares de ordem n: se y1(t), ..., yn(t) sao solugbes linearmente
independentes da equacao homogénea

Y™+ a1 )y Y+ a () y +ao(t)y = 0. (4.69)
e as fungoes uq(t), ..., ,u,(t) satisfazem
R A B O I I
oo - ? (4.70)
y%"'_l) yé”._l) yv(z"'_l) o, £t

entao a funcgao

yp(t) = ui(t) y1(t) + - - 4 un(t) yn(t) (4.71)

é uma solucao da equacao nao homogénea
v+ an 1 () gD+ an() Y +ao(t) y = f (D). (4.72)

Como no caso das equacgoes de segunda ordem, resolvendo o sistema
(4.70), encontramos u},..., u),. Integrando, obtemos uj,..., u, e,

substituindo em (4.71), temos y,(t).

Exemplo 4.28. Encontrar uma solucdo particular da equacao

y® 4o =tgt. (4.73)

E facil ver que y1(t) =1, ya(t) = cos t , y3(t) = sen ¢ sdo solucdes
linearmente independentes da equacio homogénea y3) + ¢/ = 0. Pro-
curemos ui , ug , ug satisfazendo

uy + uhcost+ussent=0 (1)
— ubsen t + uh cos t =0 (2)
—uh cost—ussent=tgt (3)
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Somando (1) e (3), obtemos u} = tg t; portanto u;(t) = In |sec t|. Mul-
tiplicando (2) por cos t, (3) por sen ¢t e somando, obtemos u = sen t,
donde us(t) = cost. Substituindo este valor em (2), temos uf =
cos t — sec t e, portanto, us(t) = sen t — In|sec t + tg t|. Logo, uma
solucdo particular da equacao nao homogénea (4.73) é

yp(t) = In|sec t| + cos® t + (sen t — In|sec t + tg t|)sen ¢
=1+In|sec t| — (sen t) In|sec t + tg t|.

Exercicio 4.10. Encontre a solucao geral de cada uma das equagoes
diferenciais abaizo:

(b) y —5yB) + 69" +4y —8y=0
(d) y® +3y"+3y +y=0

W—a4y® 4y’ =0 () y® +yW —y® —3y"+2y =0

( (R)y®) 4+ 4@ — 4B 3¢/ 4 2y =2 + 2
( y(4) _ 4y(3) + y// — et
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Capitulo 5

Transformacoes lineares

5.1 Transformacoes

Sejam U, V dois conjuntos nao vazios. Uma transformacao (ou
funcao ou aplicagao) de U em V é uma correspondéncia F' que, a
cada elemento x de U, associa um tnico elemento y = F(x) de V: de-
notamos F': U — V. O elemento F(z) chama-se imagem de z por F.
O conjunto U chama-se dominio e V o contra-dominio de F. Duas
aplicagoes F': U — V e G: U — V sao ditas iguais se e somente se
F(u) = G(u), Yu € U. O conjunto graf(F) = {(u,F(u)) : v e U}
chama-se grafico de F. Dado A C U, o conjunto F(A) = {F(u) :
u € A} chama-se imagem de A por F; se A = U, entao o conjunto
F(U) chama-se imagem de F' (neste caso, também usamos a notacao
Im (F)). Dado B C V, o conjunto F~(B) = {u € U : v € B} chama-se
imagem inversa de B por F.

Exemplo 5.1. Seja U wum conjunto ndo vazio. A transformacao
Iy: U — U, tal que Iy(x) = x, Yo € U, chama-se transformagao
identidade de U.

Uma aplicagao F' é dita injetora (ou 1-1) quando, quaisquer que
sejam wuy ,ug € U com uy # ug, tem-se F'(u1) # F(ug), ou, equivalente-
mente, quando F(uy) = F(ug), com u; ,us € U, implicar u; = ug. Uma
aplicacao F': U — V é dita sobrejetora (ou sobre) quando F(U) =V,
isto é, quando, para todo v € V, existe (a0 menos um) u € U tal que
F(u) =v. Uma aplicac@o injetora e sobre é chamada bijetora.

Exemplo 5.2. A aplicacio F: R? — R?, F(x,y) = (x, —y) € bijetora.

131
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A aplicacdo F é sobre, pois cada (v,w) € R? é imagem de (v, —w),
isto é, (v,w) = F(v,—w). Para ver que F é injetora, notemos que, se
F(z,y) = F(s,t), isto é, (z,—y) = (s, —t), entdo x = s e y = t, ou seja,
('%Z/) = (S,t).

Note que nao podemos tragar o grifico de F', mas podemos visualizar
como F' atua em subconjuntos de U, como na Figura 5.1 abaixo (geo-
metricamente, F' atua como uma reflexo em relacao ao eixo Ox). A
imagem do tridngulo ABC' pela transformacao F é o triangulo A’B’C".

A v A
A T
WB TN ¢
. AN .
\/ T U
C

Figura 5.1

Exemplo 5.3. Seja 6 € [0,27) um namero fizado. A transformagao
Ry: R? — R? definida por Ry(z,y) = (x cosf —ysen,y cosf + xsen )
€ bijetora; geometricamente, Ry € uma rotagdo de dngulo 0 no sentido
anti-hordrio.

Exemplo 5.4. Seja a € R? firado. A translacao T: R? — R?, dada
por T'(x) = x + a € uma aplicag¢ao bijetora.

Dadas duas aplicagoes F': A — B e G: B — C, a composta de
FeG, GoF: A— C, é definida por: (Go F)(u) = G(F(u)). Uma
aplicagdo F': A — B é dita invertivel quando existe G: B — A tal que
GoF =1Iye FoG = 1Iy. A aplicacio G chama-se inversa de F e é
denotada por F~!. Como no caso de funcoes reais de varidvel real, vale
o seguinte resultado:

Teorema 5.1. F € invertivel se e somente se F' € bijetora.
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5.2 Transformacgoes lineares

Sejam U,V espagos vetoriais e T': U — V uma transformacao. Dizemos
que T é uma transformacgao linear quando:

(a) T(up +u2) =T(ur)+ T(uz), Yur, ug € U

(b) T(au)=aT(u), VaeK, ueU.

Quando U =V, diremos que T é um operador linear.

Exemplo 5.5. Sejam U,V espacos vetoriais quaisquer. A transforma-
cao nula O: U — V, dada por O(z) = 0, Yo € U, € linear: de fato,
dados x1, x2 € U, temos O(z1 +x2) =0 =040 = O(x1) + O(x2) e
O(az) =0=a0=a0(x).

Exemplo 5.6. Sejam U um espaco vetorial qualquer e k € R um numero
fizado. A homotetia de razio k, H: U — U, H(x) =kx é um opera-
dor linear.

De fato, dados =,y €U e o € K, temos

Hz+y)=k(z+y)=kx+ky=H(z)+ H(y),
H(az) =k (az) =a(kz) = a H(x).

Notemos que, se k # 0, entao a homotetia é 1-1 e sobre.

Exemplo 5.7. A transformagio T: R3 — R? definida por T(z,y, z) =
(2x 4+ y,z+ 5y — z) € linear sobre, mas nao é 1-1.

De fato, dados (a,b,c), (d,e, f) € R® e a € R, temos:

T[(a,b,c) + (dye, f)] =T(a+d,b+e,c+ f)
=2(a+d)+b+e,a+d+50b+e)—(c+f)) =
=2a+ba+5b—c)+(2d+e,d+5e—f)=
=T(a,b,c)+T(d,e, f)

Tla(a,b,c)] =T(axa,ab,ac) = 2aa+abaa+5ab— ac)
=a(2a+ba+5b—c)=aT(a,b,c).

Fica como exercicio mostrar que 7T é sobre mas nao é 1-1.
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Notemos que as componentes do vetor (s,t) = T'(x,y, z) satisfazem

a igualdade
s |21 0
t] |15 -1

2 1 0

Denotando A = [ 1 P

} e identificando os vetores u = (z,v, 2)

e T'(u) = (s,t) com as matrizes colunas | y | e [ ': ], respectivamente,

vamos escrever T'(u) = Au. O

Mais geralmente, cada matriz A = (aij) de ordem m x n determina
uma transformacgao linear F': R” — R™ do seguinte modo: a cada vetor
u=(x1,...,o,) € R" associamos o vetor F'(u) = (y1, ..., ym ) tal que

Y1 = a11 21+ -+ ain Ty
(5.1)

Ym = Om1 21+ -+ QGmn T -
E conveniente escrever (5.1) como uma igualdade matricial:

Y1 aip ... Qin r1

Ym aml --- OGmn Tn

Usando novamente a identificacao entre vetores e matrizes colunas, va-
mos escrever

F(u)=Au. (5.2)

A partir da igualdade (5.2) fica facil ver que F ¢ linear: a linearidade
de F' é uma conseqiiéncia direta da distributividade da multiplicacao de
matrizes em relacao a adicao.

Um fato ainda mais importante nesta relacao entre transformacoes
lineares e matrizes é dada no préximo teorema, no qual mostramos que
toda transformagao linear 7': R™ — R™ pode ser escrita na forma (5.2).
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Teorema 5.2. Seja T: R®™ — R™ uma transformacdo linear. Entdo
existe uma matriz real A de ordem m x n tal que T'(u) = Au, para todo
uc R"™

Demonstragao: Seja {e1,...,e,} a base canonica de R". Cada ele-
mento u = (z1,...,2,) de R" se escreve como

u=zxie;+---+axpe€,
Como T é linear, temos

Tu)=x1T(e1)+ - +z,T(ep)

Notemos que T'(ey),...,T(ey,) sao vetores de R™. Escrevendo
a1 a1 a1 Qlnp
T(el) = s , T(en) = s A=
am 1 am1 am 1 Amn
temos
aiil ail aj1x1+---+ainTy
T(u) = : +- 4wy, : = :
am1 am1 Am1T1+ -+ Amn Tn
ail1 - Qlnp T
= = Au
am1 *** Amn Tn

Exemplo 5.8. O operador derivagdo D: P,(R) — P,(R), D(p) = p/
(que a cada polinémio p associa sua derivada) € linear. Isto é con-
sequiéncia imediata das propriedades da derivada:

D(f+g)=(f+g) =1 +4g =D(f)+ D(g)
D(af) = (af) = af = aD(f).

Notemos que a transformacdo linear D ndo é 1-1 (pois D(1 + t2)
p)=t

D(3 +t?) = 2t) nem sobre (ndo existe p(t) € P,(R) tal que D( ™).
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Exercicio 5.1. Verifiqgue se as transformagoes abaizo sao lineares:
a) F: R =R, F(x,y,2)=x+5y—=z

YF:R? =R, F(z,y,2)=x+5y—2z+2

) F: R = R2, F(z,y,2) = (|z|,y + 22)

d) F: P,(R) — P,(R), F(f)=/f"+/f"

) F: M,(R) — M,(R), F(X)=AX+2X em que A€ M,(R) é

O préximo teorema contém algumas propriedades que decorrem ime-
diatamente da definicdo de transformacao linear.

Teorema 5.3. Sejam U,V espacos vetoriais e seja T: U — V uma
aplicacao linear. Entdo:

1. T(0) =0 (isto €, T leva o vetor nulo de U no vetor nulo de V).
2. T(ax + By) = oT(z) + BT (y).

3.8 F:U—->V e G:V — W forem transformacoes lineares,
entdo a composta Go F: U — W também € linear.

Demonstragao: As provas das afirmacgoes 1) e 2) ficam como exercicio.
Mostremos a afirmagdo 3: dados z,y € U e a € R, temos

(GoF)(z+ay)=G[F(x+ay)] =G[F(z)+aF(y)] =
— G[F(2)] + a GIF(y)] = (G o F)(z) + (G o F)(y).

Logo, G o F é linear.

Exercicio 5.2. Seja T: U — V uma transformacdo linear e sejam
vi,...,vp €V eay,...,a, € K. Mostre que
T(agvr+ - +apvy) =a1 T(v1) + -+ a, T(vy).

Teorema 5.4. Seja T: U — V uma transformacao linear:
(a) Se W for um subespago de U entao T(W) € subespaco de V.
(b) Se Z for um subespago de V entio T—(Z) é subespago de U.

Demonstragao: Mostraremos apenas (b) (a verificagao de (a) fica como
exercicio). Observemos, em primeiro lugar, que 0 € T~!(Z), uma vez
que T(0) = 0. Dados, z1,72 € T-YZ), temos y; = T(x1) € Z e
yo = T(z2) € Z. Entdo, temos y; + y2 € Z (pois Z é subespago) e



Transformacoes lineares 137

y1 +y2 = T(x1) + T(x2) = T(x1 + x2), donde 1 + x2 = T~ (y1 + 1),
que implica que 21 + 22 € T~(Z). Da mesma maneira, verificamos que,
para todo € T71(Z) e todo escalar a, o vetor az pertence a T~1(Z).

O préximo teorema mostra que uma transformacao linear fica com-
pletamente determinada quando conhecemos seus valores em uma base.

Teorema 5.5. Sejam U eV espacos vetoriais e {uy, ...,u,} uma base
deU. Se S,T:U — V sdo transformacgdes lineares tais que

S(ur) =T(uy)y...,S(up) =T (uy),
entio S(x) =T(x), Yx € U.

Demonstragao: Seja x € U. Como {uj,...,u,} é uma base de U,
existem escalares ag ,...,a, tais que = ajuy + - -+ + a, up. Como S
e T sao lineares e S(u1) =T (u1),...,S(up) = T(uy), temos

S(z)=S(crur + -+ apuy) = a1 S(u1) + -+ + an S(uy)
=a1T(up)+- -+ a,T(up) =T(aguy + -+ + o uy)
=T(x)

Logo, S coincide com T'. O

Exemplo 5.9. Encontrar a expressio F(z,y,z) do operador linear
F: R — R® tal que F(1,1,1) = (1,1,0), F(0,1,1) = (1,0,1) e
F(0,0,1) = (0,1,1).

Primeiramente, expressamos um vetor arbitrario (z,y, z) de R® como
combinacao linear dos vetores (1,1,1), (0,1,1), (0,0,1): escrevendo
(z,y,2) = a(1,1,1) + 3(0,1,1) + v (0,0,1), temos a« = z, a + 3 =
Yy, a+ 3+ v =z, donde obtemos, o« =z, 8 =y —xz, v =z —y. Logo,

F(x,y,z) :l‘F(l,l,l) —|—(y—x)F(O,l,l)+(z—y)F(0,0,1)
:«'17(1,1,0) + (y—ZE) (17071) + (Z _y) (07171)
= (y,x—y—l—z,z—x).
Exemplo 5.10. Determinar a espressio da transformacdo linear
F: P3(R) — M(R) tal que

F(l—t):[g ?] F(t2—1):[_g _f]

F(t—13) = [_i g] F(t3):[:1)) _‘2‘]
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Fica como exercicio mostrar que B = {1 —t,t2 — 1,t — t3,#3} ¢é base de
P3(R). Escrevendo p(t) = a+ bt + ct? + dt® como combinagio linear dos
elementos de B, a+bt+ct?+dt3 = z(1—t)+y(t2—1)+2(t—3) +wt® =
(x—y)+(—x+2)t+yt?+ (—24+w)t3, obtemos z—y = a, —v+z =0, y =
¢, —z+w=d,dondex =a+c, y=c¢, z=a+b+c, w=a+b+c+d.
Assim,

pt)=(a+c)1—t)+c(t> =)+ (a+b+e)t—t3) + (a+b+c+ d)t,

Logo,
F[p(t)]z(a%—c)[é ?:|+C|: _g _?]—I—

5 0 3 =2

[ a—b-2+d 16a+ 110+ 24c+ 4d
" | 8a+8+8+3d —a—2b—2c—2d

+(a+b+c)[_2 7}+(a+b+c+d)[1 4}

Exercicio 5.3. Eziste uma transformacdo linear T: R?2 — R? tal que
T(1,1) =(1,2),7(1,0) = (0,0) e T(0,1) = (2,1) ? Existe mais de uma?

Exercicio 5.4. Eziste uma transformacdo linear T: R? — R? tal que
T(1,1,1) = (1,2), 7(0,1,1) = (1,0) e 7°(0,0,1) = (0,0) ? Eziste mais
de uma?

Exercicio 5.5. Erxiste uma transformacdo linear T: R? — R3 tal que
T(1,1,1) = (1,2,0), 7(0,1,1) = (1,0,0) e T(1,0,0) = (0,2,1)? Ewxiste
mais de uma?

Exercicio 5.6. Determinar a transformacdo linear T: R? — R* tal que
7(1,1,1) =(0,3,1,5), T(1,1,0) = (0,0,0,1) e T'(1,0,0) = (0,0,0).

Exercicio 5.7. Eziste uma transformacdo linear T: R® — R* tal que

7(1,1,1) = (0,3,1,5), T'(1,1,0) = (0,0,0,1) e 7(0,0,1) = (0,0,0,0)?
Existe mais de uma?

Exercicio 5.8. Ezxiste uma transformacdo linear T: Py(R) — R3 tal
que T(1) = (0,2,1), T(1+t) = (1,0,0) e T(1+t+t%) = (1,2,0)? Eriste
mais de uma?
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5.3 Nucleo e imagem
Seja T: U — V uma transformagao linear. Definimos os conjuntos

ker(T) ={u €U : T(u) =0} =T"{0}), chamado niicleo de T,
Im(T)=T(U)={T(z) : €U}, chamado imagem de 7.

Pelo Teorema 5.4, ker(T') é um subespaco vetorial de U e Im(T") é su-
bespaco de V. O interesse em estudar o nicleo e a imagem é que estes
subespacos dao informacoes sobre a injetividade e a sobrejetividade da
transformacao linear: é claro que uma transformacao linear é sobre se
e somente se Im(7T) = V; veremos que T é injetora se e somente se
ker(T") = {0}.

(z,9,0). Entaoker(T) =

Exemplo 5.11. SejaT: R? — R3, T(x,y,2) =
,be R}

{(0,0,¢) : ceR} eIm(T) ={(a,b,0) : a

Exemplo 5.12. T: R? - R, T(x,y) = 2—3y. Entdo ker(T) = {(z,y) :
r =3y} e Im(T) = R (dado w € R, € claro que ewiste (z,y) € R? tal
que T'(z,y) = w: basta tomar x = w, y=0.)

Exemplo 5.13. Seja D: P3(R) — P3(R) o operador linear definido por
D(p) = p', isto é, D(ag +ait+ ast® +azt®) = a; + 2ast + 3azt’.
Entao ker(D) = {p : p(t) = ap}, o conjunto dos polindmios constantes
e Im(D) = Py(R).

De fato, temos D(p) =0 < a; +2ast +3a3t> =0 < a; = ag = az = 0.
Logo ker(D) ={p : p(t) = ap}.

Para ver que Im(D) = P»(R), notemos que, para todo polinémio
f(t) = a+bt+ct? € Py(R), temos f = D(at + 212 + £ 3).

Exemplo 5.14. Achar o nicleo e a imagem da transformacdo linear
F: Py(R) — R* tal que F[t] = (—2,1,18,9), F[1 —t] = (3,2,-2,-3) e
F[l + t2] = (07 _27 _47 _6)

E claro que a imagem de F' é o subespaco vetorial de R* gerado pelos ve-
tores (3,2,—2,-3), (0,2,4,6) e (—2,1,18,9). Para determinar o nicleo
de F', devemos achar a expressao de F. Deixamos como exercicio mostrar
que B = {1 —1t,1+1t%t} é base de P»(R) e que cada p(t) = a + bt + ct?
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em P»(R) se escreve como combinagao linear dos elementos da base B
na seguinte forma: p(t) = (a —¢)(1 —t) + ¢(1 +t?) + (a + b — ¢)t. Logo,

Flpl=(a—c)F[1 —t]+cF[1+t3]+(a+b—c)F[t] =
=(a—c)(3,2,-2,-3)+¢(0,2,4,6) + (a +b—c) (—2,1,18,9)
=(a—2b—c,3a+b—c,4a+6b,6a+9b).

O nicleo de F é o conjunto de todos os polinémios p(t) = a + bt + ct?
tais que

a—2b—c=0
3a+ b—c=0
4a+6b =0
6a+90b =0.

cujas solugoes sdo b = —2a/3 e ¢ = Ta/3. Logo, p(t) = a — (2a/3)t +
(Ta/3)t% e

ker(F) = {%(1 — 2+ TE) : ceR}=[1-2t+ 712

Teorema 5.6. Seja T: U — V wuma transformacao linear. Entdo, T €
injetora se e somente se ker(T') = {0}.

Demonstragao: (=) Suponhamos T injetora. Vamos mostrar que
ker(T) = 0. Seja u € ker(T); entdo T'(u) = 0. Como T'(0) = 0e T
é injetora, devemos ter u = 0. Portanto ker(7') C {0}; como sempre
temos {0} C ker(7T), segue-se que ker(7') = {0}.

(<) Suponhamos ker(T") = {0}. Vamos mostrar que 7" é 1-1. Suponha-
mos T'(u) = T'(v), com u,v € U. Entao T'(u —v) = T'(u) — T'(v) = 0;
portanto, u — v € ker(T"). Como ker(T") = {0}, devemos ter u — v = 0,
donde v = v. Logo, T é 1-1.

Exemplo 5.15. Encontrar uma transformacdo linear F: Py(R) — R?
cujo niicleo seja o subespaco [1 —t,12].

De acordo com o teorema 5.5, basta definir os valores de F' nos vetores de
uma base de P»(R). Tomemos a base B = {1,1—t,t2}. Como queremos
que ker(F) = [1 — t,t%], pomos F(1 —t) = F(t?) = (0,0); definimos
F(1) = (1,0). Dado p(t) = a + bt + ct*> € P»(R), podemos escrever
p(t) = (a +b) + (=b)t + ct®. Logo, F(p) = (a+ b)(1,0) = (a +b,0).
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Exemplo 5.16. Encontrar uma transformacdo linear T: R3 — R? cuja
imagem seja o subespago gerado pelos vetores (2,1,0) e (1,0, —1).

De acordo com o teorema 5.5, basta definir os valores de 1" nos vetores de
uma base de R3. Tomemos B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}e definamos
7(1,0,0) = (0,0,0), 7(0,1,0) = (2,1,0), 7(0,0,1) = (1,0, —1). Entao

T(z,y,z) =xT(1,0,0) +yT(0,1,0) + 27(0,0,1) =
=9(2,1,0)+2(1,0,-1) =
- (2y+zvya _Z)‘

Exercicio 5.9. Determinar um operador linear em R* cujo nicleo é
gerado pelos vetores (1,1,0,0) e (0,0,1,0).

Teorema 5.7. Seja T: U — V uma transformacdo linear. Entao

dim U = dim ker(T") + dim Im (7). (5.3)

Demonstragdo:  Seja By = {uy,...,u,} uma base de ker(T") (assim,
dim ker(7') = p). Usando o Teorema 3.8, podemos estender B; a uma
base B = {ui,...,up,v1,...,0,} de U (assim, dim U = p+r). Va-
mos mostrar que {T'(v1),...,T(v,)} é uma base de Im (T") (portanto,
dim ker(7T) = p). Com isto ficara mostrada a igualdade (5.3) acima.

Afirmamos que os vetores T'(v1),...,T(v,) geram Im (7). De fato,
dado v €Im (T), existe = € U tal que T'(z) = v. Como B é base de U,
temos

r=o0qur+--F+opu,+ o+ -+ Brop.

Como T'(u1) =+ =T (up) =0, pois uy ,...,u, € ker(T), temos

T(x)=o01T(u)+ -+ apT(up) + 1 T(v1) + -+ B T(vy)
=B T(v1) + -+ B T(vr),

Logo, qualquer v € Im(T') é combinagao linear de T'(v1),...,T(vy).
Afirmamos que os vetores T'(v1),...,T(v,) sdo LI. De fato, se

nT()+--+%T(v)=0

temos
Tyivr+--+7v)=0
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e assim,
Y1+ -+ v € ker(7T)
Como ker(T') = [u1,...,up], existem escalares 1 ,..., 0, tais que
MU+ Y = 01U+ Op Uy,
Como os vetores ui ,...,up,v1,...,v sao LI, pois formam uma base de

U, esta igualdade implica
Logo, T'(v1),...,T(v,) sao LI

Exemplo 5.17. Nao existe transformacdo linear F: R? — R3 que seja
sobrejetora.

De fato, pelo teorema anterior, temos
dim Im (7)) = dimR? — dim ker(F) = 2 — dim ker(F) < 2.

Exemplo 5.18. Nao existe transformacdo linear F: R* — R? que seja
mjetora.

Como dim Im(F") < 2, pelo Teorema anterior, temos
dim ker(F) = dimR?* — dimIm (F) = 4 — dim Im(F) > 2.
Logo, T nao pode ser injetora.

Definicao 5.1. Uma transformacao linear bijetora entre dois espacos
vetoriais U e V € chamada um isomorfismo. Dizemos, neste caso, que
0s espacos vetoriais U e V sao isomorfos.

E claro que, qualquer que seja o espaco vetorial U, o operador identidade
Iy: U — U é um isomorfismo.

Exemplo 5.19. O operador linear T: R? — R2, dado por T(z,y) =
(x —y,xz+y), € um isomorfismo.

Exemplo 5.20. A transformacao linear F: R? — R, F(x,y) = x — v,
ndao é um isomorfismo, pois ela nao é 1-1: note que F(1,1) = F(0,0).
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Teorema 5.8. Se F: U — V for um isomorfismo, entdo F~1:V — U
também €.

Demonstragao:  Sendo F' um isomorfismo, temos que F é invertivel,
portanto, a transformacdo inversa F~! é bijetora. Resta mostrar que
F~! ¢ linear. Dados y1,y2 € V, sejam x1,22 € U tais que F(x1) = 1
e F(xq) = yo (existem tais x1,x2 pois F' é bijegao). Entao

F (y1 4 y2) = F7HF(21) + F(a2)] = FTHF (21 + 22)] = 21 + 22
=F () + F ().

Analogamente verifica-se que F~! (ay) = a F~1 (y).

Exercicio 5.10. Sejam F, G: R?* — R? dados por F(z,y,z) = (z + v,
z4y,2), Glx,y,z) = (. +2y,y — z,x + 2z).
(a) Encontre as expressoes de F oG e Go F
(b) Encontre bases para ker(F oG), ker(GoF), Im(FoG) e Im(GoF).

Exercicio 5.11. Determine uma base para o nucleo e para a imagem

das transformacoes lineares abaizo:

(a) F: R? - R?, F(x,y)= (22— 6%y,3x —9y)

(b) F:R? = R3, F(z,y)=(2z—6y,32—9y,2x —6y)

() F: R} = R3, F(x,y,2)=(x—y+22,30—y—22,9y—42)

(d) F: R3—>R2 F(z,y,z)=(x —y+2z,2—-52)

(e) F: Po(R )—>P2(R), Fla+bt+ct))=a—-b+2c+ Ba—b—
—2c)t+ (b—4c)t?

(f) F: My(R) — My(R), F(X)=AX, sendoA:[; ﬂ

5.4 Autovalores e autovetores

Para um dado um operador linear T': C* — C", queremos encontrar
vetores v # 0 para os quais 7'v é um multiplo de v. Esse conceito é de
grande importancia em diversas areas de Matemadtica e nas aplicagoes.
No préximo capitulo, tais vetores desempenharao um papel fundamental
no estudo dos sistemas de equagoes diferenciais lineares.

Seja T': C" — C™ um operador linear. Um autovalor de T é um
escalar A tal que existe um vetor v # 0 em C" para o qual T'(v) = Av.
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Qualquer v # 0 com esta propriedade é chamado um autovetor de T.
O conjunto
W={velC": T(v)=Av}

é um subespago vetorial de C" chamado autoespacgo de T

Exemplo 5.21. O escalar X = 1 € autovalor do operador identidade
I:C" — C" e qualquer vetor v # 0 € um autovetor associado ao auto-
valor A = 1.

Exemplo 5.22. Seja F: C? — C3, dado por F(v) = Av, em que
A = diag(c1, c2,c3). Os nimeros ¢y, ca,c3 sao autovalores F'; o vetor
(1,0,0) é um autovetor de F associado a c1, (0,1,0) € autovetor de F
associado a co € (0,0,1) é autovetor associado a cs.

Como, pelo Teorema 5.2, os operadores lineares em C” sdo da forma
T'(u) = Au, para alguma matriz A, encontrar um vetor v = (z1, ... , )
tal que T'(v) = A v é 0o mesmo que encontrar uma matriz coluna (que por
razoes tipograficas escreveremos) X = [351 Y e xn]T tal que A X =
A X. Essa equagao matricial pode ser escrita na forma A X = AT X (em
que I denota a matriz identidade), ou seja

(A=) X (5.4)
A equagao matricial (5.4) tem solugao nao trivial e somente se
det (A — AI,) =0. (5.5)

O determinante da matriz A — Al,, é um polinémio de grau n em A,
chamado polindmio caracteristico da matriz A. O escalar X\ é
chamado um autovalor de A e toda matriz n x 1, X # 0, tal que AX =
AX é um autovetor de A correspondente ao autovalor A. Chama-se
multiplicidade algébrica do autovetor A a multiplicidade de A\ como
raiz do polinémio caracteristico de A.

1
Exemplo 5.23. Encontrar os autovalores e autovetores de A = [ (1) 0 ] .

O polinémio caracteristico de A é

-A 1

det(A—)\I)—det[ 1

}—A2—1—(A—1)(/\+1) .
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Logo, os autovalores sdo Ay = —1 e Ay = 1.
Autovetores associados a A = 1: procuramos X = [a, b]T tais que
(A-I)X =0.

-1 1 al|l |0 . —a+b=0 o
1 —1|[b] |0 a—b=0 -
Logo, os autovetores associados ao autovalor A = 1 sao todas as matrizes
X =la,al =a[1l, 1]7, com a # 0.

Autovetores associados a A = —1: procuramos Y = [a, b]? tais que
(A+1)Y =0.

11 a| |0 N a+b=0 N S

11 b| |0 a+b=0 -
Logo, os autovetores associados ao autovalor A = —1 sao todas as ma-
trizes Y = [a, —a]l =a[1, —1]T, com a # 0.

0
1
de fato, o polinomio caracteristico de A, pa(\), é

. -1 . .
Exemplo 5.24. A matriz A = [ 0 ] nao tem autovalores reais:

-2 -1

pA()\):det(A)\I):det[ 1

]:)\2+1,

que nao tem raizes reais. No entanto, A tem dois autovalores complexos:
1 e —i.
Calculemos os autovetores de A.

Autovetores associados a A\ = i: procuramos X = [a, b]T tais que
(A—iI)X =0.

[—i 1} [a]:[O} . {—ia+b:0 . beig

1 —i b 0 a—ib=0 ’
Logo, os autovetores associados ao autovalor A = 7 sao todas as matrizes
X =Ja,ia]’ =a[l,i]", com a # 0.
Autovetores associados a A = —i: procuramos Y = [c, d]7 tais que
(A+iI)Y =0.

i L)[e]_f0] _ [ietd=0 _ . _ .
1 illdal o c+id=0 e
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Logo, os autovetores associados ao autovalor A = —i sao todas as ma-
trizes Y = [c, —ic]T =c[1, —i]T, com ¢ # 0.

Observacgao 5.1. O exemplo anterior mostra a conveniéncia de se con-
siderar autovalores complexos - a matriz M deste exemplo ndo tem auto-
valores reais, mas tem autovalores complexos. Como o polinémio carac-
teristico de uma A matriz de ordem n tem n raizes complezas (contando
multiplicidade; isto é, uma raiz de multiplicidade k € contada k vezes),
seque-se que A tem n autovalores.

Teorema 5.9. Mairizes semelhantes tém o mesmo polinomio carac-
teristico, isto é, se B = PYAP, entio pa(z) = pp(z). Além disso, se
X for um autovetor de A correspondente ao autovalor \, entdo P~'X
€ autovalor de B correspondente a .

Demonstrag¢do: De fato, usando a igualdade det (P~1) det (P) = 1,
temos

det (B — \I,) = det (P~YAP — AP~'I,,P) = det P~Y(A — \I,,)P
=det P~1det (A — A,,)det P = det (A — A],,).

Logo, o polinomio caracteristico de B é igual ao polinomio caracteristico
de A.

Para verificar a segunda parte, seja Y = P~! X; entdo

BY =P 'APP'X =P 'AX =P ' \X=)AP !X =)\Y.

Exemplo 5.25. Seja T o operador linear T: C3 — C3 definido por
T(z,y,2) = Bx,z+4y+3z,2 +y+ 62). Encontrar os autovalores,
autovetores e autoespacgos de T

E f4cil ver que T(u) = Au, em que

300
A=1]1 4 3
1 16

O polinémio caracteristico de A é:

3—A 0 0
det(A — \I) = det 1 4-Xx 3
1 1 6— A

3

4—-A
(3—)\)det[ 1 62

} = (3-N)(3 -\ (7T-N.



Autovalores e autovetores 147

Portanto, os autovalores sao \{ = Ay =3 e A3 =7.

Autovetores e autoespago associados a A = 3: procuramos v =
(a,b,c) tais que (A —31)v =0.

000 a 0
11 3 =10 = a+b+3c=0
11 3 0

donde obtemos b= —a — 3 ¢. Logo, os autovetores sao

v=(a,—a—3¢cc)=a(l,—1,0)+¢c(0,-3,1), a, c€R.
O autoespaco associado a A =3 é V,_3) = [(1,—1,0), (0, =3,1)].

Autovetores associados a A = 7: procuramos w = (a, b, ¢) tais que

(A—T7I)w=0.

—4 0 0 a 0 a=20
1 -3 3 b |l =10 = a—3b+3c=0
1 1 -1 c 0 a+b+c=0

donde obtemos a =0, b =c. Logo w = (0,¢,¢) = ¢(0,1,1), ce R. O
autoespago associado a A =7 é Vin_7) = [(0,1,1)].

Observagao 5.2. A matriz A estudada no Exemplo 5.25 tem uma pro-
priedade especial: formemos a matriz P cujas colunas sao as coorde-
nadas dos autovetores de A; entdo P~Y A P ¢ uma matriz diagonal; mais
precisamente,

1
se P=| -1 — . entio PT'AP=
0

= w o
— = O
S O W
S W o
N O O

O proximo teorema mostra que este fato € verdadeiro em geral.

Teorema 5.10. Suponhamos que a matriz A tenha n autovetores LI
Vi, ..., Vg, associados aos autovalores A1, ..., \,. Entdo A é seme-
lhante a uma matriz diagonal: mais precisamente, se P = [vl Y e vn} ,
entdo P~Y AP = diag(\1, ..., \pn).
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Demonstragdo: Usando as igualdades Avy = M vy, ..., Avy, = A\ vy
e o Teorema 1.1, temos

PrAP=P ' Avi, ..., Avy] =P 1 [A\ivi, ..., Ay vy
= [>\1P_1V1, ceey )\nP_IVn]
=diag (A1, -, A\n).

Definigao 5.2. Um operador linear T: R — R™ T(v) = Av € dito
diagonalizavel quando existe uma base B = {vy, ..., v,} de R™ for-
mada por autovetores de T. Dizemos neste caso que a matriz P =
[Vi, ..., vy, diagonaliza T' (também dizemos que P diagonaliza A).

O operador do Exemplo 5.25 é diagonalizavel. Nem todo operador é
diagonalizavel, como mostra o exemplo seguinte.

Exemplo 5.26. Encontrar os autoespacos do operador T: R3 — R3
dado por T(z,y,z) = Bz,x+4y+ 2,22 +3y+62).
300
Temos T(x)=Bxemque B= |1 4 1
2 3 6
O polinémio caracteristico de B é
3—A 0 0
det(B — A\I) = det 1 4— )\ 1
2 3 6— A\

4— A 1

:(3—)\)det[ 3 62

} =B=NB-=XN)(7T=-N).
Portanto, os autovalores sao \f = Ao =3 e A3 =7T.

Autovetores associados a A\ = 3: procuramos v = [a, b, c]T tais que
(B—-3I)v=0.

000 a 0 at+ b+ c=0
Lo =19 = 1 2a+3b+3c=0
2 33]|c 0 ¢ ‘=

donde obtemos a = 0 e b = —c. Portanto v = [0, —c, c]T = ¢[0,—1,1]T.

O autoespago associado a A = 3 é Vjy_g) = { [0, —z,z]" : z € R}.
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Autovetores associados a A\ = 7: procuramos w = [d, e, f] tais que
(B—7I)w=0.

-4 0 0 d 0 —4d =0
1 -3 1 el=10] = d—3e+f=0
2 3 -1 f 0 2d+3e—f=0

donde obtemos d = 0 e f = 3e. Portanto w = d[0,1,3]7. O autoespaco
associado a A =7 6 Vi) = {[0,z,3z]" : z e R}.

Teorema 5.11. Sejam vi,...,v, autovetores de um operador T as-
sociados aos autovalores A1 ,...\,. Se os autovalores A1 ,...\, forem
distintos, entao os autovetores vi,...,vp, sao linearmente indepen-
dentes.

Demostracao: Vamos mostrar o teorema por inducgao sobre n. Em
primeiro lugar, notemos que o resultado é verdadeiro se n = 1, pois
autovetores sao vetores nao nulos.

Suponhamos que o resultado seja valido para um ntmero k. Vamos
mostrar que ele é verdadeiro para k + 1.

Sejam vi, ...,vgpy1 autovetores de T. Suponhamos que os nimeros
at, ..., 0,41 sejam tais que

@1Vl + o+ Vg + Qg1 Veer =0 (5.6)
(queremos concluir que esta relagdo implica ay = 0,..., 0511 = 0).
Aplicando T aos dois membros de (5.6) e notando que vy, ..., Vg1 sa0

autovetores de T, obtemos

a1 A1 Vi + oo A Vi F Qg1 Akl Vi = 0. (5.7)
Multiplicando (5.6) por Ag4+1 e subtraindo de (5.7), obtemos

a1 (M — Agr1)ve + oo+ ag (A — Agy1) vie = 0. (5.8)

Agora, como o resultado é verdadeiro para k autovetores, temos que
Vi, ...,V sao LI. Portanto

a1 (A = Mr1) =0, oo, o (A — Agg1) =0
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Como, por hipétese, os autovalores sao dois a dois distintos, temos a1 =
- = af = 0. Substituindo em (5.6), obtemos agi1vgr1 = 0. Como
Vi+1 # 0, temos a4+, = 0. Logo, vy, ..., V41 sao LL O

Como conseqiiéncia imediata dos Teoremas 5.10 e 5.11, temos:

Corolario 5.1. Se o operador T': R™ — R"” tem n autovalores distintos,
entao T ¢ diagonalizdvel.

Um resultado importante no estudo de autovalores e autovetores,
cuja prova omitiremos é:

Teorema 5.12. Seja A uma matriz n X n simétrica. Entao:
(i) os autovalores de A sdo reais;
(ii) existe uma base ortonormal de R™ formada por autovetores de A.

Exercicio 5.12. Encontre os autovalores e autovetores das matrizes

abaizo:
1 2 -1 (3 0 0 1 3 27
A=]10 -1 0| B=|0 2 5 C=131 2
0 0 —2 |0 1 -2 | 3 2 1|
2 0 -1 1 2 0 (1 1 27
D=]0 -3 1 E = 0 1 —1 F=1]11 2
|0 0 =3 ] | -1 0 0 1 2 1|
2 —1 17 30 0 3 21
G=1| -1 21 H=|0 2 -5 J=12 3 1
| -1 1 2] 01 =2 2 1 3
21 0 0] 2 010 21 00
0200 0 2 0 1 02 00
K_0020 L_12 0 30 M_oo 11
000 3| 0 -1 0 0 00 -3 5

Exercicio 5.13. Encontre os autovalores e autovetores dos operadores
lineares abaizo (em (a) e (c), k € R € uma constante fizada):

(a) T(x,y) = (kz,ky) (b) T(z,y) = (z,ky)

(0) T(x,y) = (x +y,x—y) (d) T(x,y) = (—x,y)

(6) T(l‘,y) = (_x_y7_3x+y) (f) T($7yvz) = (Z,y,l‘).
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(9) T(z,y,2) = Bz,2y—52,y—22) (h) T(x,y,2) = (v, 2+2y,x+Yy)
(i) T(z,y,2,w) = 3z +y,3y,42,3w)
(J) T(x,y,z,w) = 2z +y,2y,z +w,—2 2z + 4w).

Exercicio 5.14. Verifique se A é diagonalizdvel, sendo:

3 -6 2 0 1 2
(@A=|-1 11| A=| 2 1 -6
-1 20 -1 -1 3

Exercicio 5.15. Quais das matrizes do Fxercicio 5.12 sdo diagonalizdveis?
Para cada matriz diagonalizdvel, encontre a matriz que a diagonaliza.

2 0 -1
Exercicio 5.16. Seja A = 01 0
-2 0 1

a) Determine os autovalores e autovetores de A;
b) Determine bases para os autoespagos;
¢) Determine uma matriz P que diagonaliza A e calcule P A P.

Exercicio 5.17. Seja T : R® — R?® definida por T(z,y,2) = (3z —

42,3y + 5z, 2):

(a) Encontre o polinémio caracteristico de T

(b) Para cada autovalor A de T, encontre o autoespago V(\) e dé sua
dimensao.

(¢) T € diagonalizdvel? Justifique.

(d) Caso (c) seja verdadeira, ache uma matriz P que diagonaliza T .

Exercicio 5.18. Seja T : R® — R3, T(x,y,2) = (2,22 + 2y, +k2).
(a) Calcular o polinémio caracteristico e os autovalores de T'.

(b) Determinar todos os valores de k para que T seja diagonalizdvel.
(¢) Para tais valores de k, ache uma matriz que diagonaliza T .

Exercicio 5.19. Que condi¢des os numeros a e b devem satisfazer para
que o operador linear T : R3 — R3, T(z,y,2) = (v + z,by,ax — 2) seja
diagonalizdvel?

Exercicio 5.20. Seja T: R?> — R? um operador linear tal que vi =
(1,—-1) ewe = (—1,0) sao autovetores de T correspondentes aos auto-
valores Ay =2 e Ay = —3, respectivamente. Determine T(z,y).
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Exercicio 5.21. Considere o operador linear F : R3 — R3 tal que
v = (1,0,0) € autovetor com autovalor nulo e F(0,1,0) = (0,2,1) e
F(0,—-1,1) = (0,0,3). Determine F(z,y, z).



Capitulo 6

Sistemas de equacoes
diferenciais lineares

6.1 Introducgao

Neste capitulo, estudamos sistemas de equagoes diferenciais. Sistemas
de equacoes diferenciais ocorrem com freqiiencia nas aplicagoes, especial-
mente em Mecénica, em virtude da segunda lei de Newton e em Eletri-
cidade no estudo das malhas contendo dois ou mais circuitos elétricos.

A posigao x(t) de uma particula de massa m em um instante ¢, sujeita
a uma forca F(t,x(t),x'(t)) (esta notacao significa que a forga pode
depender do instante ¢, da posicao x(t) e da velocidade x’(t) naquele
instante) é dada pela equagao diferencial vetorial

mx" =F(t,x,x") (6.1)

Em termos das componentes x(t) = (z1, z2, 23), F = (f1, f2, f3),
temos
may = fi(t,r1, x2, 23,7, 5, 5)
mxg:fQ(t,l'l,1'2,1‘3,.%/17.@,271'%) (62)
maly = fa(t,z1, x2, x3,2), x5, x4)

Um caso particular importante de (6.1) é o do sistema mecanico
formado por duas particulas de massas m; e my ligadas a molas, como
na figura abaixo. Suponhamos que as massas estejam imersas em meios
que oferecem resisténcias aos seus movimentos e estas resisténcias sejam
proporcionais as correspondentes velocidades das massas.

153
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el
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ZlIgml
0, "
i
Figura 6.1

De acordo com a segunda lei de Newton, o movimento das particulas
¢é descrito pelo sistema de equacoes diferenciais

m1 2] = —kiz1 —kaz1 + kazo — by 2]
" __ k, / (63)
Mo 29 = K1 22 —/{22’2—6222 .

A Figura 6.2 abaixo mostra uma malha com dois circuitos elétricos
contendo uma fonte de forga eletromotriz F, dois resistores Ry e Ry e
dois indutores L; e Ls. Usando as Leis de Kirchoff, podemos mostrar
que as correntes [I; e Io satisfazem o sistema de equagoOes diferenciais

{ Llli + R+ Rl =F

Ry I2+L2Ié - 14 I{ =0 (6.4)

Figura 6.2

A equacgao diferencial linear de ordem n

v+ an1 )y - aa(t)y +aolt)y = g(0)
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pode ser escrita como sistemas de equacoes diferenciais de primeira or-
dem. De fato, pondo,

Zl = y7 22 = y,’ SR Z'fl — y(n_1)7
obtemos o sistema
2] = 2o
Zy = 23
Z;kl = Un
Z;l = g(t) - anfl(t) Zp — " — al(t) z9 — ao(t) Z1

Para os nossos objetivos, basta considerar sistemas de equagoes difer-
enciais de primeira ordem, pois qualquer equacao diferencial de ordem
superior a um pode ser transformada em um sistema de equagoes de
primeira ordem.

Os sistemas de equacotes diferenciais podem geralmente ser escritos
na forma

yﬁ = fl(tvylv" . 7yn)
: (6.5)
y’;l = fn(t7y17--~7yn)
Aqui fi(t,y1,--yYn )y fu(t Y1, ..., yn ) sdo fungoes definidas em um
subconjunto de R"*!. Estaremos interessados exclusivamente nos sis-

temas de equacgoes diferenciais lineares com coeficientes constantes, que
sao da forma

y{ =a11Y -I—---—i-alnyn-i-gl(t)
: (6.6)
yé:anlyl +"‘+annyn+gn(t)7

em que os coeficientes a;;, ¢, j = 1,...,n, sao constantes e as funcoes
gi(t), i =1i,...,n, continuas em um intervalo I C R. Uma solugao do
sistema (6.6) é uma funcao vetorial continuamente diferenciavel y(t) =
(y1(t), ..., yn(t)), definida num intervalo J C I, que satisfaz cada uma
das equagoes em (6.6). Por exemplo, a fungio y(t) = (—2e =%, 2e 4 +1)
é solucao do sistema

/
Y1 =Y +5y2—5
{yé 2 (6-1)
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De fato, se ya(t) = —2e 4 e yo(t) = 274 + 1, temos v} (t) = 8e 4 =
y1(t) +5y2(t) — 5 e yh(t) = —8e# = 2y1(t) — 2ya(t) + 2. Como no
caso das equacoes de primeira e de segunda ordem, chamaremos solugao
geral do sistema (6.6) a uma expressao que contenha todas as solugoes
deste sistema.

Vamos introduzir uma notagao mais conveniente para sistemas. De-
finindo as matrizes y, A e g(t) por

Y1 air a2 - Qin g1(t)

Y2 a1 a2 -+ Qo g2(t)
y=| . |, A= , g(t) = :

Yn anpl Ap2 -+ QAapnp gn(t)

podemos entao reescrever o sistema (6.6) na forma

y =Ay+g(t) (6.8)

A matriz A chama-se matriz dos coeficientes e a funcao vetorial g(t)
chama-se termo forgante. Se o termo forgante g(¢) é nao nulo, o
sistema linear (6.8) é dito nao homogéneo. Se g(t) = 0, para todo t,
o sistema (6.8) é chamado sistema linear homogéneo.

Dados um vetor v € R” e um nuiimero ty € I, associamos ao sistema
(6.8) o problema de valor inicial, que consiste em encontrar uma
solucao y(t) de (6.8) tal que y(tgp) = v. O préximo teorema afirma
que, sob condicoes razoaveis, o problema de valor inicial associado ao
sistema (6.8) tem uma tnica solu¢do. A demonstracao deste teorema
envolve conceitos mais elaborados e, por esta razao, sera omitida.

Teorema 6.1. Suponhamos que a funcao vetorial g(t) seja continua
no intervalo I (isto €, as fungoes gi(t),...,gn(t) sao continuas em I).
Entao, dados to € I e yg € R", o sistema (6.8) tem uma unica solugdo
y(t), definida em todo o intervalo I, tal que y(to) = yo.

6.2 Fatos gerais sobre sistemas lineares

Uma propriedade caracteristica dos sistemas lineares é o chamado Princi-
pio de Superposi¢ao, dado no préximo teorema. A demonstracao é ime-
diata e serd omitida.
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Teorema 6.2. Se yi(t) € solugdao do sistema

y =Ay+egi(t) (6.9)
e ya(t) uma solugao do sistema
y = Ay +g(t). (6.10)

entao a funcao y(t) = c1y1(t) + caya(t) € uma solugdo do sistema

y' = Ay +cagit) + caga(t). (6.11)

Como uma conseqiiéncia imediata do principio de superposicao temos

Corolario 6.1. (a) Se x(t) € uma solugdo do sistema homogéneo
x' =Ax (6.12)
e y(t) € uma solugao do sistema linear nao homogéneo

y =Ay+g(), (6.13)

entdo x(t)+y(t) € uma solugao do sistema linear ndo homogéneo (6.13).
(b) Se yi(t) e ya(t) sio solugoes do sistema linear nao homogéneo
(6.12) entdo a funcdo x(t) = yi1(t) —y2(t) € uma solugao do sistema
homogéneo (6.13).

Tomando g;(t) = ga(t) = 0 no Teorema 6.2, vemos que o conjunto
de todas solucoes do sistema homogéneo x’ = Ax é um espaco vetorial.
O proximo teorema dé a sua dimensao.

Teorema 6.3. O espaco vetorial Sy das solugdes do sistema homogéneo
y = Ay tem dimensdo n.

Demonstragao: Fixemos ty € I. Seja B = {e1, ez, ...,e,} a base
canodnica de R", isto é

er=(1,...,0), e2=1(0,1,...,0), ..., e, =(0,...,1)

Pelo Teorema 6.1, para cada j = 1,2,...,n, existe uma unica
solucdo y;(t) do problema de valor inicial

{ y =Ay
y(to) = e
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Afirmamos que as solugdes yi(t),y2(t),...,yn(t) constituem uma base
de Sy. Em primeiro lugar, elas sao linearmente independentes, pois se
os escalares aq, as, ..., q, sdo tais que

aryi(t) +aoya(t) + -+ anyn(t) =0, Vtel,
entao, em particular, para t = tp, temos
a1y1(to) + azya(to) + -+ anyn(to) = a1e1 +azes + -+ + ane, = 0;

comoeq, €y, ...,e, sao vetores linearmente independentes em R", temos
a; =ay =--- = a, = 0. Logo, as fungdes yi(t),y2(t),...,yn(t) sdo
linearmente independentes.

Mostremos agora que toda solugao ¢(t) do sistema y’ = Ay é uma
combinagao linear das solugoes yi(t),y2(t),...,yn(t). Em primeiro
lugar, como Sy é um espago vetorial, é claro que qualquer combinagao
linear de yi(t),y2(t),...,yn(t) ¢é uma solugao deste sistema.

Sejav = ¢(tp). Como {ey, ez, ...,e,} éumabasede R", existem
numeros ci , ¢a,...,C, tais que

v=cie +cex + -+ cpep
Consideremos a funcao
z(t) = c1y1(t) +caya(t) + -+ crnynlt).

Ela é uma solucao do sistema y’ = Ay e satisfaz z(tg) = v. Agora,
a fungao p(t) também é solugao deste sistema e p(tp) = v. Como as
funcoes ¢(t) e z(t) sao solugdes do problema de valor inicial

[T,

e como, pelo Teorema 6.1, este problema de valor inicial tem uma tnica
solugao, segue-se que ¢(t) = z(t), Vt € I, isto é

) =c1yi(t) +c2aya(t) +---+enyalt), V€L

ou seja, a solugdo ¢(t) é combinagao linear de yi(t), y2(t), ..., yn(t).
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Logo {yi(t),y2(t),...,yn(t)} ¢é base do espaco vetorial Sy e portanto
dim S(] = n. [l

De acordo com o Teorema 6.3, se x1(t),...,%x,(t) sdo solugoes li-
nearmente independentes do sistema

x = Ax (6.14)
entao toda solugao de (6.14) é da forma
x(t) = 1 x1(t) + -+ - + cn xp(1), C1,...,¢n €R. (6.15)

Portanto, a fun¢ao dada por (6.15) é a solucao geral de (6.14).
Combinando este fato com o Teorema 6.2 e o Corolario 6.1 temos o
seguinte resultado.

Corolério 6.2. Se yo(t) é uma solugao particular do sistema nao ho-
mogéneo
y' =Ay +g(t) (6.16)

esex(t) =cxi(t)+ -+ cnxu(t), c1y...,cn €R, € a solugdao geral
do sistema homogéneo associado, entdo a solucdo geral do sistema ndo
homogéneo (6.16) é

y(t) =yo(t) +crx1(t) + - +enxn(t), c1,...,cnp ER. (6.17)

Exemplo 6.1. Consideremos o sistema nao homogéneo

= x+by+4t—15
{ Yy =2x—2y—10t+38 (6.18)
e o sistema homogéneo associado
= x+5y

E fdcil ver que as funcges vetoriais x1(t) = e 4t (1,—1)T e xo(t) =
e3t(5,2)T sao solugées do sistema homogéneo (6.19); entdo a solugdo
geral deste sistema é

[ z(t) ] _ [ cre tt +5c9e3t

y(t) —cre 423t } , c1,c2 R
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Como yo(t) = (3t —1,—2t + 4)T ¢ uma solucio do sistema ndo ho-
mogéneo (6.18), temos que a solugdo geral do sistema ndao homogéneo

{x(t) } B [ 3t—1+cre 4t +5cpe3t

= 2t+4cle_4t+20263t:|’ cluCZER.

Notemos que a solugdo geral de (6.19) acima pode ser escrita na forma
xz(t) | e~4 53t c1
I T (6.20)

e que as colunas da matriz do segundo membro de (6.20) sao as solugoes
LI yi(t) = e 4t [1, —1]T e ya(t) = 3! [5, 2]7 dadas acima; esta matriz
desempenhard um papel importante no que segue.

Definicao 6.1. Seja { x1(t),...,x,(t) } uma base de solugies do sistema
x' = Ax. A matrizn x n

X(t)=[x(t) ... xnt)] (6.21)
chama-se matriz fundamental deste sistema.
No exemplo 6.1, uma matriz fundamental do sistema (6.19) é
—4t 3t
e Se
X(t) = [ _e—4t 93t ] :

A solucao geral do sistema (6.1) pode ser escrita na forma X (¢)v, em que
v é um vetor arbitrario de R?. Essa propriedade é verdadeira em geral:
de fato, da relagao (6.15) concluimos facilmente o seguinte resultado.

Teorema 6.4. Se X(t) é uma matriz fundamental do sistema (6.14) e

z

v denota um vetor arbitrdrio de R", entdo a solu¢ao geral de (6.14) é

X(t)v.

6.3 Sistema homogéneo
Nosso objetivo nesta secao é obter a solugao geral do sistema homogéneo

x' =Ax (6.22)
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em que A é uma matriz real constante de ordem n. Para isto, vamos
adaptar o procedimento adotado para equacdes escalares de segunda
ordem e procurar solucdes de (6.22) na forma x(t) = eMv. Substituindo
esta expressao em (6.22), temos

MMy =Aerv. (6.23)

Logo,
Av=)Av

ou seja, v é autovetor de A com autovalor .

Quando a matriz A tem n autovetores linearmente independentes
Vi,..., vy € R" correspondentes aos autovalores reais A1, ..., Ay, uma
matriz fundamental do sistema (6.22) é

X(t) = [e/\ltvl Y e e/\"tvn]

Exemplo 6.2. Encontrar uma matriz fundamental de solugoes para o
sistema

= x+5y
y =21 -2y
. . 1 5 -
Os autovalores da matriz dos coeficientes A = 9 _o | S30 as

raizes do polindmio caracteristico

1—A 5 . 9
‘ 9 _2_)\‘—0, ouseja, A°+A—-12=0
Logo, os autovalores sao A1 =3 e Ao = —4.

Autovetores de A associados ao autovalor \y = 3: procuramos vetores
v =[a, b]T #[0, 0] tais que (A —31)v = 0, ou seja

2 2][5]-[8] e e

Pondo a = 5, temos b = 2. Assim, um correspondente autovetor é
v =[5, 2]7 e uma solugdo do sistema é y;(t) = 3 [5, 2]7.
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Autovetores de A associados ao autovalor Ao = —4: procuramos vetores

v = [c,d]" tais que (A +41)v =0, ou seja

B[5]-[0] e 0

Portanto, um correspondente autovetor é v = [1,—1]7 e uma solugio

do sistema é y1(t) = e~ 4¢[1,—1]7.
Logo, uma matriz fundamental de solugoes é

5e3t 674t
X(t) = [ 93t At ]a

e

e a solugao geral do sistema é

z(t) ] [ 5eredt +ege
|: y(t) :| |: 2cq e3t — C9 e—4t | c1, c2 €R.

Exemplo 6.3. Encontrar a solucao geral do sistema

¥=4x—-3y—=z

y=x—2z (6.24)

Z=—dx+4y—=z
O polinémio caracteristico da matriz A dos coeficientes é

4—-X =3 —1
pN=] 1 =X -1 |==X+3X2+)1-3
—4 4 —-1-=2A

Como p(A) = (=1 —=X)(1 —X) (3 = A), os autovalores de A sdo A\;
—1, )\2:16)\3:3.

Os autovetores associados a A\; = —1 sdo os vetores vi = [a, b, c]’
tais que (A+ I)vy =0, ou seja,
5 =3 -1 a 0 5a—3b—c=0
1 1 -1 b|=10 ou a+ b—c=0
-4 4 0 c 0 —4a+4b =0
donde obtemos b = a ¢ = 2a. Portanto, um autovetor é v = [1,1,2]7,

que da a solugdo x;(t) = e~*[1,1,2]7.
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Os autovetores associados a Ay = 1 sdo os vetores vo = [d, e, f]T
tais que (A — I)ve = 0, ou seja

3 -3 -1 d 0 3d—3e— f=0
1 -1 -1 e | =10 ou d— e— f=0
-4 4 =2 f 0 —4d+4e—-2f=0

Destas equacoes, obtemos d = e, f = 0. Portanto, um autovetor é
vo =[1, 1, 0]7, que d4 a solugdo x5(t) = €' [1, 1, 0]7.

Os autovetores associados a A3 = 3 sao os vetores vy = [r, s, w
tais que (A —31)vsy =0, ou seja

1 -3 -1 r 0 r—3s— w=20
1 -3 -1 s =10 ou r—3s— w=0
—4 4 —4 w 0 —4r+4s—4w=0

Resolvendo este sistema, obtemos r = —2w, s = —w. Portanto, um
autovetor é v =[2, 1, —1]7, que d4 a solucdo x3(t) = e3*[2, 1, —1]7.
Logo, uma matriz fundamental para o sistema é

]T

t —t 2 €3t

0 2et —e3t

e a solucao geral deste sistema é

x(t) a ael +Bet +2yedt
y(t) | =X(@) | B | =| ae+Be+ye¥ |, a B yER
z(t) y 28t — yedt

Exemplo 6.4. Encontrar uma matriz fundamental para o sistema

20 0 T
X' =Ax=| -10 7 -30 y |- (6.25)
-2 1 -4 z

Vimos no Exemplo 5.25, pdgina 146, que os autovalores de A sdo A\; =1
e A2 = A3 = 2, (0,5,1) é um autovetor associado a A\; = 1 e que
vi = (1,2,0) e vo = (0,6,1) sdo autovetores associados ao autovalor
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A = 2. Temos entao as seguintes solugoes linearmente independentes do

sistema (6.25): x1(t) = €' [0, 5, 1]T, x2(t) = €' [1, 2, O]T e x3(t) =

et [0, 6, 1]T. Logo, uma matriz fundamental para o sistema (6.25) é
0 e 0
X(t)=| bet 2e2! 62t
et 0 e?t

Autovalores multiplos

E facil ver que o fendmeno observado para o sistema (6.25) é ver-
dadeiro em geral: se um autovalor A\g for uma raiz com multiplicidade
k do polinémio caracteristico e existirem k autovetores linearmente in-
dependentes associados a Ag, entao estes autovetores dao origem a k
solucoes linearmente independentes do sistema de equacoes diferenciais.

Analisemos agora o caso em que um dos autovalores da matriz A tem
multiplicidade algébrica k (isto significa que o polindémio caracteristico
p(A\) = det(A—\1I) fatora-se como p(A\) = (A—Xg)¥ ¢()\)) e a quantidade
de autovetores linearmente independentes associados a este autovalor é
menor do que a multiplicidade desta raiz. Nosso estudo das equacgoes
diferenciais escalares no Capitulo 4 sugere que procuremos as outras
solucdes na forma p(t) e*t, em que p(t) é uma funcao polinomial cujos
coeficientes sao vetores de R".

Se A é um autovalor com multiplicidade algébrica £k > 1 e u é um
autovetor correspondente a A, ji sabemos que uma solugao é x(t) =
e*u. Vamos procurar uma outra solugdo do sistema na forma x(t) =
e (v + tw). Substituindo no sistema (6.22), x(t) = e*v +tw e
x'(t) = M (Av +w 4+t Aw) e cancelando o fator comum e, temos

Av+wHtAw=A(v+tw)=Av+tAw.

Para que esta igualdade seja verdadeira para todo t, devemos ter Aw =
Aw e Av = Av + w, que escrevemos na forma mais conveniente

(A=XI)w=0

(A-AD)v=w (6.26)

A primeira destas relagoes nos diz que w é um autovetor de A; a partir
de v, obtemos o vetor w.



Sistema homogéneo 165

/
- . =1
Exemplo 6.5. Encontrar a solugdo geral do sistema x, Ty
y=-x+6y
Os autovalores da matriz dos coeficientes do sistema sao dados pela
equacao

4—-A 1

det(A—/\I):det[ 1 62

} =M4-N6-XN)+1=0
ou A>—10 A\+25 = 0. Portanto A = 5 é autovalor de A com multiplicidade
2. Os correspondentes autovetores u = [a b]T satisfazem

EHIHEREEE

Portanto, um autovetor de A é u = [1,1]7, que d4 a solugdo xi(t) =
et [1,1]7. O sistema tem uma solucio da forma xz(t) = €®! (v + tu),
em que (A —51)v = u; escrevendo v = [¢ d]T temos

EHINEHE T

Tomando ¢ = 0, temos d = 1; assim, v = [0 1] e outra solugdo é

- (5] 8][4

Logo, a solucao geral do sistema é x(t) = ax;(t) + x2(t), a, 5 € R, ou
seja,

x(t):[ggg}:e“[ai;ftﬁt}, a, B €R. 0

Caso o procedimento acima nao fornega k solugoes LI do sistema
(6.22), procuramos solugbes na forma

)

x(t)=e M [v+tw+ BN z|
Substituindo no sistema (6.22), vemos que os vetores v, w e¢ z devem
satisfazer

(A=X)z=0
(A= A)w =1z (6.27)
(A=AD)v=w.
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Repetindo este procedimento, se necessario, obteremos k solucoes LI do
sistema (6.22).

Exemplo 6.6. Encontrar a solucao geral do sistema linear homogéneo

3
, O
X =Ax A= 0 (6.28)
0

S O W
S W~ N
[\CRG I O

E f4cil ver que o polindmio caracteristico de A é
p(A) = (3=A)>2 = A).

Logo, os autovalores sao A\; = 3 (com multiplicidade 3) e Ay = 2.
Os autovetores u = [a, b, c, d]T associados a A = 2 satisfazem
(A—=21I)u =0, ou seja,

1 -1 2 -1 a 0 a—bt2c—d=0
0 11 2 b 0 .
= ou seja b+c+2d=0
0 01 5] ]ec 0 ai—u
0 0 0 0 d 0 -
e, assim, u = [14, 3, —5, l]Téum autovetor associado a A = 2 e a

correspondente solugdo do sistema (6.28) é x1(t) = e2![14, 3, —5, 1]7.
Os autovetores v = [a, b, ¢, d]T associados a A = 3 sao dados por

0 -1 2 -1 “ 0 —b+2c—d=0
0o 01 2 b 0 .

= ou seja c+2d=0
0 00 5 c 0 5d—0
0 00 -1 d 0 N

donde v=a [1, 0, 0, O]T e a correspondente solugao do sistema (6.28)
éxo(t) = €3t [1, 0, 0, 0].

Para obter outra solugao usamos as relagoes (6.26) e temos x3(t) =
et ([0, =1, 0, 0)7 +¢[1, 0, 0, 0]7) =€3'[t, —1, 0, 0]T.

Para obter uma terceira solugdo correspondente ao autovalor A = 3,
usamos as relagdes (6.27) e temos x4(t) = €3 ([0, =2, —1, 0]T +
t[0, =1, 0, 0]7 + (t3/2)[1, 0, 0, 0]7) = €3*[¢?/2, —2—¢, —1, O]~.
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Logo, a solucdo geral do sistema (6.28) é

dae + (b+ct+dt?/2)e3!
3ae*t + (—c—2d—dt)e3!

x(t) = Cnae?t_ gedt . abcdeR.

ath

Autovalores Complexos

Analisemos agora o caso em que um autovalor de A tem parte ima-
ginaria diferente de zero. Estamos assumindo que a matriz A é real. Os
préximos lemas indicam como obter solucoes reais para o sistema.

Em primeiro lugar, mostramos que autovalores e autovetores com-
plexos ocorrem aos pares.

Lema 6.1. Seja A uma matriz real n X n. Entao:

(a) Se v € autovetor de A com autovalor A\, entao Vv € autovetor com
autovalor M.

(b) Se v.=u+iw, com u, w € R", € autovetor associado a um
autovalor complexo A com parte imagindria ndo nula, entdo U e W sGo
linearmente independentes em R™.

Demonstragdo: (a) Se Av = \v, entao, tomando conjugado complexo
nos dois membros desta igualdade, temos Av = Av. Como Av =
AV =AV e Av =MV, seguese que AV = \v. Logo, ¥ é autovetor
de A com autovalor \.

(b) Se u e w fossem linearmente dependentes, um deles seria miltiplo do
outro: analisaremos apenas o caso w = ku (o caso u = kw é anélogo).
Entao, como v = (1 4+ ¢k)u é autovetor com autovalor A\ = a + i,
temos

(1+ik)Au=A1+ik)u

donde, cancelando 141 k, obtemos Au = A u, uma igualdade impossivel,
uma vez que o primeiro membro pertence a R” e o segundo membro é
um vetor cujas componentes tém partes imaginarias nao nulas. Logo, os
vetores u e w sao linearmente independentes.

Lema 6.2. Seja A uma matriz n x n real, e sejam f(t) e g(t) funcoes
vetoriais reais continuas. Se z(t) = x(t)+iy(t), em que x(t) e y(t) sdo



168 Cap. 6  Sistemas de equacoes diferenciais

funcoes vetoriais reais, € uma solucdo do sistema
7z =Az+f(t) +igt),

entdo X € solucgao de
x' = Ax+f(t)

ey(t) € solugio de

y'=Ay +g(t).
Em particular, para f = g = 0, temos: se z(t) é uma solugao complezxa
do sistema homogéneo z' = Az, entao x(t) e y(t) sao solugies reais
deste sistema.

Demonstragdo:  Como z(t) = x(t) +iy(t), temos
Z(t)=x'(t)+iy'(t) e z'(t)=Ax(t)+iAy(t) +£(t) +ig(t),

donde
x'(t) +iy'(t) = Ax(t) + £(t) + i [Ay(t) + g(t)].

Igualando partes reais e partes imagindrias, obtemos
xX'(t)=Ax(t)+f(t) e y@t)=Aylt)+igt).

A afirmacgao para o sistema homogéneo é conseqiiéncia direta do caso
nao homogéneo.

Lema 6.3. Seja A uma matriznxn real. Se v =u-+iw € um autovetor
de A associado ao autovalor A= a+ 13, em que o, 3 € R, com 8 # 0
eu, w € R", entdo as funcoes

e®*(u cos Bt —wsen ) e e*!(usen Bt +w cos 1)
sdo solucoes linearmente independentes do sistema x' = Ax.
Demonstragao: Pelo Lema 6.2, a solugao complexa
Mv = eo‘t[(u cos ft —wsen St) +i(usen 3t + w cos Bt)]
dé origem as solugdes reais
x(t) = e*(u cos Bt —wsen ft) e y(t) =e*'(usen Bt + w cos 1t).

Como x(0) = u e y(0) = w s@o vetores linearmente independentes,
segue-se que as fungdes vetoriais x(t) e y(t) também o sao.
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Exemplo 6.7. Encontrar uma matriz fundamental para o sistema

= 3x+4y
y=-2x+7Ty.

O polinémio caracteristico é

3—A 4

det[ 27—

}—)\2—10)\+29.

Portanto os autovalores sao A\ =5+ 27 ¢ Ao = 5 — 24. Os autovetores
associados a A} = 5 + 21 sdo os vetores v = [a,b]? tais que

[_2—_2% 2—42J [z]:[g] ouse o ==

Portanto, um autovetor é v.=[1—1,1 ]T, que fornece a solugao complexa
[ z(t) ] = e(5+29)t [ 1 11} = e5t(0052t—|—z’sen2t)( [ i } +i [ 701 } )

1 -1
_ 5t _
=e (COSQt[l] sen?2t [ 0])—}—
+ze sen2t 1 + cos2t 0

_ ot cos2t+sen2t Lt sen2t — cos2t 7
cos2t sen2t

que da origem as solucoes reais linearmente independentes

x1(t) 5¢ | cos2t + sen 2t xo(t) 5¢ | sen 2t — cos 2t
= e e = e .
y1(t) cos 2t ya(t) sen 2t

Logo, uma matriz fundamental de solugoes reais é

cos2t sen2t

X(t) = e [

cos2t+sen2t sen2t—cos2t ]
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6.4 Sistema nao homogéneo

Nesta secao estudamos sistemas nao homogéneos
y = Ay +£(t) (6.29)

em que A é uma matriz constante e f(¢) é uma fungao vetorial definida
em um intervalo I C R com valores em R". De acordo com o principio
de superposicdo, a solugao geral do sistema (6.29) é a soma de uma
solugao particular de (6.29) com a solugao geral do sistema homogéneo
associado

x' =Ax.

Para encontrar uma solugao particular do sistema (6.29), temos o método
dos coeficientes a determinar e a férmula de variacao das constantes, que
apresentamos a seguir.

6.5 Meétodo dos coeficientes a determinar

As consideragoes sobre o método dos coeficientes a determinar para sis-
temas de equagoes diferenciais escalares sao essencialmente as mesmas
vistas para equacoes escalares.

Exemplo 6.8. Encontrar a solucdo geral do sistema linear nao ho-
mogeéneo

1 2 0
/ —t —t
y =Ay+te v—[_l 4}y—ke [6}

Analisemos primeiro o sistema homogéneo associado. O polinémio
caracteristico da matriz A é
1—-Xx 2 ‘

—_\2 _ — _ _
D == (-2 (A -3).

Portanto, os autovalores de A sao 2 e 3. Os autovetores z = [a, b] de
A associados ao autovalor 2 sdo dados por

EHIREERED
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Portanto z = [2, 1]7 e uma solucdo é x;(t) = e?*[2, 1]7.
Os autovetores z = [¢, d]T de A associados a A = 3 sdo dados por

(2 2] [5]=[8] o a=c

Portanto z = [1 1]7 e uma solucdo é xo(t) = e3¢ [1, 1]7.
Logo, a solugao geral do sistema homogéneo associado é

202t +bedt
XH(t): |: a62t+b63t 5 CL,bER.

Como —1 nao é autovalor de A, procuraremos uma solucao particular
do sistema na forma y,(t) = e *[a b]T. Substituindo esta expressdo na
equacao, temos

ou
2a+2b=0
—a+5b=—6

Portanto
yp(t) =e *[1 —1]T.
Logo, a solugao geral do sistema nao homogéneo é

e t+2ae?t +pedt

y(t) = |:_et+ae2t+b€3t :|7 a,beR.

Exemplo 6.9. Encontrar a solu¢ao geral do sistema linear mao ho-
mogéneo

;L |1 -1 2 cost
y—Ay—l—f(t)—[1 1}Y+[—38ent]' (6.30)

O polinémio caracteristico de A é

’ 1—Xx -1

L1 ‘—(1—)\)2—|—1—[A—(l—l—z’)][)\—(l—z‘)].
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Os autovetores v = [a, b]T associados a A = 1 + i sdo dados por

D El] = e

Portanto, um autovetor é v = [, 1 ]T que d& a solucdo complexa

a(t) = e+ [ i } :et(cost—l—isent)([(l)]—i-i [H)

_[et(—sent+icost)]_[—etsent] .[etcost]
- ) = :

e’ (cos t +isen t) el cos t elsen t

A parte real e a parte imaginéria de z(t) sao solugoes reais linearmente
independentes deste sistema. Logo, a solugao real geral do sistema ho-
mogéneo é

—asent—+bcost
acost+bsent

XH(t):et[ ], a,b R,

Analisemos agora o sistema nao homogéneo. Vamos procurar uma
solucao deste sistema na forma

acost+bsent
yp(t) = [ ]

ccost—+dsent

Substituindo esta expressao nas equagoes diferenciais, obtemos o sistema
algébrico

a—b—c =-2
a+b —d= 0
a +c—d= 0

b+c+d= 3,

cujas solugdes sao a = 0, b = ¢ = d = 1. Logo, uma solucao particular
do sistema é

) = |

e a solucao geral do sistema nao homogéneo é

sen t
cost+sent |’

sen t + ef (—asen t + b cos t)
cos t +sen t + e’ (a cos t + b cos t)

y(t) = }, a,beR.
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Observagao 6.1. Outro modo de calcular uma solug¢dao particular para o
sistema ndo homogéneo € notar que o termo for¢ante [2 cos t, —3sen t ]
¢ a parte real da fungdo compleza €' [2, 3|7, resolver a equagdo com
valores complexos e tomar a parte real da solucao obtida.

Procuremos uma solugao particular do sistema (6.30) na forma z,(t) =
e[z, w]T (em que z e w sdo constantes complexas a serem determi-
nadas. Substituindo no sistema (6.30), temos

it RO _ it 2T W it | 2
S PRl b L P

Cancelando €'? e agrupando os termos semelhantes, obtemos o sistema

{ (1—i)z—w= -2
z4+ (1 —di)w=—-31.

Resolvendo este sistema de equacoes, obtemos z = —i e w = 1—i. Entao
uma soluc¢ao complexa do sistema (6.30) é

TS B . -1 | _
z,(t) = e [1_1, } = (cos t +isen t) [ 1— i ] =
. sen t ny —cos t
" | cost+sent sent—cost |

Logo, a solucdo particular procurada é x(t) = (sen t,sen t + cos t)7.

Notemos que a funcio vetorial y(t) = [—cost,sent — cos t]7,
parte imaginaria da solucdo z,, é solucdo do sistema x'(t) = Ax +
[2sen t, 3 cos t]T (este sistema é parte imagindria do sistema x'(t) =
Ax +e't[2, 34]T). O

Como no caso das equagoes escalares nao homogéneas, para procurar
uma solucao particular do sistema

X =Ax+p(t) et w, (6.31)

em que p(t) é um polindémio, pode ser vantajoso escrever x(t) = €7t v(t).
Esta mudanga transforma o sistema (6.31) no sistema

vV =(A-~yD)v+plt)w (6.32)



174 Cap. 6  Sistemas de equacoes diferenciais

Exemplo 6.10. Encontrar a solugdo geral do sistema linear nao ho-
mogéneo

1 4 —10
!/ __ to. t

O polinémio caracteristico de A é

’1—A 4

) 1_A’:(L—M2—4:(A—3MA+1y

Os autovetores v = [a, b]7 associados ao autovalor —1 sdao dados por

23] (2] — e

Portanto, um autovetor é v =[—2, 1] que d4 a solugao
— -2
xa(t) =™t [ I }

Os autovetores v = [a, b]T associados ao autovalor 3 sdo dados por

L[] = e

Portanto, um autovetor é v =2, 1] que d4 a solugao
Xo(t) = 3 [ ? ]

Consideremos agora o sistema nao homogéneo. Fazendo x(t) = e’ v(t),
temos x’ = e' (v/ + v). Substituindo no sistema e cancelando o fator
comum €', temos v/ +v = Av + u, ou

vV =(A-1I)v+u.

O sistema tem uma solu¢ao na forma v(t) = vg: substituindo na equacao,
temos vog = (A —I)"'u = [2, 5], Logo, uma solucio particular do
sistema ndo homogéneo é x(t) = e’ [2, 5]7 e a solugdo geral do sistema
éx(t)=cre =2, 1T+ c2e3[2,1]T +€'[2, 5], ou seja,

—2c1e t4+2¢9e3t + 26t

x(t) = cret+egedt +5¢t ’

Cl,CQGR.
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Exemplo 6.11. Encontrar a solu¢do geral do sistema linear nao ho-
mogéneo

I __ 2t __ 2t

Vimos no Exemplo 6.8 que a solugao geral do sistema homogéneo
associado é xg (1) = ae?t[2,1]7+be3[1,1]7, a,b € R. Como o sistema
homogéneo associado tem uma solucdo da forma e’!z, procuraremos

solucao particular deste sistema na forma

12
yp(t) = e*'(u+tv+ o w).

Entdo y),(t) = e'[2u+v) +t(2v+w)+t*w] e Ay, +te*lz =

e [Au+t (Av +z) + (t?/2) Aw]. Igualando estas expressoes de y7,(t)

e Ayp+ tel z, vemos que u, v e u precisam satisfazer

(A-2I)w=0 (6.33)
(A-2I)v=w—2z (6.34)
(A-=21)u=v. (6.35)

De (6.33) vemos que w precisa ser um autovetor de A associado
ao autovalor A = 2, ou seja, w = [2a, «|’, para algum «; sejam
v=/[a, b]T eu=[c, d]’. A equacio (6.34) é

-1 2 a| |2a-1 —a+2b=2a-1
-1 2 b| | a—5 o —a+2b=a-5.
Para que este sistema tenha solucao, devemos ter 2a — 1 = a — 5, ou

a = —4; portanto, w = [ -8, —4]T. Para a = —4, temos a = 2b + 9;
portanto v = [2b+9, b]T. Substituindo este valor em (6.35), temos

-1 2 c| | 2b+9 on —c+2d=2b+9

-1 2 d| b —c+2d=5%.
Para que este sistema tenha solucao, devemos ter 2b0+9 = b, ou b = —9;
portanto, v = [—9, —9]7. Para este valor de b, temos ¢ = 2d + 9;

portanto u = [2d + 9, d]T = d[2, 1]7 +[9, 0] (cada escolha de
d fornece uma solucao particular para o sistema; estas solugoes diferem
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uma da outra por uma parcela da forma d e?* [2, 1]7, que é uma solugio
do sistema homogéneo). Escolhendo d = —4, temosu = [1, —4]7 e uma
solucao particular é

y (t)—th[ 1—9t—4t2]
(1) =

—4—9t—2¢
Logo, a solugao geral do sistema nao homogéneo é

2t (2a+1—-9t—4t%) +bed!

Y(t)_|:62t(a_4_9t_2t2)+b63t:|> a,bER.

Exemplo 6.12. Encontrar a solucdo do sistema linear ndao homogéneo

1 4 —10
r_ 3t . 3t
x =Ax+e u—[l 1}y+e { 1 }

tal que x(0) = [2, 1]7T.

No Exemplo 6.10, vimos que a solucao geral do sistema homogéneo

associado é
—2c1e 4 2¢9e3t ]

Cc1 et 4+ Cco e3t

xp(t) = [

Vamos procurar uma solugao particular do sistema nao homogéneo fazendo
x(t) = e3tv(t); temos x' = €3 (v/ + 3v). Substituindo no sistema e
cancelando o fator comum e®?, temos v/ +3v = Av + u, ou

v =(A-31)v+u.

Como a matriz A — 3 I é nao invertivel (pois 3 é autovalor de A), procu-
ramos uma solugao do sistema na forma v(t) = vg + vy ¢: substituindo
na equacao, temos

vi=(A-30N)vog+t(A—-3I)vi+u, VteR

Para que a igualdade acima seja verdadeira para todo ¢, devemos ter
(A—31I)vy =0, ou seja vi é um conveniente autovetor de A associado
ao autovalor A = 3, isto é, vi = [2a,a]l e vo = [a, b]T deve satisfazer
vi=(A—-3I)vg+u, ou seja,

HEEEIBER
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ou
—2a+4c=2a—-10
{ a—2c=a-1
Para que este sistema tenha solucdo devemos ter a« = —3. Para a =
—3, este sistema reduz-se a equagdo a — 2b = —4: para b = 0, temos
a = —4. Assim, uma solucdo particular do sistema nao homogéneo

é x(t) = e3[4 — 6t, —3t]" e a solugdo geral do sistema é x(t) =
cre =2, 11T + €3t (2, 1)]T + e3[4 -6, —3t]T, ou seja,

x(t) = {

—2cret+2cpe3t — (4+61)e3?
cret+egedt —3tedt

Impondo a condigao inicial x(0) = [2, 1], obtemos ¢; = —1 e cg = 2.
Logo, a solucao do PVI é

2et+2e3t — (4+61) 3!
x(t) = —et 4263t — 3tedt

6.6 Formula de variagcao das constantes

De acordo com o Teorema 6.4, pagina 160, se X (t) = [x1(t) ..., xn(t)]
é uma matriz fundamental do sistema linear homogéneo x’ = A x, entao
toda solugao desse sistema é da forma X(t) v, para algum vetor cons-
tante v.

Consideremos agora o sistema nao homogéneo

y' = Ay +g(t) (6.36)

em que g(t) é uma funcao continua num intervalo I. Vamos procurar
uma solucao deste sistema na forma y(t) = X(¢) u(t), em que u(t) é uma
fungao continuamente derivdvel. Entao y’(t) = X'(¢) u(t) + X(¢) u'(¢).
Substituindo no sistema (6.36), temos

X'(ut)+ X)) u'(t) = AX() u(t) +g(t). (6.37)
Como X(t) é matriz fundamental do sistema x’ = A x, temos

X'(t) = [x1(t) ...,x,(1)] = [Ax1(t) ..., Axn(t)] = AX(2).
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Substituindo essa igualdade em (6.37), temos
AX () u(t) +X()u'(t) = AX(t) u(t) + g(t)
donde obtemos
X(t)u'(t) = g(t). (6.38)

ou

u(t) = X1(t)g(t). (6.39)

Integrando essa igualdade, temos

¢
u(t) = [ X s)g(s)ds
to
em que tg € I é um instante fixado; como procuramos uma solugao
particular, estamos tomando u(tp) = 0. Logo, uma solucao do sistema
nao homogéneo (6.36) é

t
y(t) = X(t)u(t) = X(t) X1(s) g(s)ds. (6.40)
to

A igualdade (6.40) fornece uma solugao do sistema linear nao ho-
mogéneo a partir da matriz fundamental do sistema homogéneo corres-
pondente e uma integracdo. Combinando (6.40) com o Coroldrio 6.2,
pagina 159, vemos que, se v designa um vetor arbitrario em R", entao

a solugao geral do sistema nao homogéneo (6.36) é

y(t) = X(t) v + X(t) tt X~ (s)g(s)ds, veR"
e a solucao y(t) de (6.36) tal que y(to) = yo
t

()= X(0 X (t0)yo + X(0) [ X7 (9)g(s)ds.

Exemplo 6.13. Usando a formula de variagdo das constantes, encon-
trar uma solugcao particular do sistema linear nao homogéneo

N I - N
Y =1 -1 4|7 6|
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Vimos no exemplo 6.8 que uma matriz fundamental do sistema ho-

mogéneo €
26275 6375
X(t) = ;
0= % G

sua inversa &
X - |

Pela féormula de variagao das constantes, uma solugao particular do sis-
tema nao homogéneo é

6_2t _€—2t
_e—3t 26_3t

y(t) = X(t)/o X—1(s) e~ zds =

) 62t €3t t 6_25 _6—25 0 3
= 2¢ 3t 3 3 e *ds=
e e 0 —e7°% 2e7°F 6
r 262t e3t 2(6_3t—1) _

_ [ et —4e2t — 33t
—e Pt — 22t _3¢30

[ et 26215 631&
S e E T

Exemplo 6.14. Encontrar uma solucdo particular do sistema linear
nao homogéneo

;L |1 -1 sec t
y =Ay+g(t) = [ 9 _1 y+ _cossec £ | - (6.41)
O polindémio caracteristico de A é
1—A -1 B 2
‘ 9 _1_)\'—()\—1)()\4—1)4-2—)\ +1.

T

Os autovetores v = [a, b]' associados ao autovalor i sao dados por

L]l = oemaae
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Portanto, um autovetor é v = [1, 1 —i]7 e uma solucdo complexa é
, 1 1 0
— pit — ; ;
z(t) =e [1_i]—(cost+zsent)<[1]+z{_1])
cos t . sen ¢
= + VA
[sent—i—cost sen ¢ — cos t

A parte real e a parte imagindria de z(t) sao solugoes reais linearmente
independentes do sistema homogéneo. Logo, uma matriz fundamental
do sistema homogéneo é

X(t) = {

sen t cos t
sent—cost sent—+ cost

e sua inversa é

cost—sent sent

X(t) = [

cost+sent —cost ]
Substituindo em (6.39), temos

cost—sent sent —cossec t

NORS SUEUES Do hiton Sttt B

| I+tgt+cotgt
- —tg t

Integrando (e omitindo as constantes de integragdo, pois procuramos
uma solucdo particular), temos

ult) = t+1In|sect|+1Infsent| | | t+In|tg |
N In | cos ¢| | In]cos ¢

Logo, uma solugao particular do sistema é

% (1) = sen t (t + In|tg t|) 4+ cos t In | cos |
PR (sen t —cos t) (t +1Inftg t|) + (sen ¢ + cos t) (In]cos t|) |

Consideremos uma equacao diferencial de segunda ordem

2+ pd+qz=f(t). (6.42)



Variacao das constantes 181

Definindo as varidveis y; = z e yo = 2z’ podemos escrever esta equacao
como um sistema de equagoes de primeira ordem

{ 9’1 = Y2
vh=—qy1 —py2 + f(t)
ou
y(t)=Ay +g(1) (6.43)

em que

y:[‘;ﬂ A:[—Oq —1p]’ g(t):[f?t)}'

Se z1(t) e z2(t) sao duas solugdes linearmente independentes da equacao
(6.42), uma matriz fundamental do sistema (6.43) é

Escrevendo u(t) = [ui(t), us(?) ]T, a igualdade (6.38) fica

que coincide com as condicOes vistas no estudo de equagoes escalares de
segunda ordem.

Exercicio 6.1. Para cada um dos sistemas abaizo, encontre uma matriz
fundamental e a solugao geral:

(a)x’:[_; _;]X (b)x’:[_ii]x
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3 2 4 1 1 2
ex=2 0 2|x (Hx=|1 2 1|x
4 2 3 2 1 1
EERIN R
(@x=|-13 0|x (h)x'= X
00 —1 0 0 3 1
) . 0 0 0 3
1 2 3 1 3 9
()x'=1]0 1 2| x (Hx=10 1 92| x
0 -2 1 0 -2 1
Exercicio 6.2. Resolva os seguintes problemas de valor inicial:
.%'/:Jj'—‘ry’ 37/:33—3/7
(@) ¥ =4z +y, () ¥ =5z—3y,
z(0) =2, y(0) =3 2(0) =1, y(0) =2
¥ =3x+ 8y, = —y,
() ¥'=-z—3y, d)4 v ==,
z(0) =6, y(0) = —2 2(0) =1, y(0) =1
rt=4dx =5y, ¥ =x+y+t,
(e)y ¥ =2, (NS v =x—-2y+2t,
2(0) =0, y(0) =1 2(0) = 7/9, y(0) = —5/9
J y+z r = y+z
y=x+2z vy =3x+z2
(9) 7 =vy+= (h){ 2 =3z+y
z(0) = 2(0) =0, 2(0) = y(0) =
y(0) = 2(0)=0.

Exercicio 6.3. Resolva os sequintes problemas de valor inicial:
(a) X' = Ax, A é dada no exercicio 6.1 (h) e x(0) = (1,2, -1, )T
(b) x' = Ax, A ¢ dada no exercicio 6.1 (g) e x(0) = (1, 1, 2)7
3 1 1 1
()xX=10 3 1 |x; x(0)=1]0
0 0 2 1



Capitulo 7

Transformada de Laplace

Nesta segao apresentamos a transformada de Laplace, uma ferramenta muito
atil para resolver equagoes diferenciais com coeficientes constantes. Com o
objetivo de nao estender muito a discussao e levando em conta as aplicacoes que
pretendemos fazer, vamos simplificar a exposi¢ao, deixando implicitas algumas
hipéteses fundamentais nos enunciados: uma dessas hipdteses é que todas as
fungbes f(t) com as quais trabalharemos sejam de ordem exponencial, isto
é, existem constantes M, a, tg > 0 tais que |f(t)] < Me*t, para todo t > 1.
E facil ver que toda funcao limitada é de ordem exponencial; as fungoes t" e
ekt embora nio sejam limitadas, sdo de ordem exponencial. A funcio et nao

é de ordem exponencial.

7.1 Definicao e propriedades

Seja f:[0,00) — R uma fungdo integrdavel em cada intervalo [0,7],
com T > 0; a transformada de Laplace de f(t), que denotamos por
L[f(t)], é a fungao F(s) definida por

Fls) = /OO e~ F(1) dt (7.1)

0

O dominio da funcao F' ¢é o conjunto de todos os valores de s para
os quais a integral imprépria em (7.1) é convergente; lembremos que a
convergéncia desta integral imprépria significa que existe (e é finito) o

183
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limite -
/ e Stf(t)dt = lim e STf(t)dt .
0

T—oo Jo

A tabela a seguir mostra as transformadas de Laplace de algumas fungoes:

f(t) 1 ekt " coswt senwt
1 1 n! s w
F(s -
() s s—k | sntl | s2 42 s2 + w?

Calculemos algumas destas transformadas:

0 T oSt T
L[1] :/ e *tdt = lim e 5tdt = lim [ ] -
0

T—oo Jo T—o0 =S Jp

[V

T (k—s)t
L[e*Y] = lim eb=9t gt = lim | < ! .
T—oo Jo T—oo k—s 0 s—k

Integrando por partes, temos

T —st7T T
t 1 1
L= lim [ ettdt= lim [ |5 v ectdt) == .
T—oo Jo T—o0 -s |g sJo s2

Integrando por partes repetidas vezes, temos

n!

L= 5. nxl

Fica como exercicio obter Lisenwt] e L{coswt]. Decorre imediatamente
da definigao (7.1) a seguinte propriedade:

Propriedade 1: L é linear, isto é, se a e b sdo constantes, entao

Lla f(t) +bg(t)] = a LIf ()] + b Lg(t)] . (7.2)

Combinando esta propriedade com as informacoes da tabela acima, pode-
mos calcular transformadas de Laplace de outras fungoes. Por exemplo,
a transformada de Laplace de uma fungao polinomial é

9 ap a1 2ao nla
Llag +ayt +azt +---+ant”]:?+8—2+?+---+Sn+’1‘.




Definicao e propriedades 185

(et 4+ 7% e usando (7.2), temos

N | —

Notando que cosh kt =

1 1 1 1
Llcoshkt] =~ { L[]+ Lje "]} = (— + ——
[cosh k 1] 2{ [e®' ]+ L[e "} 2(s—k+3—|—k)
s
T2 k2
1 2t
Usando a identidade trigonométrica cos?t = _’_C% , temos
1 1 /1 S
247 _ _
L[cos t]—g(L[l]—l—L[coth])—i (;+s2+4>
_ 52 +2
Cos(s244)°
E fcio: Most L[senhkt] k L[sen 2] 2
xercicio: Mostre que L [sen =€ = —.
ereicio q 52 — k2 s(s?2 +4)

A funcado f(t) em (7.1) pode ter valores complexos e, na Propriedade
1, as constantes a e b podem ser complexas. E f4cil ver que, no calculo
de L[e*?], a constante k pode ser complexa. Os calculos de L[senwt] e
Licoswt] ficam consideravelmente simplificados se usarmos a igualdade

twt

e =coswt+isenwt .

Como

. 1 S+iw S w

L Twt — — — ) ,

] s—iw  S2+w? 24 w? 52 + w?

vemos que
s w
Llcoswt] = e Ll[senwt]=

s2 +w? 2+ w?’

Uma propriedade 1til no célculo da transformada é:
Propriedade 2: Se L[f(t)] = F(s), entao

L f(t)] = F(s—a). (7.3)
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De fato

L[ f(8)] = /Ooo et ent () dt—/ooo =D 1) dt = F(s — a).

Combinando esta propriedade com os exemplos acima, temos

s—k
L[ekt Coswt]:m L[ektsenwt

Pode-se mostrar que:

=G

Propriedade 3: A funcao F(s) é derivével e sua derivada é calculada

derivando-se sob o sinal de integral, ou seja,

F(s) = —/ e~ f(t) dt.
0
A igualdade (7.4) também pode ser reescrita como
Lt f()] = —F/(s).
A derivada de ordem 2 de F(s) é
Fr(s) = / =2 ft) dt,
0
que reescrevemos como
L[t* f(1)] = F"(s).
Mais geralmente, temos

L[t" f(t)] = (=1)"F™(s) .

(7.4)

(7.5)

(7.6)

(7.7)

(7.8)

Usando a igualdade (7.8) e a tabela acima, podemos calcular transfor-

madas de novas fungoes. Por exemplo,

Liter) = — (sik)/: TG :1@2 - (s_lk)Q

L[tcoswt]:_< s )’: (82_w2

s2 + w? s2 + w?)?

L[tsenwt]:-( w )/:( 2ws

s2 + w? s2 +w?)?’

(7.9)

(7.10)

(7.11)
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A propriedade fundamental da transformada de Laplace para apli-
cacoes a equacoes diferenciais é:

Propriedade 4:
LIf'(t)] = s LIf(t)] — f(0) . (7.12)

Integrando por partes, temos, para todo T" > 0

T T
/ et P dt = e J(T) — f(0) + s / et f(t) dt
0 0

Agora, fazemos T' — 0o: como f é uma fungdo de ordem exponencial,
temos e~*T f(T) — 0, a integral do primeiro membro tende a L[f’(t)] e
a do segundo membro tende a L[f(t)].

Observacao 7.1. A propriedade 4 estende-se a derivadas de ordens
superiores. Para a derivada de ordem 2, temos

LIf"(t)] = sLIf'(t)] = f'(0) = s> LIf(t)] = s f(0) = f(0) . (7.13)

Mais geralmente, para a derivada de ordem m, temos

L[f(n) (t)] — " L[f(t)] _ g1 f(()) _ g2 f/(O) — . _f(n—l)(()) . (7.14)

Exercicio 7.1. (a) Use a igualdade (7.13) para calcular L[senwt] e
Lcoswt]. Sugestio: (senwt)” = —w?senwt e (coswt)”’ = —w? coswt.

(b) Calcule as seguintes transformadas:

(i) L[7 cos 3t —4sen3t] (ii) L[5 e 31 (iii) Lle™3 sen4t]
(iv) Lle 3" cos2t] (v) L[t3 e8] (vi) Lle=2t — 413
(vii) [cosh 2t —3senh2t] (viii) [t2 cos t] (ix) L[t e3t — sen2t]
(x) L[4 cos2t —t cos2t] (xi) [teStsenllt] (xii) L[3 cos2t—te5t]
(xiii) L]sen t —t cos t] (xiv) L[(e! —2t)?] (xv) L{te 3! cos4t]
(c) (i) Mostre que, se f é T—periddica (isto €, f(t +T) = f(t), para
1 T
todo t > 0), entao L[f(t)] = =7 /0 et f(t) dt

1, sel0<t<1
ii) Mostre que, se f € 2—periddica e f(t) = ’ entao
(ii) q fé2—p f(t) 1 sel<t<o,

1

LIf®] = tgh -
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sent, se0<t<7
iii) Mostre que, se f € 2 w—periddica e f(t) = ’ - =
(iii) Mostre que, se f ¢27—p (1) {07 RS
1

Qe (2+1)

entao L[f(t)] =

7.2 Transformada inversa

Analisaremos agora o problema inverso: dada uma fungao F'(s), encon-
trar uma fungao f(t), definida para todo ¢t > 0, tal que L[f(t)] = F(s).
Uma tal fungao f(t) serd chamada transformada inversa de F(s)
e serd denotada por L![F(s)]. Como a transformada de Laplace é
definida por uma integral, muitas fungoes podem ter a mesma transfor-
mada de Laplace. Por exemplo, as funcoes

fHy=¢ e  gt)= { e, para todo t # 1

0, se t=1.

tém a mesma transformada de Laplace, que é 1/(s — 1). Pode-se mos-
trar que, se duas fungdes (ambas de ordem exponencial) tém a mesma
transformada de Laplace, entao elas coincidem em todo ponto em que
ambas sao continuas. Sempre que possivel, para uma dada F'(s), tomare-
mos como transformada inversa de F'(s) a fungao continua f(t) tal que
L[f(t)] = F(s); com isto queremos dizer, por exemplo, que a transfor-
mada inversa de 1/(s — k) é a funcao e**:

: vamos denotar
1
L*l — kt.
it

Da mesma maneira, vamos escrever

w

-1 S _ -1
L |:32:| =coswt e L [M

3 ]—senwt.
+w

Para calcular transformadas inversas, usaremos as propriedades aci-
ma, o completamento de quadrado e a decomposicao de uma funcao
racional em fracGes parciais. Tais procedimentos sao suficientes para
as aplicagoes que faremos. Outros métodos podem ser encontrados nos
livros “Operational Mathematics”, de R. Churchill e “Transformada de
Laplace”, de S. Lipschutz.
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1
(s2—10s+25)*]

Exemplo 7.1. Calcular L1

Notemos que s — 105 + 25 = (s — 5)2; assim

1 1
(s2—10s+25)*  (s—5)8 "

7!

Agora, como L[t"] = —, temos
s
1 1 7! 1
L1 N _ L StyT
(32—108+25)4] 7! [(3—5)8] e
Exemplo 7.2. Calcular L™1 [%} .

Completando o quadrado, temos s> —6s+34 =52 — 65+ 9+ 25 =
(s — 3)% + 52. Podemos entdo escrever

8s+6  8(s—3)+30 s=3 g 5
s2—6s5+34  (s—3)2+52  (s—3)2+52 (s—3)2+52"

)
COIIIO L_l |:S2—T—52:| = COS 5t € L_l |:2_|_52:| — sen 5t7 pela PI‘O—
S
priedade 2, temos
-1 5—3 _ 3t -1 5 _ 3t
L |:(3—3)2—i—52:| =e’"'cosHt e L |:($—3)2—i—52:| =e’'sendt .
Logo,
8 6
L1 [32—861_—%34] =8¢ cosht+6esen5t .

24+2s+1
Exemplo 7.3. Calcular L_l[ s F2s 17 ] .

(s+3)(s?—3s+2)
Como s2 —3s+2=(s—1) (s — 2), podemos escrever

2425+ 17 A B C

(s+3)(s2—3s+2) s+3+s—1+s—2'
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Multiplicando os dois membros por (s + 3) (s — 1) (s — 2), obtemos
A(s—1)(s—2)+B(s+3)(s—=2) +C(s+3) (s — 1) = s> + 25+ 17.

Substituindo s = —3, obtemos A = 1; substituindo s = 1, obtemos
B = —5 e substituindo s = 2, obtemos C' = 5. Assim,
s2+2s+17 1 5 5

(s+3)(s?—3s+2) S+3_S—1+S—2

Logo

_1[ s2+2s5+17
(

-3t t 2t
= -5 5 .
8+3)(s2—38+2)] ¢ ¢ Toe

2
Exemplo 7.4. Calcular L™! [m]
Escrevendo

2s*-3s—14 As+B_ C  (A+C)s*+(B—A)s—B+4C
(s24+4)(s—1) s2+4+s—1_ (s244)(s—1)
temos

A+ +C= 2

—-A+ B = -3

—-B+C=-14

donde obtemos A =5, B =2, C'=—3. Assim,

25 —3s—14 5s+2 3
(s24+4)(s—1) s2+4 s—1

Como
5s+2 55 2 3 ‘
52+4:82+4+82+4:5L[c052t]+L[sen2t] e 871:3L[e],

temos
[ 282 -3s—14

(s2+4)(s—1)
Exercicio 7.2. Calcule L~'[F(s)], sendo:
12 _3s+15 9

=b5cos2t+sen2t —3el.

(a) F(s) = T 6713 (b) F(s) = 2135 (c) F(s) = m
52 s ] 5° —
0 R =05 WEO =2y 0RO = (g
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7.3 Aplicacoes a equacgoes diferenciais

A Transformada de Laplace é de grande utilidade para resolver sis-
temas de equacoes diferenciais lineares com coeficientes constantes, como
mostram os exemplos a seguir.

Exemplo 7.5. Usando a Transformada de Laplace, encontrar a solugdao
do P.V.IL

"3y +2y=20e3"
Lo 2 e (719
Denotando L[y(t)] = Y (s), temos
LIy() = s Liy(t) — 1= sY — 1. -

Lly'(t)] =s*Y —s—2.

Aplicando a transformada aos dois membros de (7.15) e substituindo as
igualdades de (7.16), temos
20

2
3542V —stl= 1
(s 5+ 2) s+ S13

ou
2425+ 17

(s+3)(s2—-3s+2)°

Usando o Exemplo 7.3, vemos que a solugao y(t) do P.V.I. é

Y(s) =

y(t) =e 3t —5et 4562, O

Exemplo 7.6. Usando transformada de Laplace, encontrar a solug¢do
do PVI
y/// . y/ — 662t
{ y(0) =1, y'(0) = -1, y"(0) = 1.
Denotemos Y (s) = L[y(t)]. Pela propriedade 4, temos

Lly'(t)] = sY(s) —y(0) = sY(s) — 1

Lly"(t)] = sLly'(t)] = y'(0) = s*Y(s) = s + 1

Lly" ()] = sLy" ()] - y"(0) = s’ Y (s) = s> + s — 1
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Aplicando a transformada de Laplace aos dois membros da equacao,
temos

(33—3)Y(s)—s2+s:8_2

6 1
sG-DG+D)G-2 Ts+1
Decompondo em fragoes parciais, temos

3 3 1
= +

ou

Y(s) =

Portanto,
y(t) =3 —3e' + 2t

Os sistemas de equagoes diferenciais lineares sao tratados do mesmo
modo.

' =3y+4edt
Exemplo 7.7. Resolver o P.V.IL. Yy = -2y
(0) =1, y(0)=0.
Aplicando a transformada a ambos os membros das equagoes do
sistema acima e denotando X (s) = L[z(t)] e Y(s) = L[y(¢)], temos

sX—-1=3Y +
§—95
sY =X-2Y.
Da segunda equagao, tiramos X = (s + 2) Y. Substituindo na primeira
equacao obtemos

4
s—5

s(s+2)Y(s) —1=3Y(s) +

donde obtemos
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Com a transformada de Laplace podemos resolver equagoes diferen-
ciais cujos termos forcantes apresentam algum tipo de descontinuidade.
Para estudar estas equacoes, vamos apresentar uma outra propriedade
da transformada de Laplace. Para facilitar o enunciado desta pro-
priedade, introduzimos a fungao degrau unitario, que ¢é definida por

0, se t<a
Ha(t)_{ 1, se t>a.

Sua transformada de Laplace é

T e st T e—as
L[H,t] = lim e stdt = lim =
T—oo J, T—oo —S§ |, S
0, se 0<t<a
Exemplo 7.8. Calcular L[f(t)], sendo f(t) =< ¢, se a<t<b
0, se t>b.
Como f(t) = ¢ [Hq(t) — Hy(t)], temos
C —as —0Ss
Lf(t)] = ¢ (L[Ha(t)] — LHy(t)]) = = (e7** —e7*%) . O

S

As figuras abaixo mostram os gréficos das fungoes H,(t) e f(t).

Y t Y
y = Hy(t) ) y = c[Ha(t) = Hy(1)]
1 | |

a x a b x

Figura 7.1 Figura 7.2
Exercicio 7.3. Denotemos por f(t) = [t] a fung¢ao maior inteiro.
Mostre que:

1 s—1—¢f

L[M]Zm e L[ﬂtﬂ—t]:m'
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Dada uma fungao f(t), definida para todo ¢t > 0 e um ntimero a > 0,
consideremos a funcao

0, se 0<t<a
g(t)Z{

ft—a), se t>a.

O gréfico de g é o grafico de f deslocado de a unidades & direita (veja
as figuras 7.3 e 7.4 abaixo). Usando a fungao degrau unitdrio, podemos
escrever

9(t) = Ha(t)f(t — a) .

Figura 7.3 Figura 7.4

A relagao entre as transformadas de Laplace das fungoes f(t) e g(t) é:

Propriedade 5:
L[Ha(t)f(t —a)] = e Lf(2)] - (7.17)

Fazendo a mudancga de varidvel u =t — a, temos

T
LIH,Of(t - ) = Jim [ " 1t - aydt =
T—a
= lim e (W) £(y) du =
T—o00 0

_ e—sa/ooo e* f(u) du = e** L[f(t)]. 0



Aplicagoes a equagoes diferenciais 195

Exemplo 7.9. No circuito representado ao lado,
a resisténcia € R = 8 ohms, a indutdncia é L = 1
henry. A corrente € inicialmente nula. Entre os
instantes t = 0 et = bs uma forca eletromotriz
de 200 volts € aplicada ao circuito. Determinar
a intensidade da corrente i(t) em um instante
t>0.

Figura 7.5

i'+8i=w(t)

i(0) = 0 em que v(t) =

A fungao i(t) é a solugao do PVI {

0, set>5 Aplicando transformada aos dois membros da

equagao, denotando I(s) = L[i(t)] e notando que L[v(t)] = 200(1 —
e 5%)/s, temos

{200, se 0 <t<bH

donde

I(s) = 200 ) (1—e?%)

Usando fragoes parciais, temos

1(5)225(1— ! )(1—6—58).

s s+8

Logo,
i(t) = 25 (1 - e_8t> ~ 25 (1 _eE “‘5)) H(t - 5)
ou
25 (1—e®"),  se 0<t<5b
i(t) =

256*8t(e40—1), se t>5.

O grafico da corrente tem o seguinte aspecto:
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Figura 7.6

Exercicio 7.4. Encontre a solugdo de cada PVI:

43y =18t 5y =¢
(a) {Zm);%. ©) {y(O)—y7 y'(0) =11,

y" +9y =36 "— 3y + 2y =20sent
“){MM—mem——z “ﬁ{ym»—mym>0

y' +4y=0 y®) — 2y =41
@){M®=2wﬂmzﬁ ‘”{yww:%mzmy%m=4

Y +y =8t y(3)_2y”:
@){mm=04mm=1& (m‘{mmzyﬂnzay%mzsz

Exercicio: Dadas f, g: [0,00) — R o produto de convolugao de f

e g é a fungao
(f*g)(a /“f gle —1)d

Pode-se mostrar que L[f * g] = Llg].

(a) Caleule L1 [(3_1)@_3) e [ [5(3214—1)] .

Observagao: Usando a propriedade acima podemos encontrar solugoes

de equagoes integrais do tipo convolucao. Calculemos, por exemplo, a
solucao da equacao integral

y(t) =3t+2 /0 y(z) cos(t — z) dz.



Aplicacoes a equacgoes diferenciais

Essa equacao integral pode ser escrita na forma
y(t) = 3t + 2 (y * cos)(t).

Aplicando transformada de Laplace aos dois membros, temos

3  2sY(s)
Yis)= o 4 2518
(s) 82+82+1
donde )
35 +3 6 3 6 6
Y(5) = o =~ o :
() $2(s—1)2 s s s-—1 + (s —1)2
Logo,

y(t) =6+3t—6e' +6te’.

197
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Capitulo 8

Algumas respostas

Capitulo 1

Exercicios 1.28: (a) (0,—-1,—-2)  (b) (6,—1,-2) (c) (—6,—1,-2)
(d) (3,-1,-2) (e) (1,—-1,-2) (f) (-3,3,—-34,319)

(2) (12(-14iv3), 2(-1—iv3)  (b) (~1,1+ 3,1 -3)

(i) (=2,1++/3,1—3)

Exercicio 1.29 a = 3, (14 i+/11)/2

Exercicio 1.30 1/3 e 3/2

Exercicio 1.31 —1/2 e 1/2

Capitulo 2

Exercicios 2.2 (a) y = —1/(t> +cost+ K) (b) y = —1/(sen t + K)
yt=284+K (d)y?=c(l+9?)(1+1t?)

(e)y=6z/(1-Ca% (f)y? =t>+K (g)arctg y = arctg v+arctg C
ouy=(x+0)/(1-Cx) (h)2=22+K

Exercicios 2.3 (a) y(t) = 1/(2 —t> —cos t) (b) y(t) = —1/(1 + sen t)
©y=(-D/@+1) (d)y=sect

Exercicios 2.4 (a) y(t) = Kt> (b) y(t) = K cost (c) y(t) = sent +
Ke™t (d)y(t) =cost In(sect+tgt)+1+ K cost (e) y(t) = Kt 1+
et(1—2t7Y) () yt) =+ K2 (g) 2(t) =282 + Ke

(h) y(t) =3+ Ke

Exercicios 2.5 (a) y(t) = —t Int —t +t> (b) y(t) = (23 +5)/(1 + t?)
(c) y(t) =cost+3/sent (d)y(t)=t>—3t>—6)/(t—2)

Exercicios 2.6 (a) az? + bry+ay*=C (b) xeY +senxz=C
(c)efcosy=C (d)Inz—y?/z=C.

199
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Exercicios 2.7 (a) fator integrante e”; curvas integrais e* cosy = C
(b) fator integrante x~2; curvas integrais In  — y?/x = C (c) fator
integrante t; curvas integrais 4¢3 + 3t* — 6t2y%> = C

Exercicio 2.8 y(z) = —2¢3?

Exercicio 2.9 P(h) = Pye®", a = —1In 2/6000 ~ —1,1552 x 1074
Exercicio 2.10 N(t) = N(0) e*!, o = In 2/24 ~ 0,02875, T ~ 160 h.

Capitulo 3

Exercicios 3.1 (a), (b), (c) e (d): s@o espacos vetoriais, (e) nao é: falha,
p. ex., (EV8)

Exercicios 3.2 (a), (b) e (d): sao subespagos; (c) e (e) ndo sao
Exercicios 3.3, 3.4 e 3.4: todos sao subespagos

Exercicios 3.9 (a) nao: (b) sim

Exercicios 3.10 (b) sim para todas as perguntas, por exemplo, u =
(1/2)v1 + (3/2)vy — (1/2)vs.

Exercicios 3.12 p(t) = (1/2) q(t) + (3/2) r(t) — (1/2) f(¢)

Exercicios 3.13 (a) [S] = R?, (b) [S] = {(z,2,y) : x, y € R},
(¢)[S]={a+bt+ct?+(a+c—Db)t> : a, b, ceR},

(d) [S] ={a+bt>—bt> : a, be R}

Exercicios 3.15 (a), (b), (d), (e), (g), (h), (i), (k): LI

(©) (), (), (): LD

Exercicios 3.16 (a) e (b): LI

Exercicios 3.17 (a): LI, (b): LD

Exercicios 3.18 LD
Exercicios 3.19 (a): sim, (b) ndo (ndo sdo LI nem geram R?)
Exercicios 3.20 (a): sim, (b) ndo (c): sim, (d)sim

Exercicios 3.21 (a): sim, (b) nao, eles sao LD.

Exercicios 3.22 (a): [3,—1,—1]7, (b) [1,1,1] (c) [1,0,2]T, (d): [3,—4,2] .
Exercicios 3.23 (b) [2,2,—1,1]7

Exercicios 3.24 [7, -3, 7,27

Exercicios 3.25 (a): [10,0,1]%, (b) [10,—1,1] (c) [0,6, —1]"

Exercicios 3.26 (a)

Exercicios 3.27 (a) e (b) sim (c) nao

Exercicio 3.30 v; = (1,0,0), vo = (0,1,0), vs = (0,0,1),
Exercicios da Secao 3.8

e (c) nao (b) sim
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v tlo o [To] [ V]F A}

2@Q)U={a(1-)+b(t—1t3)+c(t>—13) : a,b,c € R}, uma base de
Ué{l—t3t—3,¢2 -3}, W={a+bt : a,b€ R}, uma base de W é
{1,t};UﬂW:{a(1—t) : a € R}, uma base de UNW é {1 — t}.

5 (a) B={(1,4,-1,3), (2,1,-3,-1), (0,1,1,1)}
(b) B = {(1,1,0,-3), (0,0,1,0)}

@5={[o 0] [0 o]}

(d) B={1,t} (e) B={t3+4t>—t+3,t3+5t>+5}
Capitulo 4

Exercicios 4.1 ¢; cos(5t) + casen (5¢) + 53 + 41

Exercicios 4.2 ¢1 €3t + co €t + 3 cos(21)

Exercicios 4.3

() y(t) = 12 (b) y(t) = £ (c) y(t) = V2 (d) y(t) = t In ¢
Exercicios 4.4

(em todos os itens c¢; e co denotam constantes reais arbitrarias)

(a) y(t) = c1 €2t +cae2t (b) y(t) = cre tHeae®l; (c) y(t) = c1+ca et
(d) y(t) = €' (c1 cos t +co sen t); (e) y(t) = c1 cos(5t) + casen (5t);
(f) y(t) = e 2% (c1 cos (3t) + casen (31)); (g) y(t) = c1 + cae™ 2P

(h) y(t) = e! (c1 +c2t).

Exercicios 4.5

(a) y(t) = 2—6 (b) y(t) =8el +e 3" (c) y(t) = €' (cos t+2 sen t)
(d) y(t) =2t (3—1t) (e) y(t) =3sen(5t) + 5 cos(5t)

(f) y(t) = 6_2t [3 cos (3t) + 2 sen (31)].

Exercicios 4.7

(em todos os itens c¢; e co denotam constantes reais arbitrarias)

(a) y(t) = c1 +cae 3t +2e28 (b) y(t) = e t(c1 +cat) — 2

(c)y(t) =c1+coe 3t +3¢t (d) y(t) = crel +cae >t —cos t— (3/2) sen ¢
(e) y(t) = c1 cos(5t) + casen (5t) + 2 cos(3t) (f) y(t) = ¢1 cos(Ht) +
cosen (5t) +t(—2cost+sent), (g) y(t)=ci+coe 3t 4 3te’

(h) y(t) = c1 +coe 3t +sen (3t) —cos(3t) (i) y(t) = c1+coel —213 —6t¢
(G) y(t) = e*t(c1 +cat + 612 —13); (k) y(t) = c1 cos(5t) +casen (5t) —

) y(t)
2 cos(5t) (1) y(t) =€ [(c1 — 3) cos t + (c2 + 3) sen t].
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Exercicios 4.8
(

a) y(t) =e 31+ 3t (b) y(t) = —2+e 3"+

(c) y(t) = -1+ 1det"t — 213 -6t (d) y(t) =1—e"t +3te™!

(e) y(t) = 2t[2cos(31t) 3sen (3t)]+et  (f) ()—362t+(2—2t)e*4t
(8) y(t) = (=5 +2t —1?) " — et ()21/(75) el (t +2t%)

Q) yt) =3t (t+3t2—t3) () y(t) = e** (24 5t) — 3elsen t
(k) y(t) = et (23 =312 +t) (1) y(t) =3 cos(5t) + (2 +t)sen (5¢).
Exercicios 4.9

(a) y(t) = (cost)In |cost|+tsent; (b) y() —14(sent)In |sect+tgt|
(c) y():—2+(sen t)In |sec t+tg tl; yp(t) = t/2 (e) yp(t) = —2t
) ypt) =t (g )yp(t) =t + (7t+7)/9 (h) y(t ) et(tQ—t+1/2)
(i) y(t) = —2 sen3t cos(2t) + sen (2¢)(3 cos t — 2 cos® t)

(j) y(t) =t (sen t — cos t).

Exercicio 4.10

(em todos os itens c; , 2, ¢3, ¢4, c5 denotam constantes reais arbitrarias)

(a) y(t) = c1e®t +cae 2t 4¢3 cos 2t + cqsen 2t;

(b) y(t) = cret + €2t (CQ + eyt + ey t?);

() y(t) =cre !+ coet + ez et (d) y(t) = et (c1 + cat + c3t?);

(e) y(t) =c1+cat+ (c3s+ ¢4 t)

(f) y(t) = cle "t (ot est)el + et (cq cos t+ cssen t);

(8) y(t) = €*' [c1 cos(2t) +casen (2¢) | +e 2! [ c3 cos(2t) +cysen (21) |;
t

(h) y()—3+2t+t2+01€ t+(62+63t)e +67t(04 cos t + cssen t);
(i) y(t) = (e**/400) 4+ c1 + cat + (c3 + ¢4 t) €™
() y(t) = (e*/64) + c1 + cat + (c3 + ca t) €21

Capitulo 5

Exercicios 5.1 As transformagoes em (a), (b), (d
transformagao em (c) nao é linear: tome u = (

(e) sao lineares. A
ea=—1.

) e
0,0)
T[(1,0) + (0,1)] =

1’

Exercicio 5.3 Nao. Se T ¢ linear, entao 7'(1,1) =
T(1,0)+T(0,1) = (0,0) + (2,1) = (2,1) £ (1,2).

Exercicio 5.4 Sim. T(z,y,z2) = (y,2x)
Exercicio 5.5 Sim. T'(x,y,2) = (y,2x —2y+22z,2 —y)
Exercicio 5.6 Sim. T'(x,y,2) = (0,3 2,2,y +42).
Exercicio 5.7 Nao. Se T é linear, entao 7'(1,1,1) = T[(l,l
(0,0,1)] = T(1,1,0) + T(0,0,1) = (0,0,0,1) + (0,0,0,0) = (0,0,0
(0,3,2,5).
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Exercicio 5.8 Sim. T'(a + bt + ct?) = (b,2a — 2b+2¢,c —b).

Exercicio 5.9:  Um tal operador é T'(x,y, z,w) = (0,y — 2,0, w).
Exercicio 5.10:

(FoG)(x,y,2) =(zr+3y—z,2+y+zx+22),

(GoF)(z,y,2) =(x+3y+2zy,x+y+22).

ker(F o G) =[(—2,1,1)] ker(GoF)=[(-2,0,1)]
Im(FoG)=1(1,1,1), (0,2,3)], Im(GoF)=][(1,0,1), (0,1,—-2)]
(existem infinitas bases).

—~

Exercicios 5.11:

(a) ker(F) = [(3,1)], Im (F)) = [(2,3)]

(b) ker(F) = [(3,1)]; Im (F) = [(2,3,2)].

(c) ker(F) =[(2,4,1)]; Im (F) = [(1,3,0)(, (0,2,1)].
1

(£) ; Im
o= 1) (0 0)
_{ .

Exercicio 5.12: Os autovetores de A sao: a(1,0,0), a € R, correspon-
dentes ao autovalor A = 1; , b(1,—1,0), b € R, correspondentes ao
autovalor A = —1 e ¢(1,0,3), ¢ € R, correspondentes ao autovalor
A= 2.

Os autovetores de B sao: a(1,0,0), a € R, correspondentes ao au-
tovalor A = 3;,b6(0,241,1), a € R, correspondentes ao autovalor A\ =i
ec(0,2—1,1), a € R, correspondentes ao autovalor A = —i.

Os autovetores de C sao: a(0,0,1,3), a € R, correspondentes ao
autovalor A = 4; , (1,0,0,0) + ¢(0,0,1,1), b,c € R, correspondentes
ao autovalor A = 2 (que tem multiplicidade 3).

Exercicio 5.13: (a) A =k, todo v # 0 é autovetor.
(b) autovetores a(1,0), a € R, correspondentes ao autovalor A = 1;
b(0,1), b € R, correspondentes ao autovalor A = k.

(c) autovetores a (1 +v/2,1), a € R, correspondentes ao autovalor A\ =
V2, (1 —+/2,1), b € R, correspondentes ao autovalor A = —v/2.



204 CAPITULO 8. ALGUMAS RESPOSTAS

(d) autovetores: a(1,0), a € R, correspondentes ao autovalor A = —1;
b(0,1), b € R, correspondentes ao autovalor A = k.
(e) autovetores a (1,—3), a € R, correspondentes ao autovalor A = 2;

b(1,1), b € R, correspondentes ao autovalor A = —2.
(f) autovetores a (1,0,1) +b(0,1,0), a, b € R, correspondentes ao au-
tovalor A =1; ¢(1,0,—1), ¢ € R, correspondentes ao autovalor A = —1.

(g) autovetores a (1,0,0), a € R, correspondentes ao autovalor A = 3;
b(0,241,1), b € R, correspondentes ao autovalor A = ¢; ¢(0,2—i,1), b €
R, correspondentes ao autovalor A = —i.

(h) autovetores a (1,—1,0), a € R, correspondentes ao autovalor A = 1;
b(0,2,1), b € R, correspondentes ao autovalor A =2 e ¢(0,0,1), ¢ € R,
correspondentes ao autovalor A = 0.

(i) autovetores a (1,0,0,0) +b(0,0,0,1), a, b € R, correspondentes ao
autovalor A = 3 (que tem multiplicidade 3 e ¢(0,0,1,0), ¢ € R, corres-
pondentes ao autovalor A = 4.

(j) autovetores @ (1,0,0,0) +5(0,0,1,1), a, b € R, correspondentes ao
autovalor A = 2 (que tem multiplicidade 3 e ¢(0,0,1,2), ¢ € R, corres-
pondentes ao autovalor A = 3.

Exercicio 5.14: nos dois casos, A é diagonalizdvel: ambas tem 3 auto-
valores distintos: 1, (54 v17)/2 e (5 — V/17)/2.

Capitulo 6

Exercicios 6.1
(em todos os itens, ¢1, ¢, 3, ¢4 denotam constantes arbitrarias)

@x0=| 50 5A
(b) x(t) = e2t [

(© x(t) =" |

ci1 cost+cosent
—c1(cost+sent)+ca(cost—sent) |
c1(cos2t+sen2t) 4 co (sen2t — cos2t)
c1 cos2t+cosen2t
—t 8¢
- _ +2c3e
5cpe3t + cge cre
(d)x(t) = ! 3t+ 2 4t (e)x(t) = | —2(c1+2co)e t +czed?
2c1e’’ —coe —t 8t
- coe "+ 2c3e

crel +coet+c3 ett

(f) x(t) = —2ciel +czett
| a1 et — Cco et 4+ c3 ett
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—eg Bt
(g) x(t) = | c2e3! +c3ted?
c1 et
Exercicio 6.3 (b) x(t) = [e3!,e3! —te3t 26T

Capitulo 7

ici N Ts— . 4 )
Brercieio 74 (b) () %2R (1) 5 () e (V) i
0) s (D) gy (vi) gy (Vi) Bt () g
(X) 453—52416 s+4 (Xi) ( 8s5—24 (Xii) 35311 s24+75s—4 9

71a)? 7654257 S ez (Xil) Gy
1 s2+6s5—7

. 4 8
(xiv) -5 — (=i (xv) (21651257

Exercicio 7.2 (a) e 3tsen2t, (b) 5 —2e3%, () 9e2tt, (d) 8e3! cos2t —

4
12e3tsen2t, () cos3t+3sen3t—1, (f) 3cos 3t+§ sen3t—5, (g) 3 cos3t+
2sen3t —1, (h) tsen3t, (i)t cos3t.

Exercicio 7.4 (a) y(t) =6t —2+3e7 3t (b) y(t) =e’! +6¢ (c) y(t) =
4—sen3t (d) y(t) =4e** —10e +6 cos t+2sen t (e) y(t) = 2 cos 2t +
3sen2t (f) y(t) = 2et +2et — 2 —4 (g) y(t) = 2sen t + 8¢ (h) y(t) =
2ett — 8t —2



