Equacao de Laplace em Coordenadas Esféricas - Il

[J. D. Jackson; Classical Electrodynamics; Cap. 3]

[Carmen L.R. Braga; Notas de Fisica Matematica; Cap. 4

Resultado da aula passada: em problemas com simetria axial, a/a(p = (0, solucao geral da
Equacao de Laplace é
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o(r,0) = 2 [Anr" + r"LI P,(cos 0)
n=0 Z
Vamos utilizar este resultado para desenvolver 1/|7 — 7’| em
=7
uma série em polindmios de Legendre, sabendo que r Y

o (7, 1") = q/4mey|r — 1| é o potencial de uma carga ¢

localizada em 7', portanto solucdo da Equac3o de Laplace.
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Considerando a carga localizada no eixo z, a configuracao

. . . X
tem simetria axial.



Se a posicdo 7 estiver também ao longo do eixo z, temos
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Para o primeiro caso, temos
?

1 1 1 1 2 (Z’) z z'"
z—z' z(1-2'/)\ z ~ ] = E+1

Para o segundo caso, basta fazer a troca z < z'. Portanto, ambos podem ser escritos como

'
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i Y=o T onde 15, () é o maior (menor) entre z e z'. Para r fora do eixo z,

basta multiplicar cada termo pelo polinbmio de Legendre correspondente
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PolinOmios Associados de Legendre e Harmonicos Esféricos

Em problemas onde nao haja simetria axial, m # 0, em geral, e a dependéncia em 0 sera
dada pela solucao da Equacao Associada de Legendre.
d?P dp m?
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Intermezzo

Para resolver esta equacao, teremos que utilizar a formula de Liebnitz para a m derivada do
produto de duas funcoes. Ela é facilmente obtida por inducao.
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Prosseguindo é facil verificar que o resultado geral é

B g dfdm_lg m(m — 1) d?f d™ %g d™"1lfdg d™f
dxm (fg) f dxm dx dxm—1 T 2 dx? dxm—2 T m dx™m™1 dx T dxm Y

ou

d™ m! d"f dm g
(=) et
dx n'(m—n)dx™dx

n=0

Vamos utilizar este resultado para mostrar que a solucao da Equacao Associada de Legendre
é obtida derivando m vezes a Equacao de Legendre,
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dx™ xﬁ = ox dx dx™ +2zm dx™

Para simplificar a notacdo, vamos definir u(x) = d™P,/dx™. Substituindo os dois ultimos
resultados na Equacao de Legendre, temos
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Esta ainda ndo é a Equacdo Associada de Legendre para u(x). Para converté-la, vamos
introduzir uma nova funcdo v(x) - u(x) = (1 — x2)™™/29(x). Entdo

du dv —m
— x2Y /3
dx [dx 1-— x2 ] (1 =x%)
d°u  [d*v 2mx dv m m(m + 2)x? —m
— = 1 — 2 /2
dx? dx2+1—x2dx+1—x2v+ (1 — x?2)>2 v]( x*)

Substituindo esses resultados na equacdo para u(x), obtemos
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Esta é a equacdo Associada de Legendre. Portanto, v(x) é a solucdo da Equacdo Associada
de Legendre, definindo os chamados Polinémios Associados de Legendre,

m m dmpg
v = (1-x)2u(x) = P = (-D"(1-x)2 —
) . m _ (_1)m 2 m d£+m 2 ?
ou, usando a férmula de Rodrigues = P,"(x) = vy (1 —x%)2 W(x —1)

Notas

1. A definicdo do Polindbmio Associado de Legendre com a fase (—1)™ ¢é arbitraria. Esta é a
convencao adotada em Fisica Atdmica

2. Como a maior poténcia de x em P,(x) é x*t, o maior valor de m = +.

3. Como na Equacdo de Legendre sé aparece m?, valores negativos de m também s3o
solugdes. P, ™ (x) é também dado pela férmula de Rodrigues e pode ser mostrado que
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Ortogonalidade

Os polindmios associados de Legendre obedecem a seguinte relacao de ortogonalidade
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2 (L+m)!
Plr(x)P(x)dx = S pr
f_lf()’f’() 204+41(0—m)! ¢
Nao vamos derivar essa relacao; aqueles interessados em verificar como € obtida podem
ver na secao 4.3 do livro da Professora Carmen Braga ou na secao 12.5 do livro do Arfken,

sexta edicao.

Harmonicos Esfericos

Retornando a solucao geral da Equacao de Laplace em coordenadas esféricas, vimos o
potencial é dado por

B .
d(r,0,p) = 2 lA{;,mr{) + rfﬁ] P;"(cos 8)e'™?
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E conveniente combinar o produto P;"*(cos 68)e'™?® em uma Unica fungdo normalizada.
Considerando a normalizacao dos polindmios associados de Legendre e que

27
f e 'MPet™Pdp = 2m8y m,
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os Harmonicos Esféricos sao definidos por

2¢04+1(f —m)!
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Vom (8, ) = PP (cos 0)ei™m?
\

e satisfazem a relacao de ortogonalidade
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Nota

Os livros da Carmen Braga e do Arfken ndo incluem a fase (—1)™ na definicdo do polindmio
associado de Legendre, mas a incluem na definicao de Yy,,,.




