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PREFACIO

As presentes notas destinam-se a alunos do se-
gundo semestre dos cursos de Engenharia Agronomica e Engenha-

ria Florestal.

0 nosso objetivo e oferecer um roteiro didati-
co e accessivel que englobe o programa de Calculo II de manei

ra satisfatoria. 0 texto deve ser, poréem, complementado com

1331111}

algum livro constante na bibliografia.

Visando nosso objétivo, omitimos varias deméag

‘- | tragoes por considerarmos extensas ou excessivamente  técni-
cas. Em muitas partes apresentamos a teoria sob um ponto de

vista intuitivo em lugar de um desenvolvimento 16gico rigoro-
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CAPTTULO 1 - A INTEGRAL INDEFINIDA

1.1. DEFINIGOES

No calculo I, consideramos a sequinte situa-

¢ao: dada uma funcdo F(x), achar sua derivada, isto e, a fun-

Consideremos, agora, o problema inverso: dada

a fungao f(x), achar uma fungao F(x) tal que F'(x) = f(x).

DEFINIGAO 1: A fungao F(x) e chamada a antiderivada da fungao

f(x) no intervalo [a, b] se F'(x) = “(x) y x €¢[a, b].
//\ .
EXEMPLO:) Encontre a antiderivada da fungao f(x) = x3.
- 4
Da definigao acima, segue que a fungao F(x) = ér

€ uma antiderivada, uma vez que F'(x) = X3-

N

OBSERVAGAO: E facil ver que se, para uma dada fungao f(x) e-
xiste uma antiderivada, entao esta antiderivada nao e unica.
No exemplo anterior, poderiamos tomar as seguintes fungoes coO

mo antiderivadas:

X4 x4
F(x) = — +2; F(x) = — - 8, ou, de modo geral,
4 4 ,
X4
F(x) = " + C, (onde C & uma constante arbitraria), pois
x* ,
— + C = x3,
4

Temos, na verdade, os seguintes teoremas:

TEOREMA 1: Se F & uma funcao tal que F'(x) = 0 para todos
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“b) d(sf(x) dx)

2.

os valores de x no intervalo [a, E , entdo F e constanteemlI.

TEOREMA 2: Se F e G sao duas fungoes tais que F'(x) =»G%x) pa

ra todos os valores de x no intervalo E, ﬂ , entao existe u-

ma constante C tal que F(x) = G(x) + C para todo x em [a, b].

TEOREMA 3: Se F(x) & uma antiderivada qualquer de f(x) em um
intervalo [a, b], entdo a antiderivada mais geral de f em
(a, b] e dada por:

F(x) + C ) (1)
onde C & uma constante arbitraria e toda antiderivada de f(x)
em [?, b] pode ser obtida de (1) atribuindo valores especifi-

cos a C.

DEFINICAO 2: Se a fungao F(x) & uma antiderivada de f(x), en-
tio a expressao F(x) + C e a integral indefinida da fungao
f(x) e & denotado pelo simbolo:

Sf(x) dx.

Entao, por definigao,

[f(x) dx = F(x) + C se F'(x) = f(x).

A funcao f(x) & chamada integrando, f(x) dx e

o elemento de integragao e f e o sinal da integral.

Portanto, uma integral indefinida & uma fami-

1ia de fungoes y = F(x) + C.

Da definigao segue que:

sa) (FF(x) dx)' o= (F(x) + €)' = Fr(x) = f(x)

1}
-+
—

Pasd
~
o

<

c) fd F(x) = ff(x) dx = F(x) + C

1.2. TABELA BASICA

Antes de comecarmos com as tecnicas de inte-

o~~~ e~

— -
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3.

graciao, daremos uma tabela basica de integrais de fungoes sim

pies. Ela decorre da definicao acima e da tabela de

das do calculo I.

a) Jdx = x + C

+ C (n # -1)

b) fx" dx =

&) fx'] dx = LIxl + C

aX
d) fa¥ dx = — + C
La
e) e’ dx = e*+ ¢
dx 1 X :
Fl [eg=——g % = arctg — + C a# 0)
ac + x? a a
dx 1 a + x
9) /= g = — L +C (a #0)
a~ - X 2a a - X
dx X .
h)f—=_.,=arcsen—+c (a:t/O)
Ja2 - x2 a '
dx
i) s = Llx + /x2 +a| +¢C - (a #0)
a + X
j) fsen x dx = = cos x + C
1) fcos x dx = sen x + C
m) ftg x dx = -Ljcos x| + C

n) scotg x dx = Lisen x| + C

0) fsec x dx ='L|tg x + sec x| + C

Y)/w v = L lconce ~w57<[+€/

deriva-
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q)

fsec2 x dx = tg x + C

2

r) fcossec” x dx = - cotg x + C

s) /sec x tg x dx = sec x + C

t) fcossec xcotg x dx = - cossec x + C
2 ]
u) fsen” x dx = — (x - sen x cos x) + C
2
2 1
v) Jcos™ x dx = — (x + sen X cos x) + C
2
EXERCICIOS 1.2.

¢. Sejam F e G antiderivadas de f e g, respectivamente. E ver
dade que:
a) FG & antiderivada de fg?
b) F/G e antiderivada de f/g?
Justifique.
3. Seja F uma antiderivada de f. Prove que:
a) Se F & uma fungio par, entao f & impar.
b) Se F e uma fungao impar, entao f & uma fungao par.
1.3. PROPRIEDADES
TEOREMA 1: f[f](x) + fo(x)] dx = sf(x) dx + [fy(x) dx.
DEM.: Derivemos ambos os lados da equacgao:
(LU (x) + F(x)] dx)' = fy(x) + f,(x)
(ff](x) dx + ffz(x) dx)' = (ff](x) dx)' + (ffz(x) dx)'

Justifique a tabela de integrais basicas.

f](x) + fz(x;.

AN 4an an an e M M M M M M OO M M N ™M g A ~ "™ ™~ Sy
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As derivadas sao iguzis. Em outras palavras,a

derivada de qualquer antiderivada d  lado esquerdo e igual a

derivada de qualquer fun¢ao do lad: ireito da equagao. Por-
tanto, pelo teorema 2 da segao 1.1 apitulo I, qualquer fun-
¢ao do lado esquerdo de (1) difere qualquer funcao do lado

direito de (1) por uma constante. E e assim que devemos en-

tender a equagao (1).
TEOREMA-2: sa f(x) dx = a sf(x) dx, a constante. (2)

DEM.: Para provar (2), derivemos os dois lados de (2):

(ra f(x) dx)'

1]

a f(x)

(a /f(x) dx)"' a(JJf(x) dx)' = a f(x)

As derivadas sao iguais e portanto, como em
(1), a diferenca de quaisquer duas fungoes dos lados esquerdo

e direito e uma constante.
TEOREMA 3: Se /f(x) dx = F(x) + C, - entao

1

Sf(ax + b) dx = — F(ax + b) + C (3)
a

DEM.: Derivando ambos os lados de (3), temos:

(/f(ax + b) dx)' = f(ax + b)

j— F(ax + b) + C|' = j— (F(ax + b)) =‘j- F'(ax + b) . a =
a a a

= f(ax + b).

EXEMPLOS: —e D

a) f(2x3 - 3 sen x + 5 /x) dx = r2x3 dx - £3 sen x dx +

$ /5 /X dx = 2 Sx3 dx - 3 Ssen x dx + 5 S/Xdx =

X4 Xl/2+]

=2 — - 3(-cos x) + 5 .
4 - 1

g ¥ 1

+
()
n
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! 4 10
= — X + 3 cos x + — x /x +C
C 3
b) Sfl— - — + 7/ dx = /— dx - ‘—— dx + f7 dx =
3YX 6 e 6
-1/ ] 1/ )
= 6 fX 3 dX - _fx 3 dX + 7 fdx -
6
| 54 1 :
o x~ /3t 1 x /3td
‘/;/ g o N - S v Tx 4+ C
n \‘7; ne b 6 1 £
%, 3 3.
1
= 9 3/7 S 3/; + 7x + C
8
dx . r £ / ( . .
g} & =L |x + 2] +C e A oo A '{;_\_1“,(_ N
X + 2 \ﬁll\)}\ m J 4
1 ‘FiiL’ﬂ/ C
d) Jcos 7x dx = — sen 7x + C e iy !
7
1
e) Jsen (2x - 6) dx =-— cos (2x - 6) + C
2

0BS.: Os tres ultimos exemplos decorrem direto da tabela basji

% Ca e do teorema 3 acima.
EXERCICIOS 1.3.

1. Calcular as integrais indefinidas:
a) S/x (x + a) (x + b) dx, a e b constantes.
b) SY2 px dx, p constante.
c) S(Vx + 1) (x - Vx + 1) dx

dx

2
X + 7

dx

V4 + x?

 AEXNEX N E N N N N N N N N N N N = = m m )= = )= )= )= )= = = =  — - » » - - - )

e

N N e i N N N N o N N N o T T L T T N W SN BN B BT L LT LB L B B T e i e



S slalolalelelelelalelelele aYaYaYaYalolololoYalalololalololololalolololololololel0)0 010



) I iy S 1 S e - Ny \

BB ) )

d
f) f -

e
VY8 - x?

2 + x2 - /2 - 2

S dx
?) 4 - x&
> Nrr) « < ;
h) J’tg2 x dx Dica: tg2 X = sec? x - 1

i) £(10 x* - 6 x3 4 5) dx

4 7
i) J|— - — + x |dx
J) 7

2
; 1 12
m) Jix - — dx
"

5 1 2
n) /{x° + — dx
3 X /

Obtenha a fungao que passa nor (1, 1) cuja derivada @& x2 + 1,

1
1) f(/g? - — X2y 5> dx

Qual a equagao do movimento de um movel que parte do repou-

S0 e cuja velocidade no tempo t & dada por v(t) =t3 + 3t?

. A taxa de variacao de temperatura T de uma solugao e dada

dT 1

por — = — t + 10, onde t e o tempo em minutos e T e med i
dt 4

da em graus Celsius. Se a temperatura e 5°C em t=0, obte-

nha uma formula para T em fungio de t.



,QOOOOOOOOOOOOOOOQOOQOOQQQQQQ@UU??))JJJJJQJQQUU.H .



% CAPTTULO 2 - TECNICAS DE INTEGRAGAO

A 2.1. INTEGRAGAO POR SUBSTITUIGAO

1 Suponha que queiramos achar a integral /ff(x) dx
A Suponha tambem, que nao podemos achar diretamente a antiderivada

de f(x), mas sabemos que ela existe.

A ‘Vamos mudar a variavel na expressao dentro do

sinal da integral, pondo x =«(t), onde (t) e uma fungao con-

tinua com derivada continua, tendo uma fungao inversa. Entao,

Provemos que Sff(x) dx = Sflp(t)] ¢'(t) dt.

Do mesmo modo que anteriormente, verifiquemos
que as derivadas de ambos os lados sao iguais:

(/f(x) dx)' = f(x)
X

dx dt 1 _
Como — =@'(t), — = (Calculo I).
dt dx @' (t)

Utilizando a regra da cadeia,

(FF[e(t)] @' (t) dt)' = (sflp(t)] @' (t) dt)' . — =
X t dx

dt '
= flo(t)] @'(t) — = fle(ti] @' (t) -
dx @' (t)

= fle(t)]) = f(x).

OBSERVACAO: As vezes e melhor escolher uma mudanga de variavel
da forma t = ¥(x) ao inves de x = \y(t).

EXEMPLOS:

Calcule

a)/v/sen x cos x dx

Fazendo a substituicao t = sen x, temos dt = cos x dx e

EXXEE NN E NN K N R W W W m m gm0 = -

M

N MMM AMAMAOMOMDEOMMOAAARANAANOOAAAAA AN AL - - oo e
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1
r/sen x cos x dx = /YT dt = st 2 dt = + C =
: —]—+1
2
s o
2% % 2 sen "2
= +C=————-——+C
3 3
dx
b),l“_—
Yhx - 2
1
Se u = 5x - 2, du. = 5 dx e dx = — du. Entao,
5
, 1/
dx 1 du ] -y 1 u ©* 2
- =—,‘:=.—,"u ‘du = — + C = — YU + C =
vEx - 2 5 ru 5 5 1 5
2
2
= — Vbx - 2 + C
5
3
c) jx2 e* dx
Faremos a substituigao wu = x3, Entao, du = 3 x2 dx e
2 du
x- dx = —. Logo,
3
3 1 1 1 3
fx2 ex dx = — feu du = — eu + C = — ex + C.
3 3 3

EXERCICIOS 2.1.
1. Aplicando substituigoes convenientes, calcule as seguintes
integrais:

a dx
a) S ) a constante

c) [ dx Dica: Efetue o quociente,
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q) /-
1 + x6

arc sen X

arc tg x/2
dx

i) S
4 + x2

j) ra e ™ dx,
1) r42" 3 dx

m) s(et - e7t) dt

eX dx
r) /-
eX -1

s) re* Va-b e* dx,

dx
t) fcos /X —
/X

a e b constantes

, b constante

a e m constantes

a e b constantes

a e b constantes

RSP PR YR EE R R R R B | 1[“‘1!""l“"r“:1‘“f‘k“x‘R‘\\*i“\qk“l1k“\'
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u) fsenzx dx (sem usar a tabela) Dica:
x dx
v) /-
cosz(xz)
X X
W) ftg3 —_— sec2 — dx
3
Ytg x
x) / dx
coséx
1 + sen 3x
y) J—————— dx
cos? 3x
x3 = ]
z) S dx
x4 - ax o+ 1

il.

1- cos 2x

2
sen x =

Aplicando as substituigoes indicadas, obtenha as integrais:

dx
./r————-——
X /x2 - 2

dx
I L — x = -Lt
eX + 1

1
a) 5 X = ——
t

x dx
c) f——» b
x + 1

/x o+ 1

cos x dx
d) f-—/———
/1 + sen?x

t = sen X

.2. INTEGRAGAO POR PARTES

Este topico esta intimamente relacionado com a

regra de derivacgao de produto de fungoes.

Fornece um

artifi-

cio extremamente simples e importante para o calculo de inte-

grais indefinidas.

TEOREMA:

ciaveis. Entao

Sejam u = u(x) e v = v(x) duas fungoes

diferen-
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Ju(x) v'(x) dx = u(x) v(x) = fv(x) u'(x) dx.

OBSERVAGAO: Como du = u'(x) dx e dv = v'(x) dx, a expres-
sio acima pode ser escrita em sua forma mais conhecida:

fu dv = uv - fv du.

DEM.: Como

(u(x) v(x))"' = u(x) v'(x) + u'(x) v(x) e, logo,

u(x) v'(x) = (u(x) v(x))" - u'(x) vix),

podemos escrever

EXEMPLOS: Calcular

a) Ix ezf dx

Seja u = X e dv = e2X dx Entao,
- A i - Y SN
1 e | 77 auw L=
i i ¥ S oA A W
du = dx e v = — e - ] - = ¢
2 Loy
Entao, temos e AA:k V o
s T
- 1 1 1 1
/X e2x dx = x — e2X [ — e2X dx = — X e2x - — e2x + C
2 2 2 4
o
[ b) sx sec” x dx
L} Seja u = X e dv = sec2 x dx Logo,
: du = dx e v = tg x r
o Entao, : 'quﬂ, -
L 2 T e
» fx sect x dx = x tg x - ftg x dx = X tg x - Ljsec x| + C
c) rx? e®* dx “(“qbs‘yﬁ'kc’
Seja u = x? e dv = e2x dx. Entao,

1
du = 2x dx e y = — @
2
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Para calcular a integral a direita da equacao

acima, devemos novamente integrar por partes.

xemplo a,

2 er 22X 2x

1
dx = — x¢ " - — x e“" + 2x
2

X e +

1

2 N
EXERCICIOS 2.2.
Calcule as integrais
a) sLx dx
b) sfarc tg x dx
c) ix cos 3x dx

X

d) f— dx
aX

e) /x 2°% dx

f) /x sen x cos x dx

g) f(Lx)2 dx
Lx

h) /— dx
x3

i) Sx arc tg x dx

i) re* sen x dx
arc sen x

1) /-
xC

m) SL(x + V1 + x?) dx

X dx

dx

n) farc sen X ——m————s
IEESE

G

Observando o e-
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2.3. INTEGRAIS DE FUHGOES CONTENDO UM TRINOMIO QUADRADO

2.3.1. Vamos considerar a integral

dx

ax2 + bx + ¢

Primeiramente, vamos transformar o-trinomio do

e T T P

denominador, representan d -o como soma ou diferenga de quadra-
. 1o = 2~@w¢f%ué wA.¥ﬁwww/”“““~'¢(
dos: W Ldﬂdbf@%i‘ wouedb - L( (L\UNM l/weuq P MLLWN 0:2: (

o ) hvund &R (

b /b \2 ' ,
ax2 + bx + ¢c = a [XZ + — X + ——] [ + 2 — X + (__é + ﬁrﬁdmdy ¢
2a '’ l{g‘w%

a
[
o b\2 b\2 o b~ i b\2
+— - (——) =allx + —| +!|— - = a b F—i kzl §lors: €
a 2a 2a a 4a _ 2a | agunpe
s\ 1 J(,m\l‘qr (
onde +k2 = :i - — '*H% ¢
) a 4a? b (mawnﬁdiﬁnﬂ(
oiewJaNAOJDfaNbﬁ
0 sinal depende das raizes do trinomio serem L
complexas ou reais. }w&ﬁx, 5
Lo~
Entdo, a integral I, toma a forma ‘ (
(
dx 1 dx (
I -l = f 2 = e— f -
ax? + bx + ¢ a g 5 B )2 . kZ! (
2a | ] (
- €
Fagamos a mudanga de variavel ‘
b 1 du ) <
U = X + —, du = dx. Entao, I]=—— f——— que sao inte- <
2a a ul : k2 )
(
{

grais da tabela basica.

EXEMPLO: Calcule a 1ntegra1
- hz6d=H(2)(222 0

! Py MO, (A
2x2 + 8x + 20

Temos 2x2 + 8x + 20 = 2(x% + 4x + 10) =

2x2 + 4x + & - 4 + 10) = 2[(x + 2)% + 6]
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Logo,

dx dx

1
I:f R —
2x2 + 8x + 20 2

f[(x +2)% + 6]
Fagamos a substituicao u =x + 2, du = dx.
Entao,

du

1 1
[ = — f =
2 u2 + 6 2

1
76' v 2v6 13

‘
2.3.2. Consideremos uma integral de forma mais geral:

by $ 8 ; .'H.«,.:ﬁ,‘l NMMaradlsy &
i< evcins Oba podaJedl e v Jecap, PRV Py
I = f dX - o '\.’WM 4y 2/ o IR s S %
2 ax2 + bx + ¢C DQ" J.LJ\QM %&Q‘Ka 5‘741' 1 ;

forma que a expressao linear coincida com a derivada do denomi

nador:
lL(Zax + b) + (B - 4B
Ax + B 2a 2a
L, =7 dx =/
2 ax2 + bx + ¢ ax? + bx + ¢
A 2ax + b ' Ab dx
= — f 5 dx + B '—)f
2a ax® + bx + ¢ 2a; ax2 + bx + ¢

A segunda integral coincide com a integral ante
rior I1. Na primeira integral, fagamos a substituigao

2

u = ax“ + bx + ¢, du = (2ax + b) dx N
Zax + b [ du 2 :
Temos [/ =/ — = Llu|l + C = L|ax“ + bx + ¢c| + C.
ax% + bx + ¢ u
A ) Ab
Entao, I, = — Llax® + bx + ¢| +/B - — ¢
2a \ 2a
EXEMPLO: Calcule a integral
X + 3
I = 7J dx

x2 - 2x - 5
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A X XXX X N X N N N N B BN N N N = m = = = = = = ~ — r }

K

X + 3
I =7 = f dx =
x2 - 2x - 5 x2 - 2x - 5
1 2x = 2 dx 1 2x = 2
— dx + 4 [ = — 7 dx +
2 x% - 2x - 5 x“ - 2x = 5 2 "x¢ - 2x -5
dx 1 2x = 2
4 s = — f dx +
(x2 = 2x + 1) = 5 -1 2 "x2 - 2x - 5
dx
4 s
T (x - 1)% - 6
Fazendo as substituigoes (}ywi:
v = x2 - 2x - 5, dv = (2x - 2) dx e 1¥?
0J
u=x -1, du = dx, temos //ﬂ r})ﬁr
1 dv du ] ] Y6 - u
[ = —/f— + 4 f'i?”"‘ = == L]V * 4 -—— L
2 v u¢ - 6 2 2/6 |V6 + u
T, 2 |76 - (x - 1)
= — LIx¢ --2x - 5] + — L + C.
2 V6 |V6 + (x - 1)'
//——_\
80 %

27373, Vamos considerar a integral

(
( .
. , — e 1A
dx (/QA,‘\,\(’.;C‘Q ¢ 0 “hpo ‘é/ Nt e /0‘6\ ‘L(, [} &bw

o~

I = '!' o =
3 Yax? + bx + ¢ dor w/(u//}s R
(
Pelas observacgoes do item 2.3.1., podemos redu- (
zir a integral 13 a uma das integrais i ~ g
dt dt €
) — ou oo, 4
7 AT -t
-«
que sao integrais da tabela basica. (
TN
(
(AL L{\‘ (
273.4. Uma integral da forma ' : &ﬂxxﬂ%
A B CQ&VJXZL&,bSV- DCJpﬁoa(lddj/L?szEji- ¢
X + . . ik g
14 = f dx (

/ iy
vax< + bx + ¢

e calculada utilizando-se as mesmas tecnicas do Ttem 2.3.2..
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EXEMPLO: Obtenha

I =

5x + 3

)
£ Vol 7(,'

" X%+ 4x + 10

Temos

I =

-7 17

S(2x + 4) + (3 - 10)

2 2x + 4

5
f d X = —
/x2 + 4x + 10 2

dx

/
/&2 + 4x + 10

J(x + 2)2 + 6

=65 /x2 + 4x + 10 - 7 L|x + 2 +

+ (x

+ 2)2 + 6| + c.

EXERCICIOS 2.3.

Calcular:

e) /

£) ¢

h) /

dx

Y2 - 3x - 4x2
dx

Y1 + x + x2

(x + 3) dx

/
V4x?® + 4x + 3

sen x dx

/cos?x + 4 cos x + 1

dx
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2.4. INTEGRAGAO DE FUNGOES RACIONAIS

Uma fungao racional e expressa como quociente

de duas fungoes polinomiais, isto e, como P(x)/Q(x), onde P(x)

e Q(x) sao polinomios. Se 0 grau do numerador e menor que o

grau do denominador, a fungao e chamada propria; caso contra-

rio, e chamada impropria.

Toda fragao impropria pode ser. escrita como so-

ma de um polinomio por uma fragao propria, por meio da divisao

do numerador pelo denominador, ou seja, se P(x)/Q(x) & uma- fra

¢ao impropria,

P(x) R(x)
= M(x) + )
Q(x) Q(x)
- R(x) _
onde M(x) e um polinomio e e uma fragao propria.
Q(x)
x* -3

EXEMPLO: A fragao impropria

2

= X

pode ser escrito como

' 2

X2 + 2x + 1

i

S PR L

~ —

s TR L
TN H‘mrﬁ, e e
4x + 6 — - ’ O—kaﬁ"'k.-:;
- 2X + 3 - 5 T
X“ + 2x + 1 D dnsined
— be—:':w'r:.L3

- o2 . . =, \(Tj‘ -6 - dA <,
Como e facil integrarmos polinomios, a dificul-

dade em integrarmos fungoes racionais reside na integracio de

fragoes

proprias.

DEFINIGAO: Sao chamadas fragoes parciais, fragoes proprias da

forma:

A
i)

X =

a

A

i)
(x

i)

- a)k
Ax + B

g2

+ pX + q

= ——

(k > 2, inteiro)

(as raizes do denominador sao complexas)
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3111

Ax + B

iv) (k 2 2, rajzes do denominador complexas)

(x2 + px + q)k | S

A integracao de fragoes parciais nao apresenta

dificuldades, como sera visto a seguir:

dx = A Lix - al +C 7= Dot

o
>
n
>
+
(ep]
n

(- k) (x - a)kT!

Ax + B
iii) / ja visto na segao antericr
x2 + px + q

Ax + B _
iv) A integral / dx nao sera vista por nao
(x% + px + q)k —

fazer parte dos objetivos do curso.

Suponhamos que temos uma fungao racional pro-

(\ Assumiremos que os coeficientes dos polinomios
j sdo reais e que a funcao dada & nao redutivel (isto e, o nume-

" rador e o denominador nao tem raizes comuns).

| —

Teoremas garantem que toda fungao racional pro-
pria pode ser decomposta em uma soma de fragoes parciais. Es-
sas fracgoes parciais sao determinadas pelas raizes do denomina

dor Q(x). Listamos, agora, oS casos possiveis:

CASD 1: As raizes do denominador sao reais e

distintas, ou seja, Q(x) = (x = a) (x = b) ... (x - d).

Aqui a fragao propria P(x)/Q(x) & decomposta

em fragoes parciais da seguinte forma:






(5]
(@]

20 A 2 0
= T + +
Q(x) X - a X - b x - d
EXEMPLO:
xé ¥ A B c
= + +

(x = 1) (x = 2) (x = 3) x = x = 2 x - 3

CASO 2: As rajzes do denominador sao reais e al
gumas delas sao multiplas, cu seja,
Q(x) = (x - a)* (x - b)B ... (x - d)° 4 8y ..., g inteiros

maiores ou igquais a um.

Neste caso, a fragcao P(x)/Q(x) e decomposta em

fracoes parciais como

P(x) A A A B

= -+ =r @ + = + — +
Q(x) (x - a)* (x - a)® (x - a) (x - B)=

B1 B D D
+ == + + 8 + + + + g

(x - b)BT (x-b) (x - d)¢ (x - d)

EXEMPLO:

x% + 2 A A, A, B

= + + +

(x + )3 (x - 2) (x+ 13 (x+1)2 (x+1) (x-2)

CASO 3: Entre as raizes do denominador, existem

raizes complexas distintas (nao repetidas).

Essas raizes complexas vem em-duplas conjugadas,

que dao origem a trinomios do 29 grau. Assim,

Q(x) = (x% + px + q) (x2 4 &x +8) v, (x - a)® ... (x - d)8
P(x) _
e decomposta em
Q(x)
P(x) Mx + N Fx + G A
= + o —
Q(x) x2 + px +q x% 4 Lx + S (x - a)~
0 01 0
+ T+ Foy F ara b e
(x - d) (x - d)° (x - d)



COCOO0O00CO0OOO0O0OOOOOOOOOOOOO

CCCOOCO

~ Y Y
N A AN



113331

‘

XX

oo

]

P

!

0000000000000000000000000000

EXEMPLO:

X Mx -+ N A
= +

2+ x+1) (x-1) (xZax+1) (x-1)

A:I,:l’ _°

CASO 4: Entre as raizes do denominador, existem
raizes complexas multiplas.

2

Q(x) = (x2 + px + Q)% . (xZ rax +5)Y o (x - a)® o (xe- d)f

Y30 estudaremos este caso.

As constantes desconhecidas na decomposigao po-
dem ser determinadas reduzindo-se as fragoes a um denominador
comum e igualando-se os coeficientes dos numeradores obtidos.
Um modo de facilitar a obtengao destas constantes e atribuir-
-se valores convenientes a variavel x apos a redugao ao deno-

minador comum.

EXEMPLO:

2
Xx° + 2 A A, A2 B

) ' 2+(x+1)+(x-2)

(x + D3 (x - 2) (x+ 13 (x+1)

Reduzindo-se ao denominador comum e igualando-
-se 0S numeradores, temos:

x2+2=A(x-2)+A](x+1)(x-2)+A2(x+1)2(x-2)+

# B(x + 1)3,¥ x ‘ (1)
2

Se X = 2, 6 = 27 B =>B = —
9

Se x = -1, 3 =-3A=>A=-]
Reagrupando-se o lado direito de (1), temos:

x2 + 2 = (A2 + B) x3 + (A] + 3B) x2 + (A - A] % 3A2 + 3B) XZ +
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H X EE EEE A E E E A B B B & m = m m m m =

8

1N

Entao A2 + B =0 ‘ - B
Ay + 38 = 1 4 N
A - A] = 3A2 + 3B = O
-2A - ZA1 - 2A2 + B = 2
2 1 =
Logo, Ay = =— e A = — T
2 9 1 3 ;

- Resumindo, suponhamos que queiramos calcular a
integral de uma fracao racional

P(x) P(x)
, Oou seja,

(x) Q(x)

Se a dada fragao é;im;:;;::;> representamos co-
-~

L

mo soma de um polinomio M(x) e uma fracao propria Py(x)/Q(x).

Essa fracao propria pode ser representada como soma de fracoes

parciais. Entao, a integracao de uma funcao racional reduz-se

[

a integracao de um polinomio e diversas fracdoes parciais.
EXEMPLOS :

x2 + 2

a) Calcule 7 3 dx
(x + 1)7 (x - 2)

Pelo exemplo acima,

2 Ay A '_} A _,25
X~ + 2 dx 1 s ) 1
,I‘ 3 dx = -f____3_+__j-—'_2_—f N
(x + 1) (x - 2) (x + 1) 3 7 (x + 1) 9 'y 4+ ]
2 ¥hax 1 1 & )
+ — f D iy > - le . ]| N
9 X = 2 2 (x + 1) 3 x + 1 9
. 2% - 1 2 Ix - 2]
+ — L:X -~ 2: + C = - ___2 + o L ' i+ C
. 6(x + 1) 9 !x + 1
X dx
b) . 5

Decompondo e integrando em fracoes parciais, temos

AN AN M O N S M M M M ™D S S T ™
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+ 1) (x - 1) kel xoo
A cemrlE TR

Consequentemente, x = (Ax + B) {x - 1) +

1
Se x =1, 1 = 2C, C = —
2

wn
o
=<
1}
o
-
o
u

]
-B + C, B = —
2

Reagrupando o lado direito da expressao acima,

temos x = (A + C) x2 + (-A +B) x -8B+ C e, 10490,

1 "P.S\‘/J'tiii
0=A+C e A = -—. Entao,
2
M 'l "—‘1 C:{
X dx 1 X = 1 1 dx
i = —— dx + — =
2 2 J
(x¢ + 1) (x = 1) 2 %= <+ | g2 x = 1
] X 1 dx 1 dx
= -—— [ dx + — 7/ + — [ =
2 X + 1 2 x2 + 1 2 x = 1
] 5 ‘ 1 P
= —— L|x® + 1] + —arc tg x + — L|x - 1] + C ~
4
.I'L_. .,l ! '\- 7 :
! dy M
EXERCICIOS 2.4, 107 w0
"'T&: _
Resolver as integrais:
2x + 1
a) f dx
(x = 1) (x - 2)
X dx
b) s
(x + 1) (x +3) (x + 5)
x5 + x4 -8
c) S dx
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2.5. INTEGRAGAO DE CERTAS CLASSES DE FUNGOES.TRIGONOMETRICAS

,/—\f"SOL
2.5.1. Consideremos uma integral da forma
T S e !
/R(sen x, cos x) dx, 1isto e, uma funcao racional de seno e
cosseno. '
Mostraremos que esta integral, nela substitui-
~ X ~
Gao tg — =t sempre se reduz a uma integral de fungao racio
2
%
nal. Expressemos sen x e Ccos x em termos de tg —, ou se
- oL 2
Peacio ja, em termos de t: b\\F{f%
a5 oo 2 sen X cos X 2 sen X cos & 4 2 tg X
o 4 prad. (7 ‘ 2 ?‘ ? —2- _’}5_‘)’./ g ? 2 t
‘r}[:;, I i e Y 1 D = ‘:-\ = >
"
] sen? é + cos? %-ﬁﬁ] + tg2 % L
/ '\(:ge" £
P " 7 cos? % - sen? i cos? % - sen? %h%~ = tg2 % 1 - t°
(ﬂg]‘ﬂ: (7 o = M Ky _ e .
., cos x = = - : - ,
A N fi
e bh%%ﬁi 1 cosz % + seqz %'wﬁq % tgz X 1+t
2 dt
Alem disso, x = 2 arc tg t 8 @R 2=
S 1T+t [0 .
.’(fl /' EYYOREE BRI _: gt TG
"Substituindo as expressoes acima na integral,

obtemos uma integral de uma fungao racional:

[oet 1 -t 2
SR(sen x, cos x) dx = SR | 5
V1 o+t

T+ t2 14 8

EXEMPLO:
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dx
Obtenha I = 7

4 - 5 sen x

X

Fazendofﬁe a substituigao tg — = t, temos

=¥ g {-_:;‘/ s '!_12\ 2 r?’-:l B
é dt L J}{-'/{z‘f;f,“.?‘ It ‘;q‘.‘frl?l MRV

1+ t2 VT gt dt L

I = = [ 5 = > ].-
2t 2(1 + t°) - 5t 2t - 5t + 2
4 -5 Ly
1T + t

Resolvendo-se esta integral de funcao racional

- G ) . A
(ver secgao 2.4.) obtemos ~»Jm”\,g_;qfljffw7ﬂr,ﬁ . T
N N TR A A
Tt ¢ ¢ - .
g th _x— S | .'—'A,,w/ji,\:"fi\[}"(,i' >
== —— | vc y e :
3 ‘ X 1 [ 17 A e
itg — - — N R &
| 2 Vl‘:.fh--‘ = Yo ™ AN S >
i\ !
. 5 [t-p =2t lL f°2f4f it f' .
(902 b et gt Y
2.5, 2./Se o integrando depende apenas de tg x, entao a subst1
S, /
tu1gao
dt .
- tgx f t, X = arc tg t, dx = T—:_;? reduz esta integral

a uma integral de uma fungao racional.

EXEMPLO: Calcule I = ftg® x dx { S ]
'[V- " s -
Fazendo a substituigao tg x = t, temos ot
5 dt T t 8 1 e
I = /t — = ft dt - f——n dt = — - — L + t + C =
1+t 1T+t 2 2
l'.,(’_',it
tg® x > Aasgirr aE il
= - — L!IT + tg® xI + C -
2 2

EXERCICIOS 2.5.

Resolver:

-~ e e T

o~ e~

F\/F\ﬁo“d\’\hAﬁﬁ’\o‘\f\"\’\’
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dx

a) /
5 - 3 cos x

dx
b) s

1 + sen x + cos X
sen x dx

¢) ,—
1 + sen x

d) ,--'sec8 x dx

dx

cCos x + 2 sen x + 3

f) .'tg4 X sec4 x dx

dx

cCosS X - sen x + 1

2.6. INTEGRAGAO DE FUNGOES IRRACIONAIS

D

i

'2.6.1. Integrais do tipo

y,

JR(x, xp‘/q', sz/qz’ ces xpn/q") dx.

Nesses casos, pela substituigao x = t9, onde
qg € o mmc dos inteiros 915 G ...; 9 obtemos uma inte

gral de fungao racional.

/X dx roo T
EXEMPLO: Encontre Il = f——— =2 7% ' o
1+ 3/x  _I1-xc

Colocamos X t6, Entao dx = 6t5 dt e

1
x 1% dx £3(6t5 dt) ¢8 -
1 =7 = J = 6 f——y dt = P
1 & g 8 1 + t° 1 + ¢t - -

=6 s(t0 - tY 4?21 4 ] dt = o o
( e
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R

)

28,

1}
o))
~—~
o
[
t

-t +arc tgt) + C =

6 7 6 S 1 1 1
= —x e o g le 4 2x /2 . 6 x /s 4+ 6 arc tg x le 4 ¢
7 5

< 7

ST
('~

2.6.2. Integrais da forma

r ax + b\P1/9 ax + b\pn/qn
/R ?x,( ) . 1B <—————— dx

L cx + d cx + d/
Nesses casos, a substituigao

ax + b
= t9,

cx + d
onde gq = mmc {q], BN qn}, fornece uma integral de fungao

racional.

EXEMPLO: Ache

r dx [ fa
e =ERTAL RS L
Fazendo a substituigcao 2x - 1 = t4, temos— dx = 2t3 dt ;
) r2t3 dt t% dt \;‘f‘:"(f'z'rx 1oy e - +_~jJ et
I = '—:?TT_E = 2 ft T = 2 .f(F + 1 + — } t = ;:% 1.::‘.J\

4ot

S22t 42 L [t - 1] +C = /2x - T 2ax -1+

2 L|%2x -1 - 1] +C

n,- ! e
~ e AN S

EXERCICIOS 2.6.

Calcule:

x dx

3 0+ Ix

a) /

IR B I N T e T TG T T T T T L T T T I T B T B B B T T L L e T T et
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g)

h) f

29.

dx

o+ 1o+ yﬁx + 1)83

X+ 1 o+ 2
5 —— dX
(x + 1) - /x + 1
3+ /x + 2
— dX
4 - “/x + 2

2.7. INTEGRAGAO DO TIPO R(x, /éxz + bx + é) dx POR MEIO DE

SUBSTITUIGOES TRIGONOMETRICAS

Sejam integrais do tipo

[R(x, /ax? + bx + c) dx (1)

ra uma inﬁegra] do tipo

Veremos um metodo que reduz a integral acima pa

1 " y
| ¢ !

: fR(sen z, cos z) dz, 7 wiifllaw s gesn FEU Tl (2)

- ja estudadas na seg50<2.5.

, b |2 b?
+ bx + ¢ =a (x +—  + <. - ——)

Completando o quadrado do trinomio dentro da
temos

\ 2a/ 4a

Facamos a mudanga de variavel
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4 b
& X + — = t, dx = dt
. 2a
M Entao,
oy \
al / 2\
véx2 + bx + ¢ = /at2 + (c - —
@ E al

Vejamos 0S possiveis casos:
~ CASO 1:/ a >0, c - — >0
- N 4a

~ ' Chamando de a = m2 e ¢ - — =n", temos

. ; , ‘
Jax® + bx + ¢ = /mzt2 + nl
Assim, a integral (1) reduz-se a
/2.2
R(t, /mPt® + n?) dt,

n& -
2 que reduz’a uma integral do tipo (2) por meio da substituigao

n
t = — tg z.
m

2

L b
L R - @\ a > O, c - — < 0.
i". 1 w 4a )
i b
E 1 Entao, se a = m2 e C - — = -nz,
1] 4a
Ll

I / .

//ax2 #bx + c = /m2t? - n? e a integral (1) reduz-se a
P, |

R(t, /m2t2 - n?) at,

n
que, por meio da substituigao t = — sec z, reduz-se a uma
m

integral do tipo (2).

B 2 2
b b
CA;;\;\\ 2 = nl

:Ja<0, ¢ - —>0. Entao, a=-m", ¢ - — =n",
' 4a 4a

| |
/gx2 + bx + ¢ = /éZ = m2t2 e a integral (1) se reduz a (2)
" ‘ Tt
por meio de @t = — senéb.A//

m B

HE E K E E N WM W W ™ W

=
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T b 2
[ CASO 4i> a <0, c - — < 0.
- 4a

1
Neste caso, /ax2 + bx + ¢

¢ um complexo,qual-
quer aue seja x, O que nao nos interessa.
EXEMPLOS:
; dx
k@”ﬁd? a) Encontre I =/ T \
. x + 1 X* + Zx + 2
g 2 2 2 /7 el
; é}” Temos XC + 2x + 2 =x+2x+1 -1 4+2=(x+1)"+1/ w=
o ”&5V &e!%U/
"yﬂrfif ﬁxmdo X + 1 =étg z, temos dx = sec2 z dz e '“4>0 e
A, 4
! 0 ) d — —
QV< {?W'Qz +2x + 2 = /?x + 1)2 + 1 = /ng z + 1 = //sec2 z =
2y AT % edagier ey ey A,
A g’ s Nogo, ey L 5y Ay
¢ 2 o2 6% e R+
Oppy) sec” z dz 0% 2 ¥ 1 // + 2x + 2 aﬁyﬂa
‘ I = f— = [—— dz £ -
tg® z sec z sen” z sen z *uLu x + 1
\ o a0 o [l e slien L
b)) Calcule 1 =  dx T - = a &
\)gl"J . 1 - x? ~wind 7,»1.m~ } B "’”/,‘“(46 '
« q.»r' o - wW? e T b e z)
* '“* Fazendo a substituigdo x = sen z, dx = cos z dz,
t o\
i e 5 {
- A - x2 = /1 - sen2 z = /éos2 z = cos z e, logo,
5 4 2
sen” z 3x T+ 4x° + 8 i
I =7/ cos z dz = fsen5 z dz = - /1-x2+c
cos z 15

EXERCICIOS 2.7. V////_\

\{T_,,}' {,g»lm*ﬂ@ *3@-42))( H(q)j

Jrede
/./ - Calcule: _xa$5+,ow 4.3—61 doc)]
v 2 < |
Q“AW(,\ 'o' X~ dx
.oa) [f

.4
R
¢_.Ca?r(
“‘%;y(

}/r«& piry A [ (ngbz/wgd@-

gy M

(- e J(’ Sl D =

V@”%‘*@f{% - i 2 2 - oz ot Lt

oA

J

IS"IO%Z}_P }_)}*4

e

-

%54

X s

1< >*C‘

J\,xz iz loU«xl)+—5(|,k )j
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dx

f) f '
x V2 + x - x?

T = V1 + x + x?

g) / dx
x /1 + x + X2

/2 '
h) .V/x¢ - 4 dx

-) - dx

1 3

(1 + x%) /1 - x?
dx

J)

2

J (#\ 2nts )t

/
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CAPITULO 3 - A INTEGRAL DEFINIDA

3. 1. DEFINICOES

39 o

Seja a funcao y = f(x) continua, definida no

intervalo [a, b].

Divida o intervalo [a, b] em n sub-interva

los pelos pontos de divisao

a = Xo, X-l, X2,

X0<X]<X2<...

e sejam Xy - Xg

Denotemos por m, e M, ao

lor da fungao f(x) no sub-intervalo [xi_], Xij' respectivamen

TR "N b, onde

te, e por M, ao valor maximo de hi’ 1 < i

[, = max {hy, hyy ooy b3

ML -

cy X=X = h

<

<>

n n-1 n

menor e ao maior va-

n

YOO

- N

hy he hy ha

{

hn

Formemos as somas

n
Sn my h] +om, h2 oo tomy hn = 151 m

n
3; = M] h] + M2 h2 + + Hn hn = 151 M

chamadas de soma

inferior e soma superior,

== 7
—e

respectivamente.
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Essas somas correspondem is somas das areas dos

retangulos inscritos e circunscritos, respectivamente (ver fi
respectivaic 1

guras). Elas fornecem estimativas por falta e por excesso,

respectivamente, da area sob o grafico de y = f(x) de a ate b.

Em cada sub-intervalo {xi_], Xi}’ tomemos um

ponto arbitrario ;i e formemos a soma

Sy = f(?l) hy + f(?z) hy + oo ¥ f(?n) i =

Como my; < f(x;) < Mis Y 4o Sp g Sy € §n.

\ 1
e -

A soma S, chamada soma de Riemann da fungao
f(x) no intervalo ‘a, b], depende dos sub-intervalos [xi_],x{]
e tambéem da escolha dos pontos Yi.

Vamos considerar as diferentes partigoes do in

tervalo [a, b] em sub-intervalos (X570 %4] tal que u,—>0.

Obviamente, n —> =,
Escolhendo valores apropriados de ;i’ e nossi-

vel, para cada partigao, formar a soma

n e
:] f(xi) hy.

Suponhamos que essa soma sé aproxime de [ para

uma dada partigao, quando p = 0, Separa qualquer particao

Lo . NN
L P N N PN
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do intervalo [a, b] tal que iy 8 9 e para qualquer escolha

de pontos Yi a soma L f(?i) hi aproxima-se do mesmo limite I,

dizemos que a fungao f(x) e integravel no intervalo [a, b]; o

limite I & chamado a integral definida da fuiﬁgo f(x) no in-
ki

Apﬂﬁﬁé" //

tervalo {a, b]. E denotado por RO
b VW
n
JSf(x) dx - e escrevemos Tim o f(x;) hy = afbf(x) dx.
a ) 9 n—>o i=1
s = )
b;%~¢i 0 limite acima indicado deve ser entendido da
i
sequinte forma:
n
Afirmar que 1im T f(x,) h, =1 signifi

pn—> 0 1
ca que, para cada numero positivo <, existe um numero & > O

(dependendo de ¢) tal que

nie) 3

_ :
fF(X;) hy — Ii

M

e valido para toda partigao comu <48

b

Geometricamente, entao, o valor , f(x) dx re
a

presenta a area da regiao situada entre 0 grafico da funcgao

!
|
151

e 0 eixo x, sendo que esta area g contada positivamente ou
negativamente, conforme essa regiao esteja situada acima ou

abaixo do eixo Xx.

Por exemplo, seja f dada pelo grafico abaixo:

Entao,
b
af f(x) dx = A] - A2 + A3
c-L
!
DEFINICRO: /2 £(x) dx = -y® F(x) dx, desde que a Gltima in-

tegqral exista.

DEFINIGAO: afa f(x) dx = 0, se f(a) existe.
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Citaremos agora, alguns teoremas de existencia

das integrais definidas de Riemann.

TEOREMA 1: Se f & uma funcao continua no intervalo [a, b|, en-

tdo f & integravel epq[a, b].

TEOREMA 2: Se f @ uma funcao limitada e seccionalmente conti-

nua no intervalo [a, b], entdo f & integravel em [a, b].

TEOREMA 3: Se f & definida e integravel em [a, b], entao f e
limitada em [a, b].

TEOREMA 4: Se f & integravel em [a, b] e se h e tambem defini-
da em ‘a, b] e satisfaz h(x) = f(x) para todo x em [a, b] exce

to num numero finito de pontos, entao h & tambem integravei em

R b b
B, 5] e,/ h(x) dx =/ f(x) dx
a a _ \/\AfL
EXEMPLO: Calcular of x dx, fazendo hr = — e X, =KL
i n N
Temos : »,:\ 2%
bl
- L. X, f(X,) h.
] o, 2] a a a
L >on n n
2 i) _23_, 2_3_ 2a a
n nJ n n n
3 2a  3a] 3a 3a a
n’ nj n n n
3 f(n-2)a, (n-1)a] n-1)a (n-1)a 2
-1 T nJ n n n
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yA yx 37

;L ______________ 7’
|
|
|
|
|
[
|
|
|
|

+ —t > X
Ol a 20 &4 .., (0 o
n N Nn N N
a a 2a 3a (n - 1) a na
Sn =z — | — + — + — + + + —| =
n n n n n n
a2 a2 n(n + 1)
= — M +2+3+ ...+ (n=-1)+n] =—.
n n .

; .
. N a% n? + %:3)32 ] ] ] ) al
Portanto, .S x dx = lim — —— im ( Fo— | = =
0 n+o 2 n (éa 2 now n 2
W

EXERCICIOS 3.1.

1. Calcular as somas superior, inferior e de Riemann para a

fungao y = x2 + 3, considerando

Xg = 0 Xq = 9/4 Xy = 1/4 Xq = 4
Xq = 1/2 Xgq = 5,0 Xy = 1
Xog = 3/2 ' Xq = 2

2. Calcular, pela soma superior, as integrais das fungoes que
#»e sequem, considerando em cada caso, a sub-divisao do in-

tervalo em n sub-intervalos de iguais amplitudes.

a) y = x2 + 3 [0, 4] h, = {%
. _ 4
b) ¥y = x -1 0, 5] h = —

- - 3
c) y = x° + 2xX (0, 3] h, = =
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— - "3, Calcula-. o2ela soma inferior, as integrais das funcoes que

l" }§Vfﬁ‘ _se segquL=—, nos intervalos e respectivas amplitudes indica-
I ¢ das.

@& 2 q _ 5

. a) y = 7 -2 0, 5] b = =

- 3 a

/\ b) y = = [0, a h, = +

3 ¢) y = Ix + 3 [2, 6] h o= X

o N =2 ’ r n

i’A 4 3.2. PROPRIEDADES BASICAS DA INTEGRAL DEFINIDA

|-

- As propriedades basicas da 1integral definida
- B} B}

. podem ser deduzidas a partir da definicao dada na secgao ante-
'A‘ rior. Na maioria dos casos, nao apresentamos tais provas.

:H TEOREMA 1: Se f & uma fungao integravel no intervalo fa, b] e
)l K & um nimero constante, entdo K f & tambem integravel em
N [a, b] e _/° K f(x) dx = K P f(x) dx.

) - A figura abaixo mostra a razao geometrica para
P“ a propriedade:

)
-
-]

B - __/_g
‘/(a:uq.: ngi)hl S

‘)l 0 _it

W W
I= ) )

ey

L

0

By

-

PR 777
{ v

e
EXEMPLO: Dado que of° f(x) dx = 5, calcule NE R ICINES

Pelo teorema 1, of% 4 f(x) dx = 4 72 F(x) dx = 4 .5 = 20,

TEQREMA 2: Se f e g sao fungoes integraveis no intervalo

fa, b], entdo f + g & tambem integravel em [a, b] e

W VWY W W W W W W
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«b F(x) + g(x)] dx = afb f(x) dx + afb g(x) dx.

A razao geométrica e apresentada abaixo:

14 Ji Ji ’ ) o
acea = HXO by gl __%&”h: orea = [fek) ,,%(1;)] he
=, p l\
hio) "‘X 3 ¥ %Li;,) { 1o r\h
W T © NN
N - . N
) x e x x4 x
e h\'—l k—:—l
by he he
1/\\ 3 13
o> EXEMPLO:/ Dados que _7f f(x) =8 e _7f g(x) = =15, cal
13
cule 5/ fF(x) + g(x)] dx.
Pelo teorema 2,
13 13 13
_77 [f(x) + g(x)] dx = -7/ f(x) dx + _4/ g(x) dx = 8 +
+ (-15) = -7
TEOREMA 3: Se f & uma fungao integravel em [a, b] e se f(x) 30
para todos os valores de x em [a, b]. entao afb f(x) dx » 0.
0 teorema 3 e, geometricamente, evidente, por
definigao.
A
Y]
fonadx 2 0
? ot 2
l ol a b
AQS
e, 13 R
3{ \FXEMPLO. Mostre que 5/ X dx < of X dx.
Sabemos que, para 0 ¢ X g 1, x3 < X. Assim,

Pelo teorema 3, Of] (x - x3) dx » 0, isto e,
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‘] ‘] 3 f] X 3

0 K dx - 570 X dx 20 e, portanto, 0 dx & 5.0 % dx

0
TEOREMA 4: Se f e g sao fungOes integraveis no intervalo [a, bl

e se f(x) € g(x) e valido para todos os valores de x no inter-

valo @, b], entao afb f(x) dx < afb g(x) dx.
A figura abaixo apresenta uma interpretacao

geométrica do teorema 4, quando f(x) > a(x) > 0 para todo x em

a, b].
b
7 |
i o
| o0 dux
| a .
| K erod
i
}
o
TEOREMA 5: Se f e integravel no intervalo [a, b], entao Hf

tambem o sera e

b

b

|a,.- f(x) dx| < 2f

|f(x)| dx.

TEORE{1A 6: Para quaisquer tres numeros a, b e ¢ a igualdade

¢ f(x) dx + Cfb f(x) dx

-
—
—
pas
N~—
o
pas
"
-

e verdadeira, se as integrais existirem.

l\// NN

N~ NN .

EXEMPLO: Define-se a funcdo f pela equacido

pas

-1 para x <0

‘yﬂﬂgf(x) =4 x = ] para 0 ¢ x < 1

A

kB para X > 1
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1
Assuma que fb X~ dx = —
——— T a 3

] —
afb x dx = — (bz'- a2)
2
rema 6 para calcular _2f4 f(x) dx.
3y A

e que af

J: ;-L*)

- -

V/T 4 -

1Y
o]

dx +

, 0
-2
bl |
A 0 1 4 )
e f(x) dx = _2f f(x) dx + Of f(x) dx + ]f f(x) dx =
- L0y dr gf! (- 1) dx 3 ax -
= _2f0 x% dx - _2f0 dx + O!] x dx - Of]
+ 3 f4 dx =

TEOREMA 7 (TEOREMA DO VALOR MEDIO PARA INTEGRAIS): Suponhamos

que f seja uma fungao continua no intervalo [a, b].

xiste um numero c em [a, b] tal que

Entao, e-
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2.
Sem e M sao, respectivamente, o menor e 0

maior valor de f(x) em [a, b], entao,

b STPORE g

m(b - a)s _J° f(x) dx < M (b - a) ou

Como f e continua, toma todos os valores inter

mediarios entre m e M. Portanto, para algum valor c,

] b %" )
f(c) = - 2 F(x) dx p §owes taaie
b -a(;-‘_ P
1 b ) )
0BS 0 valor af f(x) dx e chamado valor medio de f em
b - a

fa, b]. ;
- b %9\ !
A condigao af f(x) dx = (b - a)*significa que
a area sob a curva y = f(x) entre x = a e x = b e igual a do
retangulo cuja base e o intervalo fa, b] e cuja altura e f(c)
(figura abaixo).
J J:i—{%\

R
|
|

O b *

# A
brea s0b @ curva = @rea  dc rebanculo

b 2

EXEHPLO: Dado que s° x° dx = 3

(b~ - a3), encontre o valor c

1
3

2
tal que ]f3 x~ dx = (3 - 1) f(c).
1 26
Temos que ]I3 x2 dx = — (33 - ]3) = —,
3 3
26
Logo,queremos encontrar ¢ tal que — = ¢ f(c)
3
13 5 13 13
ou f(c) = — ou c® = — . Logo, C = *fj—
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1
Desprezamos -J—— pois ele nao se encontra no
3

intervalo (1, 31.

Portanto, |/ f(x) dx = (3 - 1) f J_-
EXERCICIOS 3.2.

1. Use as propriedades basicas da integral para justificar ca-

‘ . 0
sy da afirmativa:
2) of° (4 + 3x - x2) dx » 0

. b) o x* dx < o/ % dx
8 . A ) S !
» ¢) ool AT+ 1 dx = o A2 e 1 dx - ot e dx

# Q) f4 dx ) fs dx i} f4 dt . f6 dy

S A 67 1 4 2 37 1 4 y2

= 2. Suponha que f e g sao fungoes integraveis em [@, b] tais

que |f(x) - g(x)| < K para todo niumero x em [a, b] onde K

e uma constante positiva e que afb dx = (b - a). Prove que

b b

< al f(x) dx - _f g(x) dx| ¢ K (b - a).
3 f xz\ 39 _
3. Pode-se mostrar que Of 4 - — | dx = —. Determine um nu-
§ 4 ; 4

$ i

mero ¢ que satisfaca a conclusao do teorema do valor medio

para esta integral.
S 6 ¢
3.3. 0 TEOREMA® FUNDAMENTAL DO CALCULO (NEWTON-LEIBNIZ)

TEOREMA 1: Seja f uma fungao continua no intervalo fechado
(b, ¢] e suponhamos que a & um numero fixo neste intervalo. De

fine-se a funcao g com dominio [b, c] por

u
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g(x) = _.J7 f(t) dt para  x & [b, c]

Entio g & diferencial em (b, ¢) e g'(x) = f(x).

DEM: Vamos dar ao argumento x um incremento Ax. Entao,

SR dt o= X f(e) de s S f() e

g(x + ax) =
(teorema 6 - segdo 3.2.).

0 incremento da funcgao g(x) e igual a

Bg = g(x + 8x) - g(x) = S F(t) dt + XX gy

SOR(E) dt = S ey e,

Pelo teorema 7, segao 3.2.,

Ag = XfX+AX f(t) dt = f(c) (x + ax - x) = f(c) &x,

onde c esta entre x e x + AX.

ag f(c) ax
Logo, = — = f(c).

~ Ag
Entao, g'(x) = lim — = 1lim f(c)
Ax=0 Ax Ax-+0

Mas, c-x quando Ax-0 e, entao Tim f(c) = lim f(c)
Ax=0 C+X

e, devido a continuidade de f(x),

Tim f(c) = f(x) _
c+X

Portanto, g'(x) = f(x)
EXEMPLOS: Calcule g'(x), onde:

X 6

a) g(x) = of " Y4+ t0 dt.

6
Diretamente do teorema, g'(x) = /é + X

S |

b) g(x) = xfs vﬁ + t4 dt

f

X

[Ve)
—
>
~—

I

/’—_I P | i ——— |
S 1w tY gt - -Sfx 1 + t% dt = 5fx /4

-~

-~ -
NP DA EOHANDDO QNN OMANA~AAA~mem,m~s-p
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Lo, ghx) = -«4 + x4
. dt
c) 9(x) = _,. g
0 dt dt
Temos g(x) = _ . Jf i + of —— =
a5 dt « 4t
"o - 3+ t? "o 3+ t2
— i ._..-—;.\'______l
9](5‘) 92(*)
o dt . dt
9](X) =9 - - tz, se u -x,‘rgl(u] = O‘r = e t2
Pee da rofio
d dg, du ] 1
s gt =Lt g S Y T
X *t “y !
gz(x) = 0/ W="9 z(x) “3+x"'
] 1 2
. Portanto, g*(x) = 9‘1(x) * g'z(x) ) 3 & x2+ 3 + x2 i 3+ x2
L oS

§?;¥fEOREMA 2. Se F(x) & uma antiderivada da fungdo continua f(x),
\‘\. \.
N

entao vale

afb f(x) dx = F(b) - F(a) qpx;;faﬂ e ey yer :;":ﬂhf
. 5 -
0BS.: Adotaremos a notagao 2 B =}

b _ b
F(b) - F(a) = F(x) ‘a - [F(x]la
DEM.: Seja F(x) uma antiderivada de f(x). Pelo teorema 1, a
funcdo g(x) = . % f(t) dt @ também uma antiderivada de f{x).&;irﬂ

>
06."( % )‘fféﬁm

Entao, eles diferem por uma constante, isto e,

X

] f(t) dt = F(x) + C, Y ox
Se x = a, afa f(t) dt = F(a) + C, ou
0 = Fla) + C e C = -F(a)
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Logc. a."" f(t) dt = F(x) - F(a). (urﬂﬂﬂ"/&’”fé)

Pondo x = b, obtemos a formula de Newton-Leibniz (;?Swa~¢xga?fzi>
/% £(t) dt = F(b) - F(a),

ou mudando a variavel de integracao por X,

afb f(x) dx = F(b) - F(a)
2 2 |# 1
EXEMPLOS: a) /7 x dx = X = " -
2 |1 2 2
er = 2 = e T I (e
b) o/° sen x dx = -cos x| g = -COS 215 = (=cos 0) = 0=-1+! =0
o % edx = e* 1, e - 1
0’ 0

4
4 3 2
+ 9 1/2f4x dx + 1f2Iddx = [ .S -6 . Y . 2 +xJ
1/2

{64 = 188+ 92 % &) o e =~ = A ‘):15%{‘f@§1
64 4 8 2~ .7/64

e) _3I4ix + 21 dx

% ¥ 2y 5B Ry —2
Escrevemos f(x) =[x+ 2| como f(x) == -
JX -2, sex <& -2

Aplicando o teorema 6, segao 3.2, temos

ik b 2idx = S T (ex - 2)dx 4 _zfd(x + 2)dx =

M POMAOANANARNOANNAARARRAAAARAPPOPPACPAARAAARANAAAAAAY



(



11133}

e SUU S )

OBSERVAGAO 1: Quando utilizamos akgégﬂigivge substitui;dg\ em
integrais definidas, mudando a variavel de X';;ra u=g(x), por
exemplo, devemos, nao apenas mudar o integrando como fizemos
para uma integral indefinida, mas tambem devemos mudar os limi

tes de integracao de modo que a integral assuma a forma (

g(a)fg(b) f(u)du.

EXENPLOS: a) of'x /9 - 5x% dx

Fazendo a mudanga de variavel u = 9 - 5x2, temos
du = -10x dx ou x dx = - 1 du.
10
Tambem, se x = 0, u = 9 e
se x = 1, u = 4,
Assim,
of]x y9 - 5x2 dx = 9f4 yu (- ——l—ﬁ du = - 1 9f4 /u du =
10 10

| 9 172 1 W32 ? 1 l.372 372 19
= — 4f u du = —— —— = ——19 - 4 = ——

10 10 3/2 4 15 15

b) ofﬂ/z sen x coszx dx

Fazendo a substituigao t= cos x, temos
dt = -sen x dx, sen x dx = -dt.

Alem disso, se x = 0, t =cos 0 =1e&e

™ ™
se X = —, t = cos — = 0.
2 2
Assim,
0f / sen x cos2 x dx = ]fo -t2 dt = -]fo t2 dt = - — | =
300
;
NN N B
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. OBSERVAGAO 2: A integragao por partes de integrais derinidas e
semelhante ao caso ja visto em integrais indefinidas:

b b b

af udv = uv 5 = af vdu
L~ EXEMPLO: Use a integracao por partes para calcular ];e x2Lx dx.
n Fazendo u =1Llx e dv = x° dx, temos
& dx x3
du = — e v = —
& 3 o Ctraed AR DD =
-l =
Logo, ! /,\E)
e 2 x3 ’e a x3 dx e3 91 e 2
1 X~ Lx dx = Lx — 1t - oo m = s S X dx =
3| 3 x 33
e3 1 x3 !e e3 e3 1 2e3 + 1
T —m — —_— S ee— o — e — =
3 3 3 i] 3 9 9 9

EXERCICIOS 3.3.

1. Ache as derivadas das seguintes fungoes:

a) g(x) = ],r" Lt dt  (x > 0)

2
b) g(x) = /7 /1 + t* dt

2 2 -
¢) g(x) = /% et dt

2. Ache os pontos de extremo da funcgao

x sent _
g(x) = o/ dt na regiao x > 0.

+-
v

3. Calcule as integrais:

2 1fz 2

(x= = 2x + 3) dx

b) f8 (VZx + /X)) dx

0

N T W S T L S R B I T e e e e L B
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1 + /Yy
c) 1 dy
% 4
d) ,s° A - 2 dx
dx
e) Of-a —_—
/25 + 3x
-3 dx
U s
%€ &
1 x dx

q) 0; P

h) OI SRR

bS

substituicoes indicadas:

1) I8 sec” a da
v (VR dx
i) o- :
- X
2 dx
1) eJ'e
X Lx
& sen(Lx)
m) ]f —_— dx
X
n) of% i3 - X% dx
5 2
32 1 + /gq
o) /[ —_—dt
1 3/?
1 2x + 6 a
D) F , dX
0 VX2 + 6x + 2
dx ¢
. ] 4
P ) o - o e
0 xVx? -1 o dh )ﬂﬂfﬁ
f"Jﬁpj, JQ%VJﬁh?j
. 1 dx /ﬂ?@
o

=L

-

-

49.

()

, Calcular os valores das integrais seguintes, aplicando as
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dx X
a) OI"/2 _— t = tg —
3 + 2 cos X 2
x dx
b) ]/’4 — 2 + 4x = t2
Y2 + 4x
1 dx
c) _]f ————2'—2', X = tg t
(1 + x7)
dz 1
PR &L R — 2 = —
3/4 2v/2% + 1 X
cos x dx
e) Of"/z ' sen x = t

6 - 5 sen x + sen- X
5. a) Seja f continua em [-a, a]. sSef e uma fungao par,

mostre que ® f(x) dx = 2 Ofa f(x) dx e interprete

-a

o resultado geometricamente.
b) Seja f continua em [-a, a]. Se f e uma fungao  impar,

mostre que _afa f(x) dx = 0 e interprete o resultado

geometricamente.

6. Aplicando a formula para integragao por partes, calcule as
seguintes integrais:

(/2

a) 0 x cos x dx

b) 1fe Lx dx
c) of] x3 e2x dx
m

d) of e’ sen x dx
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CAPTTULO 4 - INTEGRAIS IMPROPRIAS
4.1. INTEGRAIS COM LIMITES DE INTEGRACAO INFINITOS

Como exemplo inicial, considere a regiao R sob

o grafico de y = —, a direita de x =1 (Figura 1.a).
X

b

.EléLb

Note que a regiao R se estende indefinidamente

para a direita, sendo, portanto, ilimitada.

Seja, agora, Rb a regiao limitada sob o grafico

1
de y = -5 entre x =1 e X
X

n
o

(Figura 1.b). A area de

Rb e dada por: i Pla 14»4—'¢
S 7 Sl Tl :
b_} ; J//

1 b

- 1
i g Eax e —
X X

Para valores muito grandes de b, a regiao lTimi-
tada Rb pode ser considerada como uma boa aproximagao da re-

giao ilimitada R. De fato, pode-se esperar que:

1
Rrea de R = 1im (Area de Rb) = 1im (1 - — )= 1
b

b—>w b=scw
De modo geral temos a definigao:

DEFINICAO: Se =xiste um limite finito
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B
vim 2 f(x) dx
b+ =
entioc este limite & chamado a integral impropria da fungao

f(x) no intervalo [a, +w] e & denotado pelo simbolo

ﬂmpnﬂnﬂnﬂAﬁAﬁAA-AAnAA-

]
5 f(x) dx.
Entao, por definigao,
A eix) dx = lim o _s® f(x) dx.
a a
ba+xo
Neste caso, e dito que a integral impropria
a.’“c f(x) dx converge. Em caso contrario, ela e dita diver-
gente.
~ b (t]o‘?
Similarmente, definimos as integrais improprias 80}5 (
. . s (
de outros intervalo finitos: X e
ntervalos infinit -)JW' /b,, ‘
,-b . b La%l'?‘
cor f(x) dx = Tim [ f(x) dx \ ¢
PR 9#" o (
LT Ex) dx = s f(x) dx o+ T F(x) dxFprn ‘
(
* o dx l \
EXEMPLOS: a) Calcule a integral .,/  —— a,f-f—_:;?_ (
1T + x (J__I)
JA . _J_ x L
ﬂ, . ..
P l*q,_(w) (
(
il - b G =% 22
*= 470N
N (j{b*l | ¢
= Az T ¢
0 L (\,\‘,:ol—u..f\ J (
4
¢
Pela definicao de integral impropria, \
dx dx /QA/;‘J( S“OAG Lo
FE 53 b 5 b , : (
i g B vim - g/ oy = 1im arc tg x = /0
0 1T 4+ x b+ += 0 1 + X% b+ + w 0 ‘:"”’% (
{
{

lim arc tg b = —
b++x 2
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0 -x %
b) __f e " dx S~
J "
_ .10 - 0 5
_ O X gx = 1im ,-’Oexdx= lim -e % =ﬂ‘“"é,?/~(',e.§> )):
“ as-® a+-o 3 qurve
g LY o
= lim (e”? - 1) = +e
d=+=co

Logo, _mfo e ® dx @ divergente.

Em muitos casos, e suficiente determinarmos se

uma dada integral converge ou diverge, e estimarmos seu valor,

Os seguintes teoremas serao uteis nestes casos:

=2
=) TEOREMA 1: Se para todo x (x 3 a) a desigualdade
= 0 ¢ f(x) ¢ g(x) e valida e se a_r+°° g(x) dx converge, entao
-
-] - i + -
e a"’+ f(x) dx tambem converge e a2 ® f(x) dx ¢ af+ g(x) dx.
=9 EXEMPLO: Investigue a integral
=0
o dx _ _
=0 o quanto 3@ convergencia.
= x“(1 + e7)
=
Ly Temos que, se 1 g X,
1 1 +e dx A
T e f =1 (ver exemplo inicial)
x“(1 #+ eX) x° L ;?
§ dx _
Conseqlientemente, 1/ i —y—————=—=  CONhverge @ seu valor e
x“(1 + e")

menor que 1.

TEOREMA 2: Se para todo x (x 3 a) g valida a desigualdade

0 ¢ 9(x) g f(x) e se a;+” g(x) dx diverge, entao

ai+m f(x) dx também diverge.

EXEMPLO: Verifique se a seguinte integral converge:

x + 1
dx.,

/X7

1333333}
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x + 1 X 1
Notamos que > — = —
A - %3
o F{:’/ﬁ{ﬂ . $g _9W)
ax [ =N Goeos (l
Mas, ]I+m — = 1im ZJE‘? = +o e consequente
/;(- b++or.|

mente, a integral dada tambem diverge.

Nos dois teoremas, consideramos integrais impro
prias de fungoes nao-negativas. Para o caso de uma funcao
f(x) que muda de sinal num intervalo infinito, temos o seguin

te teorema:

4o

TEOREMA 3: Se a integral / [f(x)| dx converge, entao a

a

integral r*% f(x) dx também converge.

a

EXEMPLO: Investigue a convergencia da integral

Aqui, o integrando & uma fungdo que assume valo

res positiyos negativos.~ Notamos que

|sen x 1 Ixu ?meﬂ% A DX
l X y»vﬂ\,_,l ‘ ! s
/ g ”'L"z 2
o dx ] +oo 1 L»
Mas, 1f ;3 E;? : '2.
sen X
Portanto, a integral ]I ";j‘ dx converge

e a integral dada tambeém.
EXERCICIOS 4.1.

1. Calcule as integrais improprias (ou estabeleca sua divergen

cia)

1\

DN ONDMN LA AMNAO LD DA AN AAAAAAAADRNPANAAAAAA AR AR~ S a e s
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a) ]f

i) O;m e * cos x dx

\‘(LI ! L"“n
A} Q"“'.ﬂ'i'w )C 2

(8\35) @f x e X" dx
0

4+ dx

1) S ——
16 + X

33333333333

2. Teste a convergencia das seguintes integrais:
dx -

A + o
g TRt T e

Jf
-1 x® + 3/%% # 1

i & X dx
# o

b)

4.2. INTEGRAIS COM INTEGRANDOS INFINITOS

Como exemplo inicial, considere a regiao ilimi-

3333333}
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N
an

tada R sob a curva y = a direita do eixo y e a esquer

]
VX
da da reta vertical x = 9 (Figura 1.a).

34 J48

i
|
I
l
i
|
I

Eela Eiext. b
13 é
Uma aproximacao para essa regiao ilimitada e
_ 1
fornecida pela regiao limitada Ra sob a curva y = — entre

VX

X = a e x = 9, sendo a um numero positivo pequeno (Figura

+ -
Quando a-0, Ra se aproxima de R e escre-

vemos R = ixm Ra. De um modo geral, temos a definicao:
a0

DEFINIGAO: Suponha a fungao f definida no intervalo (a, b]
e integravel em todo intervalo da forma [a + c, b]. Entao,

por definigao, -

b . b
f(x) dx = 1i f d
L0 T 00 o
Se lim /P F(x) dx existe e & finito, dize
c+0t B -

mos que a integral impropria a;b f(x) dx @ convergente, caso

(iﬁuiaxifwi;adwv ﬂ

contrario, ela e dita divergente.

0},{_\»3\‘/&. oo

P O T o T & O o i o T S T T T T o T A o B o e e

5‘“
3
1
3

De forma analoga, ; m/go/ﬂ.a 2 M&\-—-—bi

P f(x) dx = vimorP7C f(x) dx

c+0*

{
{
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57
no caso em que f(b) ndo & definido e

/2 f(x) dx = L0 f(x) dx o+ C;b F(x) dx

no caso em que f(c) nao & definido, a < ¢ < b.

EXEMPLOS : v
2 C5 ol vy ade

oy G‘G)fx"f-o_‘_')”\
/

A integral & impropria porque 0 integrando nao & definido f"?j /
L Vo

a) Calcule Of sec x dx

i
no limite superior — . Assim, 2
2
0.'7/2 sec x dx = 'hm o/ M~ 6 sec x dx =
c+0*
= lim _L‘secx+tg x| "la-c |, L .}Lt" (
c+0% | 0 .3 k I
o S CHO
/ m N ./'—"—/“"'--.‘ = ..pL .-l‘——-—'-"" = 41
= 11‘m{_L sec{— - Ci + tg — - Cl} - -0 T -C
c+0* 2 "2 2
\
- L|sec 0 + tg 0| = 4w, pois
,\:(:ﬂ':.,lf. _ b ff‘ :

#30) i 3 m 1
Hmsac(—-c\j=+m e Hmtg:’—-c)=+m y ki=0
c+0* ¥ 2 c+0* v 2
Portanto, a integral impropria & divergente.

3 1
b) Calcule of — dX
/3 - X
0 integrando ndo & definido em X = 3. Logo,
1 dx 3-¢

3 3-¢

5 dx = 1im J 1=l=\='.|1|'ﬂ [ 3' X] =
6 3 - x ca® O /3 - x  ca0? /;,C Y

Cz0" —_— - ’L"E

= -lim (2 /& -2 f3) =2 /3 jtfaﬂggd : &5 ;

c~+0 = /{L,- [).FJ ,-LE‘..{‘F_—

para determinar a convergéncia de integrais im
proprias com integrandos infinitos, usa-se freqiientemente teo-

remas similares aos citados na secao anterior:

TEOREMA 1: Se no intervalo [a, ¢] as fungdes f(x) e a(x)
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3.

(&1

nio siao definidas em ¢ e em todos os pontos do intervalo 2 vali

da a desigualdade g(x) > f(x) > 0, e afc g(x) dx converge,
entao afc f(x) dx também converge.
TEOREMA 2: Sejam f(x) e g(x) fungdes ndo definidas em ¢

do intervalo [a, c]. Se e valida a desigualdade f(x) 3 g(x)2

>0 e afc g(x) dx diverge, entao afc f(x) dx tambem di-

verge.
TEGREMA 3: Seja f(x) definida em la, c], descontinua ape-

nas no ponto <c. Se a integral impropria afc [f(x)| dx con

verge, entao a integral fc f(x) dx também converge.

a

EXERCICIOS 4.2.

Calcule as seguintes integrais improprias:
q X dx
A - x?
dx

BY - x®

c) 07 Lx dx

d)

e) OI

X" - 2% - 3

e
V16 = x<

-
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60.
CAPITULO 5 - FUNGOES GAMA E BETA
5.1. FUNGAO GAMA
DEFINIGAO: Seja a > 0. A integral impropria convergente
- - o q=1 =X = <
Tla) = o/ x e dx e chamada fungao gama.
PROPRIEDADES:
1) (1) =1
DEMONSTRAGAO: Por definigao,
1) = ij e”* dx = lim Ojb e”® dx = 1lim [-e"x?b =
b-++eo LR 40
= lim [ce™® + 1] =1
b-;--lnm
b) T(x + 1) = a . Ia)
DEMONSTRACAO:
s _ e at+l-1 =X - @ a,-X -
T(x + 1) = 0 X dx = Of X-e dx =
= lim Djb e X dx
b=+w
Fazendo u = x* e dv = e * dx, temos
du = axu'1 dx e v = -e * e, integrando partes,
b _a_-x o -x|b b -x a-1 ba
Of X e dx = -x e 5 - aﬂf e X dx = - — *
e
a O'b 1 o™X gy
ba
Como 1lim =0 (aplicando L'Hospital),
Drt= e
Tl + 1) = Tim aOIb xa-] e X dx = o lim Ofb xa-1 e X dx =
b+ b-»+on

= a4 ., F(ﬁ).

ﬂnnnphqnnnnqnnnnqnﬁnn‘pp-qug\mnnnAnnnnn.nnn-.-.-A.-
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B

¢) f(n+ 1) =n., n e N.

=3
) DEMONSTRAGAO: (A rigor, deveriamos usar a indugao matemati
'j. ca). Basta observar que
3 |
- rg2) =1 . r(1) =1 =1
=3 r(3) =2 .T(2) =2 .1-=2!
® 3. T(3) =3 . 2 1 = 3!

r(4)

OBSERVAGAO: Mostraremos adiante que r(—) = Jm

EXEMPLOS:
a) Calcule T(6)
r(6) = 5. = 120

° 5 et otz 3
1 —_— -J/OC"['I P e b e
b) Calcule T‘(z] 2 &2 o)
5 3 3 3 1 1 3
F(‘z‘) =‘;-F(?)=?-?-P(?]=Tﬁ
b
. FP I Yy gy |
c) Calcule Of X' e dx E) i 5

o/ ke dx = r(5) = 4! = 24

d) Calcule ofm x8 e 2X gy

. t
Fazendo a substituigao x = —, temos
2
1
dx = — dt, e se x =0, t=20
2
= X+, e
£ 6 1
- w 6 =Zx e -t
Logo, af" %x° @°% dx = o ) e — dt =
; v 8 (2 2
1 1 6!
2 o 6 -t '
i = % et dt = — L T(7) = —
B e _2-7 0 27 __7
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62.
EXERCICIOS 5.1.

1. Resolver:
a) os” & e (X13) gy

) 4" & e (RI2) 4,

= i
c) S x% e" % gx
” e
d) _ o xd X gy
| e{-x/]-x) d
e J X
w3

m

f) o/ /2 gocd « tg x . e!"SeC X 4o
. [L(ZX)]s . e'L(ZX)
g) ]/zf dx
X
1 Ciin . 8 X = m
h) __s" e-Lx-m™/20°] 4 prea: -
o /2T o V2

« 2. Calcular a integral

]fw (Lu)3/2 0”2 dy pela substituigdio u = e*,

5.2. FUNGAO BETA

DEFINICAO: A fungdo beta & definida por

B(m, n) = 0f1 xm=1 (1 - x)"'] dx, m>0, n >0,

Sse m 21 e n 21, aintegral & propria.
Fumlols, ? Prov
- - - ‘J]
AP {Se m>0 e n>0 eou m<1 ou n < 1,

integral e impropria, mas convergente. f/ 5 (l-ﬂ) }hL,b¢D

A_C"M c:...,gw

Li%ka~= > derals [:0 ] xro Qb“ﬁ’r

i;}[<p PRPOPDOAQAARRAAANANANARA RS, e, ;o - -
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63.

PROPRIEDADES:
r(m) . r(n)
a) B(m, n) = —m8 ——, m > 0, n > 0.
r(m + n)
m -
b) B(m, n) = 2 of 12 gon2m=1 ¢ cos2M-1 ¢ gt

DEM.: Faca a substituigao

X = sen2 Ty dx = 2 sen t cos t dt

Entao, x = 0=t =20
m
= x=1=t=— &
2
n -
B(m, 0) = /! ™1 (1= )" dx = g /2 (sen? )"
ﬂ -
(1 - sen? t)“" 2 sen t cos t dt= 2 47 /2 gen2M=1 ¢ cos?M 1 ¢ dt
*—_“'v--—b-a)‘/?i,‘_% ! ‘LVg,
| [ Y il
c) F(E?) = /7 13 dbazﬁhw €59 T Gon

1 1 T ' ™
B(—~, ——) & 2w % sen t cos 2 t dt = 2 ./ /2 dt =
0 0
2 2
m
=2 — =m (2)
2

Igualando (1) e (2), temos

(;blq}z = v e, portanto, F(j—) = /7

L %2

EXEMPLOS:

o 3 a) Calcule m"l xq(T - x)3 dx

= Y -
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o kM- )% dx = 8(s, 4) - -

r(9)
2 x2 dx
b) Calcule Of
2 - X
Se X = 2¢t, X =0=>1t =20 e dx = 2 dt
X =2 =>t =]
Logo,
, x2 dx , at? 2dt 8 -
I m—c g —= = —= o/ t°(] - t)
& F e 0 /2 -2t /20
M3 - r(l)
8 1 8 2 8
S — B(3,~——)=————___=_
/2 2 /2 l"(--{) /E‘E
2 2
d;L:?i
AL
T ol =75 .
c) Obter Of /2 sen” X cos4 x dx 3
™ 1 5 1
o/ e sen3 X cos4 X dx = — B(2, ——) = —
2 2 2
dzwv’.'l-"-?ﬁ « Fg""’(;q
was 2 m-f/f;'
2

EXERCICIOS 5.2.

1. Resolver as integrais:
a) 0f3
b) fo xz e’ dx
c) of! A - K dx
d) o/ A1 - x)¥ dx

P
tr-feny

"

Y- -
=2

N DD OODPDODNME D~~~






131})

1331}

TYYYYYTIYY)

!

(L)t (1 - Lx)

f) ]fe dx
5x -
g) Of'/2 sen4 x dx
n) Ofu/4 sen3 2X cos5 2x dx
X
i) Of” sen — dx
2
m
i) o /23 (552 ax dx (a # 0)
m 3x 3x
1) 2 Of 4 sen4 — cos2 — dx
2 2

Calcular as integrais utilizando

65.

as substituigoes indica-

das:
1 1 Yo, 1 3/, 1
a) Sy s /2 (—— + x) ( —_ - x) ; dx, t = — + X
< 2 2 2
2, 1 3 u + 1
b) 1, F7% (5x - 1) /2 (2 - sx) /2 ax, K —
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CAPTTULO 6 - APLICAGOES DA INTEGRAL DEFINIDA

6.1. AREAS EM COORDENADAS CARTESIANAS

Ji vimos que se f @ continua em @, b7 e
f(x) 30, ¥ xc¢ (a, b], entao a area sob o grafico de f
de a ate b e dada por
A= 0 (k) dx (Figura 1)

se f(x) <0 em [a, b], entao a area da re-

giao limitada pelo eixo x e 0 grafico de f, entre a e b,

e dada

por

A= - sP f(x) dx (Figura 2)

to de
forme

cima).

Se f muda de sinal em [a, b] um numero fini

vezes, escreva a area A como soma finita de areas, con

haja mudanca de sinal da fungao (usando as observagoes a

o~
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67.
Se f e g sao continuas em [a, Q] e
f(x) > g(x), ¥ xe[a, b], entao a area A da regiao delimi-

tada pelos graficos de f, g, x = a e x = b e dada por:

K = afb‘[:f(x) - g(x)] dx (Figura 3)
Jb
NERYCD)
N
e,
v o b *
EXEMPLOS:: Eig2

a) Determine a area da regiao limitada pelos graficos das equa

Os pontos de 1ntersé%50 das curvas sao:

x2 = X => x4 =X =>x=0 oux =1 [:

b) Calcular a area da regiao limitada pelos graficos de y = x+6,

X
y:)( ey:-__
2
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- Lt6 “ (
J \\\JAZ: (
Ay~ (
|
|
ﬁ! | X !
/S -4 2 (
{
I3 (
3
J:L _ 7 - /]I '
: Pa €S s =
[y :-..(n e A o ‘
Pontos de interseccao: BELEST, T Lo {
: 35
- {
x + 6 = x3 = x3 - X =6 =0= x =2 (
X 42)1‘:*"9." {
X +6 = - — = 2x + 12 = -x = x = -4 1
2 (
X 19 (3 546
Logo, A = A, + A, = _4f0 (x + 6 + —) dx + sz (x +6 -x3)dx=jcq(“% 3
2 ) ; 5 ¢ '
-2 vﬁké/ﬂ" ok ww%)g
1 Mx? ' x 472 = o L= T
=—_4f0 (3x + 12) dx+L—+ 6 x -——l = .—-li-(-]/"l—el*’z/"{”’?/z’ <
2 2 4 lo = ‘
1 X2 0 )
= — — + 12 x + 2+ 12 -4 =-12+ 24 + 10 = 22 u ‘
2 = Z J-4 ‘

OBSERVAGCAO: As vezes, e preciso determinar a area A de uma
regiao delimitada pelos graficos de y = ¢ e y =d e deduas
equagoes da forma x = f(y) e x = g(y), com f (y)2 g (y)
Yy e[}, d]. De modo analogo ao que acabamos de ver

A = Cfd [f(y) - g(y)] dy, onde agora y & considerado a va-

riavel independente.
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EXEMPLO:
Calcule a area da regiao de11 tada pe]os graf1

cos das equagoes 2 y2 =X+ 4 e x = y

=

gyi-0 TR /4

}Pa"&"’ Clif

b (i)
%xﬁi

Intersecgoes:

2y - 4= y? oyl 4y =2

\

= Y -
& avilind

2
Logo, A= 5% [y? - (2y°

312
y
= rh - y8) ey - [w-?

z

3

.2 0«9-'

‘”’\M

4)] dy =
(-4 (M%) )4 mfgrlfé-r'é
32

2 3

EXERCICIOS 6.1.

1. Calcular a area compreendida entre a curva

13333333330380%
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70.
(2 X5 se X < 3
y = l 2
k8 - — X, se x 33
3

e 0o eixo das abscissas.

2. Calcular a area delimitada pelas curvas:

d) y = x2 - 3x + 2 y = -x2 + X + 2
e)Y=4-X2; y =0
a2 a
fyy=— x=—; x=a & yY=0C
X 2 v
2

g) y = x_ - 6x + 8; y = x + 2

3. Calcular a area do segmento de circulo de equagao

y2 + x2 = 36 limitado pelas retas x =0 e x = 3.

= A
\ - -~ - .
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