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Capitulo 1

Fundamentos e topicos de revisao

A Matemaética ¢ uma das Ciéncias mais ricas da Historia e seu desenvolvimento
esta intrinsicamente ligado a evolucao da humanidade. A Matemética fundamenta di-
versas areas do conhecimento humano, como por exemplo a Agronomia, Fisica, Quimica,
Engenharia, Estatistica, Economia, entre outras. Nessas Ciéncias, grande parte das es-
truturas tedricas pode ser descrita por um modelo matematico.

Definicao 1.1 Modelo matematico é constituido, em geral, por uma ou mais equacoes
(fungoes) que descrevem a estrutura do modelo: variavel dependente, variaveis indepen-
dentes ou livres, inter-relacoes, suposigoes, parametros. Por outras palavras o modelo
matemaéico é uma representacao sintética do fenémeno em estudo.

A titulo de ilustragao, apresenta-se a seguir, duas situagoes em que se tém o
emprego de um modelo matemaético.

Exemplo 1.1 Na Agronomia é comum a conducao de experimentos para verificar o efeito
de um determinado nutriente ou fertilizante sob a producao de uma espécie. Ha varios
modelos tedricos disponiveis na Literatura!, a funcao do 2° grau é um desses:

y=ar’+br+c (1.1)

em que y representa a producdo, em kg/ha, de uma determinada variedade; x representa
a dose do nutrientre, em kg/ha e a, b e ¢ sdo os pardmetros que irao particularizar a
equacao. O modelo 1.1, por ser uma fungao bem conhecida, apresenta algumas vantagens.
Porém, uma desvantagem desse modelo é quando pretendemos utiliza-lo para prever uma
producao dado um valor de x por extrapolacao. Na fun¢ao do 2° grau, com a < 0, os
valores de y descrescem ‘“rapidamente” ap6s o ponto de méximo, o que nao corresponde
bem a realidade experimental. Devido a isso, um modelo alternativo foi proposto por
Mitscherlich:

y = A[l — 107, (1.2)

em que A, b e ¢ sao os parametros, representando, A: produgao méxima teoricamente
possivel, b: quantidade do nutriente estudado existente no solo em forma assimilavel e c:
coeficiente de eficacia.

!Gomes, P.; Nogueira, I. R. Analise Matematica, 2ed. 1980.



Notas de aula

80

60
|

produgao(y)

20
|

-20
|

T T T T T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0

doses(x)

Figura 1.1: Grafico da funcio y = 70[1 — 10-05(=+062)]

Exemplo 1.2 Em Economia a quantidade demandada (Qd) e a quantidade ofertada (Q)s)
de um determinado bem ou servico podem ser descritas como funcao do preco P desse
produto. Nesse contexto, uma condicao classica é a construcao de um modelo de equilibrio
de mercado, constituido de trés equacoes, a terceira, nesse caso, ¢ justamente a condi¢ao
para que o equilibrio se estabelega. Suponha que tanto a demanda quanto a oferta sejam
funcoes do 1° grau. O modelo pode ser representado pelo conjunto:

Qd=a—-0P; (I)
Qs =—c+dP; (II)

Qd = Qs. (II1)
em que a, b, c,d sao os parametros. O problema, nesse caso, consiste em se determinar o
a+c
valor Py que iguala a demanda e a oferta, ou seja, Py = Hid Note que b+ d # 0. Geo-

metricamente equivale a encontrar o ponto de encontro entre as duas retas. Logicamente,
dependendo das condigoes de demanda e oferta de mercado as equagoes () e (/1) podem
assumir outras formas e caracterizagoes.

3 Prof. Idemauro/ESALQ-USP
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Figura 1.2: Ponto de equilibrio de mercado em que Qd =4 — P2 e Qs = 4P — 1.

Esses dois exemplos ilustram como a Matemaética é utilizada em situacoes em que
se deseja estabelecer um modelo tedrico com aplicagoes praticas, para representacao de
um objeto de estudo. Portanto, para o exercicio profissional com competéncia é necessario
o conhecimento de fundamentos da Matemética. Nesse texto sao apresentados conceitos
basicos sobre fungoes além de parte da Teoria relativa ao Calculo Diferencial e Integral.
A

1.1 Funcoes

Definigao 1.2 Fungao. Sejam A e B dois conjuntos nao vazios, uma fung¢ao definida
em A e com valores em B é uma lei que associa a cada elementos z € A um tnico valor

y € B. Notagao:
f'{ A—B
"z y=f2)

Observacoes

i) Quando A C R e B C R a funcao é dita real de variavel real.

ii) O conjunto A é denominado dominio da fungao, enquanto que o conjunto B é o
contradominio.

4 Prof. Idemauro/ESALQ-USP



1.1. FUNCOES Notas de aula

iii) Quando néao se especificarem os valores de x € A, subentende-se que é o proprio

conjunto R.

Defini¢ao 1.3 Conjunto Imagem. Seja y = f(z) uma fun¢ao definida em A com
valores em B, o conjunto imagem da fungao é definido por I(f) ={y € B |y = f(x)}.

Exemplo 1.3 Nas fungoes a seguir, identificar o dominio:

a. y=x+1
3
b. y=
Y r+1

c.y=+vVxr—3

Defini¢ao 1.4 Grafico de uma fungao. Seja y = f(z) uma func¢éo definida em A com
valores em B, o grafico da fungao, G(f), é constituido de todos os pontos (x,y) tais que:

G(f) ={(z,y) e Ax By = f(r)}

5 Prof. Idemauro/ESALQ-USP
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@ (b)

Figura 1.3: Exemplo de gréafico de uma fungao (a) e de um gréfico de uma relagao que
nao é fungao (b).

Defini¢ao 1.5 Monotonicidade. Seja y = f(z) uma fungao real e (a,b) um subinter-
valo do dominio dessa fungao, se:

a) V x1,z9 € (a,b) com x; < x5 se verifique f(xy) < f(z2), entdo y = f(x) é uma
fungao estritamente crescente em (a, b);

b) V 1,29 € (a,b) com 1 < xy se verifique f(x1) > f(z2), entdo y = f(x) é uma
fungao estritamente decrescente em (a, b);

Observagao: Quando a fungao é crescente ou descrecente um todo seu dominio diz-se que
ela é absolutamente mono6tona.

Exemplo 1.4 Estude a monotonicidade das fungoes em R:

a. y=x-+2

b.y=a?>—5x+6

6 Prof. Idemauro/ESALQ-USP



1.1. FUNCOES Notas de aula

Definicao 1.6 Paridade. Seja a funcao:

| A—=B
f’{vayzf(x)

Admita queV z € A 3 —x € A. Nessas condigoes:
a) Se f(z) = f(—x), entdo y = f(x) é uma fungao par;
b) Se —f(x) = f(—x), entdo y = f(x) é uma fun¢ao impar.

Observagao: O grafico de uma fungao par tem como eixo de simetria o eixo Oy, ja o
grafico das fungoes fmpares sao simétricos em relagao a origem do sistema cartesiano.

Exemplo 1.5 Estude a paridade das fungoes a seguir.

a. f(z) = (x —10)?

b. g(z) = 23 + 27

7 Prof. Idemauro/ESALQ-USP
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@ (b)

2000
1

1000
1

f(x)
2
|
g(x)
0
|

-1000
1

-2000

Figura 1.4: Graficos das funcoes f(z) = (z — 10)? e de g(z) = 2 + 2.

Exemplo 1.6 Estude a paridade da funcdo y = 22% — 2z + 1.

Definigao 1.7 Funcao Composta. Considere trés conjuntos nao vazios, A, B e C e
duas fungoes reais f(x) e g(x), tais que:

_ { A— B s { B—=C

oz g(@) 9(x) = f(g(x))

Dessa forma, f(g(z)) é denominada fun¢éo composta de f em g e denota-se fog(x). Note
que o dominio de fog(x) é determinado pelos valores reais de x para os quais g(z) exista,
tais que g(x) estardao no dominio de f.

Exemplo 1.7 Considere as fungoes definidas em R, f(z) = z° + 1 e g(z) = 2z. Calcule
f(g(3)) e g(f(—=1)). Encontre as leis das fungdes fog(x) = f(g(z)) e gof(x) = g(f(z)).

8 Prof. Idemauro/ESALQ-USP



1.1. FUNCOES Notas de aula

Definicao 1.8 Classificagao das fungoes. Seja a funcao:

| A—=B
f’{xHyzf(x)

Pode-se classificé-la em:
a) Injetora: SeV xy,x9 € A, com x1 # xo verifica-se f(x1) # f(x2);
b) Sobrejetora: Se V y € B, existe ao menos um = € A tal que y = f(x);
c¢) Bijetora: Se y = f(x) for simultaneamente injetora e sobrejetora.

Observacao: Na funcao injetora pontos distintos do dominio tém imagens distintas no
contradominio. Na funcao sobrejetora o contradominio coincide com o conjunto imagem.

Exemplo 1.8 Classifique as funcoes a seguir em injetora, sobrejetora ou bijetora.

a.

Iy R—R
"l z—ax+1
b.
Iy R — R,
"l z— 2?41

9 Prof. Idemauro/ESALQ-USP



1.1. FUNCOES Notas de aula

Definicao 1.9 Funcao inversa. Seja, por definicao, uma funcao:

| A—=B
ﬂ{xHyzﬂ@

bijetora. Entao, sem perda de generalidade, y = f(z) admite fungao inversa, tal que:

f_1,{B—>A
y—a=f"(y)

Observacao: Os graficos das fungoes f e f~! sdo simétricos em relagdo & bissetriz dos
quadrantes impares.

Exemplo 1.9 A fungao inversa de:

f R—R
|l r—2+1
é
£ R—R
Ny arz=y—1

¥X0 de simetria

Figura 1.5: Graficos das funcoes f(z) =z +1lede f~l(z) =z — 1.

10 Prof. Idemauro/ESALQ-USP



1.1. FUNCOES Notas de aula

1.1.1 Funcao do 1° grau

Definicao 1.10 Funcao do 1° grau. A funcao

f:{R—ﬂR

r—y=ar+Db

com a,b € R é uma funcao do 1° grau.

Observagoes:
. : - b
i. A raiz da fungao ¢ dada por z = ——;
a

ii. O grafico da fungao é uma reta, que tem inclina¢do determinada por a = tan(«)
(coeficiente angular), isto é a é a tangente do angulo de inclinagdo da reta. Essa
reta intercepta o eixo Oy no ponto (0,b);

iii. Se b = 0 tem-se a func¢ao linear, y = ax, cuja reta passa pela origem do sistema
cartesiano;

iv . Se a = 0 tem-se a funcao constante, y = b, cuja reta é paralela ao eixo Ox;
v. Se a # 0 e b # 0 a fungdo é denominada afim;

vi. Se a > 0 a funcao é absolutamente crescente em R, se, porém a < 0 a funcao é
absolutamente decrescente;

vii. Da forma como definida em (1.10) a funcdo é bijetora e, portanto, admite
inversa.

Exemplo 1.10 Dada a fungao y = 2x + 1, esboce o gréfico, determine o dngulo de
inclinagao da reta e encontre sua fungao inversa.

11 Prof. Idemauro/ESALQ-USP



1.1. FUNCOES Notas de aula

Exemplo 1.11 Considere um problema de equilibrio linear de mercado com uma tnica
mercadoria de preco varidavel P. Sejam também as func¢oes QQd, que representa a funcao
de demanda e (Js, que representa a oferta dessa mercadoria. Admita:

Qd=20-2P; (I)
Qs = —10+8P; (II)
Qd = Qs. (I11)

Represente nos mesmos eixos cartesianos as fun¢oes de demanda e oferta. Estabeleca o
ponto de encontro entre as fungoes, que representa geometricamente a equagao de equili-
brio III.

12 Prof. Idemauro/ESALQ-USP



1.1. FUNCOES Notas de aula

1.1.2 Funcao do 2° grau

Definicao 1.11 Funcao do 2° grau. A funcao:

f:{R—HR

Ty =ar’+br+c

com a,b,c € R e a # 0 é denominada funcao do 2° grau ou quadrética.

Observagoes:

i. As raizes da funcao podem ser obtidas pela equacao de Baskara:

b+ VA

5 em que A = b* — dac (1.3)

X

ii. As relagoes de Girard para as raizes dessa fungao sao:

&
S:acl—i—xg:—— e P:lel.l’gz—
a a

iii. Se na equacao (1.3), A < 0, entao a fun¢do nao tera raizes reais;

iv. O grafico de uma funcao do 2° grau ¢ uma parabola com eixo de simetria paralelo
ao eixo Oy;

v . A concavidade da parabola é determinada pelo sinal da constante a, se a > 0 a
parabola tem concavidade para cima e se a < 0 tem concavidade para baixo;

b A
vi. As coordenadas do vértice da parabola sao (:L‘V =—5 Yy = —4—);
a a

vii. Se a > 0, o conjunto imagem da funcao quadréatica é I = {y € R |y > yv },
porém se a < 0, o conjunto imagem serd [ = {y € R | y < yy }.

13 Prof. Idemauro/ESALQ-USP



1.1. FUNCOES Notas de aula

VAV
AN

Figura 1.6: Posicoes relativas da parabola em fungao de a e A.

Exemplo 1.12 Demonstracao das coordenadas do vértice.

14 Prof. Idemauro/ESALQ-USP
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Exemplo 1.13 Dada a funcao y = 22 — 3z — 10, pede-se: dominio, conjunto imagem,
vértice da parabola, eixo de simetria, esboco do grafico e estudo da monotonicidade em

R.

Exemplo 1.14 (Gomes e Nogueira (1980), pag. 171) Suponha os seguintes dados de um

ensaio de adubacao

x: doses de nutriente em Kg/ha | y: produgao de cana em t/ha
0 42,6
70 55,6
140 60,4

Adaptar um polinémio de grau 2 a esses dados.

15 Prof. Idemauro/ESALQ-USP



1.1. FUNCOES Notas de aula

Exemplo 1.15 (Aplicacao) Considere as fungdes Receita Total, Ry = 8¢ — %q2 e Custo
Total Cr = 12 4+ 1,6¢ de um insumo agricola. Considere também que a quantidade
produzida, ¢, pertenga ao intervalo [0,40]. Esboce no mesmo eixo cartesiano os graficos
das funcoes Rr, Cr e Lucro, Ly = Ry — Cp. Estude o comportamento da func¢ao lucro
dada a producao ¢, estabelecendo os intervalos em que essa funcao é positiva e os intervalos
em que ha prejuizo. Qual o nivel de produgao que nos dé a Receita méaxima? E lucro
maximo?

16 Prof. Idemauro/ESALQ-USP
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1.1.3 Funcao modular

Definicao 1.12 Moédulo ou valor absoluto. Seja z um nimero real, x € R, o médulo
ou valor absoluto de x, denotado por | z |, é:

Propriedades do modulo:

ety <fz[+]|yl, z,yekR

o

=

Neyl =Tzl ]yl zyeR
c. x| < ke —k<z<+k.

d.Jz| > ker>kour < —k.

Defini¢ao 1.13 Fung¢ao modular. Considerando uma funcao real qualquer f(x), se
g(x) =| z |, a fungdo composta gof(x) = g(f(x)) =| f(z) | é uma fungdo modular.
Assim, h(z) = gof(x) =| f(x) | é definida por duas sentengas:

f(z) se f(x) > 0;
h(z) = gof(x) = { —f(z) se f(x)<O0.

Exemplo 1.16 Sejam as fungoes f(z) =  — 2 e g(x) =| = |. Construa os graficos,
especifique o dominio e o conjunto imagem de cada uma das fungoes: gof(x) e fog(z).

17 Prof. Idemauro/ESALQ-USP
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1.1.4 Exercicios

1. Encontre o dominio para cada uma das funcoes a seguir.
2

1—=z

b,y = V270

c. y=+9— a2

Resp. a. D(f) =R — {1} b. D(f)=R ¢ D(f)=1[-3,3]

a. Yy =

2. Sendo f(z) = v/z e g(x) = x — 3, determine o dominio de cada uma das fungoes a seguir.
a. (fog)(x)
b. (go f)(x)
Resp. a. D(fog)={ze€eR |z >3} b. D(go f) =Ry
3. Dada a fungdo f(x) = —4x + 5, pede-se:
a. a raiz da fungao;
b. f(1/4);
c. o valor de z para o qual f(x) = —11.
Resp. a. 5/4 b. 4 c. 4
4. Determine o valor de k para o qual a fungao f(x) = (2k —1)x + 3 seja crescente. (k > 1/2)
5. Dadas as fungoes f(r) = 22 +1 e g(x) = 2—2, calcule f[g(0)] e g[f(0)]. Construa o grafico
da funcado (f o g)(x).
Resp. 5e-1
6. Dada a funcio f(z) = (k — 2)x? — 2kx + k + 3, responda:
a. Para que valores de k teremos uma funcao polinomial de grau 27

b. Dado que f(z) é funcdo do 2° grau, para que valores de k temos uma raiz de
multiplicidade 27

Resp. a. k # 2 b. k=6

7. Estude a paridade das seguintes fungoes:

a. y =322 +5x+1

b. y = 223
c.y=-m
d. y=|z|+2

Resp. a. nao é par nem fmpar b. impar c. par d. par

8. Representar graficamente as seguintes funcOes reais. Estudar a monotonicidade dessas
func¢bes no campo dos reais.

a. f(x) =3z -1

b. f(z) =2%—-52+6

c. flx)=2

d. f(x) = —2?+ 5z

e f(:c)—x42 com x # 2

18 Prof. Idemauro/ESALQ-USP
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9. Classifique as fungoes do exercicio 8 em injetora ou nao injetora, sobrejetora ou nao sobre-
jetora. Identificar, caso existam, aquelas que sao bijetoras. Caso existam fungoes bijetoras,
encontrar as suas fungdes inversas e representar graficamente.

10. Faga o grafico e dé o dominio e o conjunto imagem da fun¢ao definida por f(z) = n, se
n < x <n+1, para todo n € {0,1,2,3}.

11. Para cada fungao a seguir identificar: dominio, contradominio e conjunto imagem. Cons-
truir seus graficos.

a.
x—10, se 10 <z < 11;
fle)=¢ 12—z, se 11 <z <12
0, se £ <10 ou =z > 12.
b. /
1/x, se z <0;
f(:c)—{ 22, se x>0.
c.
0, se xz<0;
flx)=<{ 22, se 0 <z < 1;
1, se x>1.

12. O vértice da parabola y = z” + bz + ¢ ¢ o ponto V(—3,1). Calcule b e ¢. (b=6, c=10)

13. (Gomes e Nogueira (1980)) Num ensaio de adubagao fosfatada de milho foram obtidos os
seguintes resultados

x: doses de P,O5 em Kg/ha | y: producao de milho em Kg/ha
0 2850
60 3200
120 3100

Adaptar um polinémio de grau 2 a esses dados. (y = —0,06252% + 9, 583z + 2850)

14. Resolver as seguintes equagoes

a. |z |=5

b. |2z —5|= -2

c. |22 —-3x|=4

d. |z|?—4|2|+3=0

Resp. a. {-5,5} b. 0 ¢ {-1,4} d. {-3,-1,1,3}
15. Construa o grafico da seguintes fungoes

a. f(x)=|2x—1|

b, flx)=|z+1|+ |z —2]|

c. f(z)=|2*—-Tz+10]|

d. f(x) = m

X
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16.

17.

18.

Dada a fungdo f(r) = (222 4+ 2 — 1)(322 + 2z — 1), calcule os valores de z em cada caso a

seguir.

a. para que f(z)

0
b. para que f(z) >0

Determinar o dominio da fungao g(x) =

(Resp{z eR|-1<2z <0 ou x> 1})

Resolver em R as inequacoes a seguir
a. —dr +3 > —1
b. x> — 9z + 18 > 0
c. —22—-9<0

3z + 2
2z — 3

>0

6$—2_6x—3
3 2

<5
e. z(x —1)2z—-1) <0
f. (2 =52 4+6)(z+3)>0

o (2x 4+ 1)(3 — 2x) <

2 —4x+3
h. [z ]<3
i 2043]>2

jo| -2 +24+6|<6

x
2 -1

20

Resp. =1/2ouz=1/3 ouz = —1
Resp. £ < 1/3 com = # —1ouxz > 1/2

Resp.:
Resp.:

Resp.:

Resp.:

Resp.:

Resp.:

Resp.:

Resp.:

Resp.:
Resp.:

Resp.:

{r eR|z<4/5}
{reR|z<3 ou z>6}

R
{reR|z<—-2/3 ou z>3/2}
{r eR|z>—-25/6}

{reR|z<0 ou 1/2<z <1}

{reR|-3<2<2 ou z>3}
{reR|xz<-1/2 ou 1<2<3/2 ou z> 3}

{reR|-3<z<3}
{reR|z>-1/2 ou z<—-5/2}

{reR|-3<2<0 ou l<uz<4}
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1.1.5 Funcao exponencial
A funcao exponencial tem aplicagoes em problemas de crescimento e dinamica.
Apresenta-se a seguir alguns pré-requisitos.

Definicao 1.14 Propriedades de poténcias. Para as poténcias do tipo a™ ou a™, com
a > 0em,n €N, valem as propriedades:

1. a" = ga.a.a....q
———

n vezes
i. a® =1
iii. a' = a
iv. a"a™ = g™t
V. Z—Z =a""

.. n
vil. am = Ya»

Definicao 1.15 Equagao exponencial. Uma equagao em que a variavel z figura no
expoente é denominada equagao exponencial. Com base nas propriedades das poténcias,
podemos reduzir uma equagao exponencial em:

i. Poténcias de mesma base
W) = a0 & f(2) = g(o)
ii. Poténcias de mesmo expoente
af@® = pf@) o 0 = p
coma>0,a#1b>0eb#1.

Exemplo 1.17 Resolver em R a equagoes exponenciais:

a. 3" =81
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b. 52z2—3x—2 =1

c. 2% 4 20+ = 80

Defini¢ao 1.16 Funcgao exponencial. Denomina-se fungao exponencial de base b (b >
0eb#1) a fungao:
I { R— R

r—y=1>0

Observagoes:
i. A restricao b > 0 e b # 1 se faz necesséria para garantir a existéncia da fungao;

ii. Se b > 1 a funcao exponencial (1.16) é estritamente crescente em R, porém, se
0 < b < 1 a fungao exponencial (1.16) é estritamente decrescente em R;

iii. Se 0 < b < 1, pode-se efetuar uma mudanca de base, fazendo o expoente

1I\NZ
negativo, por exemplo, y = <§> = 27" Assim as condigoes b > 0 e b # 1 de
existéncia da func¢do exponencial (1.16) podem ser simplificadas pela condigao tnica
b>1;

iv. Se considerarmos uma restri¢do no contradominio da funcdo (1.16), fazendo-o
igual a R, a fungao torna-se bijetora e, portanto, admite inversa.
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b>1 O<b<1

Q Q
ol el
SV «
(=] [=]
o o
« «
Q Q
n 0
= —

z E

= N
=] =]
S A S A
] =
o o
o - o -

Figura 1.7: Gréaficos das fungoes exponenciais y = 2% e y = (%)x

Exemplo 1.18 Considere as fungoes: y = 2%, y = 4% e y = 2.2%. Os gréficos dessas
funcoes sao apresentados, a seguir.

y=4

y=2

Figura 1.8: Graficos das fungoes exponenciais y = 2% e y = 4% = 227,

Observa-se pela Figura (1.8) que o efeito da constante 2 no expoente é o de
contrair a curva exponencial & metade da distancia do eixo Oy.
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Figura 1.9: Graficos das fungoes exponenciais y = 2% e y = 2.2%.

Observa-se pela Figura (1.9) que o efeito da constante 2, que pré-multiplica 2% é
o de estender verticalmente a curva exponencial.

Definicao 1.17 Funcgao exponencial de base e. Uma base especial para a fungao
exponencial ¢ o nimero irracional e = 2,718282..., também chamada de base natural.

Sendo assim:
Iy R—R
|l x> y=e¢€"

Definicao 1.18 Funcgao exponencial generalizada. Uma forma mais geral de definir
a funcao exponencial é por meio da relagao

f:{R—HR

T =y = ki bF2®

em que b > 0e b # 1 (bpode ser inclusive a base €), k; e ky sdo constantes “compressoras”
e “extensoras” da curva exponencial.

1I\Z
Exemplo 1.19 Represente no mesmo eixo cartesiano, os graficos das fungoes y = (—)

]_ 3z 3
ev=2(3) -
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Exemplo 1.20 Em um habitat, o nimero de individuos de uma espécie ¢ 5000 e a taxa
de crescimento anual da populacao é de 4%. Estime o ntmero de individuos da populacao
desse espécie daqui a 10 anos.

Exemplo 1.21 Interpretagao econémica do niimero e. (Chiang, A. 1982, pag.251)
Considere uma situacao hipotética de capitalizacao a juros compostos, com um capital
inicial R$1,00 a uma taxa de juros nominal de 100% ao ano. Assim, se considerarmos:

1N 1
Capitalizacao anual = M = (1 + —) = R$2,00

1
172
Capitalizacao semestral = M = (1 + 5) = R$2,25
1n 4
Capitalizacao trimestral = M = (1 + 4_1) = R$2,44

12
Capitalizagao mensal = M = <1 -+ —) = R$2,61

1 365
Capitalizagao diaria = M = (1 + %> = R$2,71

1 n
Capitalizacao na n-ésima fragao de tempo = M = (1 + —) =R$ e
n

x
Matematicamente, entao, o ntimero e é o limite da funcao y = (1 + 1) quando x cresce
indefinidamente e, economicamente pode ser visto como o valor m%)ntante limite dessa
forma hipotética de capitalizacao, ou seja, e é o valor acumulado ao final de um ano de
capitalizacao do principal R$1, 00 aplicado a taxa nominal de 100% ao ano, se o juro for
calculado continuamente. Nesse caso, o investidor tem taxa limite efetiva de juros igual
a 172% ao ano.
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1.1.6 Funcao logaritmica

Definicao 1.19 Logaritmo. Considere a equagao exponencial

b" =a b>0, b#1 e a>0 (1.4)
pode-se escrever a expressao (1.4):

logy == b>0, b#1 e a>0
diz-se, entao, que x é o logaritmo de a na base b. O ntimero a é chamado de logaritmando.
Exemplo 1.22 Calcular os logaritmos:

a. log$

0,25

b. log%

Consequéncias imediatas da definigao:
i. logy =0
ii. logh =1
iii. logd" =n
iv. b8 = g

Definicao 1.20 Bases de Logaritmos. Algumas bases de logaritmos sao especiais, a
saber:

i. Sistema decimal ou de Briggs: log{, = log(a) (base 10);

ii. Sistema natural ou neperiano log? = In(a) (base e).
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Definicao 1.21 Propriedade da mudanca de Base de Logaritmos. Suponha que
se conheca logy, mas deseja-se obter log?, esse pode ser obtido pela seguinte relagao:

o logy
lo

b

Exemplo 1.23 Calcular log3, sabendo-se que log(2) = 0, 3010 e log(3) = 0,4771

Definicao 1.22 Propriedades operatérias de Logaritmos. Sejam a > 0, b > 0,
b#1,c>0ek €R as seguintes propriedades sao validas para as operagoes:

i. Produto: logy“ = logy + log;,
ii. Quociente: logf = log, —log;
iii. Poténcia: loggk = k.log;

¥
Exemplo 1.24 Calcular log,* .

Exemplo 1.25 Resolver a equagao 2720 = 500(1 + 0, 02)".
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Definigao 1.23 Funcgao logaritmica. Denomina-se fungao logaritmica de base b (b > 0

e b# 1) a funcao:
f Ry =+ R
| x—y=log,

Observagao: Logicamente, dependendo da natureza do problema ou fené6meno a fungao
logaritmica pode assumir outras formas mais gerais.

A funcao da defini¢ao (1.23) é a inversa da fungao exponencial dada pela defini¢ao (1.16).

10

y=log(x)
2

0 5 10 15

Figura 1.10: Gréficos das fungoes exponencial e logaritmica.

Exemplo 1.26 Dada a fungao y = logéwH), pede-se dominio e conjunto imagem, estudo

da monotonicidade em seu dominio, esbog¢o do grafico.
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1.1.7 Funcoes e relagoes trigonométricas

Definicao 1.24 Ciclo trigonométrico. Denomina-se ciclo trigonométrico a circun-
feréncia de raio unitario e centro na orgiem do sistema cartesiano O(0,0). Assim, a
cirunferéncia intercepta os eixos nos pontos A(1,0), B(0,1), C(—1,0) e D(0,—1).

retac B Q

X(cos)

y(sen) retat

Figura 1.11: Ciclo trigonométrico

Considere, no primeiro quadrante, o angulo « que define o arco AM. Por defini-
Gao:

i. sen(a) = senAM = MP
ii. cos(a) = cos AM = OP
iii. tag(a) = tagAM = AT
iv. cotg(a) = coth]\\/[ = BQ

De modo analogo para os demais quadrantes. E imediato observar que para um arco

qualquer:

—1 <sen(a) < +1 e —1 < cos(a) < +1

tag(a) € R e cotg(a) € R
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fungao 0 n/6 =w/4 W/g 7/2 7w 3m/2 27
seno 0 % ‘/75 ‘/75 1 0 -1 0
COSSeno 0 ‘/7?: */75 % 0 -1 0 1
tangente 0 \/Tg 1 V3 39 0 39 0
cotangente 3 V3 1 \/?g 0 3 0o 3

Observagoes:

(2k+ 1)

k € Z;
92 ) € 4

1. tag(a) existe & a #
ii. cotg(a) existe < a # kr, k€ Z.

Definicao 1.25 Relacoes trigonométricas essenciais. Seja o um angulo associado a
um arco AM. Para k € 7Z, as seguintes identidades trigonométricas sao validas:

i. sen?a +cos’a =1

2k+1
ii. tagazsena, &#u
cos o 2
iii. cotga = COS&, o # km
sen o
1 2k +1
iv. seca = , aF u
COS (v 2
V. cossec o = ,  a#krw
sen «
2k +1
vi. sec’a =1+ tag’a, o # #

vii. cossec’a = 1+ cotg’a, a # km

Definicao 1.26 Funcao Trigonométrica. E toda funcio regida por uma relacio tri-
gonométrica. Ao considerar uma funcao trigonométrica deve-se observar:

a. As condigoes de sua existéncia (dominio);
b. O conjunto imagem;

c. O periodo da fungao.

Defini¢ao 1.27 Funcao peridédica. Uma fungao y = f(z), definida em um dominio D
é dita periodica se existe um ntimero positivo p tal que f(z + p) = f(x) para todo z € D.
O menor valor de p para o qual se verifica essa relagao é chamado de periodo da funcao.
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Exemplo 1.27 Considere a funcao:

f:{R—HR

x — y = sen(z)

Pede-se: dominio, conjunto imagem, periodo, grafico.

1.0

0.5

f(x)
0.0

-1.0
|

Figura 1.12: Gréfico da fungao y = sen(x).

Observa-se que:
a. Dominio = R e conjunto imagem = [—1, +1];

b. sen(x + 27) = sen(z) Vz € R, ou seja, o periodo da fungdo é p = 2w. Assim,
em cada intervalo:... —4n <2 < =27, 27 < x < 0,27 <z <A4m,..., o grafico da
funcao é “igual”.

c. A funcao seno da forma como estéa definida nao admite inversa, pois nao é bijetora.
Agora se considerarmos:

;. { [—2,2] = [—1,+1]

x > sen(x)

31 Prof. Idemauro/ESALQ-USP



1.1. FUNCOES

Notas de aula

a funcao passa a ser bijetora e, portanto, existe 1.

ffl . { [_1’+1] - [_%’ %]
" | y+ arcsen(y)

Exemplo 1.28 Considere a funcao:

f:{R—HR

x+— y =| cos(z) |

Pede-se: dominio, conjunto imagem, periodo, grafico. Essa fun¢ao admite inversa?
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1.1.8 Exercicios

1. Resolva as equacoes exponenciais a seguir.
2:1?2—‘,-1 — 23:0—1

a
1
b, 3% = =
3
c. (27)* =16

d. 24" —-3.9"=0
V25
5v'25
f. 25% —30.5* +125=0
Resp.: a. {1;2} b. {0} ¢ {-2;2} d. {-3 e. {3+ L {1;2}
2. Considere a funcao exponencial generalizada y = a.b”, com b > 1. Explique o

significado geométrico dos parametros a e ¢ do modelo. Obtenha sua fungao inversa
e explique matematicamente o significado da restrigao ¢ # 0.

e. 5* 71 =

3. Construa no mesmo eixo cartesiano o grafico de cada uma das fungoes a seguir.

a. f(z) =3 g(xr) =3% e h(zx) =3.3°

b. f(z) = (%)m g(x) = (%)Qw e hiz) = 2(%)30

4. Dadas as fungoes f(z) = 2% e g(x) = 2% — 2z, calcule f(g(—1)) e g(f(=1)).
Resp. 8 e —%

5. (Aplicagao) Numa cultura de bactérias existem inicialmente 1000 bactérias presentes
e a quantidade apos ¢ minutos é N(t) = 1000.3%™. Construa uma representacio
grafica desse crescimento exponencial. Verifique que em 10 minutos a quantidade
de bactérias sera superior a 2.000.000.

6. Suponha que um distribuidor de vinho possua uma quantidade dada desse produto,
que pode ser vendida no presente por um preco R$k, 00 ou pode ser estocada por
um periodo de tempo variavel e, entao, vendida por um preco maior. Suponha que
o valor crescente do vinho seja dado pela equacao V =k exp\/z, sendo V' o preco de
venda; exp = e a base natural e ¢ o tempo variavel de estocagem. Mostre que quando
o tempo de estocagem ¢é zero o preco de venda ¢ K. Calcule o tempo necessario de
armazenamento para que o preco de venda seja 4k (Adaptado de Chiang, pag. 272).

7. Calcule os valores dos logaritmos a seguir
a. logy 32 b. log, 0,25  c. logg 8v2 d. logs1 e log
Resp.a. 5 b. =2 ¢ =3,5 d.0 e —=0,5

o 2
13

8. Sabendo-se que log;,2 = 0,3010 e log,, 3 = 0,4771, calcule:
a. log;p6  b. log;g1,5 ¢ log,y5v2  d. log,, 72
Resp. a. 0,7781  b. 0,1760 c¢. 0,8494 d. 1,8573
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

Resolver as equagoes logaritmicas a seguir.
a. log;(2x +7) =1
b. In(32? — 1) = In(z — 1)
c. logy(x —2) —log,(2r —3) =1
d. logy(logyz) =0
Resp. a. S={-2} b.S=0 ¢ S= {%ﬁ} d. 2

Resolver em R as inequagoes a seguir.

a. b* > 25 Resp.: {r € R |z > 2}

b. 4% < 3% Resp.: {z € R |z <0}

c. 3% —43"+3>0 Resp.: {reR |z <0 ou z>1}

d. 1<10* <100 Resp.: {r e R|0<x <2}

e. log(3z — 2) > log(z +4) Resp.: {z € R |z >3}

f. logyx —log,(x —3/4) > 1 Resp: {reR|3/4<x <1 ou x>3}
g. 310g:v—10%§5 Resp.: {zr € R |0 <z <100}

g. (logz)? —3logx +2>0 Resp.: {z € R|0 <z <10 ou x> 100}

Encontre o dominio para cada uma das fungoes a seguir.
1
2 — 1
b, y=v27" -1
c. y = log(z? — 5z + 6)
d. y =log,(2x — 1)
Resp. a. D(f)=R—-{0} b. D(f)=R c D(f)={ze€R|z<2 ouxz>3}
d. D(f)y={zeR|x>1/2 e z#1}

a. y=

(Aplicagao) O ntmero — log, a é denominado cologaritmo de a na base b. Em Quimica,
ele é usado para definir o pH de uma solugao. Sendo assim, o nimero pH = colog[H"]
representa a concentragao de fons de hidrogénio em uma solugao. Essa medida serve para
categorizar a solugdo em 4acida (se pH < 7), basica (se pH > 7) ou neutra (pH = 7).
Suponha que em uma solu¢io obteve-se [HT] = 2,0 x 1078, Classifique a solugdo de
acordo com seu pH.

Construa o grafico das fungoes a seguir.
a. y=loggz b.y=log sz c y=logy(z—1) d y= log,,(22)

Considere a = 135°. Represente o arco correspondente no ciclo trigonométrico e calcule
seno, cosseno, tangente, cotangente, secante, cossecante de a.
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15. Considere g = —4%. Represente o arco correspondente no ciclo trigonométrico e calcule
seno, cosseno, tangente, cotangente, secante, cossecante de (.

16. Calcule

a. arccos0  b. arctgl  c. arcsen1l  b. arctg0

17. Demonstre as identidades:

a. sen‘r =1 —2cos?z + cos*
tgx
b. 5~ = SeNnIrcosT
14+ tgex

c. (secx + tgx)(secx —tgx) =1
secx — cossecr  tgw — 1

d. =
secx + cossecx  tgr + 1

18. Na Trigonometria as identidades:

sen(a + ) = sen accos 3 + sen S cos (1.5)
cos(a + ) = cos acos f — sen a sen (1.6)
sen(a — ) = sen accos 3 — sen S cos o (1.7)
cos(a — 3) = cosarcos 3 + sen a sen f3 (1.8)

sao conhecidas como seno e cosseno da soma e da diferenga. Usando as relagoes 1.5 a 1.8,
desenvolva,

a. s.en(’zr - m) b. cos(m — x) c. sen (m + x) d. cos (32” + x)

19. Considere o = 105°. Calcule seno, cosseno, tangente, cotangente, secante, cossecante de
Q.

20. Considere as seguintes identidades envolvendo multiplicagao de arcos

sen(2a) = 2 sen acos « (1.9)

cos(2a) = cos® a — sen’a (1.10)
2tg «

tg(2a) = ——— 1.11

s(20) = B (111)

V12
a. Sabendo-se que cosa = ETR calcule cos 2a.

b. Se cotg o« = —4, calcule tg 2 a.

c. Demonstre a identidade (sen a + cos a)? = 1 + sen(2a)

21. Nas fungoes trigonométricas a seguir, identifique o dominio, conjunto imagem e periodo.
Represente graficamente.

a. f(x) =3senzx b. f(z) =14cosz  c. f(z)=cotgx d. f(z) =tg2x
22. Estude a paridade das fungoes a seguir.

a. f(x) =xcosx b. zsenz+4 c f(z)=tgx d. f(z) =sec x
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23. Resolver as equagoes:

1

a. sen T = 5 Resp.: {z |z = +2kn ou z=5F +2kmkeZ}
b. sen?z — 1 —cosz =0, 0 <z <27 Resp.: {Z,m, 32}
C. tg[L‘:l, 0§[L‘§47T Resp.: {g,%,%,l%"
d. 2senx —cossecr =1, 0 <x <27 Resp.: {Z,1x Ly
2 o B
e. cossec’r =1 —cotgr, 0 <x <27 Resp.: {Z,3r 37 Tr
f. 2cos®’x 4+ cosx—1=0 Resp.: {z |2 = +% + 2km ou @ = 7+ 2k, k € Z}
g. tgle Resp.: {z |z = § +km; k € Z}

V2

h. sen 2z = Resp.: {z |z = § +k7m ou x:%’r—l—kmkEZ}
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Capitulo 2

Limite e Continuidade

2.1 Limite

2.1.1 Nocao intuitiva de Limite

Considere as seguintes sequéncias numeéricas:

a. {1,2,3,4,...,100,101,...}

b. {~1,-2,—3,—4,...,—100,—101,...}
11 1
C. {1,5,1,...,@7...}

Observa-se que na sequéncia (a) os niimeros naturais crescem ilimitadamente,
enquanto que na sequéncia (b) eles decrescem ilimitadamente. Assim, podemos dizer que
essas sequéncias numeéricas nao tendem a um nimero especifico e sim ao infinito. Notacao:
x — 400 para (a) e x — —oo para (b). Ja na sequéncia numérica (c), os termos decrescem
mas nao ilimitadamente. Esta sequéncia, embora nao assuma o valor zero, aproxima-se
cada vez mais desse valor. Notagao: x — 0.

Agora, se considerarmos uma fungao real:

J R—=R
f'{xHny(ﬂﬁ)

O conceito de limite refere-se a seguinte questao: qual é o valor para o qual y
tende quando x tende a um valor especifico?

Estude o limite das funcoes a seguir nos pontos indicados.

Exemplo 2.1 y = 2z + 1 quando z — 10.
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1
Exemplo 2.2 y =1 — — quando = +— Fo0.
x

Exemplo 2.3 y = In(x) quando x +— 0.
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Exemplo 2.4 y = exp(z) quando x — —oo.

2.1.2 Formalizagao do conceito de limite
Antes de formalizarmos a definicao de limite vejamos alguns conceitos que sao
fundamentais.

Definigao 2.1 Vizinhanga de um ponto. Seja a € R, a vizinhanga de a é definida
por qualquer intervalo aberto que contenha a. Notagao:

Vi) ={reR|a—0 <x<a+d} 0 >0;5>0.

Obervagoes:

i. Se V(a) = (a — d;a + 9), diz-se que a vizinhanca é de raio J (simétrica em torno
de a);

ii. V(a)=(a—0d;a+0) |z —al|<d;

Definicao 2.2 Ponto de Acumulagao. Diz-se que a € R é um ponto de acumulacao
de um conjunto B C R se toda vizinhanga de a contém um ponto de B distinto de a.
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Obervagao: Um ponto de acumulacao de um conjunto B nao precisa necessari-
amente pertencer a ele. Ao afirmar que a é ponto de acumulagao de B C R significa que
a pode ser aproximado por pontos de B. Precisamente, dado ¢ > 0, por menor que seja,
sempre existe © € B, x # a, tal que | z — a |< § (0s pontos de B podem tender a a).

Conceito de Limite de uma funcao. Seja a fungao:

J D—=R
f'{xf—>y=f(f€)

e considere a um ponto de acumulacao do dominio D. Considere L um nimero real.
Dizemos que L é o limite da funcao f quando z tende a a e denota-se:

lim f(x) =L ou f(z)— L quando z— a
Tr—a

se para qualquer vizinhanga de L, V(L), por menor que seja, sempre existir uma vizi-
nhanca de a, V(a), no dominio D tal que f(z) € V(L) sempre que xz € V(a), para todo

x # a.

Observagoes:

i. Note que o ponto a nao precisa necessariamente pertencer ao dominio da fungao;

ii. Em uma questao de limite de uma fungao desejamos investigar para onde f(x)
vai quando = tende a a, ficando em segundo plano a questao sobre a existéncia, ou
nao, da imagem f(a);

iii. O conceito de limite envolve duas vizinhangas: V(L) que nos diz o quanto
desejamos que f(z) esteja proxima do nimero L e V' (a) nos indica o quanto x deve
se aproximar de a para que f(z) € V(L);

iv. Em geral, V' (a) dependera de V(L);

v. Se considerarmos vizinhancas simétricas de raios € e 0 em L e a respectivamente,
ou seja, Vi(L) e Vs(a), a condigao f(x) € V(L) equivale a | f(z) — L |< €, enquanto
que = € Vs(a) equivale a desigualdade 0 <| x — a |< d, uma vez que impomos a
condicao de que a seja um ponto de acumulagao de D.

Com base na observagao v podemos estabelecer a seguinte definicao.
Definicao 2.3 Limite de uma fungao. Dada a fungao f : D — R e a um ponto de

acumulagao de D, dizemos que o numero L € R é o limite de f(z) quando = tende a a,
ou seja, lim f(x) = L, se dado € > 0, existe 6 > 0 tal que | f(z) — L |< € sempre que
T—ra

0<|z—al|<d.
Nos exemplos a seguir, provar os limites pela definicao formal.

Exemplo 2.5 lim (22 + 1) =21
z—10
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Exemplo 2.6 limz? =9
3

Teorema 2.1 Unicidade. Se lim f(z) = Ly e lim f(x) = Ly entdo Ly = L.
T—a

T—ra

Demonstracao:
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Defini¢ao 2.4 Propriedades dos limites. Considere lim f(z) = Ly, lim g(x) = Ly e
Tr—a

ceR. e
PL. lim(mz +n) = ma+n, m,n€R,m#0.
Demonstragao:

P2. lim(c) = ¢

P3. lim cf(¢) = e lim f(z) = cLy;

P4. lim[/(x) + g(a)] = lim J(x) & lim g(a) = L & L
P5. lim(f(x).g(x)] = lim f(x). lim g(x) = Ly.Ly;

po. tin [ 18] - pree 0 0 1, 20

PT. lim[f(2)]" = [lim f(x)]" = [L]"

P8. lim[log(f(r))] = log[lim f(x)] = log[L1] (L1 > 0);

Tr—a Tr—a

42
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P9. lim /® — plimea f(z) _ L.
Tr—a )

P10 lim cos[f(z)] = cos[lim f(x)] = cos|[L4].

T—a T—a

Exemplo 2.7 Calcular os limites a seguir.

a. lim(z* — 5z + 6)

r—4
-3
b. lim —
2 3 — 2

c. }:13(1) exp(tan(z))

d. lim log,(sen(x))

x—7/6
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Definicao 2.5 Expressoes de indeterminacao. Na aritmética dos limites as seguintes

expressoes sao consideradas indeterminagoes:
1. co — o0

2. 0.00

&
olo

W
313

6. o

g

7. 1%

Do ponto de vista da analise quando qualquer uma destas 7 expressoes ocorre nada se

pode afirmar, a priori, sobre o limite da fungao.

Exemplo 2.8 Calcular os limites a seguir.

44
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Definigao 2.6 Limites Laterais. Seja f(x) uma fungdo definida em um intervalo
aberto (a,c). Se quando z tende para a por valores maiores do que a, a fungao tende ao
nimero L, entao L é chamado de limite lateral & direita e denota-se:

lim f(z)=1L

T—at

se, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que | f(z) — L |< ¢, sempre que a < z < a + 9.

De modo analogo pode-se definir o limite lateral a esquerda, basta agora con-
siderar a fungao definida em um intervalo aberto (d,a). Assim, L sera o limite lateral
a esquerda de f(x) se quando x tender a a por valores menores, f(z) se aproximar do
nimero L, ou seja,

lim f(x)=1L

T—=a—

se, dado € > 0, existe 0 > 0 tal que | f(x) — L |< ¢, sempre que a —§ < = < a.
Exemplo 2.9 Calcular os limites laterais a seguir.

a. lim (22° 4 5)

21

b. lim f(z), sendo y = f(z) dada pela lei:

=0t
f(x):{ —‘i—' se x # 0;

1 se x=0;

Teorema 2.2 Existéncia do limite. O limite de uma funcao quando x tende a a existe
e é L somente se existirem os limites laterais e ambos forem iguais a L.

Demonstracao:
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Exemplo 2.10 Considere a funcao:

f(x) z+1 sexz<l;
|l 2x+4 se xz>1;

Existe limite de f(z) quando x tende a 17
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Definicao 2.7 Limites no infinito. Seja f uma funcao real definida no intervalo
(a, +00). Dizemos que o nimero real L é o limite no infinito da func¢do f e denota-se:

lim f(x)=1L

T——+00

se, dado € > 0, existe A > 0 tal que | f(z) — L |< €, sempre que z > A. De modo anélogo
para uma fun¢ao definida no intervalo (—o0, a):

lim f(x)=1L

TH——00

se, dado € > 0, existe A < 0 tal que | f(z) — L |< €, sempre que z < A.

Teorema 2.3 Seja n € N, entao:

1

i. lim — =0
r——+o00 "
1

. lim — =0

Demonstracao:
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Exemplo 2.11 Calcular os limites a seguir.

a. lim i
" mtoo 212

3r2 —2 1
b, lim of =Tt

zs—c0 Hr? +ax —4

am—oo /322 4+ 4

Definicao 2.8 Limites infinitos. Seja f uma funcao definida em um intervalo aberto
contendo a, exceto possivelmente em a. Diz-se que o limite:

lim f(z) = +o0

Tr—a

¢ um limite infinito se, dado A > 0 existe § > 0 tal que f(x) > A sempre que 0 <| z—a |<
0. De modo analogo para:

lim f(z) = —o0

T—a
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¢ um limite infinito se, dado A < 0 existe § > 0 tal que f(x) < A sempre que 0 <| z—a |<
0.

Exemplo 2.12 Calcular o limite: lim In(x)

0t
Teorema 2.4 Seja n € N, entao:
R 1
. llm — = +o0
0+t "
ii. lim — = —oco (n impar) e lim — = +oo (n par
x—0— " ( P ) x—0— " ( P )

Demonstracao para i:
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Teorema 2.5 Sejam lim f(x) = ¢ (¢ # 0) e lim g(x) = 0, entdo:
Tr—a

r—a
o flx) e
i. lim ——= =400 se ¢ > 0 e g(x) — 0 por valores positivos;
o flo) N
ii. lim = —o00 se ¢ < 0 e g(x) — 0 por valores positivos;
z—a g(x)
oo flr) o
iii. lim = —o0 se ¢ > 0 e g(x) — 0 por valores negativos;
va g()
@ |
iv.lim === = 400 se ¢ < 0 e g(z) — 0 por valores negativos.

Exemplo 2.13 Calcular os limites a seguir.

o224+ 3x+1
a. lim ——mM8M8—
w2t 2241 —6

ox + 2
1m
x|—>71|$—|—1’

b.
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Definigao 2.9 Assintotas horizontais e verticais do grafico de uma fungao. A
reta y = b é uma assintota horizontal do grafico da func¢do y = f(x) se ao menos uma das
condigoes a seguir for satisfeita:

i lim f(x)=10

T—>-+00

ii. lim f(x)=25

TH——00

1.0

h=b

0.6

f(x)

0.2
|

0.0

-4 -2 0 2 4

Figura 2.1: Exemplo de grafico de uma funcao com uma assintota horizontal.

A reta x = a é uma assintota vertical do gréafico da fungao y = f(z) se ao menos
uma das condigoes a seguir for satisfeita:

i. lim f(z) =400

T—at

ii. lim f(x) =+o0

r—=a—

iii. lim f(z) = —o0
z—at

iv. lim f(z) = —o0
T—a—
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30
|

10
|

f(x)
0
|

-10

-30
|

v=a

Figura 2.2: Exemplo de grafico de uma fung¢ao com uma assintota vertical.

Exemplo 2.14 Encontrar, caso existam, as assintotas horizontais do grafico da fungao:

. Esboce o grafico da funcao.

V= Ve

92
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r—2
1 possui assintotas. Esboce o

Exemplo 2.15 Verificar se o grafico da fungao: y = —
x J—
grafico da fungao.
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2.1.3 Limites fundamentais

Teorema 2.6 Limite trigonométrico fundamental.

lim sen(x) =1
x—0 x

Demonstracao:

o4
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Exemplo 2.16 Calcular os limites:

sen(2x)

a. lim
z—0 xX

b. lim tag(x)
x—0 x
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Teorema 2.7 Limite exponencial fundamental.
1 T
lim (1 + —) =e
T—to0 x
ou
Hm(l+u)s =e
u—0

Exemplo 2.17 Calcular os limites:

1 3z
a. lim <1+—)

T—400 €T

b. lim(1 + Qx)%
—0
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2.2 Continuidade

Definicao 2.10 Diz-se que uma funcao f é continua no ponto x = a se e somente se:
i. Existe f(a);

ii. Existe lim f(x);

iii. lim f(2) = f(a).

x
Exemplo 2.18 Verificar se a funcao: y = ¢ continua no ponto r = 2.

T2 —

Exemplo 2.19 Verificar se a funcao:

Fx) : r+1 sex<I;
1 —2x+4 se x>1.

¢ continua no ponto x = 1.
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Observacoes

i. Quando uma func¢do y = f(x) é continua em todos os pontos de um intervalo
(a,b) entdo ela é absolutamente continua em (a, b);

ii. Em geral, as funcoes racionais, trigonométricas, exponenciais e logaritmicas sao
continuas em seus dominios;

iii. Se f e g s@o fungodes continuas em x = a entao as fungoes f+g, f.g, f/g também
serao continuas em = = a.
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2.3 Exercicios

1. Considere as fungoes a seguir. Para cada caso, construa uma tabela com atribui¢ao
de valores na vizinhanga do ponto xg, para verificar a tendéncia de f(x).

a. f(x) = QZj—ll em que D(f) =R — {1}; para zy = 1.

b. f(z) =In(2x — 1), em que D(f) = {x € R| z > 1/2}; para xp = —
c. f(x)=3"; para xy = 0.

d. f(z) = l_ﬂ em que D(f) =R — {0}; para zo = 0.

f(z) = \/16—x2 em que D(f) ={zr € R| —4 < x < 4}; para zp = 0.

2. Encontre os limites solicitados com base na analise dos graficos das fungoes a seguir.

0.4
1.0

0.3
0.6 0.8
1 1

f(x)
0.2
|
F(x)

0.4

0.1
0.2
1

0.0
0.0

Figura 2.3: lim f(z) e lim F(x)

r—+o0o r—+o0
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1.0

g(x)
3
|
h(x)
05

0.0

-0.5
|

0

|
-1.0

|

Figura 2.4: lin% g(x) e limh(x)
z—

z—0

3. Usando a defini¢ao formal de limite, mostre que:
a. lim(3z—1)=2,V e>0
z—1

1
b. lim <§m + 3) = 5, considere ¢ = 0, 002.

r—4

c. lim(z®) = 4, considere € = 0,01.
T—2

. (r* =9 .
d. lim < ) = —06, considere € = 0, 05.
z—-3\ 21+ 3

4. Esboce o grifico de cada uma das fungoes a seguir e encontre o limite, se existir.

Caso o limite nao exista, justificar.

a.
f@) =z —2]+1 lim f(2)
b.
_ =] lim f(z)
fla) =2 e
c.
-9, se x < 0;
f(x) = 0, se z=0; 31612(1) f(z)
9, se x> 0.
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d.

f(:v):{ 22 —2x+1, se x#3;

se
se

se

se
se

7,

T < 2;

Tr =

T > 2.

r < 3;
x> 3;

lim f(x)

r—2

lim f(z)

z—3

se T = 3; lim f(x)

r—3

5. Aplicando as propriedades e teoremas sobre limites, encontre o limite das fungoes a

seguir.

1.

11. lim

lim (—5x + 3)

rz—1

. lim (2% 4 22 — 1)

r—2

lim [(z +4)%(z +2)7Y

r——1

2x3 — bhx? —2x — 3

z—3 43 — 1322 + 4o — 3

61

Resp.:

Resp.:

Resp.:

Resp.:

Resp.:

Resp.:

Resp.:

Resp.:

Resp.:

Resp.:

Resp.:

-2

27

~1/22

3/2

—3/2

11/17
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

. 22 —=5x+6
lim —mM8M8M—
=2 12 — 122 + 20

y 8x3 — 27
im —
—3/2 422 — 9

) 1 1
lim (— — —)
z—0 \x  x2

()

—T

lim
x—0
2 -9

lim —
r—3

z—3+

. Vit —V1—-zx
lim
z—0 x

I T+ 2
1m
T—2~ 272 —4

. 5—2q3
lim
T—+400 81‘ —|— 2

) 4% + 222 — 5
lim —m——
z—too 83 4+ 1 + 2

lim (Va3 — 2 — Va3 + 1)

T—00
| —523 + 2
1m ——m-—--
T——00 7{133 + 3

r+1
1m
z——oo x2 4+ 1

li *
11m
z—2t ZE2 —4

(B+x)2—9
z—0 €T

62

Resp.:

Resp.:

Resp.:

Resp.:

Resp.:

Resp.:

Resp.:

Resp.:

Resp.:

Resp.:

Resp.:

Resp.:

Resp.:

Resp.:

Resp.:

Resp.:

Resp.:

1/8

9/2

1/2

—5/7

+00

+00
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44. 1

45.

lim Va2 + 3z — 2

T—00

. r+6
lim
z—61 .1'2 — 36

) r+6
lim
r—6— ZE2 — 36

1 3
z—4

lim
=21 — 2

. 3—x
lim ——M—
z—d— 12 — 22 — 8§

. 3 +senx
lim ———
=2 TSenx

tan x

lim
z—0

T + senx
x—0 X

Y cos
im-—
z—m 1 + (cosx)?

z—0 T COST

. SenT — cosx
lim ——

z—r/4 1 —tanz

senax
1m
z—0 x

. sendx
lim
z—0 L COS T

Resp.:

Resp.:

Resp.:

Resp.:

Resp.:

Resp.:

Resp.:

Resp.:

Resp.:

Resp.:

Resp.:

Resp.:

Resp.:

Resp.:

Resp.:

Resp.:

Resp.:

63

3/2

—0o0

nao existe

1/4

nao existe

—+00

8/m

1/2

~1/2

e[
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1\ 2z+5
46. lim (1 + —) Resp.: €2
Tr—+00 €T
. I\ 1
47.  lim (1 — —) Resp.: e
T——+00 T
. 3\? 3
48. lim (1 + — Resp.: e
r—400 €T
49, lim(1 4 )" Resp.: €2
z—0
: T\ -1
50. 9}5& <1+:)5> Resp.: e

6. Encontrar, caso existam, as assintotas horizontais e verticais do grafico das fungoes

5 SCgUir.
o) b )= e
d. f(z) :% o fla)=e"—1
o f(z) = ﬁ h f(z) = tanz

f. f(z) =In(1+x)

i f(x) = e

7. Um funcado real y = f(x) é descontinua no ponto x = a se qualquer um dos trés
requisitos para continuidade nao é satisfeito. Dé trés exemplos de fungoes, em que

cada uma delas um desses requisitos é violado.

8. Para cada funcao a seguir, estude a sua continuidade no ponto solicitado. Esboce

os graficos e justifique sua resposta.

a.
2?2 — 16, se x # —4;
f(x)—{ 4, se x = —4;
b.
1 L
, se x #£ —2;
fl@)=9 z+2
3, se x=—2;
c. ( )
In(z+1), se x> 0;
f(x)—{ -z, se r<0;
64

em 1 = —4.
em 1= —2.
em x=20.
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Capitulo 3

Derivada e Diferencial de uma funcao

3.1 Derivada: conceito e interpretacoes

Defini¢ao 3.1 Derivada de uma fungao. Considere y = f(x) uma fungao real de
variavel real, a derivada dessa fungao denotada por ¢y’ = f’(z) (notagao de Isaac Newton)
ou por fl—g (notagao de Gottifried Leibniz) é dada por:

d Azx) —

se o limite existir e for finito.
Exemplo 3.1 Encontrar a derivada das fungoes a seguir.

a. y=3r+4

b, y=a%—-1
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3.1. DERIVADA: CONCEITO E INTERPRETACOES Notas de aula

Definigao 3.2 Interpretagao geométrica. Considere y = f(x) uma funcdo e seja
P(z,y) um ponto da curva do grafico dessa funcao.

y y=f()

I secante

a tangente

Figura 3.1: Interpretacao geométrica da derivada

Vamos dar um acréscimo Ax a variavel z, em consequéncia y sofrera um acréscimo
Ay, constituindo o ponto (). Na figura acima, a reta secante a curva que passa pelos pontos
P e @ tem coeficiente angular:

Ay _ fw+An) - f@)
T Axr Az

Facamos Ax — 0, assim a reta secante gira em torno do ponto P e, no limite, a reta
secante tende para a reta tangente a curva no ponto P com coeficiente angular:

. Ay flz+ Az) — f(2)
m= Al;:rilo Ar Alggo Ax '

Exemplo 3.2 Encontrar a equacgio da reta tangente a curva y = —x? + 5z — 6 no ponto
P(1,-2).
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Definicao 3.3 Interpretagao cinemética ou Fisica. Considere um corpo que se des-
loca em linha reta segundo uma func¢ao horéria do tempo:

S = 1(t)

Considerando t + At teremos AS = f(t + At) — f(t), de modo que V = %f define a
velocidade média do corpo. Facamos At — 0, entao:

o AS L f(t+HAY) = f(w)
YO=ma T T A

é a velocidade instantanea. De modo anélogo também podemos definir a aceleragao média
e instantanea.

Exemplo 3.3 (Flemming e Gongalves, pag. 119) No instante ¢ = 0 um corpo inicia seu
movimento em linha reta segundo a funcao S(t) = 16t — ¢*. Determinar:

a. a velocidade média no intervalo de tempo [2, 4];
b. a velocidade no instante ¢t = 2;
c. a aceleragdo média no intervalo de tempo [0, 4];

d. a aceleracao no instante t = 4.
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3.2 Diferenciabilidade e continuidade

Definicao 3.4 Diferenciabilidade. Se existe f'(x = a) ent@o dizemos que f(x) ¢ diferen-
ciavel em x = a. Porém como consequéncia do Teorema da existéncia do limite devemos
observar que dada uma fungao y = f(z), a sua derivada y' = f’(x) existe se e somente se:

i Existe f{(c) = lim flz+ AAQJSZ — f(x)

ii. Existe ' (z) = Alim X
z—0~ Xz

i, f(z) = f(2)
Exemplo 3.4 Dada a funcao:

r+2, se x < —4;
f(a:)—{ —r—6, se x> —4.

verificar se y = f(z) é continua e diferenciavel em z = —4.
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Teorema 3.1 Se uma fungdo y = f(x) é diferenciavel em x = a entao ela é continua em
x = a.

(A reciproca desse teorema nem sempre é verdadeira)

Teorema 3.2 Se uma fungao nao é continua em x = a entao ela nao é diferenciavel em
xr = a.

Exemplo 3.5 Dada a funcao:

-2, se x <0
flz) = 0 se z=0;
2, se x> 0.

verificar se y = f(z) é continua e diferenciavel em x = 0.
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3.3 Principais Regras e Propriedades de Derivacao

1. Se f(x) =¢, c € R, entdo f'(x) = 0.

Demonstracao:

2. Se f(z) = 2", n € N, entao f'(z) = nz"'.

Demonstracao:
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3. Se g(x) = cf(x) entdo ¢'(z) = cf'(x), com ¢ € R.

Demonstracao:

Exemplo 3.6 Encontrar as derivadas das funcoes a seguir.

a. y = 223
b. y = —5x?
y = 32°
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4. Derivada da soma. Seja h(z) = f(z) + g(z). Se existem f'(z) e ¢'(z) entdo
W(x) = f'(z) +g'(x)

Demonstracao:

Exemplo 3.7 Encontrar as derivadas das funcgoes a seguir.

a. y =53 — 322+ 72— 10

b.y=3a"—2®— 22247

5. Derivada do produto. Seja h(z) = f(x).g(z). Se existem f'(z) e ¢'(z) entdo
W(x) = [f(x).g(x)] = ['(x).9(x) + f(x)g'(x)

Demonstracao:
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Exemplo 3.8 Encontrar a derivada da fungao: h(x) = z*(223 + 4).

6. Derivada do quociente. Seja h(x) = x). Se existem f’(x)

) o) e
derivado do quociente sera h'(x) = [(_xx)] = / (x)g(?g)(;)]é(:c)g ()

¢'(z) entao a

)

Demonstracao:
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3xr + 2
2 —1

Exemplo 3.9 Encontrar a derivada da fungao y =

1
Exemplo 3.10 Encontrar a derivada da fungao y = —.
x

n —n—1

Exemplo 3.11 Sendo y = ™", n € N, mostre que f'(z) = —nx
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7. Derivada da funcao exponencial. Seja y = a*, a > 0 e a # 1, entao
y' = a”In(a).

Demonstracao:

Observagao: Seja y = e*, entao y’ = e”.
8. Derivada da fungao logaritmica. Seja y = log,(x), a > 0 e a # 1, entdo
1
I _ .
xIn(a)
Demonstracao:

Y
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1
Observacao: Seja y = Inx, entao y' = —.

9. Derivadas de algumas fungoes trigonométricas.
a. Se y = sen(x) entao y' = cos(z).

Demonstracao:

b. Se y = cos(z) entdo y' = —sen(x).

Demonstracao:
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c. Se y = tg(r) entao y' = sec*(x).

Demonstracao:

De modo analogo para outras fungoes trigonométricas.

Exemplo 3.12 Encontrar as derivadas das fungdes f(z) = sec(x) e g(z) =
cossec(x).
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10. Regra da Cadeia. Considere as fungbes u = g(x) e y = f(u) de tal forma que
y = f(g(x)) = fog(x) é uma fun¢do composta. Entao:

dy _ dydu
dr  dudx

Exemplo 3.13 Com auxilio da regra da cadeia encontrar as derivadas a seguir

a. y = In(cos(x))

b. y=+va2+3
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c. y = exp(tg(z))

d. y = cos(x)

Com auxilio da regra da cadeia podemos estabelecer um conjunto de regras de
derivacao, disposto a seguir.
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Considere que u e v sao fungoes diferenciaveis em .

Funcgao

Funcao derivada

l.y=c,ceR
2.y=u",neQ*

3.y =c.f(x), ce R

4. y=u+v
5. Y = UV
6. y:E

v

T.y=a“,a>0ea#1

8.y=e

9. y=log,u,a>0ea#1

10. y=Inu

11. y = senu

12. y = cosu
13. y=tgu
14. y = cotgu
15. y =secu

16. y = cossec u

17. y = arcsen u

18. y = arccosu

19. y = arctgu

y =0

, v —ua

y =

)
y = a". In(a).u
y/ — euu/

’ u’
YT In(a)
-

u

Yy = cosu.u

Yy = —senu.u’

y = sec® u.u/

y = —cossec’u.u/

Yy = secu.tg u.u’

/

y' = —cossec u.cotg u.u’
g
V1—u?
S
V1—u?
y' = v
1+ u?
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Funcao

Funcao derivada

20. y = arc cotg u

21. y = arcsec u

22. y = arc cossec u

23. y=u"

7

y =
1+ u?

r u’

Y lu|vu? —1

!/ u’

i lu|vu? — 1

r o vin(u) |,/ u’
Y =e v In(u) +v.—
u

Exemplo 3.14 Derivar a funcio: y = e In(2z) + arctg(z? + 1).

Exemplo 3.15 Derivar a funcio: y = z%sen(2z) + 2/x — arcos(3z).
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Teorema 3.3 Derivada da funcao inversa. Seja f(z) uma fun¢do definida em (a, b)
tal que exista f’(z) para todo x € (a,b) com f'(z) # 0. Se exite x = g(y) = f~! entao:

1 1

T @) ()
1
V1—a2

gy =" @)

Exemplo 3.16 Seja y = arcsen(x), demonstre que y' =

Definigao 3.5 Derivada de uma fungao na forma implicita. A funcdo y = f(x)
estd na forma explicita. Se fizermos f(z,y) = 0 temos a forma implicita da funcao. Para
obter a derivada de uma fungao na forma implicita procedemos de modo usual, seguindo
as regras bésicas de derivagao, porém para cada derivagao em y, p6s multiplicamos por
y' (pois estamos derivando em relac¢do a z).

Exemplo 3.17 Encontrar a derivada da funcao: 2%y + 2y — 4x + 7 = 0.
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Definigao 3.6 Derivadas de ordem superior. A derivada de uma funcao y = f(x)

corresponde a uma outra fun¢ao ¢y’ = f’(x), a qual pode ser derivada novamente. Nesse
k

d
contexto, a derivada de k-ésima ordem da funcao ¢ definida por d—i =yF = ).
x

Exemplo 3.18 Encontre a derivada de segunda ordem da fungao y = sen(2z) — e”.

Exemplo 3.19 Encontre a derivada de terceira ordem da fungao y = tg(z) — 223 + In(z).

3.4 Diferencial de uma funcao

Vimos que Z—Z ¢ uma das notagoes usuais para a derivada de uma fungao. Embora

essa expressao seja uma “entidade tnica”, dy e dxr podem ser interpretados separadamente.

Definigao 3.7 Diferencial. Seja y = f(x) uma fungao real. Consideremos uma varia-
¢ao em x, Azx. Em consequéncia, a variavel dependente sofrera um acréscimo Ay. Por
definicao dr = Ax. Porém a diferencial da variavel dependente y é definida por

dy = f'(x).dx

nao correspondendo exatamente a Ay. No entanto, quando Az — 0 temos que Ay ~ dy.
Portanto, a diferencial de uma funcao, dy, corresponde a uma aproximagao linear para a
verdadeira taxa de variacao Ay, dada uma pequena variacdo em x.
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Exemplo 3.20 Se y = 322 — 2 calcule Ay e dy para v =2 e Az = 0,01.

Exemplo 3.21 Calcule ++/17 usando o conceito de diferencial.
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Exemplo 3.22 (Gomes e Nogueira, pdg.98) Suponha que y = 1200+ 6, 2z —0, 01522 seja
a equagao que da a produgao de milho, em kg/ha, obtida em funcao da quantidade = de
fertilizante fosfatado adicionado ao solo (por exemplo x pode ser expresso em kg de P,Oj
por hectare). De acordo com esta fungao para x = 50kg/ha tem-se y = 1.472,5kg/ha. A
partir dessa quantidade, se for adicionado mais um quilograma por hectare de nutriente,
qual é o aumento de producao que se pode prever?

Exemplo 3.23 Dada a funcao y = e"sen(z) + In(z?) + 10, calcular dy.

Exemplo 3.24 Uma caixa ciibica tem aresta x = 4 ¢cm com erro maximo de 0,05 cm.
Estime o erro méximo no volume V' da caixa.
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Definigao 3.8 Diferencial de ordem k. Dada uma fungao real y = f(z), admitindo-
se a existéncia de sua derivada de ordem k, a diferencial de k-ésima ordem da funcgao sera
dada por d*y = f*(x)da*.

Exemplo 3.25 Dada a fungao f(x) = 223 + tg(z), encontre d?y.
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3.5 Exercicios

1.

Usando a defini¢ao formal, encontre as derivadas das fungoes a seguir.

2

1
a.y=—-2x+7 b2 —-5zx+7 cy=- d. V3x+1 e

vVo+1

(Flemming e Gongalves, pag.127) Dadas as fungoes f(z) =5 —2z e g(z) = 32? — 1,
determinar:
a. f'(1) +4'(1) b. 2f'(0) = ¢'(=2)
c. f(2) = f(=2) d. [¢'(0)]* + 39'(0) + 9(0)
f(5/2)
e f3) = g6/
Resp.:a.4 b8 ¢ 3 d—-1 e 2/15

Sabendo-se que as fungoes f e g sao diferenciaveis no ponto z = 1 e que f(1) =1,
g(1)=1/2, f'(1) =2, ¢'(1) = —3. Calcule:

a. (f+9)'(1) b. (f.9)'(1) c. (f/9)(1) d. (f*9)'(1)
Resp.: a. —1 b.—2 c. 16 d.—1

. Encontre as equacoes das retas tangente e normal ao gréafico de cada uma das fungoes

a seguir nos pontos indicados.
a. y = 2> — 2z + 1 no ponto P(—2,9).
b. y =23 — 42? — 1 no ponto P(4,—1).

c.y no ponto P(4,3/14).

T 4r -2
d. y = sen®3z no ponto P(Z, 3).

e. y = (2? — 1)* no ponto P(2,81).

(Gomes e Nogueira, pag.91) Dada a funcéo y = %3 — 22 4 2z, achar a equacao da
reta tangente a curva dessa fungao no ponto x = 0. Determinar, a seguir, o angulo

de inclinagao. (Resp: y = 2x, a = 63°26'5")

. Um objeto esta se movendo de tal maneira que ao final de ¢ segundos, sua distancia,

em cm, do seu ponto de partida ¢ dada pela funcao: d(t) = 2t> + 3t + 5, t > 0.
Determine:

a. A velocidade média do objeto entre t =1 e t = 5;
b. A velocidade instantanea no tempo t = 1.
Resp.: a. 15 cm/seg b. 7 cm/seg

at?
A fungao S(t) = So + Vot + — € bem conhecida na Fisica e esta associada ao mo-

vimento uniformemente acelerado de um corpo. Usando o conceito de derivada
encontre a funcao horaria da velocidade e a aceleracao correspondente.

. A reta tangente ao grafico da fungao y = az?+bzx+9 no ponto P(2,-1) é perpendicular

areta y = Lo — 5. Encontre os valores de a e b. (a = —3; b=1)
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9. A produgao y, em ton/ha de uma cultura, em funcao da quantidade de nutriente x
adicionada ao solo é dada pela fungao:

| 3
= —— — 1 0 <z < 100.
Y= "35000" Tas0" =T=
Determine:
a. a taxa de variagao média entre x = 20 e z = 80;
b. a taxa de variacao instantanea em x = 20.

10. Mostre que os graficos da fungoes f(x) = 322 e g(x) = 22° + 1 sdo tangentes no
mesmo ponto P(1,3). Esboce os graficos.

11. (Flemming e Gongalves, pidg.163) Dada a funcao f(r) = x* — 6z + 5 definida para
z € [3,+00), desenvolver os seguintes itens:
a. Determinar a fungao inversa g(x) = f~!(x) e identificar seu dominfo;
b. Encontrar a equagao da reta tangente a curva de f(x) no ponto com x = 5;
c. Encontrar a equagao da reta tangente a curva de g(x) no ponto com x = 0;
d. Representar graficamente e identificar a relagao estabelecida com o Teorema

da derivada da fungao inversa.

12. Estude a diferenciabilidade das fungoes a seguir nos pontos indicados. Justifique
sua resposta.

a.
fz) =] x—2|+1; T =2
b.
20+ 1, se z < 3;
f(x>_{10—x, se x > 3. =3
c. )
¢4+ 1, se z < 2;
f(x)_{Q—:EQ, se x> 2. x=2.
d.

fz) = r+2, se x < —4
| —(x+6), se x> —4. r=—4

13. Considere f(x) uma funcao diferenciavel em x. Nessas condigdes mostre que se f(x)
é par entao f'(x) é impar.
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14. Encontre a derivada das fungoes a seguir.

)
1.y= —3% +7 Resp.: ¢ = —g
2. y=a2"+22° -z +4 Resp.: y = bat + 622 — 1
3. y=(x+4)> Resp.: v/ = 3(z + 4)?

2

4. y = 2*Vx Resp.: ¢/ = %\3/x5

5.y = (2? + 3x)(x® — 9x) Resp.: ¢y = bzt + 122% — 2722 — Hdx
6 2x 4+ 3 R , 222 + 6x — 25
Y= esp.: Yy = —
YT _hr+5 Py (22 — bz +5)?
7.y =logy(x +2) Resp.: ¢ = !
VT8 Py = T 2)m2
8. y = e@*+5) Resp.: ¢ = 2ze® 15
1423 + 2
9.y =" +22+V3 Resp.: o' = L
W+ 22 +/3
2
10. y = /cos(2x) Resp.: ¢ = _ sen(2z)
cos(2x)
11. y = In(z*) Resp.: ¢/ = %
12. y =xcosx Resp.: ¥ = cosx — xsenx
2t+1 3
13. f(t) =4/ Resp.: f'(t) = —
/) t—1 esp-: (1) 2(t — 1)3/2(2t + 1)1/2
, -1
14. y = arc sen(1/x) Resp.: ¢y =
xvax? —1
15. f(s) = 235"+ Resp.: f/(s) = 61In2(s + 1)235°+6s
1
16. y = In(x + V1 + 22 Resp.: iy = ——
y = In( ) iy = s
17. y = sen(sen(z)) Resp.: y = cosx cos(senz)
18. f(z) = (22 —5)* + S NZA Resp.: f'(z) = 8(2z — 5)® — L _ !
' r+1 N (x+1)2 2y
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a
19. y = arct Resp.: ¢y = ——
y = arctan(z/a) espr Y = s
e’ —1 2e”
20. y = sy = —
Y= @i Resp.: y @1 1)
1
21. y = arccos/x Resp.: ¢y = —————
Y vV N (e
22. y=e "cos2x Resp.: y = —e % (2sen(2z) + cos 2x)
42 + 6x
23. y =lgj(a* + 327 + 1 Resp.: ¢ =
y =lgyo(a” + 32" + 1) esp.: y (@' 4+ 322+ 1) In 10
24. y = Intan(z/2) Resp.: y = cossecx
B 1+z o, 2
25.y—1n<1_x> Resp..y—l_a72
26. f(z) = (vtanz)? Resp.: ¢ = 2x?sec’ x tanz + 2x tan® x
27. y = In(cos® t) Resp.: ¢ = —2tant
5. 1) - (4)" Resp: (1) = () (aft)
. = |- esp.: t:<—> n(a/b)—-=
b P b 2/t
29. y = In(senx) Resp.: ¢y = cotx
30. y = tan(z? + 1) Resp.: ¥ = 2wsec?(2? + 1)
Tt+1\3 3(7t + 1)*(—14¢* — 4t + 21)
31. /(1) = ( ) Resp.: f/(t) =
10 =5r73 esp-: J1(1) (272 1 3)*
3sec? x 6z sec? ztan x — 3sec? x
32. y = , Resp.:y’ = =
33. y = cos(m/2 — x) Resp.: ¢y =sen(n/2 — x)
4 3 3 4 6
_ 34 = _ Y BT
3. y=vVdrs+ P Resp.y’ = 5 %4 = + o
35. y = cot?(2z — 3)? Resp.: ¢ = —16(2z — 3) cot3(2z — 3)*cossec? (22 — 3)?
3 /
36. f(s) = 3T Resp.: f'(s) =0
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37,y = tan Resp.: of — rsec’x 2— tan
T T
1 3(2s — 1)

) = Resp.: f'(s) = —— 22— 1)
38. f(s) (525 14y esp.: f'(s) @ sty
39. f(t) = +2t+0 Resp.: f'(t) =2

cos 6
10(2z — 1)
40. y = arctan[(2z — 1) + 2]1/2 Resp.: i = (22 )

Ve =P+ 2P

15. Encontre a derivada das fungoes implicitas a seguir.

a. (r—a)?*+ (y —b)* =r? b. xy — cosy =0
c. 32 +5xy  —ay+x—T7=0 d. 22%y + eV +lnx =0
e. arctan(y) + 2% — 122y = 0 f. 2°y* + 3seny + 5 =0
16. Encontre as equacoes das retas tangente e normal & curva x? + % — 1 = 0 no ponto
P(-1,0).
17. Obter a derivada de ordem n das seguintes fungoes.
a. y =3zt + 62> —122; n=3 b. y=e3" n=2
c.y=a>+In2x; n=2 d. y=cos3x; n=4
e. y =senr; n = 1000 f. y=e"+cosx; n=1000

18. Dada a funcdo y = 222 — 4x + 9, obter e interpretar dy quando z varia de de 2 a
2, 05.

19. Usando o conceito de diferencial encontrar v/35.

20. Encontrar a diferencial de segunda ordem das fungoes:
a. y = —x(2? +2) b.y=e"

c. y=(z—4)(z +3) d. y=cos’zx
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Capitulo 4

Aplicacoes de Derivadas

H& muitas aplicagoes do conceito de derivada, as quais certamente um curso
introdutorio de Calculo nao daria conta. A seguir sao apresentadas algumas aplicagoes

no estudo de funcoes e em problemas de otimizacao.
4.1 Taxas de variacao

Seja y = f(x) uma fungdo real com dominio D. De um modo geral:

Ay flatAD) - (@)
Ar Az ’

corresponde a taxa média de variagao de y em relagao a x. Também:

Ay fr+Ax)— f(a)
A Ay T A Ar :

corresponde a taxa instantanea de variacao.
Assim na Fisica:

AS  S(t+At) = S(t)

= velocidade média

At At
e
lim ﬁ = lim S+ A1) — 5() = velocidade instantanea
At—0 /At At—0 At

Exemplo 4.1 Aplicagao em Economia: fungoes Custo. Seja U uma utilidade qual-
quer e ¢ a quantidade produzida, possivelmente ¢; < ¢ < @9, 0 custo total é dado pela
fungao: C' = f(q), a qual pode assumir uma forma linear ou nao linear. (Base: Chiang,

cap. 7)

a. C'=5,1540,92¢ com 0 < ¢ < 10;
~— =
CF cv

b. C :gqf” — 404* +200g com 0 < ¢ < 10;
oV
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sendo que C' correponde ao custo total associado & produgdo g, C'F' é o custo fixo (inde-
pende da quantidade produzida) e C'V' é o custo variavel (depende de q).
Também temos:

C
Cy = — = Custo Médio Total
q

CF
CFy; = — = Custo Médio Fixo

q

CVy = g = Custo Médio Variavel
q

Desse modo, C'V),; representa a taxa média de variagao da funcao custo entre 0 e
¢ unidades. Agora se fizermos C' = f'(q) = Cyr4 temos a fungao custo marginal, ela nos
d& a variacao no custo total para uma variacao unitaria na producgao, ou ainda, a taxa
instantanea do Custo Total, quando a producao passa de ¢ para ¢ + 1.

Exemplo 4.2 O Custo total associagao a producao g de um bem, em reais, é dado pela

funcao C' = 20 4+ 4q, com 0 < ¢ < 200. Esboce o grafico das fungées C', CF e C'V. Ao
nivel ¢ = 50, calcule Chy, CFy, CViy e Chyg.
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De modo analogo temos aplicacoes em outras areas como Agronomia, Biologia
ete.

4.2 Estudo de funcoes

4.2.1 Pré-requisitos: Teoremas

Teorema 4.1 Teorema do valor médio. Seja f uma fungao continua em [a, b] e dife-
renciavel em (a,b), entao existe ¢ € (a,b) tal que:

f@) = fa) = f'(e)(b - a)
Observagao:

i. O ponto ¢ pode nao ser unico;

ii. O Teorema 4.1 garante que a reta tangente ao grafico de f no ponto Q(c, f(c))
é paralela a reta que passa pelos pontos Pi(a, f(a)) e Pa(b, f(b)).

iii. Caso particular: se f(a) e f(b) tem sinais opostos entao existe uma raiz de f
em (a,b).

Teorema 4.2 Teorema de Cauchy. Se f(x) e g(x) sdo fungdes continuas em [a,b] e
diferenciaveis em (a, b) entao existe ¢ € (a,b) tal que:

[f(b) = f(a)lg'(c) = [g(b) — g(a)]f'(c)
Observagao: O Teorema 4.1 é um caso particular do Teorema 4.2, basta fazer g(z) = x.

Exemplo 4.3 Considere a funcdo y = 2. Verifique se a funcao satisfaz ao teorema do
valor médio, considere I = [2,4].
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Teorema 4.3 Teorema de Rolle. Seja y = f(z) uma funcdo continua em em [a,b] e
diferenciavel em (a,b) com f(a) = f(b), entdo existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Observagoes:
i. O ponto ¢ pode nao ser unico;
ii. O Teorema 4.3 permanece valido se f(a) = f(b) = 0.

Demonstracao:
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3

Exemplo 4.4 Verifique se a fungao y = = — z°, com x € [—1, 1] satisfaz ao Teorema de

Rolle e encontre ¢ tal que f'(c) = 0.
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4.2.2 Monotonicidade

Vimos que para um um intervalo (a,b) do dominio de uma fungao real y = f(z)
se:

a) V 1,29 € (a,b) com x; < xo se verifique f(z1) < f(x2), entdo y = f(z) é uma
fungao estritamente crescente em (a, b);

b) V 1,29 € (a,b) com 1 < xy se verifique f(x1) > f(z2), entdo y = f(x) é uma
fungao estritamente decrescente em (a, b);

O estudo da monotonicidade por ser feito com auxilio do Teorema:

Teorema 4.4 Seja Seja y = f(x) uma fungao continua em em [a,b] e diferenciavel em

(a,b), se:

i. f'(zr) >0V z € (a,b) entdo y = f(x) ¢ uma fungao estritamente crescente em
[a, 0]

ii.f'(x) <0V z € (a,b) entdo y = f(x) é uma fungao estritamente decrescente em
[a, b].

Demonstracao para i

Observagao: O Teorrema 4.4 pode ser reescrito substituindo nos itens i e ii as
condigoes f'(z) > 0 e f'(z) < 0 por f'(z) > 0e f'(z) <0, respectivamente. Nesse caso
teriamos:

i. f'(x) >0V z € (a,b) entdo y = f(z) é uma fungao crescente em [a, b];
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i.f'(z) <0V x € (a,b) entdo y = f(x) ¢ uma fungado decrescente em [a, b].

Exemplo 4.5 Nas funcoes a seguir, faga um estudo de sua monotonicidade nos intervalos
indicados.

a.y=a>—br+6em =R

b.y=a% 72> +16x —12em I =R
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c. y=sen(zr) em [ = [—m/2,7/2]
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4.2.3 Extremos Relativos: maximos e minimos

Definigao 4.1 Se ¢ é um ponto do dominio de uma fungao y = f(z) tal que f'(¢) = 0 ou
3f'(c) entdo ¢ é chamado de ponto critico da funcao.

Exemplo 4.6 Encontre um ponto critico da funcao y = 2% — 5z + 6.

Definigao 4.2 Seja ¢ um ponto do dominio da func¢ao y = f(z) entao:

i. f(c) é chamado de maximo relativo de f(x) (ou méaximo local) se existir um
intervalo aberto contendo ¢ tal que: f(c) > f(x) V x € (a,b);

ii. f(c) é chamado de minimo relativo de f(z) (ou minimo local) se existir um
intervalo aberto contendo ¢ tal que: f(c) < f(z) V x € (a,b).

Teorema 4.5 Se uma fungao tem extremo relativo em ¢, entao ¢ ¢ um ponto critico da
fungao.

Observagao: A reciproca desse Teorema nem sempre é verdadeira.

Teorema 4.6 Seja y = f(z) uma fungao continua em [a,b] e diferenciavel em (a,b),
exceto possivelmente em ¢, tal que ¢ seja um ponto critico de f(z) entdo:

i. Se f'(x) >0V z € (a,¢) e f'(x) <0V z € (c,b), entdo f(z) tem um maximo
local em c;

ii. Se f'(z) <0V z € (a,¢) e f'(xr) >0V x € (¢,b), entdo f(z) tem um minimo
local em c;

Exemplo 4.7 Encontre os extremos relativos da funcao y = * — 72? + 162 — 12.
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Exemplo 4.8 Faga um estudo da fungao y = z%(z — 1)® quanto a monotonicidade e
extremos relativos.

Teorema 4.7 Critério da 2* derivada. Considere f(x) uma fungao derivavel em (a, b)
e ¢ um ponto critico dessa fungao [f'(c) = 0]. Se f(x) admite 2* derivada em (a, b) entao:

i. f’(c) <0 entdo f(z) tem um maximo relativo em c;

ii. f”(c) >0 entao f(x) tem um minimo relativo em c¢;

Exemplo 4.9 Aplique o teste da segunda derivada para o estudo dos extremos relativos
da funcao y = z%(z — 1)
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4.2.4 Concavidade e Pontos de inflexao

Defini¢ao 4.3 Concavidade. Seja f(x) uma funcao diferenciével no ponto c¢. Diz-se
que o grafico da fungao é concavo para cima no ponto P(c, f(¢)) se existir um intervalo
aberto contendo ¢, (a < ¢ < b), tal que em (a,b) a curva do grafico esta acima da reta
tangente ao grafico em P.

[lustracao:

De modo similar, o grafico da fungdo é concavo para baixo no ponto P(c, f(c))
se existir um intervalo aberto contendo ¢, (a < ¢ < b), tal que em (a, b) a curva do grafico
esta abaixo da reta tangente ao grafico em P.
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Definigao 4.4 Ponto de inflexao. Um ponto P(c, f(c)) do grafico de uma fungao é
chamado de ponto de inflexao desse grafico se em P houver uma mudanca de concavidade.

Os dois teoremas apresentados a seguir podem ser usados para o reconhecimento
de pontos de inflexao de uma funcao, caso existam.

Teorema 4.8 Se uma funcdo tem em P(c, f(c)) um ponto de inflexdo, entdo ¢ ¢ um
ponto critico de f’(x), isto & f”(c) = 0 ou Af"(c).

Teorema 4.9 Seja uma funcdo y = f(z) que admita segunda derivada em (a, b). Se para
todo x € (a,b):

i. f"(x) > 0 entdo o grafico é concavo para cima em (a, b);
ii. f”(z) <0 ent@o o grafico ¢ concavo para baixo em (a, b);

Teorema 4.10 Seja uma funcdo y = f(z) que admita segunda derivada em (a,b) e seja
¢ um ponto critico de f’(x), entdo:

i. Se f"(x) >0V x € (a,c) e f"(z) <0V z € (¢,b), entdo P(c, f(c)) ¢ um ponto
de inflexao do grafico de y = f(z);

ii. Se f"(z) <0V x € (a,¢) e f'(x) >0V x € (¢,b), entdo P(c, f(c)) é um ponto
de inflexao do grafico de y = f(x);

Exemplo 4.10 Fazer um estudo da funcao y = 23 — 722+ 162 — 12 quanto & concavidade
e pontos de inflexao.
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4.2.5 Estudo Completo de uma fungao

Definicao 4.5 Com base nos fundamentos vistos até agora podemos realizar um estudo
completo de uma fungao. Nesse curso, por estudo completo de uma fungao entendemos:

1.

2.

Determinar seu dominio e conjunto imagem;

Encontrar os pontos de intercepgao com o eixos cartesianos (caso existam);

. Estudar a paridade da funcao e identificar, quando possivel, eixo de simetria da

funcao;

Estudar a monotonicidade da funcao, pontos criticos e extremos relativos;

. Encontrar as assintotas horizontais e verticais do grafico da fungao (caso existam);

. Estudar o grafico da funcao quanto a concavidade e pontos de inflexao;

Esboco do gréafico.
Observagoes:

i. O grafico de uma funcao par tem o eixo y como eixo de simetria enquanto que
uma funcao fmpar tem seu grafico simétrico em relagao a origem;

e ii. As fungoes polinomiais, via de regra, nao possuem assintotas.

1 | A
Exemplo 4.11 Realizar um estudo completo da funcao:y = exp [ —3 (m ,u) } ,

2mo? o

com € Reo > 0.
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4.3 Teoria da Otimizacao

4 diversas aplicacoes nas Ciéncias em que se tem como meta maximizar algo

Ha d 1 C t t 1

lucro, espaco, producao etc) ou minimizar algo (custo, material, tempo etc). Os processos
b ) ) )

em que buscam a maximizacao ou minimizacao podem ser chamados genericamente de

Otimizacao = “buscar o 6timo”. Um problema de otimizagao envolve basicamente:

i. Uma funcao que descreva (traduza) matematicamente o problema em estudo;

ii. Um conjunto de Varidveis composta por uma variavel dependente que representa
o “objeto” a ser maximizado ou minimizado; uma ou mais variaveis independentes
que sao variaveis escolhidas com vistas a otimizacgao;

iii. Determinagao do valor (ou conjunto de valores) das varidveis escolhidas que
geram o extremo da funcao.

Exemplo 4.12 Com uma folha de cartolina quadrada de lado 48 cm deseja-se fazer
uma caixa (sem tampa), cortando-se de cada um de seus quatro cantos quadradinhos
iguais e dobrando-se adequadamente o material restante. Determinar a medida do lado
dos quadradinhos que devem ser cortados a fim de que o volume da caixa seja o maior
possivel.
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Exemplo 4.13 (Adaptado de Chiang, pag. 229) Suponha que na producao de um insumo
agricola, a funcao receita total seja dada por Ry = 1000g — 2¢® com 0 < ¢ < 500. A
funcao custo total é dada por Cr = ¢® — 59¢> + 1315¢ + 2000. Com Ry e Cr medidos em
reais, enquanto ¢ ¢ em toneladas por semana. Encontre o nivel de producao ¢ que torna
méximo o lucro. Calcule esse lucro.
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4.4 Polindmio de Taylor

Defini¢ao 4.6 Polinémio de Taylor. Seja y = f(x) uma fungao real que admita
derivadas até de ordem k£ em um ponto xy do seu dominio D. O polindmio de Taylor de
ordem k da funcao f no ponto xy é dado por:

Pula) = flao) + f'an)x — o) + 0w g e DO e )

Exemplo 4.14 Obtenha a expansao em polinémio de Taylor de grau n da fungao f(z) =
e” no ponto x = 0. Como se chama essa série?

Observacoes:

i. Uma vez obtida a expansdo em série de Taylor podemos escrever: f(z) = Py(x)+
Ri(z), sendo Ry(z) = f(x) — Pi(z) chamado de “resto”, muitas vezes, quando a
aproximacao é “boa’” ele é desprezivel.

ii. No software Maple use o seguinte cddigo para obter a expansao da fungao em

Taylor: taylor(f(xz) = cosx, 2o = 5,k = 3).

4.4.1 Meétodo de Newton-Raphson para o calculo da raiz de uma
funcao

Definigao 4.7 Seja y = f(x) uma fun¢do continua em [a,b] e diferenciavel em (a,b).
Vamos admitir que f(z) tenha uma raiz z, em [a,b] e que f'(z) [f'(z) # 0] e f"(2)
também sejam continuas em (a,b). Uma aproximacao para a raiz x, pode ser obtida pelo
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método numérico denominado Newton-Raphson, a partir da expansao da funcao em um
polinomio de Taylor de grau 1 (4.1) ao redor de um ponto arbitrario .

f(x) = f(xo) + f(xo)(x — 20) =0

a _ .. f(x0)
T T )
() 1 f(iﬂ(l))
fr(z®)
£
$@H1>::ﬂn>_(£ixm% (4.2)

Um valor arbitrario zy é atribuido e obtemos z(!, a seguir, sucessivamente os valores
sao atualizados por meio da equagao 4.2 até que se obtenha uma diferenca desprezivel.
Critério de parada: | z™+D) — z() |< e,

Exemplo 4.15 Calcular a raiz da fungao: f(z) = 22® + In(z) — 5.

x0=1.5

x=NULL

x[1]1=1.34

mf=function(x) 2*x~3+log(x)-5

md=function(x) 6*x~2+1/x

niter=5

for(i in 2:niter) x[il=x[i-1] - mf(x[i-1])/md(x[i-1])
cbind(seq(1l,niter,1),x)

X
[1,] 1 1.340000
[2,] 2 1.330896
[3,] 3 1.330840
[4,] 4 1.330840
[5,] 5 1.330840
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40
|

30
|

f(x)

20
|

1.0 1.5 2.0 25 3.0
Figura 4.1: Grafico da fungao f(x) = 223 + In(z) — 5.

4.5 Regra de L’Hospital

Sejam f(x) e g(z) fungdes diferenciaveis em (a,b), exceto possivelmente em ¢ €

(a,b), com ¢'(x) # 0. Se:

)

1m ———
z—e g(x)

¢ uma forma indeterminada do tipo % ou 2, entao:

) )
M) Mg SR

Observagao: Esse resultado auxilia no calculo de limites para varias formas inde-
0

terminadas, desde que possam ser escritas nas formas ; ou 2.

Exemplo 4.16 Calcule o limite lim+ 2 In(x).
z—0
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4.6 Exercicios

1. Use o conceito de diferencial para aproximar o crescimento da area da superficie
esférica de um balao se seu didmetro varia de 2 m para 2,02m, sabendo-se que a
area de superficie é dada por A = 4mr2.

2. Verifique se as fungoes abaixo satisfazem as condigoes do Teorema do Valor Médio
e do Teorema de Rolle.

a.

fx)=~/(x—2)2, se x€]0,4]

B x+3, se x€[-32);
f(x)—{ —x+7, sex€[2,7].

3. (Apostol, 1983) Seja f(z) = 1 — V/22. Mostrar que f(1) = f(—1) = 0, mas que
f'(x) nunca se anula no intervalo [—1, 1]. Como isso é possivel, em face do Teorema
de Rolle?

4. Obter a expansao de cada uma das fungoes a seguir, em polinomio de Taylor de
grau n, ao redor do ponto xg.
a. f(x) =In(z), considere n =2 e zg = 3;
b. f(x) = +/z, considere n = 3 e xg = 4;
c. f(x) = cos(x), considere n =4 e rg = §.
5. Use o método de Newton para encontrar ao menos uma raiz real das fungoes a

seguir. Considere ¢ = 0,0001.
a. f(x) =2z —sin(x) +4 b. f(z) =10" + 2% + 2.

6. Faca um estudo das fungoes abaixo, quanto a monotonicidade e extremos relativos.

a. f(z)=—2?+2z—1 b. f(z) =a* 4223 — 32> —4x + 4
¢ flx) =2+ 9% d f(z) = %em
e. flx)=a—In(l+x) f. f(z) = e*sin(z),z € [0, 27]

7. Demonstre que se y = cos(x) entdo suas raizes sdo também seus pontos de inflexao.
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8. Faga um estudo das fungoes abaixo, quanto a concavidade e pontos de inflexao.

a. f(zr) = —2%+ 52 — 6z b. f(z) =3z* — 1023 — 1222 + 120 — 7
c. f(x):xiQ d. f(z) = (1+ 2%)e®
e. f(z)=2*In(x) f. f(x) =e " cos(z),x € [0, 27|

9. Faga um estudo completo das fungoes a seguir.

a. f(r)=a%— 22> -5z +6 b. f(z) = (2% —4)(2* — 1)
c. f(z)= xf—f_g d. f(z) =In(1 + 22)
e. f(x)=z%" f. f(x) = —z + tan(z),x € [0, 27]

10. Considere a fungao do 2° grau f(r) = ax?® + bz + ¢, com a,b,c € R e a # 0.
Demonstre que o extremo relativo desta funcao é dado pelas coordenadas do vértice

b A
da parabola, < —

20 —4—) Prove, também, que a funcao nao tem pontos de
a a
inflexao.

11. O Custo variavel médio de producao de um certo bem é de R$12,00 e o custo fixo
¢ de R$60,00 para quantidades que variam entre 0 e 1000 unidades. Se o preco de
venda na mesma faixa ¢ de R$20,00. Estabeleca:

a. A fungao Custo Total, fungao Receita e funcao Lucro;
b. O custo marginal (interprerta-lo);
c. A producao necessaria para que o Lucro seja de R$3.940,00
12. Considere as fungoes Receita Total, R = 8q — %qQ e Custo Total C' = 12+ 1,6q de

um insumo agricola (valores em 1000 reais). Considere também que a quantidade
produzida (em toneladas) pertenca ao intervalo 0 < ¢ < 40.

a. Encontre a fungao Custo marginal e interprete-a;
b. Encontre o nivel de produgao ¢ que possibilita o maior lucro;
c. Esboce no mesmo eixo os gréaficos das fungoes: Receita Total, Custo Total e

Lucro e estabelega os intervalos de produgao que geram prejuizos.

13. (Apostol, 1983) Um agricultor dispoe de L metros de rede para cercar uma pastagem
de forma retangular, adjacente a uma longa parede de pedra. Que dimensoes darao
a area méaxima da pastagem?

14. (Apostol, 1983) Um agricultor deseja cercar uma pastagem retangular de area A,
adjacente a uma longa parede de pedra. Quais as dimensoes convenientes de modo
a gastar o menos possivel de rede?
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

A fungao Custo total de um monopolista é C' = 3¢+ 65, para 0 < ¢ < 100. A fun¢ao
demanda de mercado é dada por Qd = 100 — 5P. Admita, nesse caso, que a fungao
receita é de preco variavel. Estabeleca:

a. O menor valor de ¢ para um lucro total de R$265,00 e o respectivo preco de
venda;

b. O nivel de produgdao que maximiza o lucro e seu respectivo preco de venda.

Sejam w1, T, . . ., &, nameros reais. Prove que a fungao d = >, (z; —a)? é minima
somente quando a corresponde a média aritmética dos n niimeros reais.

(Flemming e Gongalves, 2007) Um canhao, situado no solo, é posto sob um angulo
2

v
de inclinagado a. Seja L o alcance do canhao, dado por L = — sin(«) cos(«), em
g
que v e g sao constantes. Para que angulo o alcance é maximo?
(Flemming e Gongalves, 2007) O grafico da fungao C'(q) = kqs +F, com q € (90, q1],
sendo k, a e F' constantes positivas ¢ denominado curva de custos a curto prazo de

Cobb-Douglas. Essa curva é bastante utilizada para representar os custos de uma
empresa com a producgao de um produto.

a. Dé o significado da constante F;

b. Verificar que, quando a > 1, a curva é cdncava para baixo e interpretar esse
resultado do ponto de vista da Economia;

c. Supor k =2, a = 3, F = 8 e determinar, se existir, o valor de ¢ que fornece
o custo médio minimo;

d. Usando os mesmos valores do item c, determinar o nivel de produgao que
minimiza o custo marginal, no intervalo 125 < ¢ < 125.000.

€T
Demonstre o limite fundamental exponencial, lim <1 + —) = e, usando o Regra
x

T—r+00
de L’Hospital.

Encontrar os limites das funcgoes:

x —X

1 —
a. lim ne b. lime y €
a1 — 1 z—=0 sin(x)
c. lim 2°Inx d. lim zsin(1/x)
z—0+ T—00
e’ 1 .
e. lim < — ) f. lim tan(z)tan(2z)
a—0+t \ @ et —1 .
1
i v h. lim (3z+49)=
& e D3+ )
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Capitulo 5

Teoria da Integracao e aplicacoes

Na historia da Matematica os problemas referentes ao célculo de areas de figuras
nao retangulares sao bastante remotos e precedem a ideia de derivadas. Na Grécia antiga
usava-se o método da “exaustao” para se aproximar a area de uma figura qualquer, muito
antes de se pensar no conceito de derivadas. Este método é a base para interpretagao ge-
ométrica da técnica da integragao (integral de Riemann), objeto de estudo deste capitulo.
A teoria da integracao nao serve apenas para se calcular areas e volumes, ha uma infini-
dade de aplicagoes nas mais variadas areas do conhecimento. Logicamente, a sequéncia
de topicos sobre limites, derivadas e integral é bem mais didatica e, por isso, estd sendo
usada neste texto. Para maiores detalhes sobre registros histéricos do Calculo Diferencial
e Integral ver Apostol (1980).

5.1 Integral indefinida

Considere o seguinte tipo de problema: dada a derivada de uma funcao f(z),
deseja-se encontrar a sua primitiva, ou seja, a funcao F(z) tal que F'(z) = f(x). Podemos
pensar nesta situagdo como um problema inverso ao processo de derivacao. Assim, se

4 . ~ ~
f(z) = a3, tem—ss que F'(z) = %. No entanto, também seria solugao qualquer fungao da
familia F'(r) = % + ¢, com ¢ € R.

Definigao 5.1 Antiderivada ou fungao primitiva. Uma fungao F(z) é chamada de
antiderivada da funcao f(z) em (a,b) se F'(z) = f(x) ¥V = € (a,b). Se F(x) é uma
antidervada de f(z) em (a,b), entdo sua antiderivada mais geral é a familia de fungoes
F(x) + ¢, com ¢ € R.

Definicao 5.2 Integral indefinida. Se F(z) ¢ uma antiderivada da fungao f(z), entao
a familia de fungoes F'(z) + ¢, com ¢ € R, é chamada de integral indefinida da fungao
f(z) e denota-se:

/f(x)d:z: =F(z)+c
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INTEGRAL INDEFINIDA

Notas de aula

1.

N

b

12.

/
: /cossec(:c)cotg(x)dx = —cossec(z) + ¢
/

Resumindo: desejamos encontrar a familia de fungdes F'(z) + ¢, com ¢ € R,
para uma determinada diferencial de funcao dy = f(z)dz. Quando a antiderivada for
facilmente identificada, a solugao da integral sera imediata (fungao primitiva). A seguir
apresenta-se algumas integrais e suas respectivas antiderivadas.

/d:z::x+c

dx
14 22

= arctg(z) + ¢

13

14

15

16

17

18.

19.

20.

de 1 . <3c>+
) @y T e\ T

= arcsen(x) + ¢

Y=

x
= arcsen(—) +c
a

/ dx
) Ve
/d—x—arcsec($)+c
) Vet -1
/d—$—1n|x+\/x2+a|+c
) Vo ra
/—dx —iln
2 —a?  2a

1
/senzxdx = §<$ —senx cos ) + ¢

a—x
a+x

|+

1
/C082 xdr = 5(9& + senzcosx) + ¢

Exercicio. Mostre que as fungoes F(x) + ¢ acima sdo antiderivadas para as
respectivas fungoes f(x).

Definicao 5.3 Propriedades das integrais

a. [/f(x)dx}/: [F(x)—irc},:f(x)

b. / AP (z) = / f@)dz = F(z) +c

114

Prof. Idemauro/ESALQ-USP
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c. /kf(x)dx:k/f(x)da:,keR*

d /[f(m)—l—g(x)]dx:/f(x)dm—i—/g(m)dm

(este resultado se estende para um ntamero finito de fungdes)

5.1.1 Técnicas de integracao

Nem sempre identificamos “facilmente” a funcao primitiva. Para situagoes mais
complexas recorremos as técnicas de integracao simples.

5.1.1.1 Integral por substituicao

Suponha que se deseja calcular a integral simples / f(x)dx, mas F(x) nao é

explicita. A ideia desta técnica é “tentar” uma substituicao conveniente que possibilite
identificar a antiderivada da funcao, apds as devidas trocas. Genericamente, tem-se, que
se:

x = g(t) = dr = ¢'(t)dt

Entao:
/ f(x)dz = / Flo(Olg' (B)dt

Exemplo 5.1 Resolver as integrais a seguir.
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b. /sen(Qaz + 1)dx

c. /tag(;v)da:
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d / sen® (x)dz
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f/ dx
") a? + a2

/ xdx
& 1 — 22
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h. /:z:QSen(l/x)d:c

5.1.1.2 Integrais de fungoes contendo trinémio

Esta técnica de integragao pode ser til em integrais de dois tipos bésicos.

Caso 1. Integrais na forma

ou

/ dx / dx
ar? +bxr +c Var? +bxr +c

Neste caso, a ideia é completar o trinomio do denominador tornando-o quadrado
perfeito, de tal forma a obter uma soma ou diferenca de dois quadrados.

dz

E lo 5.2 Calcul int |l | ——.
xemplo alcular a integra /1’2—6w+10
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Caso 2. Integrais na forma

Mz + N Mz + N
—_—dx ou dx
ar? + br + ¢ var? +bxr+c
. r—3
Exemplo 5.3 Calcular a integral | ————=dx.
Va2 —2x -5
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5.1.1.3 Integrais por partes

Sejam u = u(z) e v = v(x) duas fungoes reais da variavel z, a integral por partes

é definida por:
/udv:uv—/vdu

Demonstracao:

Exemplo 5.4 Calcular as integrais a seguir.

xarcsen(x)

a. | ———~dx
vV1—x2
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b. /:z:exd:c

C. / 2’ In xdx
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d. / x cos xdx

e. / In zdx
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f. / arctgrdr

h. /excosxdx
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5.1.1.4 Integrais de funcoes racionais

Suponha que se deseje integrar a funcao %, em que P(x) e Q(x) sao fungoes

polinomiais, de graus m e n, respectivamente. Se m < n a fungao racional é chamada de
propria, caso contrario é chamada de imprépria. Toda fungao racional impropria pode ser
decomposta numa soma de um polindmio com uma func¢ao racional propria. A integracao
de polinomios é elementar e sendo assim, a dificuldade esté em integrar as fungoes racionais
proprias. A ideia desta técnica é escrever a “fragao propria” como uma soma de “fragoes
parciais”, de tal forma que:

i. Cada raiz (a) do denominador da func@o racional propria contribui com uma
fracao do tipo:
A

Tr —a

ii. Se a raiz (a) do denominador da funcao racional propria tem multiplicidade k,
entao as fragoes parciais serao do tipo:
Ay As Ay

G—aF  woapt T —a)

iii. Se a funcao do denominador apresentar raizes complexas, deve-se observar que
elas aparecem em pares conjugados que dao origem a polinémios do tipo: 2%+ px+q.
Entao as raizes complexas conjugadas dao origem a uma fragao parcial do tipo:

Ax+ B
2+ pr+q

Exemplo 5.5 Calcular as integrais a seguir.

3
z

) d

a/x_lx
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20 —1
b. —d
/x2—5x+6 ‘
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/ 3x + 2 d
C. —dx
x2 —b5r+ 14
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5.1.1.5 Integrais de funcgoes irracionais

No caso de integrais que envolvam fungoes irracionais, uma substituicao do radi-
cando por:

R(z) =7

em que ¢ = m.m.c {qi, ga, - - - , Gn }, €m geral, fornece uma fun¢ao racional.

Exemplo 5.6 Resolver a integral / ﬁdw
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5.2 Exercicios

1. Determinar a fun¢ao f(z) tal que [ f(z

2. Calcular as seguintes integrais

L. /(3—\/54—:1:)(&:

(N}

=]

7.

co

g
./2

e
g
|
/
|

6_10xdflf

(——x+4)dx

T

32x+1dl'

sen 3x + 1

x cos( 23: — T)dx

zv'1 — 32%dz

9. /(:clo — 2% +4)3(22° — 2")dw

10. /arctan(:c)dx

241

11. /(x3/2 — 4z + 2)dx
67\/5
12. d
/ Vi

13. /0082d35

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24

25.

26.

Ydx = 3x% + e® + cos(3x) + ¢

dz

/ dx o7 / dx
vVii4+ar+1 ’ 4 + 5
2
1
/a:ln zdx 28. / Sx——i_d:ﬂ
s +x—1
3dz 2z + 3
S — 29. ——d
/x2—8x—|—25 J /x3+x2—2xx
dx [arcsen(z)
30. —d
/ 3+ 8 / 1— a2 o
/ ey g, [raresen(@)
] i
/me‘Qdex 32. /e“”senxdw
/ sen(x)dx 43 / 23— 3z +4 de
(3 — cos(z))? (x+1)(z—1)3
/ dz /xg—x2+2:c+3
34.
2+ 2x 22+ 3x +2
dx
cos® xdx 35. /—
/ V4 — 922
3+1
/m\/x + 1dx 36. /+Tn<x)dx
d |
' / __dr g7 [+l
V9 — 1622 vr+1
r—3 e
d 38. d
/(x+1)2(x—2)m 8 /62I—|—1x
/ sen’dx 39. / sen’dx
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5.3 Integral Definida

5.3.1 Ideia béasica

A integral [ f(z)dx = F(x) + ¢ é uma funcao da variavel z e, portanto, ¢ classi-
ficada como integral indefinida. Entretanto, sendo f(x) integréavel, se selecionarmos dois
pontos a e b do dominio da fungao (a < b) e efetuarmos:

[E(0) + o = [F(a) + = F(b) = F(a)

obtém-se um valor que independe da constante c. Este valor é chamado de integral definida
da fungao f(x) no intervalo de a até b.

Exemplo 5.7 Dada a fungao f(z) = 22 + 1. Verifique se f(x) é integravel em I = [1, 3].

Exemplo 5.8 Dada a funcdo f(z) = —. Verifique se f(z) ¢ integravel em I = [0, 2].
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Observagao: ¢ importante que a funcao f(z) seja integravel num determinado
intervalo real. O Teorema a seguir é 1til para tal proposito.

Teorema 5.1 Se y = f(z) é uma funcdo continua em [a,b] entdo ela ¢ integravel no
intervalo |a, b].

Defini¢ao 5.4 Seja y = f(z) uma funcdo real definida no intervalo [a,b], a integral
definida de y = f(z) de a até b é definida por:

b
| #ayis
se esta integral existe dizemos que f(z) é integravel em [a, b].

5.3.2 Interpretagao geométrica

Seja y = f(x) uma fungao continua definida no intervalo [a, b]. Suponha que se
deseja calcular a area A, limitada pelo grafico da funcao, pelas retas verticais © = a e
x =b e o pelo eixo Ozx.

12

10
|

f(x)
6
\

Figura 5.1: Regido limitada pela fungao y = f(x) e o eixo Ox

Historicamente o método utilizado para o calculo desta area A era o da exaustao.
Para tanto, vamos dividir o intervalo [a, b] em n partes:

Top <1 << ... <Tp o< Tp1< Ty
~— ~—
a b
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Considere h; = x; — x;_1 a amplitude de cada intervalo e seja também m; e M; o
menor e o maior valor assumido pela funcao, respectivamente, em cada um dos intervalos
[z;_1,2;]. Formemos as somas:

Sn~ = i hzml e STLJr = i thl
i=1 i=1

Estas somas correspondem as somas das areas dos retangulos inscritos e circuns-
critos e sao aproximacgoes para a verdadeira area A por falta ou por excesso. Se agora,
tomarmos em cada intervalo [x;_1, z;] um ponto arbitrario z; e formarmos a soma:

Sn = f(Z1)h + f(Z2)ho + ... f(Zn)hn = Z F(z:) R (5.1)

chamada de soma de Riemann. Facamos n — oo. Se a medida que n — oo Sn tende
a um namero [, dizemos que a soma (5.1) é Riemann integrével o limite I é a integral
definida da fungao y = f(x) no intervalo [a, b], ou seja:

/ fla)de = lim 3 flah (5.2)

Assim, geometricamente a integral da equagao (5.2) representa a area A entre a curva do
grafico da fungao e o eixo Ox, sendo que esta area é contada positivamente conforme a
regiao esteja acima ou abaixo do eixo Oz.

Observacgao Se y = f(z) ¢ uma fungao continua em [a, b], a area limitada entre
a curva do grafico da fungao e o eixo Oz é:

i / f(x)dx,se f(x) >0 V x€a,b

b
ii. |/ f(z)dx |, se f(x) <0 V x € [a,]

Exemplo 5.9 Calcular a area limitada pela pardbola da funcio y = 22 — 5z + 6 ¢ as
retasx =0ey = 0.
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Exemplo 5.10 Calcular a area limitada pela parabola da funcao y = —4 + 22 e o eixo
Oz.

Exemplo 5.11 Calcular as integrais definidas a seguir.

w/4
a. / tag3x sec® x dx
0
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/2
b. / T sen x dx
0

Defini¢ao 5.5 Sejam f(x) e g(x) duas fungoes reais integraveis em |a, b, sdo definidas e
validas as seguintes propriedades:

P1. /aam) dr —
P, /f —/baf(x)dx

P3. /k:f() x—k/f ) dx, com k € R*

P4, /f d:p>/ o(z) dz, se f(z) > g(x)

e | [ i< [ 1))
P6. /abf(x)dx:/acf(x)dx—l—/cbf(x)dx,a<c<b
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Teorema 5.2 : Do valor médio para integral definida. Seja y = f(x) uma fungao
continua no intervalo [a, b, entao existe ¢ € [a, ] tal que:

b
[ #a)de= =50
Prova: Omitida.

Exemplo 5.12 Retome o exemplo 5.9 e encontre ¢ para o qual o teorema acima é satis-
feito.
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Teorema 5.3 : Fundamental do Céalculo. Seja y = f(z) uma fungao continua no
intervalo [a, b] e, F'(x) uma primitiva (antiderivada) de f(z) no intervalo |[a, b], entao:

b
[ 1) de=F(t) - (0
Prova: como exercicio.

Exemplo 5.13 Calcular as integrais

2
a. / r(1+2?) do

-1

1
b. / (2% —42® + 1) do
0
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1
C./ v dx
o 1+ 2

Teorema 5.4 : para fungGes pares e impares. Seja y = f(z) uma fungao continua
no intervalo [—a, al, entdo:

i. / f(z) dx = 2./ f(z) dx se f(x) é uma funcao par;
—a 0
ii. / f(z) dz =0 se f(z) é uma funcao impar;

Prova: como exercicio.

Exemplo 5.14 Calcular as integrais

1
a./ 22 dx
1

/4
b. / cosz dx

—7/4
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Teorema 5.5 : area entre curvas. Sejam f(z) e g(z) duas fungoes continuas e posi-
tivas no intervalo [a, b] tal que f(z) > g(z), V x € [a,b] entdo a area A limitada entre
as curvas das duas funcoes é dada por:

b
A= / f(z) - g(a)]da
PI'OV&I como exercicio.

Exemplo 5.15 Calcular a area da regiao do plano cartesiano em que f(x) > g(z), sendo
flz)=—2’+4eg(x)=z+2

Exemplo 5.16 Calcular a area limitada pela curva da parabola y = 22 — 7o + 10 e os
eixos coordenados.
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Exemplo 5.17 Calcular a area da regiao do primeiro quadrante do plano cartesiano,
limitada pelas curvas das fungoes f(z) =z, g(x) = = e h(z) = jx.

139 Prof. Idemauro/ESALQ-USP



5.3. INTEGRAL DEFINIDA Notas de aula

5.3.3 Aplicagao: volume de um sélido de revolugao

Seja y = f(z) uma fungao definida no intervalo [a, b]. Vamos considerar a rotacao
da regiao plana A ao redor do eixo x, como consequéncia obtemos um soélido de revolugao.
Veja, por exemplo a Figura a seguir.

15

o -
T T

0 1 2 3 4 5

Figura 5.2: Regido plana A, limitada pelo grafico da funcao y = 2% + 1 e o eixo Oz, no
intervalo [1,4].

Para obter o volume V' procedemos de modo analogo ao calculo da area, ou seja,
dividimos o intervalo [a, b] em n partes:

Top <1 <To<...<ZTpo9o<Tp1< Tp
—~—

a b

Seja Ax; = x; — x;_1 a amplitude de cada subintervalo. Tomemos um ponto
arbitrario, z;, em cada um dos subintervalos. O volume V' é dado pelas somas dos volumes
dos n cilindros:

V= Z m[f(z:]*Az;
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Facamos n — oo. Se & medida que n — oo V' se aproxima de um ntmero [,
dizemos que esta soma (5.3) ¢ Riemann integravel e o limite I ¢ o volume do so6lido de
revolucao delimitado pelo intervalo [a, b], ou seja:

V = lim Zﬂ[f(ii]QAxi = / [f(2))?da (5.3)

Exemplo 5.18 Calcular o volume do sélido de revolugao obtido pela rotacao da regiao
A limitada pelo grafico da funcdo y = 22 e pelas retas x = 1 e x = 4 ao redor do eixo .
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5.3. INTEGRAL DEFINIDA

Observagoes:
i. O resultado permanece valido mesmo que f(z) assuma valores negativos.

b
a

vr [ 1P de=x [P

20
1

f(x)
0

-10

-20

-30

Figura 5.3: Regido plana A, limitada pelo grafico da funcao y = 23 + 1 e o eixo Oz, no

intervalo [-3,3].
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ii. Volume de um soélido de revolugao gerado pela rotagao de uma regiao plana A
b

limitada entre duas curvas: V = 7T/ [(f(2)?* — (g(x))*]dz.

Figura 5.4: Regido plana A de rotagao, limitada pelos graficos das fungoes f(z) e g(z).

iii. Volume de um soélido de revolugao gerado pela rotagao de uma regiao plana A
b

ao redor do eixo Oy: V = 7r/ [f(y)])dy.

a

3.0
1

fy)

25

2.0

15

1.0

0.5
1

Figura 5.5: Regiao plana A de rotagdo, limitada pelo grafico da funcao f(y) e o eixo Oy.
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Notas de aula

iv. Volume de um soélido de revolugao gerado pela rotagao de uma regiao plana A

b
ao redor de uma reta paralela ao eixo Oz: V = 7T/ [f(z) — L]*dx.

3.0

25

15

1.0

0.0

Figura 5.6: Regiao plana A de rotagao, limitada pelo grafico da fun¢ao f(x) e a reta

horizontal L.

iv. Volume de um soélido de revolugao gerado pela rotagao de uma regiao plana A

b
ao redor de uma reta paralela ao eixo Oy: V = 7T/ [f(y) — M]*dy.

3.0

25

1.0

0.0

f(y)

Figura 5.7: Regiao plana A de rotagdo, limitada pelo grafico da funcdo f(y) e a reta

vertical M.
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5.4 Exercicios

1. Seja y = f(z) uma funcdo continua no intervalo [—a, a]. Mostre que:

.S ¢ a ’ de =2 ' d
a. Se f(z) é par entdo /_af(a:) x /o f(z)dz
b. Se f(x) é impar entao /a f(z)dz =0

2. Calcular as integrais

2 T T
a. / z3dx b. / senxdx c. / cos xdx
-2 -7 -3

3. Calcular as integrais definidas

|
A
—
£
s
S
+
S
N
Y
3

5 /2 4 dr
a. / (2 — 3z +4)dr  f / cos xdz k. /
-1 0 1 4o + 5
/1 dx /1 xdx /5 dx
b. g. L. _—
o 12+1 o 1+ a2 > V5 +4r —a?
T 3r/4 w/6
c. / tan(x)dx h. / cosrsenrdr  m. / sen(3z)dx
7% 71'/4 0

2
¢ dx 4 4dx /2
d. dx 1. —_— n. sen®(z)dx
/e zlnzx 0o VI2+9 /0 (z)

1 dl’ 7 ) 5 1'2—3
R 3 22 . d
/0 /3 =2z ) /3“'6 o © /0 @+ 2) @+ 12

@

4. Desenhe a regiao do plano limitada pelas fungoes e calcule a area correspondente.
a. y=3224+2,y=0,2=-2ecx=1.
b. y =cos(x),y =0, x = —2m e x = 2.
c.y=a%y=8cax=0.
d.y=2>—6x+8ey=ua+2.
e.y=a2ey=—a%+4x.

fy=e",2=0,2=2ecy=0.

1 1
g. y=x,y=—ey=—x.
x 4
x
h. y=2+6,y=23cy=—=.

2
iy=2>~ley=ao+1.
Jy=2¥ y=2""ey=4.
k.y=lz—2ley=2—(x—2)?

l. y=|sen(z) |, x =0, x = 2m.
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5. Calcule a area da figura limitada pela funcao y = —a? — 2z + 3, a reta tangente a
parébola no ponto P(2,—5) e a reta x = 0.
6. Determinar o volume do sé6lido de revolugao gerado pela rotacao, em torno do eixo
z, da regido R delimitada pelos graficos das equagoes dadas. (Calculo A, pag. 359)
a.y=z+1,x=0,zr=2ey=0;
b.y=a2’+1,2=0,z=2ecy=0;
c.y=a’ecy=a%
d. y=cos(z),y =sen(z), r=0ex = 7.
7. Determinar o volume do s6lido de revolucao gerado pela rotacao, em torno do eixo
y, da regido R delimitada pelos gréficos das equagbes dadas. (Calculo A, pag. 359)
a.y=1In(zx),y=-1,y=2ex=0;
b.y=a2%ey =21
cy=s,x=0y=1ey=4
d. x:y2+1,x:%,y:—26y:2.
8. Determinar o volume do s6lido de revolugao gerado pela rotagao ao redor da reta
y = 2, da regiao limita por y = 222, v = 1, x = 2 e y = 2. (Calculo A, pag. 359)
9. Encontrar o volume do sélido de revolucao gerado pela rotacao, em torno do eixo
r, da regido limitada por y*> = 16z e y = 4x. (Calculo A, pag. 359)
10. Determinar o volume do sélido de revolucao gerado pela rotacao ao redor da reta

y = 2, da regiao limita por y = 3+ 2%, r =2, v = —2 e y = 2. (Célculo A, pag.
360)
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5.5 Integrais improprias

J& vimos os conceitos de limite e de integral definida. Vejamos agora as defini¢oes
de integrais improprias, as quais tém aplicagoes a Estatistica. Sem perda de generalidade
héa duas “modalidades” de integrais improprias.

5.5.1 Integrais com limites de integracao infinitos

Definigao 5.6 As integrais dos tipos:

L = /b f(z)dz ou I = +OO f(z)dx ou I3 = /+<><> f(z)dz

a

sao chamadas de improprias.

Se existe limite finito

b
I, = lim f(z)dx

a——00 a

entao ele serd a integral impropria da fun¢do f(x) no intervalo (—oo,b]. Neste caso,
dizemos que a integral I; é convergente, caso contrario dizemos que ela ¢ divergente. De
modo analogo para a integral I5. Para a solugao da integral improépria /3 podemos usar a
propriedade da aditividade finita das integrais, ou seja:

400 b
I3 = f(x)dx = lim f(x)dx + hm/f beR.

o a——oo [ c——+00

. T dx
Exemplo 5.19 Avalie a integral —

NG
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+0o0
Exemplo 5.20 Avalie a integral / te " dt

—00

+oo
Exemplo 5.21 Mostre que pexp(—px)dr =1, >0
0
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5.5.2 Integrais com integrandos infinitos

Defini¢ao 5.7 Suponha que y = f(x) esteja definida no intervalo (a, b] mas seja integra-
vel somente em [a + ¢, b]. Entao o limite:

b
li d
J [ J(@)de

¢ uma integral impropria da fungao y = f(x) em (a, b].

dx

3
Exemplo 5.22 Avalie a integral / 5
2 L —

2
Exemplo 5.23 Avalie a integral / (1+1Inz)de
0
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7
d

Exemplo 5.24 Avalie a integral / @

2 /(z+1)2
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5.5.3 Funcoes eulerianas: Gama e Beta

As fungoes Gama e Beta sao dois tipos de integrais improprias, também conhe-
cidas como fungoes eulerianas, com inimeras aplicagoes a Estatistica.

Definicao 5.8 Funcao Gama. Seja o > 0, a integral impropria convergente:

“+o0o
Ma) = / v e dx
0

¢ denominada fun¢ao gama de parametro .

Propriedades da funcao Gama:

) =
P2. I'(a+1) = al'(«)

(1
(
P3. T(n+1)=nl, neN
P2. I(1/2) = /7

Demonstracao das propriedades da funcao gama como exercicio.

+o0
Exemplo 5.25 Calcular a integral / e dr
0
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+o0
Exemplo 5.26 Calcular a integral / (Inz)%222dx
1

+o0 1
Exemplo 5.27 Calcular a integral / e 2% d

—o V2T
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Definigao 5.9 Funcao Beta. A integral de parametros m > 0 e n > 0 definida por:
1
B(m,n) = / g™ N1 - 2)" Nz, (5.4)
0

se m >1en > 1 esta integral é propria, porém se 0 < m < 1 ou 0 <n < 1, esta integral
¢ impropria convergente.
Se fizermos a seguinte reparametrizacao x = sen’t, obtém-se:

w/2
B(m,n) = 2 /0 (sen £)27 (cos )2~ d (5.5)

Propriedade fundamental da fungao beta (relacionada a fun¢ao gama)

Exemplo 5.28 Mostrar a relagao 5.5.

Exemplo 5.29 Provar que I'(1/2) = /7.
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1
Exemplo 5.30 Calcular a integral / Va(l —x)3de.
0

/6
Exemplo 5.31 Calcular a integral / sen(3z)dx.
0
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5.6 Exercicios

1. Calcular as seguintes integrais, classificando-as em convergente ou divergente.

T dr T arctan x
S ko[ ST,
1 \/E 0 2 +1

0 “+o00
b. / el dy L. / In zdx
e 1

5 1 dax
C. —_— m. -
/0 V25 — x? _x?
0 +oo 7\/5d
d. / ze ™ dx n. ¢ NG ’
oo x

@

|
| / N o / sen®(21) cos® (22)

+o00 +o00
g. / woe dx q. /
0 0

! e
h. / V1 — zdx r. / 6_59” dx
0 00 \/
+oo d
1. / :,1: S. / z(1—x) 320
o 9+ 22
/2 400
j. / cos® xdx t. /
0 0
Respostas:

a.co b .1/10 ¢ 5 d —% e x/16 £2 g 120  h 2/3 i w/3 j w/4

N =

k. /8 1. o m oo n. 2 0. 1/48 p.oo q 3ym/4 1.1 s. 4/35 t. oo
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Capitulo 6

Funcoes a duas ou mais variaveis
independentes

Definicao 6.1 Uma funcgao a n variaveis independentes é uma lei que associa a cada

ponto ¢ = (z1,29,...,2,) de uma regiao D C R™ um tnico nimero real y € C' C R.
Assim, o dominio desta funcao pertence ao R" e o conjunto imagem esté contido em R.
Notagao:
I { D—C
=y =fa, 2. .., 1y)

Em particular, se D C R?, temos uma funcao a duas variaveis independentes. Neste caso,
podemos visualizar o grafico da fungao no espago tridimensional.

Definigao 6.2 Seja z = f(x,y) uma fungao a duas variaveis independentes. O grafico
desta fungao ¢ definido por G(f) = {(z,y,2) € R® | z = f(x,y)}.

Figura 6.1: Visdo geométrica da funcao z = (1, 3)"sen(y).
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Exemplo 6.1 Sejam 1, z9, x3 as quantidades de producao de trés insumos agricolas, em
toneladas/ha, o custo de produgao é definido por:

C(z1, 9, x3) = 1200 + 521 4+ 929 + 1023

Encontre o custo para as producoes: x; = 2,29 = 3,23 = 5. Qual é o custo fixo?
Interprete-o.

Exemplo 6.2 Dada a fungao z = 2*%¥  encontre o(s) ponto(s) (z,y) tal (is) que f(z,y) =
1. Represente esta solugao graficamente.
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Exemplo 6.3 Encontre o dominio das fungoes a seguir e represente graficamente.

a. f(xy,z9,73) = 23 + 23 + 23
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r+y

c. flw,y,2)=

d. f(xay): vy—$2
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Exemplo 6.4 Esboce, no primeiro octante, o grafico das seguintes funcgoes:

a. f(z,y) =6— 2z — 3y

b. f(z,y)=1—2°
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Observacao Devido a dificuldade de visualizagao da fungao no espaco tridimen-
sional, costuma-se representar as curvas de nivel da funcao, que sao os pontos do dominio
para os quais f(z,y) = ¢, com ¢ € R.

Exemplo 6.5 Dada a funcao f(x,y) = 2? + y?, represente as suas curvas de nivel para
c=1,c=4,c=9ec=16.

N
.

Figura 6.2: Curvas de nivel fungao f(z,y) = 2% + y°.

6.1 Limite e Continuidade

Os conceitos de limite e continuidade se estendem naturalmente para os casos de
funcoes a duas ou mais variaveis independentes.

Defini¢ao 6.3 Limite. Seja z = f(x) = f(z1,29,...,2,) uma funcdo a n variaveis
independentes. O limite de y = f(x) quando * — a, a = (a1, as,...,a,), é denotado
por:

i =1L 6.1

Jim f () (6.1)
subentendendo-se que & medida que o vetor * = (x1,29,...,T,) se aproxima do vetor
a = (ai,as,...,a,) por todas as dire¢oes do R", a funcdo tende ao nimero real L. Em
particular, para o caso bidimensional temos:

lim x,y) =1L
(x,y)%(a»b)f( 2

Exemplo 6.6 Dada a fungao z = f(z,y) = e* ¥, calcule  lim  f(x,y).
(z,y)—(0,—2)
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Definigao 6.4 Continuidade. Seja z = f(x) = f(x1,29,...,2,) uma funcdo a n vari-
aveis independentes, com dominio D e contradominio C, ou seja:

f:{D—>C

x—y=f(ry,m9,...,2,)
dizemos que f é continua no ponto a = (ay, as, ..., a,), se e somente se:
i3 fla,as, ... a,);
ii. 3 lim f(x);
a:—>af( )

i, I f(z) = f(an,0....a)

Exemplo 6.7 Seja a funcao:

po{rrver o
1 6 se (z,y) = (1,1

Verifique se esta fungao é continua no ponto (1, 1).
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6.2 Exercicios
2z +y

1. (Morettin, Hazzan e Bussab, 2010) Dada a fungao f(z,y) = . Calcule:

- f(L1)
- f(0,3) + f(5,5)

f(3+ Ax,4) — f(3,4)
f(3,44+ Ay) — f(3,4)

oo T

A —3A
Resp. a. 3 b. 4 c¢ 5 d 2(TAyy)

2. Nas fungoes a seguir, encontre o dominio e represente-o no plano cartesiano.

a ) = 5 D= {(e.9) €| (r.9) # (1, ~22))
b f(,9) = -+ cos(y) D= {(2y) € B2 (2,1) # (0.0))
flay) =~ D= {(a.y) € B |y <21}
df( )= n(y — z°) D ={(z,y) €R* |y > a*}

f(z, \/ —95+\/ D={(z,y) eR’ |y>zey>2}
- - D=®

3. Uma empresa possui dois equipamentos A e B. O equipamento A pode produzir
diariamente 200 unidades de uma mercadoria do tipo I e 100 unidades da mercadoria
do tipo 2, enquanto que a producao diaria de B pode ser 100 unidades da mercadoria
I'e 600 unidades da mercadoria II. Determinar e representar graficamente o conjunto
D = {(z,y) € R?} tal que, se o equipamento A trabalhar durante x dias e o
equipamento B trabalhar durante y dias, a producao sera de pelo menos 4.000
unidades da mercadoria I e de pelo menos 6000 unidades da mercadoria II.

4. (Morettin, Hazzan e Bussab, 2010) Uma empresa produz um produto em duas
fabricas, I e II. As fungoes custo em cada fabrica sao Cj(z) = 500 + 10z em I
e Cy(x) = 600 + 8y em II, em que = e y sdo as quantidade produzidas em cada
fabrica. Obtenha a funcao Lucro, sabendo-se que o preco de venda do produto é
$12,00

Resp. L =2z + 4y — 1100
5. Sabe-se que o conjunto {D = (z,y,2) e R?* |0 <2 <4,0<y<20<2<3}
representa o dominio de uma funcao a trés variaveis independentes. Represente

graficamente e marque no dominio da func¢ao a regiao que corresponde aos pontos

(2,0, 2)

6. (Morettin, Hazzan e Bussab, 2010) Seja P(x,y) = mz®?y"® uma funcao de produ-
¢ao. Calcule m sabendo-se que quando sao usadas as quantidades x = 32 e y = 256
dos insunos, sao produzidas 100 unidades do produto. (m = 100.2774)
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10.

11.

12.

13.

14.

. Considere a funcao z = f(z,y) = 2x — y + 6. Represente-a graficamente. Calcule

lim  f(z,y).

(J},y)—)(47—1)

Resp lim(, ) ,4,—1) f(z,y) = 15

. Considere a funcao z = /9 — x? — y2. Encontre seu dominio. Esboce o grafico

dessa func@o no 1° octante. Calcule  lim  f(x,y).
(ac,y)—)(—l,?)

Resp. D ={(z,y) eR* |2+ 3> <9} e  limg ) 19 flz,y) =4

. Esboce o grafico das seguintes funcoes:

a. f(z,y) =2x+2y b. f(z,y) =y — 22
Determinar e representar graficamente as curvas de nivel das func¢oes a seguir, nos
niveis indicados:

a.z=y—x,c=0,c=2c=4;

b.z2=y—2%c=1,c=2c=3;

c.z=xy,z>0y>0,c=1,c=2c=4;

d z=y—Inz,c=0,c=2;

e.z2=y—12c=0,c=2;

Dada a fungao

verifque se ela é continua no ponto P(0,0).

Dada a fungao

verifque se ela é continua no ponto P(0,0).

Determinar entre as fungoes a seguir quais sao homogéneas e os respectivos graus
de homogeneidade:
2
a. z = 100" + 5y% + zy

b. z = 2%y + a1

T+y
1;2 +y2

d. z=2>+9y>-5

c. z=
e. z=kaxy? comk>0ea+pB=1.

Sabendo-se que uma func¢ao ¢ homogénea de grau 4 e que f(1,2) = 2, calcular

f(3,6).
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6.3 Derivadas Parciais e Diferencial Total

Definigao 6.5 Seja z = f(z,y) uma funcdo a duas variaveis independentes, as derivadas
parciais de primeira ordem da fun¢do num ponto P(x,y) do seu dominio sao dadas por:

Dz - [z + Az, y) — f(z,y)

oxr  Az—0 Az

0z - f(z,y+Ay) — f(z,y)
Oy  Ay—=0 Ay

se os limites existirem.

Exemplo 6.8 Dada a funcao z = 22 + y encontrar as deviradas parcias de primeira

ordem, % e g—;, pela definicao.
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Observacao: Do ponto de vista pratico, no processo de derivagao parcial em
relacao a uma das varidveis independentes a outra variavel ¢ “tratada” como constante.
Permanecem validas todas as regras de derivacao ja estudadas para os casos de fungoes a
uma variavel independente.

Exemplo 6.9 Obter as derivadas parcias de primeira ordem das func¢oes a seguir.

a. z=zlny +/x —4

b. z = zcosz + arctg(y) — y°

c. z =27ty
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6.3.1 Interpretacao geométrica das derivadas parciais

Seja z = f(z,y) uma fun¢do a duas variaveis independentes. Considere uma
seccao do grafico desta fungao por um plano paralelo ao plano xOz ou yOz conforme a
variavel fixada. A titulo de ilustrag@o, vamos considerar que a variavel = é fixada, assim o
coeficente angular da reta tangente a essa seccao paralela ao plano yOz no ponto P tem
coeficiente angular:

plano yOz

plano xOz

paralelo a yOz

plano xOy

Figura 6.3: Interpretacao geométrica da derivada parcial.

Ay) —
tg(a)zgifgof(m’w Ay; f(z,y)

analogamente para a reta tangente a seccao transversal paralela ao plano xOz no ponto
P.

Observacao: Do ponto de vista pratico, as derivadas parciais de primeira ordem
num dado ponto P(x,y) correspondem a uma variagdo na fungao para uma “pequena”
variacao em uma das variaveis independentes, mantendo a outra fixa.

Exemplo 6.10 [Morettin, Hazzzan e Bussab (2010), pag.252| Suponha que a quantidade
de batata demandada por semana (em kg) em um mercado seja fungao do seu prego
unitario z (por kg) e do preco unitéario y (por kg) de arroz, ¢ = 1000 — 222 + 15y. Calcule
%(3,4) e 3—3(3,4) e interprete.
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Definigao 6.6 Regra da cadeia para derivadas parciais. Seja z = f(g(z,y)), se
considerarmos u = g(x,y) entao:

0z 0z0u 0z 0z 0u
- = e _ = ——
Jr  Oudx Oy  Oudy
Exemplo 6.11 Encontrar as derivadas parciais de primeira ordem das fungoes a seguir.

a. z = cos(x? + y?)

b. z=1In/322 —y
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c. 2= f(z,y,w,t) = (v + yw + t)*

Defini¢ao 6.7 Derivadas parciais de ordem superior. Seja z = f(z,y) uma fungao
a duas variaveis independentes, as derivadas parciais de primeira ordem, 2 e % em geral,
contiuam sendo fungoes de x e y e, sendo, assim, podem ser derivadas sucessivamente.

) Oz @_y7
Em particular, as derivadas parciais de segunda ordem sao denotadas por:

0z 0 ;02 02z 0 [0z
527 = 5 () = P g0z = 9y as) = o)
Pz 0 /02 0%z 0 [0z
o7 = y3y) = Fnley 500y~ 5 ay) = Il@d)
Estas derivadas parciais podem ser “alocadas” em uma matriz, chamada Hessiana:
o o
ox?  Oyox
H pu—
7
0xdy 0y
Se z = f(x1,x2,...,2x), a matriz Hessiana tera dimensao k:
[ 0%z 0%z 0z |
ox? Oxs0r;  Oxi0xy
0%z 0%z 0%z
H = 8%281‘1 005% o 8xk8x2
PR
| Oxp0xy Owpdry — Oxp |

169 Prof. Idemauro/ESALQ-USP



6.3. DERIVADAS PARCIAIS E DIFERENCIAL TOTAL Notas de aula

Exemplo 6.12 Obter as derivadas parciais de segunda ordem das fungoes a seguir.

a. z =xlny? + 2%y

b. 2z = 22? +seny — xeY
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Definigao 6.8 Diferencial total de primeira ordem. Seja z = f(z,y) uma fungéo a
duas variaveis independentes, a diferencial total de primeira ordem desta funcao é dada
por:

dz = —dr + —dy (6.2)

Interpretacao:

Como vimos, do ponto de vista pratico as derivadas parciais de primeira ordem
correspondem a uma variacao em 2z para uma pequena variacao em uma das variaveis
independentes, mantendo-se a outra fixa. Ja a diferencial total (6.2) corresponde a uma
aproximacao linear para a verdadeira variacao na variavel dependente, Az, devido a pe-
quenas variagoes simultaneas em x e y.

Exemplo 6.13 Dada a funcao z = 3x? + 4y? calcule dz no ponto P(1,1) para Az =
Ay = 0,01,

Exemplo 6.14 Retome o exemplo 6.10, calcule e interprete a diferencial de demanda no
ponto P(3,4) para Az = Ay =0, 10.
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Observacao: o resultado se estende naturalmente para os casos de fun¢oes com

mais de duas variaveis independentes. Se z = f(x1,za, ..., xx):
k
0z 0z 0z 0z
dz = —d —d oo+ —dxy, = dz;
: o0xq Tt 0xy T2t oxy, T ; ox; o

Exemplo 6.15 Seja w = In(z? + 2y) + tag(z). Calcular dw.

Exemplo 6.16 Seja w = f(z,y,2), em que w corresponde a producao de milho, = é a
variavel de trabalho (mao de obra empregada em horas trabalhadas), y ¢ o fertilizante
quimico usado, z é o adubo organico utilizado. Qual a interpretagao da diferencial dw?
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Definigao 6.9 Diferencial total de ordem superior. Seja z = f(z,y) uma fungao a
duas variaveis independentes, a diferencial total de k-ésima ordem desta funcao é dada
por:

ox dy
Em particular para k£ = 2 temos:
0%z 0%z 0%z
Az = —Zdx* +2 dedy + —dy?.
- 8x2x+ 8x8y$y+8y2y

6.4 Maximos e Minimos de funcoes a duas variaveis

Defini¢ao 6.10 Seja z = f(z,y) uma fungao a duas variaveis independentes com dominio
D(f). Dizemos que a fungao z tem um minimo local em P(a,b), (a,b) € D(f) se existir
uma bola aberta de centro em P(a,b) e raio r, B(r), tal que:

f(z,y) > f(a,b) V (z,y) € B(r)

Deve-se observar que se V (x,y) € D(f), verifica-se que f(z,y) > f(a,b), entdo o ponto
P(a,b) é um minimo absoluto da fungao.

De modelo similar, dizemos que a fungao z tem um méximo local em P(a,b),
(a,b) € D(f) se existir uma bola aberta de centro em P(a,b) e raio r, B(r), tal que:

f(z,y) < fla,b) V (z,y) € B(r)

Também se deve observar que se V (z,y) € D(f), verifica-se que f(z,y) < f(a,b), entdo
o ponto P(a,b) é um maximo absoluto da fungao.

O Teorema a seguir nos “ensina” um critério para identificacao de maximos e
minimos.

Teorema 6.1 Seja z = f(z,y) uma funcdo a duas variaveis independentes com dominio
D(f) C R? e o ponto P(a,b) € D(f). Se a fungao f(x,y) admite derivadas parciais até
de segunda ordem continuas, entao uma condi¢ao necessaria para f tenha um extremo
local em P(a,b) é:

0z 0z

—(a,0) =0 ¢ —(a,b) =0

Joah =0 e o
ou seja, P(a,b) é um ponto critico desta fungao. As condigoes suficientes para que P(a,b)
seja um extremo relativo sao:

2 2

i. | H|>0e¢ a—;(a, b) <0 ou 8_3;<a’ b) < 0 entdo f(z,y) tem maximo local em

P(a,b);

i. | H [>0 ‘922( b) >0 82Z( b) > 0 entdo f(z,y) tem minimo local

ii. e —(a ou —(a entao f(x em minimo local em
axz Y 8y2 Y 7y

P(a,b);
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ili. Se | H |< 0 entéo f(z,y) tem ponto de sela em P(a,b).
Prova: ver Apostol (1983).

Exemplo 6.17 Dada a funcao z = 22+y%—2x. Verifique se ela possui extremos relativos.

Exemplo 6.18 Quando uma empresa usa x unidades de trabalho e y unidades de capital,
sua produc¢ao mensal é dada por:

P = 32z 4 20y + 3zy — 222 — 2, 597

Obtenha os valores de x e y que maximizam a produc¢ao mensal.
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Exemplo 6.19 Suponha que Y;,Y5, ..., Y, satisfacam:
Y;':Oé—l—ﬁXi—l—Ei, z':1,2,...,n.

em que X1, Xo, ..., X, sao constantes fixas, o e § sao parametros desconhecidos e de inte-
resse pratico e os €; constituem-se em variaveis aleatérias independentes e identicamente
distribuidas, com média zero e variancia constante o2. O método dos minimos quadrados
é um procedimento matematico que permite estimar os parametros « e 3, minimizando
a soma de quadrados dos erros. Aplique este procedimento para obter os estimadores de

ae .
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Teorema 6.2 Extensao para o caso a n variaveis independentes. Seja z =
f(z1,x9,...,2,) uma funcdo a n variaveis independentes com dominio D(f) C R" e o
ponto P(a,,as,...,a,) € D(f). Se a fungdo z = f(x1,z9,...,x,) admite derivadas par-
ciais até de segunda ordem continuas, entao uma condi¢ao necessaria para f tenha um
extremo local em P(a,,as,...,a,) &

) 'n

0z
%(al,am...,an) =0 Vi=12,...,n.
K3
Nestas condigoes iniciais, seja A =| H |p o determinante da matriz hessiana
avaliada no ponto P. As condigoes suficientes para que P(a,,as,...,a,) seja um minimo

relativo da funcao sao:
2. Al :’ fl“lfl?l ’P> 0;

foiz1  for

f12m1 fz2m2 P

ntl. Ay =| H |p> 0.

Se os determinantes Ag, Ay, ..., A, forem alternadamente positivos e negativos
entao o ponto P serd um ponto de méximo.

6.5 Integrais multiplas

A integral [ f(x)dz ¢é simples pois refere-se a uma fun¢do a uma varia-
vel independente. Se considerarmos funcoes com duas ou mais variaveis indepen-
dentes, pode-se estender este conceito para as chamadas integrais multiplas. Assim
f f . f f(z1,2e,. .., 2,)dx1d2s . .. dx, denota uma integral multipla. Para solucionar
uma integral miltipla, procedemos de modo anédlogo ao processo de derivacao parcial, ou
seja, ao integrar em relagao a uma variavel independente x;, as outras sao tratadas como
constantes, permanecendo vélidas todas as regras de integracao ja vistas.

Exemplo 6.20 Calcular a integral / / / 2zxyzdxdydz
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6.5.1 Integrais duplas definidas

Defini¢ao 6.11 Seja z = f(x,y) uma fungao a duas variaveis independentes continua na
regiao D C R%. Suponha que se deseje calcular o volume V' do sélido que ¢ limitado acima
pelo grafico da fungao, abaixo pela regiao D e lateralmente pelo cilindro sobre o limite de
D, cujas geratrizes sao paralelas ao eixo Oz. Neste caso, procedemos de modo analogo
ao que foi feito para fungoes a uma variavel independente. Vamos dividir a regiao D em
retangulos de areas A;, tomando-se em cada area um ponto arbitrario (z;, g;), formamos
a soma de Riemann:

Sp = Z Aif (Zi, Ui)

=1

Facamos agora n — co. Se quando n — oo tem-se S,, — [, entao dizemos que a
soma S, é Riemann integréavel e o limite I é a integral dupla da fungao f(z,y) na regiao
D. Resumindo:

tiw Y- Auf @) = [ [ feg)dody
i=1 D
Geometricamente o niimero / mede o volume V' do sélido definido pela funcao.

6.5.2 Integrais duplas iteradas

Vamos considerar dois casos tipicos de integracao para a regiao D.

i. A regiao D é retangular

Considere que a regiao D é formada por todos os pontos (x,y) do plano tais que
a<x<bec<y<d. Sem perda de generalidade, neste caso temos:

d b b d

ii. A regiao D nao é retangular

Considere que a regiao D é formada por todos os pontos (x,y) do plano limitado
pelas fungoes continuas g(z) e h(x), no intervalo real [a,b] com g(z) > h(x). Nesse
caso, entao temos como uma solugao:

//Df(m,y)d:vdyZ/ab[Aj:j)f(x,y)dy]dw
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2 1
Exemplo 6.21 Calcular a integral / / v/ x(1 — x)3dxdy
o Jo
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Exemplo 6.22 Calcular a integral dupla da func¢do f(z,y) = 8xy no dominio de inte-
gracao 0 <z <y < 1.
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6.6 Exercicios

1. Usando a defini¢ao formal de derivadas parciais, encontre as derivadas parciais de
primeira ordem das seguintes fungoes:

a. f(x,y) = —22° + 4y
b. f([E,y,Z) :xZ_y+2Z

2. (Morettin, Hazzan e Bussab, 2010) Considere a fungao f(z,y) = 4xy?. Usando a
definicao de derivada parcial, calcule f,(—1,2) e f,(—1,2)

3. Encontrar as derivadas parciais de primeira ordem das fungoes a seguir.

T —y x
°= b.z=——3
Tty 24y

c. z=+/x2+y? d. z=ev

T Tty
€. 2z = sen— f 2=,/ —=
y V oz + g

g. z=¢e"""Y h. 2=5"4+x—y
i. 2z =a%"+5y j. z=In(\/z2 +vy?)
k. z = cos(3z% + ') . 2 =122 + cosz — Iny + 2°

4. Encontrar as derivadas parciais de segunda ordem das fungoes a seguir.

a. z=a"® — 22 +y—5 b.z:arctanx+y
r—y
c. z=1In(2? +1?) d. z=ev
1
e. z = sen(zy) f. 2=
r+y

5. Dada a funcdo f(z,y) = 22°y + In(y), construa a matriz hessiana para o ponto
P(1,3) e calcule seu determinante.

6. Se z = xy + 2%, obter dz.

7. Dada a funcio f(x,y) = eV* 1Y obter dz.

0 0

8. Mostrar que —x + —y = 2 se z = In(z? + xy + y?).
ox dy
0z 0z y

9. Mostrar que —x + —y = 2y + 2 se z = 1y + ez,
ox dy

10. (Morettin, Hazzan e Bussab, 2010) Considere a funcao P(k, L) = 3k%5L%5. Mostre
oP oP
k— 4+ L— = P(k,L
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11

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

(Morettin, Hazzan e Bussab, 2010) Seja ¢ = 30 — 4z — 2y a equacao da demanda de
um produto A, x seu preco unitéirio e y o pre¢o unitario de um bem B.

9q o 04
Baseay’

b. O que aumenta mais a demanda de A: diminuir em uma unidade seu preco
unitario (mantendo o de B) ou diminuir em uma unidade o prego unitario de B
(mantendo o de A)?

a. Calcule as demanadas marginais parciais, explicando seu significado.

Mostre que a fungao z = 2zy* ¢ diferenciavel no ponto P(2,3) e calcule a diferencial
da fung¢ao neste ponto para dxr = dy = 0,002.

(Morettin, Hazzan e Bussab, 2010) Dada a fungao custo para a produgao de dois
bens de quantidades x e y, C(z,y) = 100 + 2 + 2y* + xy, determine:

a. o custo marginal em relagao a x;

b. o custo marginal em relacao a y;

c. 99(10,20) e %(10, 20), explicando seus significados.

Encontre a diferencial total de primeira ordem das seguintes funcoes:

a. z = In(223 4 cos y) b. z = 10yz?
c.z= 5 d. z = eXtv’
rT+y

(Morettin, Hazzan e Bussab, 2010) Considere a seguinte fungao custo de dois bens
de quantidades x e y:

C(z,y) = 15+ 22 + 5y + xy

a. Calcule a diferencial do custo no ponto x = 10 e y = 15 para Az = Ay =0, 1.

b. Calcule a diferencial num ponto genérico para Az = Ay = 0, 05.

(Morettin, Hazzan e Bussab, 2010) Considere a seguinte relagdo macroeconémica:

Gyt I +G 0T

Y
1-0

em que Y é a renda nacional, Cy e b sao constantes, I representa o gasto com
investimentos, G representa o gasto governamental, T" representa o total de impostos.
Usando a diferencial da funcao, verifique o que ocorre com a renda nacional, se o
gasto governamental e os impostos aumentarem em 2 unidades monetarias e o gasto
com investimentos permanecer constante.

. . . ~ +
Determinar a diferencial total de segunda ordem da funcao z = arctg 1x g
— 2y
Resp.: d*z = (lf%)?dﬁ - (lf%)zdff

Ache os pontos criticos de cada uma das funcoes a seguir e classifique-os.
a. z=2>+y* — a2y —3v—4dy
b. z = ¥V’
c. z =32+ 3y° — 22 — 3y + 3z + 5y + 40
d. 2 =1n(22? — 4x — 3y* + 27y — 10)
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e. w=—a®—y?— 22 +4x +2y+ 62— 10
fw=a?>+9y*+224+y—2+ay+6

Resp.: a. (¥,4)  b. (0,00 ¢ (1,1) d. (1,3) e (2,1,3) £ (3,-23)

19. (Morettin, Hazzan e Bussab, 2010) O lucro que uma empresa obtém, vendendo dois
produtos A e B é dado por

N[

L = 600 — 22* — 4y* — 32y + 18z + 18y

em que x e y sao as quantidade vendidas. Obtenha os valores de = e y que maximizam

o lucro. (Resp.: (%7%))

20. Num ensaio de espacamento de eucaliptos, as produgoes obtidas para diversos es-
pacamentos foram as seguintes

Espacamento (m x m) | Area (X) (m?) | Producdo (Y)(m?3/ha)
1,0x 1,0 1,00 268
1,0x 1,5 1,50 262
1,0 x 2,0 2,00 266
1,5 x2,0 3,00 253
1,0 x 3,0 3,00 229
2,0 x2,0 4,00 247
2,0 x 3,0 6,00 206

Ajuste uma equacao de regressao linear simples. Faca uma previsao da produgao
para uma area de 5,00 m?. (Resp.: ¥ = —11,99X + 282, 40)

21. Os dados a seguir, referem-se ao niamero de dias apos o plantio do milho (X) e o
teor de Mg (Y), em mg/planta.

X‘3O 40 50 60 70 8 90 100 110 120
Y‘14O 160 180 230 360 410 490 500 650 800

Ajustar um modelo de regressao linear simples para descrever o teor de Mg (Y) em
fungao do nimero de dias ap6s o plantio (X). Interpretar o coeficiente de regressao
estimado (. Faga uma previsao do teor de magnésio para X=75.

22. Calcular as integrais

. / / Setfdedy b / / / doPrdr dy ds e / / vz dy
d. //xcos(y)dxdy N //(2x+y)dxdy £ //(y—l)dxdy
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Inverter a ordem de integracao nas integrais duplas a seguir:

122
/ f(z,y)dydx
3z

//2 f(z,y)dydx

Resp.: a. f fy/12 f(x,y)dzdy b. fo fy/2 flz,y d:cdy—i—f2 f/3 z,y)dxdy

Calcular as integrais definidas

a. /02 /13(x2y + 2zy*)dx dy
b. /W/4 /ﬂ[sen(x) + cos(y)]dz dy

1 b. I(14+/2)

(=)

Resp. a.

Calcular xydz dy, em que D é a regiao do plano limitada pelas retas z = 2,

2—:70 (Resp.: 1)

I S~ w|

y=2ey

Calcule o volume do so6lido sob o grafico da fungao f(z,y) = = + y e acima do
dominio dado pela inequagoes 0 <z <4 e 0 <y <4. (Resp.: 64)

Calcular [ [,( 2x — y)dxdy, em que D ¢é limitado pelas retas * = 2, y = x e pela
pardbola y = 22. (Resp.: 1)

Calcule o volume do sélido sob o grafico da fungao f(x,y) =5 e acima do dominio
dado pela inequagoes 0 <z <4 e x <y < 2z. (Resp.: 40)

Calcular f fD(ilf + y)dzdy, em que D é limitado pelas retas x =0, y =0,y =1 e
y=2—xz (Resp.: &)

Ao calcular o volume V do sé6lido situado abaixo do paraboloide z = 22 +1%? e acima
de uma regiao S do plano xoy, obteve-se a seguinte soma de integrais:

vz/()l[/oyz dx}dy+/12[/02_yz da;]dy

Desenhe a regiao S e expresse o volume V' por uma soma de integrais, para as quais
4

a ordem de integracao esteja invertida. Calcule o volume V. (V = 3)
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