Equacao de Laplace em Coordenadas Esféricas - |

[J. D. Jackson; Classical Electrodynamics; Cap. 3]
[Carmen L.R. Braga; Notas de Fisica Matematica; Cap. 4]
Equacdao de Helmholtz (sem fontes) em Coordenadas Esféricas
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Ao escrever o Laplaciano, foi utilizada relacao vista anteriormente(Aula 7 de abril 2020)
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Meétodo de separacao de variaveis
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Fazendo a substituicao, resulta
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Solucao da equacao radial para k = 0 (Equacao de Laplace)
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Equacao para P(0)
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resultando na Equacdo Associada de Legendre
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Solucdo Geral para ¢(r, 0, @)
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Nota sobre Secao 3.2 do Jackson

ApoOs considerar a solucao geral, o livro texto considera primeiramente os problemas com
simetria azimutal (0/d¢p = 0 —» m = 0), discutindo a solucdo da Equacdo de Legendre, ja
vista em aula anterior.

De todos os topicos discutidos nesta secao, os mais importantes sao

 Formula de Rodrigues
dm

—_ 2 m
Pn(x) = Ml dx™ (x 1)
* Relacdo de recorréncia
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* Desenvolvimento de uma fungéo em Polinbmios de Legendre
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Problemas de contorno com simetria axial (m = 0)

d(r,0) = 2 [Anr" + 7"521] P,(cos0)
n=0

Exemplo: Potencial dentro de uma esfera de raio a, com potencial

¢(a,8) =V, no hemisfério superior, e ¢p(a, ) = —V no hemisfério inferior.
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5(a,0) = V,0<0< /2, 0<x<1)
—V;”/Z <O<m(-1<x<0)

Condi¢ao de regularidade na origem: potencial finitoemr = 0 — B, = 0; portanto,
¢(r,0) = Z A, r"P, (cosf8) - ¢(a,0) = z A,a"P,(cos0)
n=0 n=0

1 0 1
_omt 1[ b(a,2) P, (x)dx = 2Ly [—j P, (x)dx + f Px(x)dx]
-1

n n n
2a 2a _1 0




Na primeira integral x - —x e emprega P,(—x) = (—1)"P,(x)
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Resultado geral (https://mathworld.wolfram.com/LegendrePolynomial.html)
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OBS: este resultado nao é facil de ser obtido, como insinua o Jackson ao derivar a Eq. 3.26.
Para tentar obté-lo utilize P,(0) = (—1)"/z &=2"
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https://mathworld.wolfram.com/LegendrePolynomial.html

Utilizando esse resultado, obtemos
n-1 2n + 1)n!!
Ay = (_1) 2 ( )
a*n(n+ 1)(n — 1)!
Este resultado parece distinto do dado pela Eq. 3.26 do Jackson. Calcule os primeiros
termos e verifique que sao equivalentes:
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Com este resultado, o potencial dentro da esfera fica entao
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o(r,0) =V [EEPl(cos 0) — 5(2) P;(cos6) + 1_6(2) P:(cos9) ...... ]

Para o potencial fora da esfera, temos que impor ¢(r = 0,68) — 0. Entdo basta escolher
A, = 0; B, # 0. Assim, o resultado teria a mesma forma, fazendo a troca

(r/a)n N (a/r)n+1.




Observacao

A representacao do potencial como uma série de poténcias e polindmios de Legendre é a
solucao Unica para a Equacao de Laplace com simetria axial.

b(r,0) = z [Anr" +
n=0

Isso permite escrever a expressao para o potencial, se sua expressao ao longo do eixo z é
conhecida. Se, por algum método conseguimos determinar ¢(z) ao longo do eixo, e essa
expressao possa ser desenvolvida em série de poténcias de z, para obter a expressao para o
potencial em todo o espaco, basta fazerz - r,z > 0;z - (—r),z < 0 e multiplicar cada
termo da série pelo Polinbmio de Legendre correspondente a poténcia de 7.
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Tabelas para Equacoes e PolinOmios de Legendre
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