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22, Seja U, = 117 ...1 um nimero formado por n 1’s. Provar que U, primo
implica 1 primo.

23. Mostrar que sc para algum n, m|{35n + 26}, m|(7n+3) e m > 1, entao
m=11.

1 1

24, Sendo — + ™ um inteiro, onde a ¢ b sdo inteiros positivos, mostrar que
a

a =b, Mostrar, também, que a =1 ou 2,

25. Mostrar que se (a,b) =1, entdo (Za+b,a+ 2b) =1 ou 3.

26. Mostrar que, sendo 1 um inteiro, o numero n{n + M+ 2}(n+3) +1 ¢
wn quadrado perfeito,

27. Determinar todos o nimeros de 3 algarismos divisiveis por 8, 11 ¢ 12.
28. Encontrar todos os inteiros positivos 1 para os quais (n + 1)|(n% + 1).

29, Dados o ¢ b inteiroz com b # 0, mostrar quc existem inteiros ¢ e 1
satisfazendc a = gb £+, 0 <1< b/2

30. Mostrar que sc @ & b sdo inteiros, (a,3) = (b, 3) =1, entao a? 4+ b2 ndo é
um quadrado perfeito,

31. Mostrar que para 1 > 1 os ntmeros n* +4 e 1% 4+ n? + 1 sdo, ambos,
CoOMpostos.

32. Demoustrar os itens (a), {b) e (¢) do problema 13 sem fazer uso de indugéo.
33. Mostrar que (a,bc) =1, sc¢, e somente se, (a,b] ={a,¢) =1

34. Mostrar que sc b|c entao {a+¢,b) = {a,b)

35, Mostrar que sc (a,c) =1 entao {a,be) = (a,b].

36. Mostrar que {a,b,c} = {{a, b}, c).

37. Dizer qual é o maior inteiro que pade ser somado ao dividendo sem alterar
o quociente quando se divide 431 por 37.

38. Para cada par de inteiros “a”e "b"dado abaixo cncontrar o quociente ¢ ¢
o resto + satisfazendo o algoritmo da divisdo de Euclides.

(ija=5% ; b=56

(fa=-71; b=5

(lia=-48 ; b=-7

(ivya=67 ; b=-13

38. Mostrar quc sc 1L ¢ 1 sao inteiros impares, entdo 8|(n? + m* —2).
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40. Encontrar o menor inteiro positivo da forma 36x + 54y onde x o Y séo
inteiros.

a1. Utilizando o processo descrito no Teorema, 1.17 cxpressar o mimero 274
nas bases 2.5.7 e 9.

42. Transformar para a base 10 os scguintes nimeros
(a) (2351)7  (b) (1001170); (c) (7706)3 (d) (11122)4

. - ‘l‘L A - rF Bl rd ~ )
43. Mostrar que se 2%+ 1 é um primo {mpar, entfio n é uma poténcia de 2,

44. Provar que se d = {a,b), cntdc d é o nimero de inteiros na seqliéncia
a,2¢,3a,...,ba que sio divisfveis por b.



Capitulo 2

Congruéncia

2.1 Congruéncia

Grandc parte dos resultados deste capitulo foi introduzida por Gauss (1777-
1855) em um trabalho publicado em 1801 (Disquisitiones Arithmeticae) quan-
do tinla apenas 24 anos. Varias idéias de grande importancia, que serviram de
base para o desenvolvimento da teoria de niimeros, aparecem neste trabalho. /
Até mesmo a notagao, 14 introduzida, é a que utilizamos hoje.

Defini¢ao 2.1 Se a e b sdo inteiros dizemos que a é congruente a b maédulo
m (m > 0) se m|{a ~b). Denotamos isto por @ = b (mod m). Se mf(a —b)
dizemos que a é incongruente a b médulo m e denotamos a # b (mod m).

Exemplo 2.1 11 = 3 (mod 2) pois 2[{11 —3). Como 5/6 e 6=17—11 tcmos que
17# 11 {mod 5).

Proposicdo 2.1 Se a ¢ b sdo inteiros, temos que a = b {rmod m} se, e somente
se, existir um infeiro K tal gue o = b 4+ km.

Pemonstragdo: Se a = b {mod m), entdo m|{{a—b) o que implica na cxisténcia
de um intciro k tal que a —b = km, isto &, a = b+ km. A reciproca ¢ trivial
pois da existéncia de um k satisfazendo a = b+ km, temes km = a — b, ou
seja, que mifa — b) isto é, a = b(iod m]. o

Proposicido 2.2 Se a,b, m ¢ d sdo infeiros, m > 0, as sequintes sentengas 540
verdadeiras:

1. a = a(maod m]
2. Se a = b(mod m), entdo b = a{med m)

3. Se a = b{mod m} e b = d(mod m}, entdo a = dimod mJ}.
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Pemonstracao: (1) Como mj0, entiio m|{a — a}, o que implica a = a(mod m)
(2) Se @ = b{mod m}, entdo a = b + kym para algumn inteiro k. Log(;
b = a—¥km, o que implica, pela Proposigio 2.1, b = a{mod m). (3) Se
a = b{mod m) e b = d(mod m), entdo existem intciros k1 e k3 tais que
a—-b=Kkmeb-~d="%m. Somando-se, membro & membro, estas tltimas
equagGes, obtemos a — d = (k; +kz)m, o que implica a = d(mod m). |

Esta proposigao nos diz que a relagio de congruéncia, definida no conjunto

dos inteiros, € uma relagio de equivaléncia, pois acabamos de provar que ela
é reflexiva, simétrica ¢ transitiva,
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Teorema 2.15¢ a,b,c e m sdo inteiros tais que a = b{mod m}, entao
1. a+c¢=b+c(mod m)
2.a—-c=b—cfmod m)

3. ac = be{mod m)

Demonstragdo: (1) Como a = b{mod m), temos que a —b = km ¢, portanto,
comoa—b ={a+c)—(b+cjtemosa+c=b+rc (mod m). (2) Como
(a—c)—{b—c)=a—"De por hipétese, a — b = kim tomos que @ — ¢ =
b —c{mod m). (3) Como a —b = km entio ac — be = ckm o que jmplica
m/(ac ~ be) ¢, portanto, ac = be(mod m). O

Teorema 2.2 Se a,b,¢c,d ¢ m sdo inteiros tais que a = bmod m) ec =
d(mod m), entdo

1. a+c=b+ d{mod m)
2. a—c¢=b—d(modm)

3. ac = bd(mod m)

Demonstragdo: (1) De a = b(mod m) e ¢ = d{mod m) temos a — b = km e
€—~d = kym. Somando-se membro a membro obtemos (a + c)—{b+d) =
(K-+Xkq)m e isto implica a+¢ = b + d(mod m). (2) Basta subtrair membro a
membro a—b = km e c—d = kym obtendo (a—b)—(c—d) ={a—c)—(b—d) =
(k —ky}m o que implica a —c = b — d(mod m). (3) Multiplicamos amhcs os
lados de a — b = km. por ¢ ¢ ambos os lados de ¢ — d = kym por b, obtendo
ac—be =ckm e be—bd = bkym. Basta, agora, somanmos membro a membro
estas Gltimas igualdades obtendo ac —be + be —bd = ac — bd = (ck + bkyjm
0 que implica ac = bd(mod m). 0
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Teorema 2.3 Se a,b,c e m sdo inteiros e ac = be(mod m}, entde a =
b{mod m/d) ende d = (¢, m).

Demonstragdo: De ac = be{mod m]j temos ac — be = c(a —b) = km. Se
dividirmos os dois membros por d, teremos (¢/d}(a — b) = k{m/d}. Logo
(m/A)l{c/d){a—b) ¢, como {m/d, c/d) =1, pelo Teorema 1.6, (m/d}|{a —b)
o que implica a = b{mod m/d). O
Defini¢ao 2.2 Se h e k sao dois inteiros com h = k(mod m), dizemos que k é
um residue de h médulo m.

Definigdo 2.3 O conjunto dos inteiros {r1, 12, ! ,Te} € um sistema completo de
restduos modulo m se

(1} vy £ ri{mod m) para i #j

(2) para todo inteiro m existe um 14 tal que n = vi(mod m].

Exemplo2.2{0,1,2,...,m— 1} é um sistema completo de residucs mddulo m.

Exemplo 2.3 Para m fmpar o conjunto abaixo € um sistema completo de
resfduos médulo m.

{_m—] _m—3’m —1,0,1,... )n_l_:j EL_:J_J

2 7 2
Teorema 2.4 Se k inteiros 11,v2,... 7 formam um sisteme completo de

residuos module m entdo k = m.,

Demonstragdo: Primeiramente demonstramos que os inteiros to, ty,... (tm_1,
com t; = i formam, de fato, um sistema completo de residuos médule m. Pelo
Teorema 1.2 sabemos que, para cada n, existe um Unico par de inteiros ¢
s, tal que n = mg+s, 0 < s < m. Logo n = s{mod m), sendo s um dos
t;. Como [t; — 4] £ m— 1, temos que t; # tj{mod m) para i # j. Portanto,
o conjunto {to,t1,... ,tm_1} é um sistcma completo de residuos mddulo m.
Disto concluimos que cada 1; é congruente a exatamente um dos tj, o que
nos garante k < m. Caomo o conjunto {11,72,. .. , Ty} forma, por hipdtese, um
sistema completo de residuos mddulo m, cada t; € congruente a exatamente
um dos T; e portanto m < k. Desta forma k = m. )

Teorema 2.5 Se 11,72,... ,Tm € um sistema completo de residuos mddulo m e
a e b sao inteirns com {(a, m) =1, enido

ary+b,ara+b,...,arn+b

também ¢é um sistema completo de residuos modulo m.
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Demonstra¢ao: Considerando-se o resultado do teorema auterior, serd sufi-
cientf m.ostrar que quaisquer dois inteiros do conjunto ary+b, u"rp_+l-,: d ar+
b, sao incongruentes mddulo m. Para isto vamos SUpOr (ue .:1.1:-‘ +J b m=
arj + b(med m). Logo, pelo Tcorema 2.1, temos ary = ar;{mod nl) M s
como (a,m} = 1, o Teorema 2.3 nos diz que Ty = ri(modj m}. O f.at::) ilsz;

ri = rj{mod m) implica 1 = j a v oy
=7 ) implica t =j, uma vez que, 11,73, ... , Ty formam um sistema

completo de residuos mddulo m, o que completa a demonstracgio m|

Proposigdo 2.3 Se a,b,k e m sdo inteiros com k > 0 ¢

a=bhb i f
ak = bX(mod m), (mod m), entdo

Demonstrac¢ao: Isto segue, imediatamente, da identidade:
k -
¥ —b*=(a—b)(a" "+ a2 + 0¥ 324y qbk 2 bRy,

Teorema 2.6 Se a = b{mod my), a = b{mod mz) ... ,a = b{mod my) onde

ﬂ, b] “L[' ||LZ, ey “Lk S0 1?156&?’03 63 1 p ‘S'Afi‘f’bOé, 1= [, 2, . k EftLo
L b 4] ey \ Lo
a= b(IllOd “L]‘ LZ,-.. )“Lk”

onde [my, mz, ..., m] € 0 minimo miltiplo comum de mq, m3, My
Ce T

Demonstracéo: Seja p,, o maior primo que aparece nas fatoracses de my, Mo
vy My Cada mi, 1=1,2,... ,k pode, entao, ser expresso como r

Lo =4} (AN .
]T'l.l—'p] .pzjl...pnu'

(alguns og; podem ser nulos).

Como myl(a — b),i = 1,2,...  k temos que p?”l[u -bji=1,2,..., k,

i=1,2,...,n. Logo, se tomarmos o; —
ML ) - j = Imax (aq) ter ;
j 1gi§k{ ji} teremos que
x) o) Xy
by Pyt epytl(a—b).
Mas,
) oy 2
ProooPy PRt =my, ma, L myd

0 que implica a = b{mod [m;, ma, ... myl). O

22 Congruéncia Linear

C ) .\ 2 - - '
hamamos de tongruéncia linear cin uma variavel a uma congruéncia da forma
ax = b{mod m) onde x é uma incégnita.
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E ficil de se verificar que sc X € uma solugao, l.e., axp = b{mod m)jex; =
xo(mod m) entdo x7 também & solugao. Isto é ébvio pois s¢ X7 = xp{mod m)
entio axy = axp = b{mod mj. .

0 que acabamos de verificar € que se um membro de uma classe de equi-
valtrrcia & solucio entiio todo membro desta classe é solugio. Destas obser-
vag@es surge uma questao natural: no caso de existir alguma solugao, quantas
solugBes incongruentes existem? .

Antes de respondermos a esta importante questao, necessitamos provar
um teorema que nos dd informagdes sobre a existéncia de solucoes para uma

equagio diofantina linear. o ’
Uma equacio da forma ax + by = ¢,’onde a,b ¢ ¢ sdo inteiros ¢ chamada
equagdo diofantina linear. (0 nome vem do matemadtico grego Diofanto).

Teorema 2.7 Sejain a e b inteiros positives ¢ d = (a,b). Se dfc entdo a
equagdo ax + by = ¢ ndo possui nenhuma solucdo inteiru. Se dlc ela possui
infinitas solugdes e se X =Xp ¢ Y = Yo ¢ wma solucdo particular, entao todas
as solugies sao dedas por

x =xp+ (b/d]k
y =yo — (a/d}k

onde k € um inteiro. \

Demonstra¢do: Se dfc, entao a equagao ax- by = ¢, nio possui solugao pois,
como d|a e d[b, d deveria dividir ¢, 0 qual ¢ uma combinagio linear deaeb.
Suponhamos, pois, que dlc. Pelo Teorema 1.3 existem inteiros np e My, tals

quc
ang +bmpy=4d. {2.1)

Come dlc, cxiste um inteiro k tal que ¢ = kd. Se multiplicarmos, a.ml.ms Qs
membros de {2.1) por k, teremos a{ngk) + b{mgk) = kd = c. Isto nos diz que
o par {xg, Yo) com xp = Nok € Yo = mek ¢ uma solugio de ax +by =c. E
facil a verificacio de que os pares da forma

x = xp + (b/d}k

y =yo— (a/d]k

s&o solugbes, uina vez que
ax + by = alxo+ (b/d)k) + b{yo — (a/d}k]

ab ab
= — - —k
axg + T k + byo a
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= axp + byg = c.

O que acabamos de mostrar ¢ que, conhecida uma solugao particular (xq, yg)
podemos, a partir dela, gerar infinitas solugdes. Precisamos, agora, mostrar
que toda solugdo da equagiio ax + by = ¢ é da forma x = xo + (b/d)k, y =
yo— (a/d}k. Vamos supor que (x,y) seja uma solugho, i.e., ax+ by = ¢, Mas,
como axp + bup = ¢, obtemos, subtraindo membro a membro, que

ax + by —axp— bys = a{x — xg) + b(y —yo) =90,
o que implica a{x —xo} = b(yo —y). Como d = (a, b} temos, pelo corolirio

da Proposi¢io 1.4,
a by _;
d'd/ 7
Portanto, dividindo-se os dois membros da tiltima igualdade por d, teremos

a b
— — = - _— . 2.
Fx =%} = Z(vo—v) (2.2}
Logo, pelo Teorema 1.6, {b/d)|(x —x¢) e portanto existe um inteiro k satisfa-
zendo x —xp = k{b/d), ou seja x = x¢+ (b/d)k. Substituindo-sc este valor de
X na equacgdo (2.2} temos Yy = vo — [a/d}k, o que conclui a demonstragio. O

Com este teorema 4 mio podemos, agora, dizer quantas sao as solugoes
incongruentes (caso exista alguma) que a congruéncia linear ax = b(mod m)
possul.

Teorema 2.8 Sejam a, b e m inteiros tais que m > 0 e {a, m} = d. No coso em
que difb a congruéncia ax = b{inod m) ndo possui nenhume selugdn e guando
d|b, possui eratamente d solugdes incongruentes médulo m.

Demonstracdo: Pela Proposicio 2.1 sabemos que o inteiro x é solucho de
ax = b{mod m) se, e somente se, existe wmn inteiro y tal que ax = b + my,
ou, o que € equivalente, ax — my = b. Do teorema anterior sabemos que
esta equacdo nédo possui nenhuma solugdo caso dfb, e que se d|b ela possui
infinitas solugoes dadas por x = xo—[m/d}k ey = ypo—(a/d)k onde (xg, yp) ¢
uma solugdo particular de ax —my = b. Logo a congruéncia ax = b{mod m)
possui infinitas solugdes dadas por x = xp~ () k. Como estamos interessados
em saber o niimero de solugdes incongruentes, vamos tentar descobrir sob que
condigdes x) = xp— {m/d}ky ¢ x2 = xp— (m/d)kz sdo congruentes module m.
Sexi ¢ x3 si0 congruentes entdao xo— {(m/d)k) = xg— (m/d}k;(mod m}. Isto
implica {m/d)k; = (m/d}ky{mod m), e como [m/d)|m, temos (m/d,m} =
m/d, o que nos permite o cancelamento de m/d resultando, pelo Teorema 2.3,
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ki = kz(mod d). Observe quc m foi substituido por d = m/(m/d)}. Istc nos
mostra que solugdes incongrucntes serio obtidas ac tomarmos x = xg—{m/d)k,
onde k percorre um sistema completo de residuos madule d, o que conclui a
demonstragao. O

Befinicdo 2.4 Dizemos que uma sohigdo xp de ax = b{mod m) é tinica mddulo
m quando qualquer outra solugdo x1 for congruente a xp mddulo m.

Definicdo 2.5 Uma solugao @ de ax = 1{mod m) é chamada de um inverse de
a maodulo m.

Segue, agora, do Teorema 2.8 que se (a4, m) — 1 entdo a possui um Unico
inverso médulo m. A proposicaec scguinte nes diz quando um inteiro a € o scu
préprio inverso médule p, onde p ¢ um nimero primo.

-

Proposi¢ac 2.4 Seja p um ndmero primo. O inteiro positivo o € o seu préprio
inverso mddulo p se, e somente se, @ = 1{mod p) ox a = —1(mod p).

Demonstragio: Se a ¢ o seu préprio inverso, entdo a’ = 1{mod p), o quc
significa que pl(a® —1). Mas se p|(a — 1){a + 1), sendo p primo, p|{a — 1)
ou plla + 1), o que implica a = 1{mod p) ou a = —1{mnod p}. A reciproca
¢ imediata pois, se a = 1(mod p) ou a = —1{mod p), entdo pl{a — 1} ou
plla + 1). Portante p|{a — 1)(a + 1) o que significa ¢ = 1{mod p), o que
conclui a demonstragdo. O

\

2.3 Os Teoremas de Euler, Fermat ¢ Wilson

Antes de demonstrarmos o Teorema de Wilson, que diz que para p primo
{(p — 1) = —1{med p), fornecemos um exemplo, tomando p = 13, com a
finalidade de aprasentarmos a idéia utilizada na demonstracio.

Dentre os ntmeros 1,2.3,...,12 somente os nmimeros 1 e 12 sio os seus
préprios inversos médule 13. Isto segue da Proposicio 2.4, pois 1 = 1{mod 13}
e 12 = —1[(mod 13) e nenhum des ntimeros 2,3,...,11 & congruente a 1 ou
—1 madulo 13. Mas, como os nimeros 2,3,4, ..., 11 sdo todos relativamente
primos com 13, cada um deles possui, pelo Teorema 2.8, wmn dnico inverso
modulo 13. Eles podem, portanto, ser agrupados em 5 pares (5 = (13 —3]/2)
que 830 08 seguintes:

2x7 = 1 (med13)
3Ix9 = T{mod13)
4x 10 = 1{mod13)
5x8 = 1{mod 13}
6x 11 = 1{mod13]
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Pelo Teorema 2.2(3) podemos multiplicar estas congruéncias, membro a
membro, obtendo

IX3Ix4xOx6x7x8x9x10x11=1(mod 13)
Se multiplicarmos os dois lados por 12 teremos
2x3x4...11 x12=12{mod 13}

e, portanto, como 12 = —1{mod 13) temos, finalmente, (13—1){ = —1(mod 13).
Teorema 2.9 {Teorcma de Wilson) Se p € primao, entdo {(p—1}! = —1{mod p).

Primeira Demonstragdo: Como (2—1)! =1 = —1{mod 2) o resultado € valido
para p = 2. Pelo Teorema 2.8, a congruéncia ax = 1(mod p) tem uma vnica
solugio para todo a no conjunto {1,2,3,...,p — 1} € come, destes elementos,
somente 1 e p — 1 sao seus proprios inversns modulo p, podemos agrupar os
mimeros 2,3,4,... ,p—2 em (p—3)/2 pares cujo produto seja congruente a 1
modulo p. Se multiplicarmos cstas congrugncias, membro a membro, toremos,
pelo Teorema 2.2 (3) 2x 3 x4 x5x ... (p—2) = 1{mod p). Multiplicando-se
ambos o5 lados desta congruéneia por p — 1 teremos

2x3x4dx. ... (p—2p—1)=(p~—1}{modp)

_ isto ¢ (p—1) = —V{mod p} uma vez que p — 1 = —1{mod p). O

Segunda Demonstracao: Esta segunda demonstragao foi apresentada por Stern
e ilustra o uso de andlise em Teoria dos Nuimeros. A primeira segue, essencial-
mente, Gauss.

Consideramos a expansac de Maclaurin da fungio

1
1 ,
(=)

In - X T<x<l.

isto é,

Logo

23 .
ST s o = T e (23)

0 lado esquerdo desta igualdade pode ser escrito como

2 2 2
eXeTeT o= (14 o+ — -
ST
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:1+%+x2(%+%)+x3(%+%—]‘/—!?‘+11/!3)+-~
+KDG%+Y5251%§+”'+L?)+’“

Por (2.3) sabemos que o coeficiente de xP € igual a 1 o qual, pela expressdo
: . r 1 ) , .
acima € da forma — + -+ — onde 7/5 ¢ a soma de um namero finito de
pl s D :
racionais que nao possuem o fator p no cfe’enominador. Logo se {(r,s) = 1,pfs.

Sendo — + ! + — =1 temos que
pl s p

BN IR B vt
s plp T p!
e, portanto,
s(1+{p-=1}!
(s—1) (p—y = 2R
P
Como {s — 1} (p — 1)! é um inteiro e pfs, entao p|(1 + (p —1}1). |

O teorema seguinte nos diz que se un ndmecero satisfaz a relacio do teorema
de Wilson, ele deve ser primo.

Teorema 2.10 Se n € um inteiro tal que (n — 1)l = —1{mod n), entido n &
primo.

Demonstragdo: A prova é por contradicio. Vamos supor que (n — 1)} =
—1{mod n), isto é, n|{{n —1)! + 1} e que . ndo seja primo, ou seja, N =
rs, 1 <r<nel<s<n Nestas condigoes 1H{n—1]! e, sendo v um divisor de
1, 1i{n—1}'+1 e, portanto, v deve dividir a diferenca (n—1}'4+1—-(n—1)! =1,
o que € absurdo, una vez que r > 1. Logo, um m satisfazendo {(n — 1)! =
—1{mod n} deve ser primo.

O préximo teorema nos diz que se p é primo ¢ pfa, entdo pl{aP~' — 1),
Vamos primeiramente provar isto num caso particular com a finalidade de
ilustrar a idéia usada na demonstracio.

]
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Sejam p = 11 e a = 5. Logo temos:

1x5 = 5(modll)
2x5 = 10(mod11)
3x5 = 4{mod 11}
4%x5 = 9modll}
5x5 = 3{mod11}
6x5 = &mod1ll)
7x5% = 2{mod11)
8x5 = 7(modl1)
2x5 = 1(modl11)
10x5 = 6{mod11)

Observe que 11 ndo divide nenhum dos produtos j x 5,1 < j < 10 que
estdo na coluna da esquerda nas congruéneias acima. Obscrve, também, que
todos eles sao incongruentes maodulo 11, pois se 5 = Skimaod 11), devemos ter
j=kimod 11)com 1 <j < 10e 1<k <10, e, portanto, j = k. Logo, como
nenhum & congruente a zero mddulo 11 e todos sao incongruentes modulo 11,
eles devem ser congruentes a diferentes nimeros dentre 1,2, 3, ..., 10. Observe
que todos estes niameros aparecem, sem repeticdes, na coluna da direita nas
congruéncias acima. Agora podemos multiplicar, membro a membro, estas
congruéncias para obter

(Fx5)(2x5) - (10x5)=6x10x4x9Ix3x8x2x7x1x6{mod]11)

e, portanto, 5'910! = 10!(mod 11}. Mas, como (10},11) = 1 temos, pelo Teo-
rema 2.3, que

5'0 = 1{mod 11),

o quc mostra a validade do teorema neste caso parficular em que a = 5 e
P =11. Com este exemplo cm mente serd facil provar o teorema.

Teorema 2.11 {Pcqueno Teorema de Fermat) Seja p primo. Se pfa entdo
aP~! = 1{mod p).

Demonstragao: Sabcmos que o conjunto formado pelos p  mimeros
0,1,2,... ,p — 1 constitul um sistemna completo de residuos médulo p. Is-
to significa que qualquer conjunto contendo ne maximo p elementos incon-
gruentes modulo p pode ser colocado em correspondéncia binnivoca com um
subconjunto de {0,1,2,...,p — 1}. Vamos, agora, considerar os nimeros
a,2a,3q,...,(p — Na. Como {a,p) = 1, nenhum destes nimeros ia, 1 <
i < p—1 ¢ divisivel por p, ou seja, ncnhum é congruente a zero mddulo p.
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Quaisquer dois deles sdo incongrnentes madulo p, pois aj = ak(mod p) im-
plica j = k{mod p) € isto 36 é possivel se ] = k, uma vez que ambos j e k
sd0 positivos e menores do que p. Temos, portanto, um eonjunte de p — 1
elementos incongruentes médule p e nao-divisivels por p. Logo, cada um de-
les é congruente a exatamente um dentye os elementos 1,2,3,... ,p—1. Se
multiplicarmos estas congruéncias, membro a membro, teremos:

a{2a)(3a)-- - {(p—1la=123.(p—1)(mod p)

ou seja aP~ p—1)! = (p—1)!(mod p). Mas, come {{p — 1}!,p) = 1, podemos
cancelar o fator (p — 1)} em ambos os lades, obtendo

1

aP~ ' = 1{mod p),

\

o que conclui a demonstragio. O
Corolario 2.1 Se p € um primo e a € um inteiro posifive, entdo a? = a(mod p).

Demonstragdo: Temos que analisar dols casos, se pla e se pfa. Se pla, entao
pilafaP~! — 1)) e, portanto a? = al(mod p). Se pfa, pelo Teorema 2.11
pl{aP~1—1] ¢, portante, pl{aP—a}. Logo, em ambos os casos, a? = a(mod p).
]

Defini¢do 2.6 Se n é um inteiro positivo, a fungdo ¢ de Euler, denotada por
d(n}, é definida como scndo o nimere de inteiros positivos menores do que
ou iguais a N que sao relativamente primos com n.

Definigao 2.7 Umn sisfema reduzido de residuos médull) m € um conjunto de
$(m) inteiros 1, 72,. .., Ty my tais que cada elemento do conjunto é relativa-
mente primo com m, e se 1 # j, entdo i 3 75{mod m).

Exemplo 2.4 O conjunto {0,1,2,3,4,5,6,7} ¢ um sistema completo de residu-
os médulo 8, portanto {1,3,5,7} é um sistema reduzide de residuos médulo
8. A fim de sc obter um sistema reduzido de residuos de um sistema com-
pleto mdédulo m, basta retirar os clementos do sistema completo que nao sao
relativamente primos com m.

Tecrema 2.12 Seja a wm inteiro positivo tal que (a,m) = 1. Sery,72,..., Tg(m)
¢ um sistemu reduzido de residuos mddulo m, entdo ary,arvy, ..., Qrgmy &
também, um sistema reduzido de residuos médulo m.

Demonstragao: Como na seqfiencia ary, arz,... , arg(m) temos ¢(m) clemen-
tos, devemos mostrar que todos eles sdo relativamente primos com m ¢, dois
a dois, incongruentes médulo m. Como {a, m) =1 e (1, m) =1, temos (vcja
Problema 1.33 no final do cap. 1), (ar;, m} = 1. Logo, nos resta mostrar que
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ar; Z arjimod m) se i # j. Mas, como (a,m) = 1. de ar; = arj(mod m)
temos 1y = 15(mod m), o que implica i = j, uma vez que ry,17,... s Tdm)y €
um sistema reduzido de residuos mddule m, o que conclui a demonstracio.
0 Vamos, agora, mostrar a validade do Teorema de Euler num caso especial
para ilustrar a idéia que usaremos na demonstragao. Sejam m =8 ¢ @ = 5.
Sabemos que o conjunto {1,3,5, 7} é um sistema reduzido de residuos médulo
8. Consideremos o conjunto formado por 5x1,5%3,5%5 e Ix7. Pelo Teorema
2.12 este conjunto também constitui mm sistema reduzido de residuos médulo
8. Isto significa que cada um dos elementos 5x1, 5x3, 5%5 e 5x7 é congruente
médulo 8 a cxatamente um dos clementos 1,3,5 e 7. Temos, na realidade que

5x1 = 5(mod 8)
5%x3 = 7(mod8§)
5x5 = Tlmod8)

(
5%x7 = 3{mod8).

Multiplicando-se, membro a membro, estas congruéneias obtemos
51 x 3% 5%x7)=(1%3%5 % 7){mod 8).
Como (1 x 3 x 5 x 7,8) =1 podemos cancelar o fator (1 x 3 x5 x 7} obtendo
5% = 1(mod 8).

Observe que 4 = ${8), ou seja, provamos que 5P = 1{mod 8).
Teorema 2.13 {(Euler} Se m € um inteiro positive e a um interro com {a, m) =
1, entao

a®™ = 1{mod mj.

Demonstragdo: No Teorema 2,12 mostramos que os elementos ary, arz, ...,
AT p(m) constituem um sistema redusido de vesiduos médulo mse (a,m) =Te
T1,¥2,... , Tpfm) for um sistcma reduzido de residuos médulo m. Isto significa
que av; ¢ congruente a exatamente um dos, 13 1 < < ${m), ¢ portanto o
produto dos ar; deve ser congruente ao produto dos r; médulo m, isto &,

agry.arz--- G'Ttl)[m} =TT, J'd)(m}(mOd TI'I.}
ou seja

atb[m.}r] T2 T =M T2000 rcp[Tn]{and ’ITI}‘
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podemos cancelar
[I~
i=1

em ambos os lados para obter a®™ = 1(inod m). |

Como para p primo. ¢&(p} =p — 1, o teorema acima ¢ umna generalizacio
do Teorema 2.11.

2.4 O Teorema do Resto Chinés

O nome dado ao teorema seguinte se deve ao fato de que este resultado jd era
conhecido, na antigiidade, pelos matemadticos chineses.

Teorema 2.14 (O Teorcma do Resto Chinés) Se {ai, my) =1, (my,my) =1
pare 1 # } e ¢y intetro, entdo o sistemna

a1x = ¢1{mod m,) \
axx = ca{mod ms)
aax = ¢3(mod ms) /

ayx = ¢p{mod m;)

possui solucdo e a solucdo € unica mddulo m, onde M = my - my -« M.

Demonstragao: Do fato de {a;,my) = 1, ¢ Teorema 2.8 nos diz que a;x =
ciimod my) possui uma 1inica solugio que denotamos por by. Se definirmos
y; = m/m; onde, m. = my - my--- My, teremos {yi, my) = 1, uma vez que
{mi, m;) = 1 para i # j. Novamente, o Teorema 2.8 nos garante que cada uma
das congruéncias yix = 1{mod m;] possui uma inica solugdo que denotamos
por §;. Logo, yiy; = Hmoed my), 1 =1,2,... 7. Affrmamos que o nimero x
dado por

x =bydy + bayayz + - + by,
€ vima solngao siimilténea para o nosso sistema de congruéneias. De fato

aix

il

aibyuiyy + aibayay; + - + aibiuy, + - + aibyud,
= a;biyiT;(mod m;) = a;bi = ¢i(mod my)
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uma vez que y; é divisivel por m; para i # 3, yiy; = 1{mod my) e by é solucao
de aix = ¢i(mod my).

Provamos, a seguir, que esta solugdo € uinica médulo m. Se X é uma ou-
tra sclucdo para o nosso sistema, entao aiX = ¢; = ax(moed my) ¢, sendo
(ai, mi) = 1 obtemos X = x{mod m;}. Logo my|(x —-x), 1=1,2,... r. Mag,
como [my, M3} =1 para i # | temos que

[mqy,Mo,..., M) =myma. ... M.

Portanto, pelo Teorema 2.6, my.mz. ... .m (X —x}, ou seja X = x(mod m), o
que conclui a demonstragao. O

Mostramos, a seguir, um teste de divisibilidade, comum, para 7, 11 e 13,
Observando que 7x11x13 = 1001 e que 10° = 1000 = —) (mod 1001)

temaos

{Elkﬂk_.lﬂk_z...ﬂo)m = ﬂk10k+ Cl.k_|10k_} + o+ al0+ Qg =
= (10%a; + 10a; + ag) + +10°(10%a5 + 10a4 + a3) +
+{10%)3{10%ag + 10a7 + ag) + - - -

= (aza1ap)10 — (asa403)10 + {aza7a5)10 ~ + - - [mod 1001}

Isto nos diz que nin inteiro € congruente, mddulo 1001, ao inteiro formado por
sucessivamente, somando-se ¢ subtraindo-se inteiros de trés digitos formados
por sucessivos blocos de trés digitos, onde os digitos sdo agrupados comecando-
se pela direita.

Exemplo 2.5. Testar se os ndmeros 465647 ¢ 2210000 sio divisivels por 7,11
ou 13.

Para o mimero 465647 temos: 647 — 465 = 182,

Como 7[182,11f182 e 13|182 concluimos que 465647 é divisivel por 7 & 13
mas nio por 11.

Para o nimero 2210000 temos: 000 — 210 + 2 = -208.

Como 7f208, 11f208 ¢ 13208 concluimos que 2210000 é divisivel por 13 mas
néo ¢ divisivel por 7 e nem por 11.

2.5 Problemas Resolvidos

Problema 2.1 Usando o Teorema de Wilson, encontrar o menor residuo positivo
de: a) 6xX7x8x% médule 5 b) 8x8x10x11x12x13 médulo 7.

Solucdo: a) Para acharmos o menor residuo positivo de 6x7x8x9, utilizamos
o fato, elementar, de que 6 = 1{mod 5),7 = 2{mod 5), 8 = 3{mod 5] e
? = 4{mod 5). Logo,

Ex7x8x9=1x2x3x4modb5)
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e, pelo Teorema de Wilson sendo 4! = —1 {mod 5), temos
6x7x8x9=-1=4{mod5).

b)-O menor residuo positivo de §x9x10x11x12x13 médulo 7 pode ser en-
contrado de ferma andloga, isto é,

Ex9Ix10x11x12x13=1x2x3%x4x5x6(mod7}

e, como 6! = —1 = 6{mmod 7}, temos quec 8 x 9 x 10 x 11 x 12 x 13 = 6(mod 7).

Problema 2.2 Usando o Pequeno Teorema de Fermat , encontrar o resto da
divisao de 21900 5or 17,

Solucdo: Pelo Teorcma de Fermat temos aP~! = 1{mod p) quando p é primo
e pfa. Logo, como 17 é primo e 17f2, temos 2'® = 1{(mod 17). Mas 100000 =
6250 x 16 e, portanto,

2100000 (216]6250 — 162.)0 — 1[1‘1‘10(1 ]7]

Logo, o resto da divisio por 17 de 2100000 ¢ 9,
Problema 2.3 Encontrar o digito das unidades de 3'® quando cxpresso na base

T. -

Solucdo: Isto equivale a encontrar o menor residuogpositivo de 319 médulo 7.
Comeo 7 € primo e 7/3, temos 3¢ = 1{mod 7). Sendo 100 =6 x 16 + 4, temos:
396 — (36)16 = (1)16 = 1(mod 7). Agora, 3* = 9 = 2(mod 7) e, portanto,
3% = 4(mod 7). Assim 3'% =378 x 3% =1 x4 = 4{mmod 7).

Problema 2.4 Mostrar que se p € um primo impar, entdo
2{p —3)! = —1{mod p).
Solugao: Sendo p primo, temos, pelo Teorema de Wilsen que
(p—1)! = —1{mod p)
mas, (p—1)=(p—1Hp—~2){p—-3)le,comop—T=—-1{moedplep—12

—2{mod p) para p # 2, temos (p — 1)(p — 2)(p — 3)! = (—1)(—2}(p — 3}!
2{p — 3)! = ~1{mod p).

|l| n

Problema 2,5 Mostrar que se p ¢ ¢ sao primos distintos, entao

p4 1+ ¢*~ T = 1{mod pq).

—
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Solugdo: Dovemos mostrar que ql(p™"+qP""—1) e que p|{p9—"+ qv—1_ 1)
Como (d,p) = 1 temos, pelo Teorema 2.11, que qP~' = 1(inod P) e que
pt ' =1(mod q). Logo, pl(g"'=1) e gl(pd— 1—1] Por‘ranto, como plp9—Te
qlg”™ 1 temos que pl{p9—'+ +gP~'—1) e que ql(pa~ "+ qP~1=1), 0 que conclui
a demonstrag&o.

Problema 2.6 Mostre que p ¢ o menor primo que divide (p — 1} + 1.

Solugao: Pelo Teorema de Wilson p|({p—1)!+1). Logo, como qualquer primo
menor que p divide (p—1)!, nenhum deles pode dividir (p— 1)1 +1 pois, neste
caso, deveria dividir 1. Portanto, p é o menor primo tendo esta propriedade.
Problema 2.7 Mostrar que 2,3,5,7 e 13 sao divisores de n'> —n para todo 1.

Solugio: Como n'?* —n =n(n'2 - 1 e

n'? ]—(n—1 nT4n®p. 4 mn+1)
(M +nf . n? 40
m&+nt+ 1)
(n®

+1)
temos que n, (n — 1), (n2— 1), (n* —1),(né — 1) ¢ (n'% - 1) sdo divisores de

]3 . . - ia
n' - n. Logo, 2|(n'? —n) pois n{n — 1} & divisivel por 2 e caso 1 nio seja
divisivel por 3,5,7 e 13 teremos que

21 =t

)it
ni? -1=Mmn"-1)
—-1)
n2—1=(nf=1)

AP —n} pois n? = 1{mod3) (Euler)
5" —n) pois n* = 1(mod5) (Euler)
7ImB —n)  pois n® = I{mod 7)  (Euler)
13{(n3—n) pois n'2 = 1(mod 13) (Euler)

Problema 2.8 Mostre que 13[27° 4 379,

Solugdo: Como 2'% = 1{mod 13), temos que 250 = 1(mod 13). Mas 25 =
6{mod 13) e, portanto, 2'° = 36 = —3(mod 13}. Logo, 2°.2'° = _3{mod 13).
Sabemos que 3* = 1{mod 13), donde 3%’ = 1{mod 13). Como 3 = 3(mod 13)
temos que 37° = 3(mod 13). Logo somando-se, membro a membro, 27° =

—3{mod 13) com 37° = 3{mod 13} obtemos 270 + 37° = 0(mod 13}, o que
conclui a demonstracio.

P - 3 Ttk A
rob!ema 2.9 Mostrar que os nimeros 12,2232 .. m2 m > 2, nao formam
um sistema completo de residugs médulo m.

Solugio: Basta mostrarmos que cles nio $a0, dois a dois, incongruentes médulo
M. Para isto ¢ suficiente tomarmos dois nimeros n ¢ k,n > k, tals que
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n + k = m, pois, desta forma
— k%= (n+k)(n—k)=m{n—%) = 0(mod m),

o que implica n? = k*{mod m}, o que conclui a demonstragao.

Problema 2.10 Mostrar que para qualquer sistema reduzido v1,v2,... ,Tp_1 de
restduos mddulo p (p primo), temas

H 13 = —1{mod p}.

Solugdo: Sabemos que os niimeros 1,2,3,... ,p—1 formam um sistema reduzi-
do de residuos médulo p, para p primo. Isto significa que cles sdo todos primos
com p e incongruentes médulo p. Logo, qualquer nimero relativamente primo
com p é congrucnte médulo p a exatamente um destes ndmeros e, se dois
numeros, primos com P, sao incongrentes médulo p, eles serac congruentes
a diferentes elementos deste conjunto. Portanto os ndmeros 1q,72,... ,Tp—1
sio congruentes, modulo p, a difcrentes elementos dentre 1,2,...,p — 1. Se
multiplicarmos, membro a membro, estas congruéncias, teremos

p—1
[[riz=1x2-p-1=@-1 (mod'?]

i=1
e, pclo Teorema de Wilson, o resultade segue, i.e., \

p—1
1_[1"-l = —1{mod p).
i=1

Problema 2.11 Mostrar que se p é um primo impar, entdo

12 %32 %52, (p—=2)2 = (=P mod p)

2% 42 x 62 (p =12 = (—1PT qmod p).

Solugdo: Mostramos apenas a primeira congruéncia, pois a segunda é analoga.
Sabemos, pelo Teorema de Wilson, que

1% 2x3x4-- (p—3}p—2){p—1}=—T{mod p}.
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Substituimos 2,4, 6, ... , [p—1), respectivamente, por —(p—2), —{p—4) -1
obtendo R

(NP2 (p — 2)3(p —4)5(p — 6)--- 3(p — 2]1 = (—1){mod p},

uma vez que, de 1 até (p — 1) temos (p — 1}/2 pares. Como P € {mpar, todos
os fatores acima sdo imparcs e cada um aparece duas vezes, logo

(—1)(P=1722 « 32 4 52, p—2¥ = —1{mod p).

Agora basta multiplicarmos, ambos os lados, por {—1 YP=1/2 5 que conelui a
demonstracao.

Problema 2.12 Resolver o sistema de congruéncias abaixo:
x = 1{mod 5)

x = 2{mod 7)
x = 3{mod 11)

Solug¢do: Utilizando a notagio introduzida no Tecrema 2,14 temos:
mi=3my=7m3=11,m=5x%x7x1]
yi=m/my=7x1lys=m/my=5x1ljys=m/m3 =5x 7

Para determinar 7 resolvemos

Y1x = Hmod m,), ie.,

7 x 11x = 1{mod 5}, ou, equivalentemente
2x = 1(mod 5). Logo §; =3

Encontramos g resolvendo

Yox = 1{med my}, ic.,

o X 1x = 1{mod 7), ou, equivalentemente
6x = 1{mod 7). Logo §, = 6

Resolvendo yax = 1 (mod ma) obtemos s

5x 7x=T{mod 11}, ie
2x = 1{mod 11)

€, portanto, §; = 6.
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Como, neste caso, by =1,by =2 e bz = 3 temos que a solugae do sistema
modulo Ax7x11 é dada por

x = biyryy + bay2U; + bsysys
=Tx7x 1T x3+2x5%x11x6+3x5%x7x6
= 366 (mod 385)

Problema 2.13 Mostrar que ¥k ¢ um irracional onde k nilo é a n-ésima poténcia
de um inteiro.

Solugdo: Vamos supor que Yk seja racional, isto &, que existam inteiros a e b,
com Vk = a/b, isto é, a™ = kb™. Como k niio é uma n-désima poténcia de um
intciro, ele deve ter algum fator primo p cuja multiplicidade nio é congruente
a 0{mod n). Como a multiplicidade de p e de todos os outros fatores primos
em b™ é congruente a O(mod n) conclufmos que a miltiplicidade de p em
kb™ ndo é congruente a 0{mod n). Mas, como a multiplicidade de p em a™
claramente é congruente a ¢{mod n) temos uma contradicio, isto é, kb™ # a™
Desta forma 'k é racional somente quando k é uma n-ésima poténcia de um
inteiro. ]

Observe que contrario as provas de casos especiais deste resultado, como o
da irracionalidade de V2, neste argumento nio é necessirio supor que a e b
sejam relativamente primos. /

\

2.6 Problemas Propostos

1, Mostrar que 47](2% —1).

2. Encontrar o resto da divisio de 7°* por 51 e o resto da divisio de
29.

563 por

11 .

3. Mostrar que se p é um impar e a242b% = 2p, entdio “a"é par e “b”é {mpar.
4, Provar que para p primo (p—1)=p—1(mod 1+2+4+3+...+(p—1)).
5. Encontrar ¢ méximo divisor comum de {p —1)! —1 e p! (p primo).

6. Mostrar que para n. > 4 o resto da diviséo por 12 de 11 + 2!+ 3/ 4+ ... +n!
é9.

7. Mostrar que para n inteiro 3n® — 1 nunca é um quadrado.

8. Resolver as seguintes congruéncias.
{a) 5x = 3 (mod 24)
(b) 3x = 1 {mod 10)
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(c) 23x =7 {mod 19)
(d) 7x =5 (mod 18)
(e) 25x = 15 (mod 120)

9. Mostrar que 5n® + 7n° = 0 (mod 12} para todo inteirc n.

10. Seja f(x) = ap+ ayx + ... + anx™ um polindémio com cocficientes inteiros

onde an > 0 en > 1. Mostrar quc f(x) é composto para infinitos valores da
varidvel x.

11. Mostrar que se py e p; sdo primos tais que pz =1+ 2 ¢py > 3, entio
P14+ P2 =0 (mod 12). '

12. Mostrar que para a e b inteiros temos que 3|(a? + b%) = 3lae 3b.

13. Sejam py,p; e p3 primos tais que p = p% + D% + ]Jﬁ ¢ primo. Mostrar que
algum dos p/s € ignal a 3.

1;!. Mostrar que 3x? +4x? = 3 (mod 5) ¢ equivalente a 3x2 —x2+2 = 0 (mod
2}

15. Mostrar que p| (":) onde 0 < k < p%.

16. Seja p primo e M um conjunto de p inteiros consecutivos. E possivel
encontrar My e M subconjuntos de M tais que M, U Ma=M M NM; =
P, M; # & de forma que

Il =11 7

ieM, jeMz

17. Seja f(x) um polindmio com coeficientes inteiros. Mostrar que sc f(—1), {0)
e f(1) nao s8o divisivels por 3, catdo f(n) # 0 para todo inteiro n.

18. Mostrar que 3'° =1 (mod 112).

19. Resolver os seguintes sistemas:
x = 1{mod 2) 2x = 1{mod 5) x = 7{mod 11)
a) ¢ x=2(mod 3} b)< 3x=2(mod 7) ¢) ¢ 3x =5(mod 13)
x = 5(mod 7) 5% = 7(mod 11) 7x = 4{mod 5)

20. Encontrar todas as solucdes de cada uma das segnintes congruéncias line-
ares, (a} 5x = 3(mod 7)

(b) 13x = 14{mod 29)

(c) 15 = 9(mod 25)

(d) 37x = 16{mod 19)

{e) 5x = 20{mod 15)
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21. Mostrar que a’ = a {mod 21) para todo inteiro a.

22. Mostrar que para a ¢ b inteiros, com (a,b) =1 temos:

q(b(b} 4+ bdj’:u] =1 (B’}Od Gb]

23. Provar ou dar contra-exemplo: “Se a e m sdo inteiros {a, m) = 1, entao

mi{1+a+a?+...+aP™ly

24, Mostrar que se p € ¢ sao primos, p = ¢ > 5, entao p? — q* =0 (mod 24).

25. Encontrar um sistema completo de resfduos mdédulo 11 formado somente
por mtltiplos de 6.

26. Encontrar um sistcma complcto de residuos médulo 7 onde todos os ele-
mentos a0 NIUMeres primos.

27. Dado um primo p & sempre possivel encontrar um sistema completo de
restduos mddulo p formado s§ por primos? Justificar,

28. Provar que, para todo nimero composton,n # 4, a co?_gruéncia (n—1}=
0 {mod n} é verdadcira.

Capitulo 3

Teoria Combinatoria dos Numeros

3.1 Principio da Casa dos Pombhos

Embora este tdpico aparcga, com mais freqiéncia, em livros de Combinatdéria,
ele nio deixa de ser parte da Teoria dos Niumeros. Mesino em se tratando
de algo simples, esta idéia auxilia na demonstracao de muitos resultados nao-
triviais, como og problemas abaixoe poderdo inostrar.

O Principio da Casa dos Pombos nos diz que para colocarmos n+1 pombos
em N gaiolas, pelo menog uma gaiola deverd conter pelo menos dois pombos.
Esta idéia tdo dbvia &, na rcalidade, uma poderosa ferramenta na demons-
tragio de muitos resultados bastante dificeis. O que, muitas vezes, torna o
problema dificil € a construcéo de um conjunto oul conjuntos aos quais se
possa aplicar este principio.

Este principio é também conhecido como “Principio das Gavetas de Diri-
chlet” por ter sido por ele enunciade como: “Se n + 1 objctos san colocados
em N gavetas, entdo pelo menos uma gaveta deverd conter, pelo menos, dois
objetos”.

Nos exemplos apresentados a seguir, utilizamos, vérias vezes, resultados do
Capitulo 2 sobrc congruéneias.

Exemplo 3.1. Mostrar que, numa festa de aniversirio com mais de 12 criangas,
existemn pelo menos duas nascidas no mesio meés € que também existem pelo
menos duas nascidas no mesmo dia da semana.

Como temos mais criancas (pombos) do que mescs (gaiolas), pelo menos
um “més”devera conter pelo menos duas “criangas”. Na segunda parte, scndo
0 niimero de criancas maior do que 7, necessariamente duas ou mals terdo
nascide ne mesmo dia da semana.

Exemplo 3.2. Mostrar que todo subeonjunto de {1,2,3,... , 2n}, contendo n+1
elementos, possui um par de clementos primos entre si.



