Lista de revisao para P1

Algebra 1 para licenciatura
MAT0120

Exercicios retirados do livro: Numeros, Uma Introducao a Ma-
tematica. Vocés nao devem entregar. Os execicios marcados com * sao
os mais importantes e recomendo que nao deixem de fazé-los para estudar.

O conteido da prova vai até a secao 3.3. Portanto, devem estudar o
capitulo 1 (todas as segoes), capitulo 2(secoes 2.1, 2.3, 2.4, 2.5 e 2.6), capitulo
3(secoes 3.1, 3.2 e 3.3).

A ideia dessa lista é guiar vocés durante os estudos, pontuando o que é
mais importante e que vocés nao devem deixar passar. Além dos exercicios
essa lista contem um pequeno resumo das segoes 2.5 e 2.6 que nao foram
tratadas em aula devido ao caos que se instaurou com a pandemia, mas que
sao fundamentais nesse curso.

Lembrem-se de que a prova sera no dia 23/04 que podera ser feita durante
todo o dia com o auxilio dos livros que escolherem. Pedimos a honestidade de
todos para que consultem apenas os livros e suas notas de aula, nada mais.
Como sugestao particular minha (Jaime), aconselho a se focarem nas listas,
inclusive nesta e no livco Numeros, Uma Introducao a Matematica,
com isso vocés com certeza farao a prova sem muitas dificuldades.

Bons estudos!

1 Exs do capitulo 1
Exercicio 1. Provar que para todo inteiro positivo (maior que zero) vale:

on +1 1
12+22+---+n?=n(nJFG)(%L ) (1)

Exercicio 2. (Soma dos termos de uma progressio geométrica) Sejam a

e r dois numeros inteiros, v # 1. A sequéncia a1 = a, ay = ra,az =
rla, -+ ,a, =" ta, - diz-se uma progressio geométrica de razdo r. Provar

que a soma dos n primeiros termos de uma progressao geométrica é

ra—a
=S T @



Exercicio 3. Demonstrar que para todo inteiro positivo n vale:
i 1424 g 2vt =92 1.
1. no< 2™

Exercicio 4 (*). (Desigualdade de Bernoulli) seja x € R com z > —1.
Demonstrar que

(14 2)" > 14 nx, para todo n > 2 (3)

2 Exs do capitulo 2

2.1 Exs da secgao 2.1

Exercicio 5. (aquecimento) Fagam/leiam as demonstragoes das proposi¢oes
2.1.2, 2.1.3 € 2.1.4 na secao 2.1. Tudo que estd nessas proposicoes deve ser
muito natural para voces.

Exercicio 6 (*). Decida se as afirmagoes abaizo sao verdadeiras ou falsas,
dando a demonstracao ou um contra-exemplo. Sejam a, b e c¢ inteiros quais-
quer:

i. Se alb, entdo (a+c)|(b+c¢);
ii. Se alb, entdo aclbc;
iii. Se alb, entdo (—b)|(—a);
iv. Se a|(b+ c), entdo alb ou alc.
Exercicio 7. Sejam a, b, c inteiros. Provar que:
i. Sealb, entdo (—a)|b, al(—=b) e (—a)|(—=b);
ii. Se ¢ # 0, entdo alb se e somente se ac|be.

Exercicio 8 (*). Leiam com aten¢do a demonstracao do lema 2.1.5 e do
teorema 2.1.6 (Algoritmo da Divisao)

Exercicio 9 (*). Usar o algoritmo da divisao para provar que

1. Todo inteiro impar é da forma 4k + 1 ou 4k + 3.



1. O cubo de um niumero inteiro é da forma 9k, 9k + 1 ou 9k + 8.

Exercicio 10 (*). 4. Provar que o produto de trés inteiros consecutivos
€ um maltiplo de 3;

1. Mais geralmente, provar que o produto de n inteiros consecutivos €
maltiplo de n.

Exercicio 11. Provar que se a ¢ um inteiro tal que 2 nao divide a, entao
8l(a* —1).

Exercicio 12. i. A soma dos quadrados de dois inteiros impares nao pode
ser um quadrado perfeito;

. Se a € impar, entao 24|a(a® —1);

ii. Se a e b sdo inteiros impares, entdio 8|(a* — b*)

2.2 Exs da secao 2.3

Definicao 1. Chama-se mdximo divisor comum de a e b o maior de seus
divisores comuns, isto ¢€,

mdc(a,b) = maxD(a,b)
onde D(a,b) ={d € Z : d|a e d|b}

Exercicio 13 (*). Sejam a, be ¢ nimeros inteiros. Verificar se as afirmagoes
abaizo sao verdadeiras ou falsas, dando a demonstracao ou um contra-exemplo:

1. mdc
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iii. mdc(a,1) = 1;

iv. mde(a, b+ c¢) = mdc(a,b) + mdc(a, c);
v mdc(a,be) = mdce(a,b) - mde(a, c);

vi. mde(ab, cd) = mdc(a, c) - mde(b, d)

vit. alb < mdc(a,b) = |b|;



vigi. mde(—a,b) = mdc(a, —b) = mdc(a, b)

Exercicio 14. Sejam a, b e d inteiros, com d > 0. Decidir se as afirmagoes
abairos sao verdadeiras ou falsas, dando a demonstra¢cao ou um contra-
exemplo

i. Se existem r, s € Z tais que d = ra + sb, entdo d = mdc(a,b);
ii. se existem r,s € Z tal que ra + sb =1, entdo mdc(a,b) = 1.

Teorema 1. Sejam a, b inteiros. Um inteiro positivo d € o maximo divisor
comum de a e b se e somente se verifica

i. dla e d|b.
ii. Se d'|la e d'|b, entdo d'|d.
Demonstracao. leiam a demonstragao na pagina 67. [

O teorema acima nos da uma nova caracterizacao para maximo divisor
comum, ou seja, poderiamos, com esse teorema, dar uma nova definicao para
mdc.

Exercicio 15. Fa¢am/leiam a demonstra¢ao das proposicoes 2.3.6 e 2.3.7
(Teorema de Euclides)

Observacao 1. Vamos dar uma demonstracao do teorema de Fuclides al-
ternativa aquela que encontrardo no livro. Observe que como mdc(a,b) =1,
entao podemos usar o Teorema de Bezout e temos que existem r, s € Z tais
que

ra+sb=1 (4)

Com efeito, multiplicando ambos os lados de[{] por ¢ ebtemos
rac+ sbc = ¢ (5)

Claramente a|rac e, por hipdtese como albe entdo a|sbe. Dai, concluimos
que alc.

Exercicio 16 (*). Facam/leiam a demonstra¢ao da proposicao 2.3.9.(Essa
proposicao mesmo que com demonstracao simples tem uma importancia prdatica
bem grande nos nossos exs, provavelmente vocés jd até usaram esse resultado
anteriormente nos exs dessa lista)



Exercicio 17. Sejam a, b, ¢ inteiros. Provar que
i. Se alb e mde(b,c) =1, entao mdc(a,c) = 1;
ii. mdc(a,c) = mde(b,c) = 1 se e somente se mde(ab,c) = 1.
Exercicio 18 (*). Sejam a, b inteiros tais que mdc(a,b) = 1. Provar que:
i mde(a +b,a® +ab+b*) = 1;

i. mdc(a +b,a? —ab+b*) =1 ou 3;

mdc(
. mde(a+b,a* +b*) =1 ou 2.
iv mdc(a,b) = mdc(a,a £ b)
Exercicio 19. Sejam a, b initeiros. Para n > 1, provar que:

i. mdc(a,b) =1 se e somente se mdc(a™,b") = 1;

ii. a|b" se e somente se alb.

2.3 Exs da secao 2.4

Exercicio 20. usar o Algoritmo de Fuclides para obter nimeros r e s satis-
fazendo:

i. mdc(56,72) = 56r + 72s;
i, mde(24,138) = 247 + 138s;

iti. mde(119,272) = 119r + 272s.

2.4 Exs da secao 2.5

Um inteiro ¢ chama-se um multiplo comum de a e b se alc e b|e. Indi-
caremos por M(a,b) o conjunto de todos os multiplos comuns de a e be por
M™(a,b) o conjunto de todos os multiplos comuns positivos de a e b.

Observe que M7 (a,b) # 0, pois |a||b] é miltiplo positivo de a e b. Perlo
principio da Boa ordem, esse conjunto tem elemento minimo, assim defini-
mos:



Definicao 2. Chama-se minimo mailtiplo comum de a e b 0 menor dos seus
maultiplos positivos comuns, isto €,

mme(a,b) = minM™(a,b)
Exercicio 21. Facam/leiam o lema 2.5.2.

Teorema 2. Sejam a, b € Z e m um inteiro positivo. Entdo, m = mmc(a,b)
se e somente se m verifica:

i. alm, blm;
ii. Se alm’ e blm/, entao m|m’'.
Demonstracao. Pagina 76. n

Bem como o teorema (1), o teorema acima dd uma nova caracterizacao
para minimo multiplo comum.

Exercicio 22 (*). Facam/leiam a proposi¢ao 2.5.4 que diz:
"Sejam a, b € Z, d = mdc(a,b) e m = mmc(a,b). Entio, md = |abl|.”

Com esse exercicio, temos uma maneira pratica para calcular o mmc(a, b).
Dados a, b € Z, podemos calcular o mdc(a, b) usando o Algoritmo de Euclides
e, em seguida,

|ab]
mdc(a, b) (6)

mmc(a, b) =
Exercicio 23 (*). Para todon € Z, n # 0,1, calcular:
i. mme(n,n+1);
it. mme(2n —1,2n + 1);
iii. mme(ne, (n+1)c), c € Z, ¢ # 0.
Exercicio 24 (*). Dados os inteiros nao nulos a e b, provar que:
i. Para todo k € Z, k # 0, mmc(ka, kb) = |k|lmmc(a,b);

i. Se kla e k|b, mme(%, %) — %ﬁ“b)



2.5 Exs da segao 2.6

Antes de tudo, assim como na secao anterior, vamos fazer um breve re-
Sumo.

Definicao 3. Um inteiro p diz-se primo se tem exatamente dois divisores
positivos 1 e |p|.

Para um nimero que nao é primo, dizemos que ele é composto. Observe
que se um numero a é composto, a definicao acima nos garante que esse
nimero deve ter um divisor b diferente de 1 e |a|. Um divisor nessas condigoes
chama-se divisor préprio.

Proposicao 1. Seja p um nimero primo, e sejam a e b inteiros.

i. Sepfta, entdo mde(a,p) =1;

ii. Se plab, entdo pla ou p|b.
Demonstracao. Pagina 78. [
Exercicio 25. Fagam/leiam o coroldrio 2.6.3, o teorema 2.6.4 e o lema 2.6.5.

Teorema 3. Seja a > 1 um inteiro. Entao, existem primos positivos p; <
po < oo < py tais que a = pipa - - - Py, € essa decomposicao € unica.

Usando o o teorema [3] conseguimos provar o Teorema Fundamental da
Aritmética.

Teorema 4. (TFA) Seja a um inteiro diferente de 0, 1 e —1. Entao, existem
Primos positivos p1 < pg < -+ < P € inteiros positivos ny,No, - -+ , N, tais
que a = Epi* ---pl', em que E = %1, conforme a seja positivo ou negativo.
Além disso, essa decomposicao € unica.

Com o teorema fundamental da aritmética podemos encontrar outro modo
de caracterizar o mdc e o mme. Vamos primeiro prosseguir com um exemplo,
considere os numeros 360 e 4725, a decomposicao em fatores primos é

360 =2%-3%2.5

4725 =33 .52.7



Note que os primos que aparecem em uma decomposi¢ao podem nao
aparecer em outra, todavia, se escrevermos a decomposi¢ao como

360 =2%-32.5.7°
4725 =20.3%.52.7

entao temos os mesmos primos em ambas as decomposicoes. Esse tipo de
artificio nos ajudard a trabalhar com mmc e mdc.

Lema 1. Sejam a = pi*---pi* e d = pi"™---p/" inteiros positivos, onde
P1, - P SG0 primos positivos e n;,m;, 1 <1 <t sao inteiros nao-negativos.
Entao, d|a se e somente se m; <mn;, 1 <i<t

(FALTA TERMINAR)

3 Exs do capitulo 3

3.1 Exs da secao 3.1

Exercicio 26 (*). Resolva as sequintes equacdes diofantinas e determine em
cada caso as solugoes positivas:

. 2X+3Y =9
. 3X +3Y =47
. 8X +7Y =3
w. 47X +29Y = 999

3.2 Exs da secao 3.2

Exercicio 27. Determinar o resto das divisoes:
i. De 2°° por 7;
ii. De 41% por 7
iii. De 1° 4 25 4 -+ 4+ 100% por 4
Exercicio 28. Usar congruéncias para verificar que:
i. 89)(2% —1);
. 97)(2%8 —1).



3.3 Exs da segao 3.3

Releiam o exercicio 7 da lista 4
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