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1. INTRODUCAO

Podemos definir a Transformada de Laplace como uma operag¢ao matematica que converte uma fungao de
variavel real em uma fungao de varidvel complexa:

F(s) =T f(t)e "dt (1)

Onde,

e S=0c+iw

e f(t) é uma funcdo real da varidvel t (interpretada como tempo no estudo de sistemas dindmicos), tal
que f(t) =0 para t < 0.

e F(s) é a transformada de Laplace de f(t)

Veremos que a transformada é uma importante ferramenta para facilitar a solucdo de equacdes
diferenciais e para a representacdo e analise de sistemas dindmicos.

Adotaremos a letra £ para indicar o operador de Laplace:
E[ ()] = j f(t)edt @)
0

A transformada inversa é indicada por:

-1
E7[F(s)]= () 3)
A expressdao matematica que permite calcular a transformada inversa serd apresentada posteriormente.

Conforme veremos adiante, através da transformada de Laplace, pode-se converter uma equacao
diferencial em uma equacado algébrica em termos de uma fungao complexa. A fung¢ao que é solucao da
equacao algébrica é a transformada de Laplace da solugdo da equacgao diferencial original. Componentes,
transitéria e de regime permanente, da solu¢cdo da equagdo diferencial podem ser obtidas
simultaneamente.

Algumas propriedades da solugcdo da equacdo diferencial (e, por conseguinte, do sistema dinamico
associado) podem ser investigadas graficamente, sem que seja necessario chegar explicitamente a funcdo.

2. CONDICOES DE EXISTENCIA

A transformada existe se a integral converge. A integral converge se f(t) for continua por partes em cada
intervalo finito correspondente, parat > 0, e se f(t) for de ordem exponencial conforme t tende a infinito.

Uma funcdo f(t) é dita de ordem exponencial, caso exista uma constante real o, maior que zero, tal que



e |f(t) >0 parat > oo (4)

3. CALCULO DA TRANSFORMADA PARA FUNGOES NOTAVEIS

1) Fungdo Exponencial

Seja f(t)=Ae_at.CaIcuIemos lim e_ot‘Ae_at‘:
t—o0
. —ot| p.-at| _ —(o+a)t
ML ‘Ae ‘_t%Ne ©)

Tal limite é zero para o+ a >0, ou seja, o > —. Portanto, f(t) é de ordem exponencial.

O parametro —a = o é dito “abcissa de convergéncia”.

. —ot _
tIlr)nooe |f(t)=0parac > o,

- (6)
Jim e | f(t)|=parac <o,
Calculemos
F(s) = j f(t)edt
0
f(t)=0 parat<O
, onde —ot
f(t) = Ae parat >0
Para o > o,
F(s)= je‘i“t Ae~ gt = _[ Ae“s+a)tdt = A
0 0 S+a
Portanto,
T L 7)
S+a

2) Fungao Degrau Unitdrio

Seja f(t) =1 para t >0 e 0 para t < 0. Essa é conhecida como fung¢do degrau unitario ou “funcdo de
Heaviside”. Indicaremos a mesma por “1(t)”. A sua transformada de Laplace é calculada como
segue (note que o, =0, ou seja, a integral converge para o >0).

) st
= Sdt= fim _1
F(s) = ! (t)e"dt = lim — 0=

Portanto,



E[L(]=1 ®)

S
3) Funcdo Rampa

Seja f(t) =t para t >0 e 0 para t < 0. Essa é conhecida como fun¢do rampa. A sua transformada de

Laplace é calculada como segue (note que o. =0, ou seja, a integral converge para > 0).

e~ St 1© 1

Tenms 1oF, .-t 1. —st|® T —st 1
F(s)=|tedt===[|tde™™" ]=—=[te —|e™dt]l === =
.[ S ‘! s ‘0 -! s s s?

Portanto,
1
£[t]= & ©)

4) Funcdo Seno

Seja f(t) = senQt para t > 0 e 0 para t < 0. A sua transformada de Laplace é calculada como segue.
Usando a definicdo da funcdo exponencial complexa, pode-se expressar f(t) como:

senQt = %(eiQt - e_igt)

Aplicando este resultado no céalculo da transformada, vem:

ol . _ o, . . (iQ-s)t|®  —(iQ+s)t|®
F(s):i_j(e'gt _e—lgt)e—stdtzi.j(eOQ—S)t —e_('QJ“S)t)dt:i_[e_ | L& | 1=
2i ¢ 219 21 IQ-5s ‘ IQ+s ‘
0 0
_i[ 1 1 1= Q
2i s—iQ s+iQ s +Q?
Portanto,
Q
E[sen(Qt)] = — 10
[sen(QO]= > (10)

Note que o. =0, ou seja, a integral converge para o> 0.

5) Funcdo Cosseno

Seja f(t) = cosQt para t=>0 e 0 para t < 0. A sua transformada de Laplace é obtida por
procedimento analogo ao da fungao seno:

E[codt] = — > (11)

s +Q°

Note que o. =0, ou seja, a integral converge para o> 0.



6) Funcdo Periddica Genérica

o o (N+1)T
£[ ()] = j f(tedt=Y j f(t)e"Stdt
0 n=0 nT

Fazendo a mudanca de varidveis 7=t —nT, e observando a igualdade f(z)= f(z+nT) (por fser

periddica de periodo “T”), temos:
o0 T
E[fm]= Y, e S| F(r)e%dr
n=0 0

Além disso, resolvemos a somatdria como a seguir:

e S =14e T e =14 (L + ) =1+ DTS
n=0 n=0
Portanto,

i e—nTs_ 1
n=0 1-e™"

Aplicando este resultado no calculo da transformada acima vem:

T

j f ()e™dt
£[f(t)] = 01—_TS

4. ALGUMAS PROPRIEDADES
a. Multiplicagdao da Fungao por Constante:
E[AF(D] = AE[T(D)] (12)
b. Soma de fungdes:
E[f,(0+ T, (O] =£[ F,(O] + £[ F, (D] (13)
c¢. Transformada da derivada de uma fungao

Para f(t) e sua derivada continuas, e f(t) de ordem exponencial, temos:



df(t)

E[—]= jf ‘(t)e*dt = lim jf "(tedt = nm{ st f(t)‘ jf(t)de-st}

le{e‘sp f(P)= F(0)+sf f(t)e‘“dt} = sF(s)- f(0)

O limite do produto e_SP f (P) é zero, pois se admite que f{t) é de ordem exponencial. Portanto,

df (t)

[dt

]1=sF(s)- 1(0) (14)

O mesmo resultado também vale para a derivada de f(t) sendo seccionalmente continua.

Demonstra-se também, analogamente, os resultados abaixo:

gdf® dfz(t)]_s F(s)-sf(0)— df(t)‘ (15)
d" f(t) n-1 n—2df|  _d"?f dntf
E[——= prE 1=5s"F(s)-s ~f(0)- sh dt‘t:O ..... T o dt”‘lt . (16)
. Multiplicagdo por e .
£le™? f(t)] = F(s+a) (17)
. Mudanca na escala:
E[f( )] aF (as) 18)
Transla¢do de uma Fungao:
E[ft-a)lt-a)l=e " PF((s) a=0 (19)
. Diferenciacao Complexa:
eftiy = - =)
ds
£[t? f(t)]_OI F(S) (20)

£t f()] = (~1)" O F(S)

. Integral de Convolugao:

LO* f,0) =] f,t-2)f,@)de = [ f,(t-7)f,(x)de

£[ f1 (t=* fz(t)] = Fl(s)FZ (s) (21)



i. Integral
t
Seja g(t) = [ f(r)dr. Logo,
: g'(t)= f(t)
e g(0)=0.

Assim, tomando a transformada de Laplace de ambos os lados e aproveitando o resultado para a
derivada, tem-se:

E[9'(D]=F(s) = _[ g'(t)e™dt = s£[g(t)]- 9(0) = sE[g(t)]

Portanto,

s£[g(t)] = sEIf f (r)dz]=F(s)

Logo,

t
E[[ f(t)dt] = ? (22)
0

Para uma integral indefinida, tem-se:

ZOW MO
S S

£[j f(t)dt] = (23)

5. Fungdes Pulso e Impulso

A funcdo impulso é de grande importancia em varias dedugdes de propriedades da transformada de
Laplace. Também comparece em aplicagcdes importantes da teoria de sinais e sistemas dinamicos. Para a
sua apresentacdo, passaremos primeiro a deducdo da transformada de Laplace da fungdo pulso.

5.1 Fungéo Pulso Retangular

Seja f(t) dada por:

Alt,, O0<t<t, »
f(t)= , onde A e tp sdo constantes positivas.
0,t<0,t>t,

O calculo de sua transformada de Laplace pode ser facilmente obtido a partir da funcdo degrau unitario e
da aplicacdo da propriedade de transformada de Laplace de uma fung¢dao com translagdo no tempo:



f0 = 2l -1-t)]

© —st © —st,
E[f(t)]zé 1 fe—stgeloAlI_|e | (AL e
t|s ¢ tofs \ =s ) | Gls s

—Sto
£[f(t)]=5E— ° }

t, s

5.2 “Fung¢do” Impulso
Considere a largura t, da funcdo pulso. Vamos tentar diminui-la e considerar o que acontece com a funcao
no limite quando essa largura tende a zero. E facil perceber que, conforme t, vai diminuindo, A/ty

aumenta, embora a area sob o pulso permanega constante e igual a “A”.

Antes de prosseguirmos com f(t) , calculemos a transformada de Laplace da funcdo pulso com totendendo
a zero:

—-st,
lim £[f®]= lim {5Q:3——l}

t, >0 t, >0 sty

Podemos aplicar a regra de L'Hospital e achar a resposta para este limite:

—Sto —sto
- {M} i [M} R

t, =0 st t, >0 S

No caso de A igual a 1, este é o resultado da transformada de Laplace da fungdo impulso ou delta de Dirac.

. . A
A “funcdo” pode ser interpretada como o caso limite da func¢do pulso, noqual lim_ f(t)= lim —=o
t0—>0 t0—>0 to

Ou seja, a funcdo tende a infinito em t = 0, sendo nula para outros valores de t.

A fungdo impulso ou delta de Dirac, 8(t), pode ser definida a partir de uma fungdo continua g(t):

[s®a()dt=g(0)

[st-t)omdt = g(t,)

Em particular, parag(t) =1,

T5amt=1



