DISTRIBUICAO NORMAL
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Exemplo : Observamos o peso, em kg, de 1500 pessoas
adultas selecionadas, ao acaso, em uma populacao.

O histograma por densidade dos pesos € o seguinte:
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Vamos definir a variavel aleatoéria
X: peso, em kg, de uma pessoa adulta escolhida,

ao acaso, da populacao.
Como se distribuem os valores da variavel aleatoria X, isto €&,
qgual e a distribuicao de probabilidades de X ?
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A curva continua da figura denomina-se curva Normal
(ou curva de Gauss). 4



A distribuicdo Normal é uma das mais importantes distribuicoes
continuas de probabilidade pois:

« Muitos fendmenos aleatdrios comportam-se proximos a
essa distribuicao:
1. altura;
2. pressao sanguinea;
3. Peso
etc...

« Pode ser utilizada para calcular, de forma aproximada,
probabilidades para outras distribuicbes, como por
exemplo, para a distribuicao binomial.

i Teorema LiMl:')'e Ceera( N

— O modelo normal de probabilidade foi desenvolvido por
Carl Friedrich Gauss



HE OoWas Jishbaigdes confinds [ mgromentes.

5(@”4/0/0: Considere a variavel gXP@meVm‘a/.

Y. Duracao, em horas, de uma lampada de certa marca,
selecionada ao acaso.

A experiéncia sugere que esta distribuicdo deve ser assimétrica:

grande proporcao de valores entre O e 500 horas e pequena
proporcao de valores acima de 1500 horas.
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Variavel Aleatoria Continua

« Assume valores num intervalo de niumeros reais.

* Nao é possivel listar, individualmente, todos os possiveis
valores da variavel aleatdria continua.

« Associamos probabilidades a intervalos de valores da
variavel.



Propriedades

Uma v.a. X continua € caracterizada por sua funcgdo
densidade de probabilidade f(x), com as propriedades:

(i) A area sob a curva de densidade f(x) é 1;

(i) P(a < X < b) = area sob a curva da densidade f(x) e
acima do eixo x, entre 0s pontos a e b;

f(x)

(i) f(x) > 0, para todo x;
(iv) P(X = x,) = O, para x, fixo.

“dreq de oma Unha"

Assim,

Pla<X<b)=P(a<X<b)=Pla<X<b)=Pla<X<b).



A DISTRIBUICAO NORMAL
(ou Gaussiana)

Av. a. X tem distribuicdo Normal com parametros u e ¢ se
sua funcao densidade de probabilidade é dada por:

B
f(x)_cy @e

Pode ser mostrado que:

, —oo < Xx<o0,

1. u € o valor esperado (média) de X, com -oo < 1 < o0;

2. o?éavarianciade X, com o2 > 0.

Notacdo : X ~ N(u ; o?)




Propriedades de X ~ N(u ; o?)
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* E(X) = u (média ou valor esperado);
e Var(X) = o2 (e portanto, DP(X) = & );
* f(x) = 0, quando x — =oo;

* x = 4 € ponto de maximo de f(x);

* - o e u+ o sdo pontos de inflexdo de f(x);

 a curva Normal é simétrica em torno da meédia ..
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Prawabo & ke 9o “achad! e a Olishribuicze

A

f(x)

H X

Curvas Normais com mesma média u
mas com variancias diferentes (o, > o).
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Calculo de probabilidades
Pla<X<b)=P(a<X<h)

1

Area sob a curva e acima do eixo horizontal (x) entre a e b.

Comno O%rm e
a amea

parm Gelgoer
MO ) <

13



'B@S’[ﬁ Suber delerm nar a c/u“e: pare vm Q&o
tachuwdar ;. Nocmal fadra Z NN, )

5UPO”}1@ X ’V/\)(//(, 52) \/_w
/\ . ,
/\’Z - A
! ' CT.

: : : >
-1 o 4 M- M Mt
b .
S g

a — +



( apresar Je neo yarecel VG
—Ffﬂd&‘ > 4



Av.a. Z ~ N(0;1) denomina-se normal padrdo ou reduzida.

Portanto,

P(a<X<b):P(a_ﬂ<X_ﬂ<b_ﬂj:P(a_ﬂ<Z<b_ﬂj
O O O O O

Dada a v.a. Z ~ N(0 ; 1) podemos obter av.a. X ~ N(u ; o%)

através da transformacao inversa
20
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USO DA/TABELAWORMAL PADRAO

f(x)

AR =
F(Z<3)

o 26’29’ Z

Denotamos : A(z) = P(Z <z), paraz > 0.
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Tegida CasA decma| e 3

Distribuicdo Normal : Valores de P(Z <z ) = A(2) — .

Segunda decimal de = :
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0.0 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359

0.1 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753

/' \ 0.2 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
— —— 0.3 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.4 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879

0.5 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224

0.6 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549

0.7 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852

0.8 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133

0.9 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389

~N .0 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621

% 141 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830

—_ 1. 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015

g 1. 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177

—_ 1. 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319

8 1. 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441

= 1. 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545

< 1. 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633

qr_‘_z ‘- \m ‘o 1. 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706
« £ 1. 0.9713 0.9719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767

'E_ 2. 0.9772 0.9778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817

N ~ 2. 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857

Q. r‘ Mel m g 2. 0.9861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890
A= 2. 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916

L 2 0.9918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936

N = .5 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952

éc\' W [+ .6 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964

E .7 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974

o .8 0.9974 0.9975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981

2.9 0.9981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986

_e 3.0 0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990 0.9990

3.1 0.9990 0.9991 0.9991 0.9991 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9993 0.9993

3.2 0.9993 0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995 0.9995

3.3 0.9995 0.9995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9997

3.4 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9998

3.5 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998

3.6 0.9998 0.9998 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999

3.7 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999

3.8 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999

3.9 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000



Exemplo: Seja Z ~ N(O; 1), calcular

a) P(Z < 0,32)

0 032

N Y

P(Z < 0,32) = A(0,32) = 0,6255.

17



Encontrando o valor na Tabela N(0;1):
@ , 0 1 2

0,0 0,5000 0,5039 0,5079

01 | 05398 05437 05477

02 | 05792 05831 05870

0,3 0,6179

18



b) P(O < Z <1,71)
= P(Z<1,71) - P(Z<0)
= A(1,71) - A(0)
= 0,9564 - 0,5 = 0,4564.

Obs.: A(0)=P(Z < 0)=P(Z > 0)=0,5.

0o 1M

N Y

Pof %N’Y?@[ﬁﬁ
Cc) P(-1,32<7Z<0) =P(0<Z<1,32) —
\_’/

1,32 0

Y

= P(Z<1,32) - P(Z<0)
= A(1,32) - 0,5
= 0,9066 - 0,5 = 0,4066.

19




d) P(Z > 1,5) 4
=1-P(Z<1,5)
=1 - A(1,5)
= 1-0,9332 = 0,0668.

15
Z

e) P(Z < —1,3)

= P(Z>1,3) =1 - A(1,3)

Ny
2

=1-0,9032 = 0,0968.

N\r

Obs.: Pela simetria, P(Z<-1,3) = P(Z > 1,3). 20



f) P(-1,5<Z<1,5)

= 0,8664.

= P(Z<1,5) - P(Z <—1,5)
= A(1,5) - [1- A(1,5)] -

g) P(-1< Z < 2)

= P(Z<2)-P(Z<-1)

= A(2) - P(Z>1) =A(2) - (1 - A(1))
=0,9773 - (1 - 0,8413)

= 0,9773 - 0,1587 = 0,8186.

21



Como encontrar o valor z da distribuicao N(0O;1) tal que:
(i) P(Z<z) = 0,975

(ii) P(0 < Z < 7) = 0,4975

0 Z 2
z e tal que A(z) = 0,975. o
Pela tabela, z = 1,96. 0 z Z
2 : z é tal que A(z) = 0,5 + 0,4975 = 0,9975.

:,«1/ ..... @ Pela tabela z = 2,81.

22



(iii) P(Z > z) = 0,3 (iv) P(Z > z) = 0,975

3

Z 7 7 0 Z

z e tal que A(z) = 0,7.
Pela tabela, z = 0,53.

a etal que A(a) =0,975ez=-a.
Pela tabela a = 1,96.
Entao, z=-1,96.

23



(v) P(Z<2z)=0,10

! (vi)P(-z<Z<2)=0,80

0,10

A,
'

z V4
a étal que A(a)=0,90e z=—a.
Pela tabela, a = 1,28 —z z Z’
e, assim, z=-1,28. . _ _
zeétalque P(Z<—-z)=P(Z>1z) =0,1.

Isto €, P(Z<z) =A(z) =0,90

= z = 1,28 (pela tabela).
24



Exemplo: O tempo gasto no exame vestibular de uma
universidade tem distribuicdo Normal, com média 120 min

e desvio padrao 15 min.

a) Sorteando-se um aluno ao acaso, qual & a probabilidade

dele terminar o exame antes de 100 minutos? & TF

X: tempo gasto no exame vestibular = X ~ N(120; 152)
100-120] _p(z <-1.33)

P(X <100) = P(Z <
15

A

= 1- A(1,33)
= 1- 0,9082 = 0,0918.

Ny

-1,33 0

Outra interpretacao: 9,18% dos estudantes que prestam
esse exame concluem em menos de 100 min.

25



b) Qual deve ser o tempo de prova, de modo a permitir que
95% dos vestibulandos terminem no prazo estipulado?

X: tempo gasto no exame vestibular = X ~ N(120; 152)

126) .~
x="?talque P(X <x)=0,95= P(Z < X_15 J =0,95

z="7 tal que A(z) = 0,95.

Pela tabela z = 1,64.
| F2< héﬁ) =O3s =—

0 z yA

x—120
15

Entdo, z 51,64 = = x =120 +1,64 x15 =120 + 24,6

= x = 144,6 min.
26



c) Qual é o valor do tempo tal que apenas 3% dos vestibulandos
completam o exame até esse tempo de prova?

X: tempo gasto no exame vestibular = X ~ N(120; 152)

YA
x=? talque P(X <x)=0,03= p(z s: 0,03

A

a>0étalque A(a) =097 ez=-a

0.03 Pela tabela, a = 1,88

e, assim, z =-1,88.

Z /

Entdo, z=-1.88=X"120 = x=120-1,88x15 = 120 — 28,2
15
= x = 91,8 min.

= 3% dos vestibulandos terminam o exame em até 91,8 min -



d) Qual € o intervalo de tempo, simétrico em torno da média
(intervalo central), tal que 80% dos estudantes gastam para

completar o exame?
X: tempo gasto no exame vestibular = X ~ N(120, 152)

Obter o intervalo (120-a; 120+a) tal que P(120-a<X<120+a)=0,80

120-a-120 120+a_120j=0,80

P(120-a< X <120+4a)=0,80 = P <7<
15 15

—p2<z<2|=080=P(-z<Z<2)=0,80
15 15

z="7 talque A(z) =0,90.

Pela tabela, z = 1,28.

4

28



Mas

z:l,ZS:%:a:1,28x15:19,2

Logo, o intervalo procurado &
(120 — 19,2; 120+ 19,2) = (100,8 min; 139,2 min)

29



Observacao : Se X ~ N(u ; ¢%), entdo

D)P(u—oc<X<u+o) :P(,u—a—,u <7< ,u+a—,u)
o o

=P(-1<7Z<1)
= 2x(A(1) - 0,5)

= 2x(0,8413 — 0,5)
= 0,6826

ou seja, SENPRE TTEMOS

(u-o sxsue o= 0883 o
95,5%
l

Analogamente, 99,7%
ii))P(u—20 < X <u+20)=P-2<72<2)= 0,955.
(iii) P(u—30c < X <u+30)=P(-3<72<3)= 0,997.




Distribuicao Normal : Valores de P(Z < z ) = A(2) —

imeira decimal de z

Ifa € primeira

Parte Inte
WWWWWWWWWWNNNNNNNMNNNRRRRRRRRRRQOOOOOO0000

CONOUNPWNROQOONOUNLAWNROOONONAWNROONNOUNAWNRO

Segunda decimal de z °

o i 2 3 a4 5 6 7 8 9
0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359
0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879
0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852
0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389
0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177
0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319
0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.949491
0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633
0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706
0.9713 0.9719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767
0.9772 0.9778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817
0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857
0.9861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890
0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
0.9918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936
0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952
0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964
0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974
0.9974 0.9975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981
0.9981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986
0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990 0.9990
0.9990 0.9991 0.9991 0.9991 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9993 0.9993
0.9993 0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995 0.9995
0.9995 0.9995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9997
0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9998
0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998
0.9998 0.9998 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999
0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999
0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000



