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Mecanica dos Meios Continuos
Equacao da Navier-Stokes
Parte 1



1)Teorema do Transporte de Reynolds

Seja ¢ uma grandeza qualquer por unidade de massa que caracteriza o
escoamento ( por exemplo, ¢ pode ser o vetor da velocidade ou uma de
suas componentes, representando Quantidade de Movimento por
unidade de massa de fluido ). Da expressao de derivada material:
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Podemos multiplicar essa expressao por p € somar nela a equagao da
continuidade multiplicada por ¢ (pois estaremos somando zero):
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Reorganizando os termos:
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Temos entao:
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Na forma indicial:
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Suponha que um corpo fluido movel (que podemos chamar de sistema)
de volume V(?) ocupa, instantaneamente, uma regiao fixa do espaco que
chamaremos de um Volume de Controle V'C, com um contorno fixo que
chamaremos de Superficie de Controle SC:
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Usando o teorema de Gauss, podemos transformar a ultima integral de
volume em uma integral de superficie:
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Esse ¢ o chamado Teorema do Transporte de Reynolds, que, na forma
indicial, pode ser escrito:

V_L)p P gy - Vjc - Dy + j¢pu n; dA (1.8)



Suponha que a grandeza a ser dividida pela de massa do corpo para

obter ¢ seja a propria massa do corpo movel. Nesse caso, ¢ ¢1guala l e
obtemos a forma integral da Equacao da Continuidade (ou Conservagao

da Massa):

japdm jpu n;dA=0 (1.8)

Se a grandeza a a ser dividida pela massa do sistema for a Quantidade de
Movimento, ¢ ¢ o vetor da velocidade u;:
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Essa equacdo ¢ a Equacdo da Quantidade de Movimento. O termo da
esquerda corresponde ao produto de massa por aceleragdo, € para um
sistema movel representa a somatoria das forcas externas agindo sobre o
sistema:
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2)Equacao Integral da Quantidade de Movimento

As forgas externas vao ser de dois tipos: for¢gas de campo, caracterizadas
por um vetor aceleracdo g; (que, no caso mais simples em que a Unica
forca de campo ¢ a gravitacional, sera a aceleracdo da gravidade ) e
forcas de contato. Se tivermos, em um elemento de area d4, um vetor de
forca de contato dF'c;, a equagao da Quantidade de Movimento fica:
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A forca de contato dFc; pode ser relacionada com o tensor das tensoes
calculado no centroide do elemento de area dA. Esse elemento de area
tem projecoes dA,, dA, € dA. nos planos ortogonais aos €1xXos x, y € z. 0

tensor das tensoes ¢ um tensor do tipo:
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Temos nove componentes, sendo que o tensor € simétrico ( o; = o5 ). O
primeiro indice representa a dire¢cao normal ao plano onde atua a tensao,

¢ o segundo indice representa a direcao da tensdo. Assim, o, € uma

tensdo atuando num plano normal ao eixo x e na direcdo x, o,
representa uma tensao agindo num plano normal ao €1xo z € na dire¢ao

y, etc.



Retornando ao nosso elemento de area dA, a for¢a de contato dFc; pode
ser representada pela soma de todas as tensoes agindo sobre as projecoes
do elemento. Assim:
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Como as projecoes sao dadas por:
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Temos entao:
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Essas expressoes podem ser representadas, na forma indicial, por:

Substituindo na Eq. (2.1), chegamos na forma integral da Equacao da
Quantidade de Movimento:
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Essa ¢ a equacdo que, em ultima analise, ¢ integrada nas células em
métodos numéricos de Volumes Finitos. A forma diferencial ¢ obtida
quando generalizamos o teorema da Gauss.



3)Forma Generalizada do Teorema de Gauss e Equacao Diferencial
da Quantidade de Movimento

O teorema de Gauss, quando aplicado a um escalar A, ¢ conhecido como
teorema do Gradiente, e tem a forma:
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Na forma indicial, com o indice j representando a direcdo da
componente do vetor, podemos escrever:
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Quando aplicado a um vetor d, o teorema de Gauss ¢ conhecido como

Teorema do Divergente:
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Na forma indicial, escrevemos:
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O Teorema de Gauss, na realidade, pode ser aplicado a um tensor de
ordem qualquer ( lembre-se que um escalar ¢ um tensor de ordem zero,
um vetor ¢ um tensor de 1* ordem, o tensor das tensoes ¢ um tensor de 2°
ordem ). Seja T um tensor de ordem qualquer; o Teorema de Gauss se
escreve:

|v-Tav=[i-Td4 (3.5)
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Na forma indicial, 1Sso se escreve:
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Quando aplicado ao tensor das tensdes, 0 Teorema de Gauss fica:
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Aplicando o teorema de Gauss para a Eq. (2.7), a Equacao Integral da
Quantidade de Movimento fica:
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Essa equacao deve ser valida para um Volume de Controle V'C qualquer,
inclusive para um volume que tende ao elemento volumétrico
infinitesimal dV. Assim, se VC — dV', a integracao da equacao resulta:
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Podemos eliminar dV e obtemos a Equacao Diferencial da Quantidade
de Movimento:
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Usualmente, na literatura, os indices no termo relacionado com o tensor
das tensOes sdo vistos trocados, ou seja, temos <co;/ck; no lugar de
0o/ ck;. Isso ¢ indiferente, dada a simetria do tensor das tensdes. Neste
material preferimos deixar a equacao na forma da Eq. (3.8) pois, no
tensor das tensoes, ¢ o segundo indice que em geral designa a dire¢ao da
tensdo, € parece mais coerente a forma apresentada para uma equacgao
vetorial em que o indice 7 designa a componente do vetor.



4)Equacao de Navier-Stokes

A Eq. (3.8) ¢ uma equacao geral, valida para um fluido newtoniano ou
nao-newtoniano dependendo da forma constitutiva do tensor das
tensoes. Para um fluido newtoniano, o tensor das tensoes ¢ dado por:
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Nesta ultima expressido, temos uma relacdo linear entre o tensor das
tensoes e o tensor de Taxa de Deformacdo S;;, dado por:
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O tensor o, € conecido como Tensor Delta de Kronecker, e ¢ dado por:
0;;=0 sei# ; ;=1 seizj (4.3)

Aplicando a forma constitutiva da Eq. (4.3) na Eq. (3.8):
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E facil ver que, pelas propriedades do Tensor Delta de Kronecker:
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Essa ¢ a forma mais geral da Equacdo de Navier-Stokes.
Particularizando para as direcdes x, y € z:
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