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Objetivos

Objetivo principal desta aula € realizar uma revisao de conceitos

basicos da teoria de vibracoes mecanicas relacionados com sistemas

de 01 Grau de Liberdade (01 GDL). Serdo cobertos os seguintes principais
topicos:

* Resposta livre

* Determinacao experimental do fator de amortecimento modal
* Resposta forcada harmonica — conceito de FRF

* Propriedades da FRF

* Excitacao sismica — conceito de transmissibilidade

Bibliografia:

| Clough, R. e Penzien, J., Dynamics of Structures, McGraw Hill, 1993.
2 Craig, R., Kurdila, A., Fundamentals of Structural Dynamics, John wiley, 2006.
3 McConnell, K. G., Varoto, P. S., Vibration Testing: Theory and Practice, Wiley, 2008.
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PARTE 1

SISTEMAS COM 01 GDL

RESPOSTA LIVRE
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Sistema com 01 GDL

Modelo de 01 GDL com amortecimento viScoso:

u (1)
k —
<
P — /2
> m C
TE— =
YA =
/AVAN /AVAN
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Cont. ...

Obtém-se entao a seguinte equacao diferencial do movimento:

mii +cu+ ku = p(t) | Eq. 1

Onde:

 mii ¢ o termo de inércia

 cu ¢ aforca de amortecimento viscoso
* ku ¢ aforcade mola

* p(t) ¢ ator¢a de excitacio externa
A Eq. 1 admite as seguintes condigdes 1niciais

u0)=uy —» Posicioem t=10

u(@)=uy — - Velocidade emt=0
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A Eq. 1 pode ser reescrita em fungao dos chamados parametros modais:

2
.. : 2 Wy,
i +2c0,u+®, u= p(1) Eq.2
Onde :
k . - : .
a)nz == # Fregqiiéncia natural ndo amortecida do sistema em rad/s
m (Propriedade do sistema que depende somente da massa e rigidez e nao é fungao
da excitacao)
C ~ [ ] () .
G =— # Fator ou razdo de amortecimento viscoso (admensional)
Cer (Propriedade mensuravel do sistema que exprime dissipacdo de energia)
2% _ o i | -
C., =2mw, =— =2km # Constante de amortecimento critico em Ns/m
4,
n
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01 GDL — Resposta Livre

A soluc¢ao da Eq. 2 ¢ dada pela soma das solucgdes particular € complementar:

u(t) =u,(t)+u.(?) Eq. 3
Onde:

* u,(t) € a solu¢ao permanente ou de regime € depende somente da excitagdo p(7)

* u (1) ¢ a solu¢ao complementar ou homogeénea ¢ depende das Cls

Para o caso da vibrac¢ao livre, consideramos p(7) = 0 € entao

ii+2ga)nu+a)n2u =0 Eq. 4
E a solugao geral da Eq. 4 ¢ dada por:
Z/l(t) = éegt Eq. 5
Substituindo, vem :
(§2+2ga)n§+a)n2)€e§t20 Eq. 6
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Desta ultima Eq. 6 obtemos a Equacdo Caracteristica do Sistema Amortecido, que

¢ dada por
‘S2+2ga)ns+a)n2:0\ Eq. 7

Esta ultima Eq. 7 ¢ de fundamental importancia nos estudos da vibracgao livre e
também no controle da vibracao. Conforme sera visto, suas raizes fornecem
informacao 1importante sobre caracteristicas fisicas do sistema.

Na teoria de controle classico tais raizes sao denominadas pdles do sistema e
fornecem informacoes sobre a estabilidade do sistema. Estas raizes sao geralmente
complexas e possuem parte real negativa para sistemas estaveis !

+ ..............................

Polos do / Re

sistema

J
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Resposta Livre Nao Amortecida

Neste caso fazemos {= 0 na Eq. 4, obtendo assim

ii+a)n2u:O

_2 2
+w,” =0 Eq. 9
Cujas raizes sdo dadas por: @
_ ne o Eq. 10
\) ]2 ==L 0% O
G .
As raizes da eq. caracteristica do sistema
E recordando que sdao complexas conjugadas e imaginarias
puras. Elas sao também dadas em funcao
k da frequéncia natural ndo amortecida
W, = . |— do sistema ! )
m
—/
Eq. 11
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Entao, uma vez que temos duas raizes complexas € conjugadas, a solugao da
Eq. 8 que ¢ a Eq. 5 € reescrita como

> Esta é naverdade u.(t) de u(t) = u.(t) + u,(t)

—u(t)=C;e' " + éZQ_ZQ)”t Eq. 12

Onde C, e C, sdo constantes de integracao ¢ dependem das condicoes iniciais.

A solu¢ao para u(t) pode ser reescrita como:

u(t)= A;cosw,t+ A, senw,t

Eq. 13
Onde a Eq. 13 fo1 obtida com o auxilio das Relagdes de Euler
+i .
e™'? = cosO+isend Eq. 14
Agora, as constantes 4; € A,sao dadas por:
u(0)=uy = 4;
LAB o
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Entao, em fun¢ao dos parametros fisicos temos:

__» O sistema vibra na sua
: fregiiéncia natural ndo
&0

ida |

u(t) = ug cosw,,t +| — |senw,,t amortecida | Eq. 16

W
n

Um exemplo grafico

T — 2_72' Periodo natural néo
LR amortecido [s] Eq. 17
— n
d v
"o , , , , : f, = 1 _ 9, Frequéncia natural
S | | | . 1 "I, 2xm ndo amortecida [Hz] Eq. 18
o
: U (A] . ) Médulo -
o angulo de fase
Outra forma da solucao
(04
u(t)=Ucos(w,t—a)=Ucosw, |t —— B 20
Wy, '

DYNAMICS LABORATORY
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Resposta Livre Amortecida

Neste caso, a equagao de movimento livre ¢ dada por
.. : 2
i +2cmw,u+ o, u=0 Eq. 21

E como no caso ndao amortecido assumimos a solu¢ao como

u(t)=C e" Bq. 22

Substituindo-se a Eq. 22 na Eq. 21 temos

(§2 +2¢cw, § + a)n2)€e§t =0 Eq. 23

De onde obtemos a equacio caracteristica do sistema amortecido

§2—|—2ga)n§-|—a)n2=0 Eq. 24
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Neste caso, a equacao caracteristica do sistema, Eq. 24 possui duas raizes
complexas conjugadas da seguinte forma

§1,2 = —6Wy Ty Jg? -1 £q.25

O valor do fator de amortecimento ¢ define trés casos possiveis:

e Sub Amortecido: 0<¢<1

* Criticamente Amort.: ¢ =1

 Sobre Amortecido: ¢ >/

3

Veremos cada um destes casos individualmente em seguida ‘
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a) Sistema sub amortecido £ </

o)

Caso mais

importante para a
Dinamica Estrutural !

J

Neste caso, escrevemos as raizes da equagao caracteristica como:

S1.2 =—600, Tiwy

Eq. 26

Onde neste caso, a constante @, € frequencia natural amortecida (rad.s™) do

sistema:

g :a)n\/]_gZ

E o periodo natural amortecido T, ¢ dado por

1y

3 2
i

Eq. 27

Eq. 28

Deve-se notar que este caso (£ < I) € o caso mais importante sob o ponto de
vista experimental e pratico. As grandezas @, ¢ T, sdo as grandezas mensuraveis

nos problemas reais.

LAB
T =3 Vi Al
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A solucao para a vibragao livre ¢ entdo escrita como (Eq. 22):

u(t)=e ' (4, coswyt + A, sen w,t) Eq. 29

Ou entdao em funcao das ClIs

Eq. 30

\4

O sistema vibra na
fregiiéncia natural
Amortecida |

?
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Outra forma de escrevermos a solucao seria:

u(t) =Ue * " cos(w,t — ) Eq. 31
Com:
. 2
) @, U ,
U? = u02 +| Y07 5%nM0 Amplitude Eq. 32
d
to o = to +cWplo Angulo de Eq. 33
g U fase
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a) Sistema criticamente amortecido {= 1/

As raizes da equacio caracteristica sio dadas por

S =—cw, Eq. 34

E a solucao fica:
u(t)=(C; +Cyt)e o Fq. 35

Ou em funcao das condi¢coes 1niciais

Eq. 36

b) Sistema sobre amortecido > 1

Definimos:

a)* o, Jg 2 _q freqiiéncia natural amortecida
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E a solu¢ao ¢ entao dada por

Eq. 38
Exemplos
1 —

=

g

<

=z 0.5 7

Oi

=

<

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1I
Tempo [s]

WN=
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Conforme discutido !

A solucao para a vibragao livre ¢ entdo escrita como (Eq. 22):
u(t)=e ' (4, coswyt + A, sen w,t) Eq. 29

Ou entdao em funcao das ClIs

Eq. 30

\4

O sistema vibra na
fregiiéncia natural
Amortecida |

?
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Outra forma de escrevermos a solucao seria:

u(t) =Ue * " cos(w,t — ) Eq. 31
Com:
. 2
) @, U ,
U? = u02 +| Y07 5%nM0 Amplitude Eq. 32
d
to o = to +cWplo Angulo de Eq. 33
g U fase
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I:;f!l n))))) SEM 5940 - Dinamica Estrutural 21 D Sl (I, earete ( < EESC - USP

DYNAMICS LABORATORY




Determinacao Experimental do Amortecimento

Consiste em utilizar a resposta livre amortecida do sistema de 01 GDL para se
obter estimativas do fator de amortecimento modal . Denomina-se de Método
do decaimento ou decremento logaritmico.
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Toma-se as amplitudes do movimento no inicio € no final de um ciclo, u, € uy,
respectivamente. Entao, temos com base na Eq. 31

B uP(tp) = UG_Cw”tPCOS(wdtP — a) Eq. 39
u(t) =Ue ¢! cos(w t —a) - AN
L uQ (tQ) = Ue_cw”tQ COS(wdtQ — a) Eq. 40
—Cwnt
up o Ue Cw PCOS(Q}dtP _04) _ Cwn(to—tp) __ _Cwntp Ea 41
Agora:  — = T —e =€ q.
ug  Ue S¥ntecos(wgtg — )
, , - : Tg=1tg—1p |
O decremento logaritmico o ¢ entao definido por
27
u _
S=In £ |=co,T, |$ Iy = > Ea. 42
1o Wy \/1 — 6

LAB
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Entao, das Egs. 28 e 42 obtemos

0 =c¢w,T; =

27g
J1-¢7

De onde obtemos o valor de £. Para valores de £ < 0,2

O =2n¢

Que ¢ equivalente a

Eq. 43

Eq. 44

Eq. 45
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PARTE 1l

SISTEMAS COM 01 GDL

RESPOSTA FORCADA

* Resposta harmonica — conceito de FRF
* Resposta a excitacao qualquer — Laplace, Fourier
Duhamel "« genoidal
* impulso
* aleatoOria
* pseudo-aleatoria
* chirp
* degrau
* rampa
* acustica

mii + cu + ku = 4
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2.7 - Resposta Forcada Harmonica

Sera considerado 1nicialmente o modelo com amortecimento viscoso:

u (1)

=

P 2
> m C

— L=

& & =

A A

Com o seguinte modelo de excitagao:

p(t) = po (sen(w t) + cos(w t)) . * p, — amplitude da forca
p(t) = posen(w ) p(t)=ppe’ | o« m— freqiiéncia do distarbio
p(t) = pocos(w t) B 46 harmonico
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A equacao de movimento € escrita como:

jot

mii + cu + ku = pye Eq. 47
Estudaremos o
Ou em funcao dos parametros modais: casoonde L <1'!
ti+2cw, u+a)u L J Eq. 48

Baseado na hipotese de linearidade do sistema, assumimos uma solu¢ao da forma

u(t) = erjwt

Eq. 49
A qual quando substituida na Eq. 34 fornece a solu¢ao para a amplitude U,
PV
U, = k&
U, = Fo [ \’ i2 / » \
Eq. 50 k — ma)2 + jcw ka) ) L ) Eq. 51
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De onde extraimos a FRF do sistema

U 1
H(a)) — —((()) — 3 . Eq. 33
Ug I1—r"+j2¢cr

Onde r = o/, ¢ denominada razdo admensional de freqiiéncias

A ultima expressao também pode ser expressa em termos dos parametros
fisicos do sistema

k—mao’ + jecw - D(w) B

LAB
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Portanto, quando escrevemos a excitacao do sistema na forma de uma
exponencial complexa, a solucao para a FRF do sistema ¢ essencialmente a

mesma, com excecao de que agora H(w) ¢ uma funcao complexa da
freqiiéncia de excitagao.

/
H(a))‘: Eq. 55
a !
Jk—ma®)? + 2o’
/
H(@)=— 5
k—mw” + jcw
- a(a)):tan_] e 3 Eq. 56
k—mo

Vejamos a 1lustracao graficas destas duas ultimas expressoes em funcao de @ !

LAB
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Graficos de H(w)

Magnitude

1/k
(I-r°) +(2¢r)°

H(w) =

Angulo de
Fase

Mais comentarios adiante !

LAB
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A soluc¢ao de regime permanente do sistema assume /

] .
up(t): 2 . Po e’
k—mw” + jcew Eq. 57

E a solucao completa fica entdo

u Jjot
u, (t,w)=H(w)p,e

wt

— N+ C :
u(t)=e SWpt U Coswyt + 10 + 5©no senw t |+ pOH(a))e]a”

Eq. 58
Wy

|
g~ Cwnt (Aicoswgt + Assenwgt)

[\

amento [m]

Qesloc
I
—

|
(e

Témpo [s]
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Amortecimento Histerético ou Estrutural

O modelo de amortecimento histerético (estrutural) ¢ aquele onde a forca de
amortecimento ¢ proporcional ao deslocamento mas em fase com a velocidade:

Eq. 59
Logo a Equa¢ao de movimento para o sistema de 01 GDL fica
mii + gk\u\ H + ku = p(t) Eq. 60
U

Outra maneira de escrever a equacao de movimento ¢ usando o conceito de rigidez

complexa

fp () = jnku(t) Eq. 61

onde 77 ¢ comumente denominado de fator de perda (loss factor)

LAB
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Assim temos a nova equacao de movimento para excitagao harmonica

mii+k(I+ jn)u =pOejwt

Eq. 62
Assumindo uma solucao da forma
u(t)ZUOejwt Eq. 63
Temos como solucdo para a amplitude de vibracao
Ug = pZO — ]/kz F, Eq. 64
k—mow” + jkn I-(o/w,)” +jn
E a FRF do sistema com amortecimento histerético ¢
Eq. 65

VISCOSO
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Grafico:

1

0] 50 100 150 200 250

Frequéncia [Hzf

O p—
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Excitacao Sismica — Isolacao de Vibracao

Neste caso o modelo € o seguinte

A entrada é o movimento
via suporte, tipico em
problemas de isolacdo !

JAVA JAVA\

E a equacdao de movimento ¢ a seguinte:

k(x—u)+c(X—1u) = mii Eq. 1

Definindo agora o deslocamento relativo entre a base ¢ a massa:

z=u—x| oOUu 2= —U Eq. 2
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Temos entao que a equagao de movimento no deslocamento relativo €:

mZ+cz+kz = pog (1) Fa.3

O lado direito da Eq. 3 € o carregamento efetivo que ¢ dado por:

Pefy (1) = —mX Eq.4

Observem que esta “forca efetiva” ¢ na verdade uma pseudo forca de inércia, pois
¢ dada pelo produto da aceleragao da base pela massa m ! E portanto, a massa
responde a esta forca como sendo a fonte de distarbio do sistema. De forma

alternativa, podemos expressar a equacao de movimento, Eq. 3 em funcao do
deslocamento absoluto da massa m. Neste caso temos:

mii +cu + ku = kx +cx Eq. 5
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Comparando-se os dois modelos acima descritos, Eq. 3 € Eq. 5, temos:

mZ+cZ+hkz = pog(t)] Eas mii+cu+ku=kc+cx| Eq7
* Descrita em termos do deslocamento * Descrita em termos do deslocamento
relativo z. absoluto u.
» Experimentalmente requer que x € u « Experimentalmente requer que apenas
sejam medidos e entdo z calculado ! u seja medido
* A excitacdo ¢ dada pela pseudo forga * A excitacao ¢ dada pela soma de parte
de inércia das forcas de mola e amortecedor !

Veremos em seguida a solucao de ambos os modelos para entradas harmonicas.
Inicialmente, consideramos o modelo descrito pela Eq. 6, definimos

Q?(t) = Xoejwt Eq. 8
Peff (1) =—mX Oej w1 Eq. 9

Agora, substituindo-se as Eqgs. 8 € 9 nas Egs. 6 € 7 temos
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.. : 2 ot . : . 't
mz +cz +kz =—-maw* X e’ Fa 10 mii+ cii+ku = (k + jew)Xge! | | |
Assumindo agora solu¢des harmonicas em z € u
z(t) = Zoeja)t Eq. 12 u(t) = UOQJCM Eq. 13
Substituicao das Egs. 12 € 13 nas Egs. 10 e 11 fornecem as amplitudes
—ma? (k+ jecw)
Ly = > Xy Eq.14 Uy = “5 Xo
k—mo” + jcw k—mo* + jew Eq. 15

Reparem que a equacgao caracteristica nos dois modelos ¢ a mesma !
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Com base nas Eqgs. 14 ¢ 15, podemos definir a Funcdo de Resposta em Freqiiéncia
de Transmissibilidade de Movimento, ou simplesmente Transmissibilidade

—ma)z

TRr(w) = é(a)) = -

X k—mw” + jcw

Eq. 16

TRa(@) = 20 ()= Ko |

X k—ma)2+jca)

As FRF definidas pelas Egs. 16 ¢ 17 sao importantissimas no estudo da 1solagao
de vibragao pois elas definem a quantidade de movimento transmitida pela base
para a massa m por unidade de movimento de entrada no suporte. Sao grandezas
adimensionais. A Eq. 16 define a transmissibilidade relativa pois a variavel de
saida € o movimento relativo (z =x - u) entre a base ¢ a massa m. A Eq. 17 define
a transmissibilidade absoluta, pois ¢ definida em termos do deslocamento
absoluto da massa m. Em func¢ao da razdo de freqiiéncias r = @ /@, temos :

2
TR () = 4

1—7° + j2a

Vejamos agora os graficos das duas 7R(w) j>

Eq. 18

TRa(w) = — 1 +I2¢

Eq. 19

1-7° + j2ar

T =3 DY A
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Transmissibilidade Relativa vs Absoluta

TRy¥

150 —

100 —

50

—— T

k+ jcw

V@)= IO

P X k—mao’ + jew
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Desbalanceamento Rotativo

O desbalanceamento rotativo ¢ uma fonte comum de excitagao em maquinas.
Considere o modelo abaixo para o estudo:

O desbalanceamento ¢ causado por uma massa excéntrica m com excentricidade
e que realiza um movimento circular com velocidade angular w.

LAB
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Cont. ...

Da sua posi¢ao de equilibrio estatico, a posi¢cao da massa m ¢ dada por

U, =u-+esenwrt Eq. 20

E a equacao de movimento de translacado fica entio

2
(M—m)ii+md—2(u+esena)t)=—ku—czl Eq. 21
dt

A qual pode ser rearranjada para

Mii + cui + ku = (mea)2 )sen wt Eq. 22

E a Eq. 22 mostra claramente que o desbalanceamento € a fonte de excitagao
do sistema. Assumindo uma solu¢cdao harmonica como antes, podemos achar
a amplitude do movimento ¢ seu angulo de fase

u(t) =Uysen wt Eq. 23

LAB
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De onde obtemos

mea)2

U 0= N > Eq. 24
(k= Mw?)? + (ew)
Cc@
g = Y 5 Eq. 25
—Mw
Ou na forma adimensional
M U 0 2 2
(r) = N - Eq. 26
moe " 1-r?) +(2ar)
2gr
189 =—"-
]—7r Eq. 27
LAB - - )
ST E)))))) SEM 5940 - Dinamica Estrutural 45 Drf. e I arate ( & EESC-USP

DYNAMICS LABORATORY




Cont. ...

Grafico do desbalanceamento rotativo
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O Método da Transformada de Laplace

A transformada de Laplace de uma funcao real e continua por partes ¢ dada por

LLf(0)]=F(s)

o0

j f®)e™tdt t>0 Eq. |

0

Onde s = o+ jw ¢ denominada variavel de Laplace, possuindo partes real e
imaginaria. O operador L ¢ denominado operador de Laplace. Algumas
caracteristicas desta transformada na solucao de EDOs sjo:

* Transforma a EDO em uma equagdo algébrica |

»Solugdo completa incluindo as CIs é obtida em um Unico passo

* Ndo existe duvida de quais CIs deveriam ser usadas, ja que a transformada as requer

automaticamente

» A transformada de Laplace lida com entradas ndo continuas de forma mais simplificada

Dominio do

Transformacao

e

Dominio de

Tempo => t Laplace => s
LAB o
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Propriedades Importantes

* Propriedade da Linearidade

 Diferenciacao

L [a;f7(t)+ar/5(t)|=a;Fi(s)+arFr(s) Eq.2
4 =sF(s)— Eq. 3
LT |5k () 1(0) -
d2f d
] _dt{_ =5?F(s)-5f (0)- (0 o 4
A" f | ot mdf . dVlf
L a _—S F(s)—s"" f(0)-s ” 0)-... s (0) Eq. 5

¢S Vi Al 50
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Cont. ...

* Integracao

L[ff(t)a’t]= T Eq. 6
e Teorema do atraso no tempo
L|f(t- t—al|l=e “F Fo.7
o-a)ulo-a]) = ()
19 “N
a [ a ‘
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Algumas transformadas uteis sao dadas abaixo

T =3 Vi Al 57
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2.15 - Resposta ao Impulso Unitario

e JJUN
Neste caso a excitacao ¢ dada por: 1 .
t-a)
& A
p(t) =5 | Eq. 8
. !
A equac¢ao de movimento € entao
2 2 ’
i+ 2co,u+ o, u=| —— |6(¢) Eq. 9

Considerando um impulso unitario em t = 0. Assumindo condic¢Oes iniciais nulas,
a transformada de Laplace fica

2
Wy,

k

(s° +2¢cw, s+ w,” YU (s) = Eq. 10
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E a solucao ¢

2
U(s) = On . ! . Eq. 11
s +2¢cw, s+ o,

Ou ainda

U(S)—wn2 ! Eq. 12
ok (s—s)(s—53) ’

Calculando a transformada inversa temos a solu¢ao no tempo ao impulso
unitario com condicoes iniciais nulas

2
)
u(t) = h(t) = 7”(/18’1"‘ + Besz’) Fo. 13

LAB
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Com §1,2 = —60, T10y Eq. 14
1
A — - Eq. 15
lZC()d
1
B=— Eq. 16
—z2a)d
0.1 I I I I | / —ca, t
u(t) p h(t)=| —— |e " senwyt| Ea 17
_ magy
oL —~ Para (=0
=0.05~ = 1
h(t)=| —— |senw,t Eq. 18
_0'10 I1 Iz |3 I4 I5 6 ma)n
t
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A Integral de Duhamel

O metodo de obtencgao da resposta baseado na Integral de Duhamel pode ser
desenvolvido a partir da resposta ao impulso unitario discutida no caso
anterior. Esta técnica ¢ baseada no principio da superposicao, valido apenas
para sistemas lineares. Veja a figura abaixo

4 p(Y  Impulso de duracio dr

A resposta ao impulso de duragao drt ¢:

— dl
du(t) = senw, (t —7) Eq. 19
mao,
dI = p(9dr
t E a resposta total sera a soma de todas as
> respostas incrementais, ou seja.
>| “«—
v dr t
1
u(t)=| — || p(r)senw,(t —7)dr Eq. 20
a)n
0
LAB L ]
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Ou simplesmente

u(t) = | p(e)h(t—7)ds

E para o sistema de 01 GDL amortecido temos

u(t) = ( jj p()e %D senaw, (t —7)dr Fa. 22
mawyg,

Estas duas ultimas expressoes sio denominadas Integrais de Duhamel sendo que
a Eq. 21 ¢ uma integral de convolucao. As Egs. 21 e 22 se prestam a obtengao
da resposta do sistema de 01 GDL a entradas gerais e condi¢des 1niciais nulas.
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Resposta a Excitacao Periodica Geral — Séries de Fourier

Veremos uma ferramenta muito util na obtencao da resposta forcada do sistema de

01 GDL a excitacOes periodicas: as Séries de Fourier !

Seja o sinal abaixo, periodico e de periodo 1gual a T

4 x(1)

Freqiiéncia Fundamental:

t E> . 27
\/ \/ \/ :
T . o
> Periddico !
Entao /
x(t+T)=x(2) Eq. 24
LAB . ]
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Idéia central: compor o sinal periddico il W AT
Através de sinais conhecidos !
S X;(t)
Sinal Periédico R ey
5 _10 2 3 4
Tempo [s]
-\' +
2 75!
. <
¥ 0 é)
=3 Xo(t) ‘é
Wy = 2(00 <
s an
0 1 2 3 4 -2
0 2 3 4
Tempo [s] Tempo [s]
Estes sinais conhecidos sdo na verdade 1 :
senos e cossenos cuja freqiiéncia seja 1 l’ ll IF ! 1] l' 1[ l l[ ‘( l ]( |
mdltipla da freqiiéncia fundamental do .
sinal periddico ! Z 0 Xn(t)
x(t) =idjsen(w;t) +Bj cos(w;t) + i .{ i “|wN = Nay,
oo 71
Az sen(wyt) +iB; cos(wyt) +... ° oty
39 Drf. Sralee S, Viarete ( /2 EESC - USP
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Cont. ...

Um sinal que seja periodico e continuo por partes, satisfazendo a Eq. 24 pode
ser expandido em series de Fourier de acordo com a seguinte expressao

o0 o0
_ &y
x(t) = Y + Z]a D cos(pawyt) + Z;bp sen( pwpt) Eq. 25
p= p=

Onde @, ¢ a frequiéncia fundamental do sinal, conforme definido pela Eq. 23 ¢
Os coeficientes a;, a, € b, sao denominados coeficientes da serie de Fourier,
¢ sao definidos de acordo com as seguintes expressoes

T+1,
_ ; Eq. 26
ay =2 j x(¢)dt !
.
T+1,
a, :% J.x(t) cos(pwyt )dt Eq. 27
w
T+1,
b, :% j x(t)sen( payt)dt Eq. 28
%
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Resposta do Sistema

Determinaremos agora a resposta do sistema de 01 GDL a uma entrada periodica
qualquer usando as Séries de Fourier. Lembrando que

mii +cu + ku = p(t) Eq. 29

Onde p(?) ¢ um sinal de forca periodico geral. Realizando a expansao por Fourier
e substituindo-se o resultado na Eq. 29 temos

o0 o0
.. : _1Po

mii + cu + ku —2+Zap cospa)OH-pr sen pwyt Eq. 30

p=1 p=1

A Eq. 30 ¢ equivalente a

mii + cti + fu = £0 Ba- 3t
mii + cii + ku = a , cos payt Eq. 32
mii +cu + ku = b, sen pawyt Eq. 33
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Cont. ...

Ja sao sabidas as solucoes de regime das Egs. 31, 32 ¢ 33

d
u;(t) = % Eq. 34
ap
k
(1) = cos(pwt—¢,) o35
VU= p2r?) + Cgry’ '
b
k
uz(t) = sen(part—¢, )
V= pPr?) +qry’ e
Com
_7|l 2c¢pr
¢p = tan [ QZQZ 2) Eq. 37
I—p°r
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Cont. ...

E entdo a solugao completa fica sendo

a = =~
0 k
u(t)y=—-+ cos(pwt—¢, )+
O oy oy )
p=INU—p7r7)" +(2gr) Eo g
q.
0 b,
k
-+ Z sen(pwt — @)
2.2\2 2 P
== p*r?Y + Cqr)
Note que a Eq. 38 representa apenas a solucdo de regime permanente
da resposta do sistema de 01 GDL. Se as condi¢des 1niciais sao nulas,
entdo a solucao transiente € nula ¢ a Eq. 38 ¢ a resposta total do sistema.
LAB ] ]
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Séries de Fourier Complexas

A base das Séries de Fourier complexas estdo nas seguintes relacoes

IT ot —jpot Eq. 39
COS pw,l = — [e]p% +e P ] !

1 Jpw At — Jp 5t
senpw0t=—le 0" —e 0 ] Eq. 40

2

Elas sdo definidas pela seguinte expressao
Q0
Pyt
x(t) = ZXpe]p 0 Eq. 41
p=—0

A Eq. 41 estabelece que um sinal periddico e continuo por partes pode ser
expandido como a soma de exponenciais complexas cada uma delas numa
frequiéncia multipla inteira da freqiiéncia fundamental do sinal !
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Cont. ...

Os coeficientes X, representam coeficientes de correlagao entre o sinal
X(1) e as exponencials complexas, € sao dados pela integral de Fourier

T
1 _
A = P x(t)e J Pyt Eq. 42
0

O par de equacoes dado pelas Egs. 41 e 42 ¢ freqiientemente chamado de
par de transformada de Fourier para sinais periodicos

Na pratica, quando dispde-se de uma amostra do sinal periddico, os X, podem
ser calculados a partir da seguinte expressao

1N
XpENZX(fi)e N p=012,..,(N-I) Eq. 43
i=1
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Para um sinal nao periddico as relagdes de Fourier sao as seguintes

x(t) = S JX(CO) e/ dw Eq. 44
27
X () = j x(t) e/ di
Eq. 45

LAB
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Resposta ao Impulso vs Resposta em Frequéncia

Lembramos que a resposta ao impulso de um sistema de 01 GDL com
Amortecimento viscoso (£ < I) ¢ dada por

1
h(t) :( j ~5% sen @, t Eq. 46
mawyg,
Usando a Eq. 78 podemos calcular a transformada de Fourier da Eq. 46
X(w)= j x(1) e P dt = I =60 gen w te ! dt :I Eq. 47
mawyg,

Desta forma, através das definigcdes acima € possivel concluirmos que

Ou seja, a resposta ao impulso é a

h(f ) = — I H (a)) 6] wtd (VU | transformada inversa de Fourier da Eq. 48
—00

resposta em Freqiiéncia e vice-versa !
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Fechando a idéia !

DOMINIO

|
' Y

TEMPO FREQUENCIA

| |

convolucao multiplicag:ﬁo

TFIT

TFIT
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Cont. ... Relacao entre Dominios
Funcao Transferéncia
FT
&2}
G& / , \
&0@“ o« DOMINIO
& N DE
b LAPLACE
\ /
PR

; A 72 a | A

DOMINIO DOMINIO

DO > DA
TEMPO — e e FREQUENCIA
o y 4 o 4
Equacoes Funcao Resposta em
Diferenciais Frequéncia
Tranformada de FRF
Fourier
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