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PREFÁCIO

!

iEste livro é baseado num curso cie pós-graduação em eletrodinâmica clássica 

que ministrei durante vários anos no Instituto de Física da Universidade de Sáo 

Paulo. Seu objetivo básico é apresentar a teoria eletromagnética e suas aplicações 

contexto da física moderna, expondo novos tópicos que geralmente não são 

tratados nos cursos de graduação.
Estes tópicos incluem uma discussão da origem eletromagnética da massa, 
consideração sobre o momento magnético anómalo do elétron, um modelo 

simplificado da propagação de ondas em fibras óticas, uma descrição das pro
priedades eletromagnéticas do plasma, uma ilustração do teorema de Noether e 

das leis de conservação nos campos eletromagnéticos, tratamentos físicos sobre 

o efeito Cherenkov e a radiação de sincrotron. O texto também introduz uma dis
cussão semiclássica sobre os monopolos magnéticos e a quantização da carga 

elétrica, que realça as principais idéias envolvidas.
O livro visa enfatizar os fenômenos associados à geração, propagação e 

interação dos campos eletromagnéticos com as várias formas de matéria. São elabo
rados aspectos significativos da eletrodinâmica relativística, que evidenciam a 

grande simetria e unidade existentes entre os campos elétricos e magnéticos. Os 

importantes processos de radiação que ocorrem durante o movimento das partículas 

carregadas são discutidos sistematicamente, destacanclo-se os efeitos relativísticos. 
Desenvolve-se em seguida a formulação lagrangiana covariante para os campos 

eletromagnéticos, que mostra uma conexão fundamental entre as simetrias do 

espaço-tempo e a conservação da energia-momento dos campos.

no

uma
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Os tópicos introduzidos são tratados de forma compreensiva, procurando-se 

expor claramente as deduções dos principais resultados. Para acompanhar todos 

os argumentos, supõe-se que o leitor tenha uma certa familiaridade com o material 
básico da eletricidade e do magnetismo. O texto é complementado por 201 

problemas, propostos no final de cada capítulo, que contêm aplicações instrutivas 

das ideias e métodos apresentados.
Desejo agradecer aos estudantes que proporcionaram a motivação para 

escrever este livro, e a Hatsumi Mukai por sua valiosa assistência. Agradeço também 

a Fernando Brandt e Roberto Baginski pela leitura do manuscrito, e a Luise Marion 

pelo auxílio na preparação das figuras.

■

m

—
Josif Frenkel —

=

!

i

/:
■■

;

V

l
íc5
c
c
5

*

;

t



T

3 i

'
;m

—

J 1—

_-

i
!

fundamentos de eletromagnetismoj
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I

i De acordo com a física contemporânea, as interações entre as partículas ele
mentares encontradas na natureza são de quatro tipos básicos: fortes, fracas, eletro
magnéticas e gravitacionais. As interações fortes e fracas têm um alcance da ordem 
de 10~13cm, sendo imprescindível neste caso a consideração de fenômenos quân
ticos. Por outro lado, as interações eletromagnéticas e gravitacionais são de longo 

alcance, o que possibilita um estudo clássico numa ampla variedade de processos.
Estaremos interessados aqui somente na interação eletromagnética. A expe

riência mostra que esta força de interação depende de uma característica funda
mental das partículas, denominada carga elétrica. A força de interação entre 
partículas de um dado tipo, como elétrons ou prótons, é sempre uma força de 

repulsão. A interação entre partículas de espécies diferentes tem um caráter tanto 
de repulsão como de atração. A convenção adotada é que os elétrons são negati
vamente carregados, sendo os prótons positivamente carregados. O sinal da carga 
de outras partículas elementares, como múons, píons ou káons, é determinado 
com respeito aos elétrops e prótons da seguinte maneira: partículas que têm uma 

carga do mesmo sinal serão repelidas, ao passo que partículas com cargas opostas 

serão atraídas. Na natureza, são encontradas também partículas neutras, tais como 

fótons e neutrinos.
Uma das características mais marcantes da carga elétrica é a sua conservação. 

A mais precisa evidência experimental para esta propriedade está baseada na 

observação da estabilidade do elétron, que implica efetivamente na conservação 

da carga elétrica. A razão é que o decaimento do elétron em partículas mais leves, 
como fótons e neutrinos, através da reação:

i
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(elétron) —» (fóton) + (neutnno)

é proibido somente pela conservação da carga. Esta reação não viola qualquer 

outra lei de conservação e ocorreria se a conservação da carga fosse violada. A pos
sibilidade do decaimento do elétron foi investigada olhando-se para a emissão 
espontânea de raios-X pelo átomo. Se um elétron numa camada interna do átomo 

desaparecesse repentinamente, um outro elétron de uma camada mais externa 
iria passar para o lugar deixado pelo desaparecimento do primeiro elétron. Neste 

processo, seria emitido um raio-X. Experiências cuidadosas realizadas entre 1975- 
1983 com iodo e germânio mostraram a ausência destes raios, levando à conclu
são de que a vida média do elétron é certamente maior que 2 * 1022 anos!

O objetivo deste capítulo é apresentar uma revisão da eletrostática e da magne- 
tostática, de modo que este material será exposto de uma fornia bastante concisa.

1.1 A LEI DE COULOMB E A SUPERPOSIÇÃO LINEAR

Um fato experimental de grande relevância mostra que a força entre duas 
cargas pontuais em repouso atua ao longo da reta que as une, sendo diretamen
te proporcional à magnitude de cada carga. Quanto à dependência da força com 

a distância, é usual enunciar os resultados experimentais na forma:

1
F ~ r2+e ’ (1.1)

í

onde ré a distância entre as cargas.
Em 1785, com o auxílio de uma balança de torção, Coulomb determinou 

que |e| < 0,02. Cerca de 80 anos depois, usando esferas condutoras concêntricas, 
Maxwell reduziu a incerteza de |e| para uma parte em 20.000. Experiências rea
lizadas na década de 1970 conseguiram alcançar um limite de |ê| menor que 
10~16. Este resultado foi obtido através de medidas do campo magnético da terra 

feitas com auxílio de satélites. Paralelamente, por meio da investigação do 
potencial (1/r)e~mYCT^li onde rriyé a massa do fóton, estas experiências implicam 

o limite: m^< 4 * lO-^g. Como termo de comparação, lembremos q 

do elétron é 9,1 • 10_28g. Portanto, podemos realmente afirmar que a força 

entre duas cargas puntiformes em repouso é inversamente proporcional ao qua
drado da distância entre as mesmas:

(

i
ue a massa

{

i

F12-C—er , (1.2)

;

ã
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onde F12 representa a força exercida pela carga q2 sobre a carga q{, sendo êr o vetor 
unitário cuja direção é de q2 para qv A constante Cdepende do sistema de unidades. 
Em virtude da interdependência relativística entre os campos elétricos e mag
néticos, vamos adotar o sistema de unidades gaussiano, onde E e B têm as mesmas 
dimensões fundamentais. Neste sistema de unidades, temos que C- 1.
O campo elétrico é definido através da força que atua sobre uma carga teste q', 
que deve ser suficientemente pequena de modo a não alterar a distribuição das 
outras cargas que criam o campo:

F
E = —- . (1.3)

?'

Assim, o campo elétrico produzido por uma carga q será:

Figura 1.1

Uma propriedade muito importante das equações do campo eletromagnético 

é a sua linearidade, o que permite a aplicação do princípio de superposição. No nível 
macroscópico, uma ampla diversidade de experiências sustentam a superposição 
linear no nível de precisão de 0,1%. E a linearidade que permite, por exemplo, a 

propagação independente de centenas de ondas eletromagnéticas nas linhas de trans
missão. Existe uma não-linearidade quântica devida ao princípio de incerteza. Este
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possibilita a criação momentânea de pares elétron-pósitron por dois fótons e o sub
sequente desaparecimento dos pares, com a emissão de dois fótons diferentes. O 
processo de espalhamento quântico da luz pela luz está indicado na figura 1.1.

Os dois fótons incidentes com vetores de onda lq e k2 criam dois pares virtuais. 
O elétron do primeiro par aniquila o pósitron do segundo, produzindo um fóton 
com vetor de onda k3. Por outro lado, o pósitron do primeiro par e o elétron do 
segundo se aniquilam, emitindo o fóton com vetor de onda k4. Vemos assim que 
as duas ondas incidentes não se propagam independentemente, mas interagem 
e se transformam em duas ondas emergentes com vetores de onda diferentes. 
Neste caso, o acoplamento de um fóton com um par elétron-pósitron é da ordem 
da carga do elétron, que é igual ao negativo da carga do pósitron. Assim, o desvio 

da linearidade será proporcional à [e/(hc)lS2]4 ~ 5,33 * 10“õ.
Voltemos agora para a equação (1.4), a partir da qual podemos verificar que 

o rotacional de E se anula:

;

!

í

:

:•.
v
!
'
-

1
í
■

VxE = 0 . (1.5)

Visto que o rotacional do gradiente é identicamente zero, podemos escrever o 
campo elétrico na forma:

E = -V<D , (1.6)

onde a função <í> é denominada potencial escalar do campo eletrostático. Sendo 
que o campo elétrico associado com uma carga puntiforme varia como l/r2, 
podemos aplicar a lei formulada por Gauss em 1813. Esta lei afirma que, se uma 
carga q for contida numa região do espaço limitada por uma superfície S, então 
a integral de superfície da normal de E será: )

^E-da = 47tç .
(1.7)

Para verificar esta lei, considere o fluxo elétrico através do elemento de área da 
na figura 1.2. Em termos do elemento de ângulo sólido dQ. subentendido por da, 
podemos escrever que:

E-da = 4 èr ■ da = qd£l .
r
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'
:

!

1

Figura 1.2

U

Integrando este resultado sobre todos os ângulos, obteremos então a relação (1.7). 
De acordo com o princípio de superposição, a carga q nesta equação pode ser 
interpretada como sendo a carga total dentro da superfície 5. Sendo Vo volume 
delimitado por esta superfície, e aplicando o teorema da divergência (A. 11) para:

i

£e • E dv , (1.8)

podemos escrever a lei de Gauss na forma:

ívJv = 4nq = 4njp dv■ E dv

onde p representa a densidade total de carga volumétrica. Sendo esta relação válida 
para volumes arbitrários, obteremos assim a forma diferencial da lei de Gauss:

VE = 47ip , (1.9)

Usando a relação (1.6), podemos expressar a lei de Gauss em termos do potencial 
escalar <I>,

V20 = -47tp , (1-10)

que representa a equação de Poisson. Na região livre de cargas, esta equação se 

reduz à equação de Laplace:
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:
!

(í.ii)V2<D = 0 .

As soluções gerais destas importantes equações serão discutidas no capítulo 3. 
Comparando as formas (1.4) e (1.6), vemos que para uma carga puntiforme

teremos:1

» ? AV<D = -*

Integrando esta equação, o potencial da carga q será:

<t> = z . (1.12)
r

É importante observar que o potencial é definido a menos de uma constante 

aditiva, visto que o campo elétrico obtido do gradiente de <É> não é afetado por 
esta constante. Somente diferenças de potencial têm significado físico, de modo 
que esta constante foi omitida em (1.12).

O potencial devido a uma distribuição volumétrica de cargas pode ser obtido 
usando o princípio de superposição, somando-se as contribuições de todas as 
cargas. Sabemos que estas são múltiplas da carga do elétron, cujo módulo é dado 
por: *=4,8 • 10"10u.e.c. Entretanto, a descontinuidade da carga não é, em geral, 
importante do ponto de vista macroscópico. Por exemplo, um capacitor de 1 
microfarad, cujos eletrodos têm uma diferença de potencial de 100V, contém cer
ca de 1014 elétrons em cada eletrodo. Assim, podemos considerar na prática a dis
tribuição de carga como sendo contínua. Neste caso, vamos designar por r' a po
sição do elemento de carga, e por r a posição do ponto de observação P, conforme 

mostra a figura 1.3. Então, a quantidade rque aparece em (1.12) deverá ser subs
tituída por Ir - r'l, de maneira que o potencial de uma distribuição contínua de 
cargas será dado pela expressão:

I

Jv ]P(00>(r) = dv' (1.13)r-r'

O potencial escalar tém uma interpretação física quando consideramos o trabalho 
realizado sobre uma carga teste q', trazida do “infinito” para o ponto r, na presença

i
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de um campo elétrico E. Sendo que a força que age sobre a carga é ^'E, o trabalho 
realizado será:

-q' T E • dl = </ T V O • dl .
J 00 J 00

W =

Figura 1.3

O sinal negativo aparece porque estamos calculando o trabalho feito sobre a carga 
contra a ação do campo elétrico. Tomando a origem do potencial no infinito, o 
trabalho pode ser escrito como:

W = q'<b( r) (1.14)

Deste modo, o produto do potencial pela carga pode ser interpretado como a 
energia potencial da carga no campo elétrico.

1.2 ENERGIA DO CAMPO ELETROSTÁTICO

Vamos calcular a energia de interação de um sistema de cargas. Para isso, seja 
qx uma carga mantida fixa num certo ponto do espaço. Uma carga q,„ que está 
inicialmente no infinito, é transportada para um ponto situado a uma distância 

q9 da primeira carga. De acordo com a relação (1.14), e usando para <í> a expressão 
dada em (1.12), o trabalho realizado para deslocar a segunda carga é igual a:

_ M2WI2 =
r12
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Continuando este procedimento para um sistema de Ncargas, encontramos que 

o trabalho realizado para trazer do infinito a A^ésima carga será:

W = \ *L + ... + ^ +1 ÍL + ...
2 ri2 riN J 2 [_r2i

+ ÍN_ +...
r2N

(1.15)

= iXI r
* i k rik

(i * k).

O coeficiente 1/2 é introduzido porque, na dupla somatória, os mesmos termos 
que correspondem a um dado par de partículas são encontrados duas vezes. 
Introduzindo que é o potencial produzido por todas as cargas exceto a j-ésima, 
podemos escrever (1.15) na forma:

í

r

O trabalho realizado na formação desta distribuição de carga é igual à energia 
potencial armazenada no sistema de partículas. Assim, passando para uma dis
tribuição contínua de cargas, teremos que:

U = \ Yu^^i^\\p^dv * (1.16)
i

Fazendo uso da equação (1.9) para expressar p em termos de E, podemos escrever 
(1.16) na forma:

U = — ÍOV 
Sn J

18JjV(cf>E)du-jE- V®dv =• E dv = —

= \~ 
J 8 TC

dv + — i O E • da 
87t Js

A integral sobre a superfície S que tende a infinito se anula, visto que: ~ l/r, 
l/r2 , S~ r2 quando r—> ©o. Portanto:
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I

u = í — dv .
J 8 71

(U7)

\

Esta expressão não contém qualquer referência sobre as cargas elétricas. É 
claro que (1.17) representa neste caso particular a energia do campo eletrostático. 
Isto conduz naturalmente à identificação do integrando com a densidade de 
energia u:

i,

(1-18)U =
r

que indica que o campo é uma quantidade física, sendo que regiões com campos 
intensos contêm considerável energia.

Para ilustrar o conceito da energia armazenada nos campos, vamos consi
derar o exemplo de uma esfera uniformemente carregada. Se a esfera tem raio 
Re a carga Q é uniformemente distribuída através do seu volume, podemos 
facilmente calcular o campo elétrico fora e dentro da esfera com o auxílio da lei 
de Gauss, obtendo:

I

e = 4í para r > R (1.19) ■

r2 !

Qr .
r fE = para r < R (1.20)

R3

A energia no campo elétrico é:

ql+ql=iql
10 R 2 R 5 R

U = — f E~ dv + —~ f
gft Jr<R 87^; JrZR

E2 dv = (1.21)

Esta fórmula tem uma importante aplicação prática, podendo ser usada para 

calcular a energia eletrostática do núcleo atómico. Por exemplo, o núcleo de 
urânio tem uma carga 92e e um raio 7,4 * 10-13 cm. Se considerarmos esta carga 

como sendo uniformemente distribuída, então:
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3 (92 x 4,8 • IO'10)2 
5 7,4 ■ 1(T1S

erg = 1,6 IO-3 erg = 990MeV .U = -

A energia liberada na fissão do urânio resulta desta grande quantidade de 
energia armazenada no núcleo. A energia eletrostática do núcleo do urânio não 

fornece apenas a energia cinética dos produtos de fissão, mas compensa também 
o aumento da energia nuclear que ocorre durante o processo de fissão (as intera
ções fortes no núcleo são atrativas e se opõem à fissão.) Portanto, a energia libe
rada nos reatores nucleares e bombas atómicas é realmente energia eletrostática.

1.3 MEIOS DIELÉTRICOS E A POLARIZABILIDADE MOLECULAR

As considerações sobre as consequências da lei de Coulomb apresentadas 
nas últimas seções são válidas somente no caso de cargas isoladas situadas no vácuo. 
A presença da matéria requer a modificação destas equações. Certos materiais 
exibem a propriedade de que seus elétrons não têm a liberdade de se moverem 
sob a influência de um campo elétrico aplicado. Contudo, estes materiais, chamados 
dielétricos, podem ser polarizados pelo campo elétrico externo. A polarização 
pode resultar do alinhamento de moléculas que têm uma assimetria natural na 

sua distribuição de carga, como, por exemplo, a molécula polar da água. Outra 
possibilidade resulta de uma assimetria induzida em moléculas inicialmente 
simétricas. Certamente, nem todas as moléculas polares estarão precisamente 
alinhadas pelo campo, tendo em vista que o movimento térmico tenderá a cancelar 
a polarização, mas uma média temporal sobre o movimento aleatório de cada 
molécula resultará numa polarização parcial na direção do campo aplicado. Por 
outro lado, a polarização induzida não é influenciada pelos efeitos da temperatura.

A polarização resultante num dado volume do meio sofrerá flutuações devi
das ao movimento aleatório das moléculas polarizadas de cada tipo, para dentro 
ou para fora do elemento de volume. Portanto, em qualquer elemento de volume 
a polarização local será uma função do tempo, e num dado instante a polarização 
irá variar de uma região para a outra.

• Em geral, estaremos interessados no valor médio da polarização no meio, 
considerando médias sobre regiões com dimensões lineares da ordem de 10"4 a 
10"3 cm. Nestas regiões, que contêm um número enorme de moléculas, as flu
tuações podem ser geralmente desprezadas. Neste caso, estamos nos restringindo 
ao exame de fenômenos macroscópicos, sem considerar os detalhes microscópicos. 
As equações resultantes no processo do cálculo do valor médio são chamadas de 
equações macroscópicas do campo.

:
1

;

:

(

I
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Então, o estado elétrico médio de um dielétrico será especificado pelo 
momento de dipolo P por unidade de volume, chamado de polarização do meio. 
Esta polarização produzirá uma densidade efetiva de carga volumétrica dada por:

p' = - V P . (1.22)

Para provar esta relação, imaginemos o dielétrico dividido em células pequenas 
de dimensão d, conforme mostra a figura 1.4.

■

!

í
;

I
y

P

/ */ ■7’

d

d

Figura 1.4

Em cada uma destas células, os dipolos moleculares produzirão nas faces uma 
carga efetiva ±q' tal que: c(d - Pd3, o que implica na relação c[- Pd2. E claro que, 
se a polarização for uniforme, estas cargas irão se cancelar nas faces adjacentes, 
de maneira que, para obtermos uma carga de polarização não-nula, P deverá variar 
no espaço. Supondo por simplicidade uma variação na forma: P = êJPx{x), podemos 
então usar a expansão de Taylor para as contribuições oriundas das células cen
tradas em x = 0 e x = d, obtendo

dPxq'(0) = Px(0)d2 , q'(d)=Px( 0) + d2 .^7 áox J0

Consequentemente, a densidade efetiva da carga de polarização volumétrica será:

dPxA q q'(0)-q'(d) 
P rf3d3 dx
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Generalizando este resultado, chegamos então à relação (1.22). Sendo que a carga 
total de polarização é nula, aparecerá nas fronteiras do dielétrico uma densidade 
de carga superficial p ^ Para calcular esta densidade, usaremos a condição de ser 

a carga total de polarização nula:

J^p' dv' +jsP's da = 0 ,

onde S representa a superfície do dielétrico, juntamente com a relação (1.22). 
Usando o teorema da divergência, obtemos:

h ,

—<j>^ P ■ íi da + ^ p'5 da = 0
■i

•í
:i i Visto que a superfície Sé arbitrária, resulta que a densidade superficial da carga 

de polarização será:
i

p's=Pn . (1.23)

Estas relações têm uma importante aplicação na determinação do campo elétrico 
efetivo que atua sobre uma dada molécula. Devido à polarização das moléculas 

adjacentes, que criam um campo elétrico interno E. suplementar ao campo médio 
macroscópico E, o campo molecular local será dado por E + E-. Para determinarmos 

o campo interno E?, consideremos uma esfera em torno da molécula, suficien
temente grande do ponto de vista microscópico, mas pequena do ponto de vista 
macroscópico, conforme indica a figura 1.5. Neste caso, a polarização pode ser 
considerada uniforme através do volume da esfera, de modo que p = - V ■ P = 0 . 
A densidade de carga superficial devida às moléculas exteriores à esfera será P • n 
onde h é o vetor unitário normal à superfície da cavidade. O campo interno E-, no 
centro da esfera, é paralelo a P, com uma magnitude dada por:

!
1

;
í
-
';

(Pcos 0)(cos 0)E-=í r2dCl
r2esfera 3

Devemos agora adicionar à expressão anterior as contribuições devidas às moléculas 
situadas dentro da esfera. Entretanto, se a distribuição das moléculas for ao acaso, 
como num gás, é fácil ver que estas contribuições se cancelam. A mesma conclusão

mi i
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pode ser tirada quando a distribuição for altamente simétrica, como num cristal 
(verjackson, cap.4). Portanto, nestes casos o campo efetivo local será dado por:

= E + —P .Eef (1.24)
3

n

0
/ N/ \ >v/ \

i Pi i\ i\ > !\ /\ ✓\ y

I

Figura 1.5

Num meio dielétrico é conveniente distinguir entre cargas livres e cargas de 
polarização. Denotando estas densidades por p e p respectivamente, e lembrando 

que no lado direito da equaçãò (1.9) devemos considerar a densidade total de 
cargas, podemos escrever a lei diferencial de Gauss como:

V ■(E + 47tP) = 47tp

onde usamos a equação (1.22) para relacionar p' com a polarização P. O vetor\

D = E + 4ti;P (1.25)

foi denominado por Maxwell de vetor de deslocamento, numa época (1861) em 
que se acreditava què seus efeitos eram inteiramente devidos a deslocamentos 
mecânicos. Portanto, a lei de Gauss para meios dielétricos fica:

V • D = 47tp , (1.26)

onde p representa somente a densidade de carga livre.
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Experimentalmente, observa-se para uma grande classe de materiais que á 

polarização induzida P é proporcional ao campo E, pelo menos para intensidades 
do campo que não são muito elevadas. Então, podemos escrever que P = X<?E, onde 
\eé a susceptibilidade do meio. Neste caso, o vetor deslocamento terá a forma: A

D = (1 +47txP)E = sE , (1.27)

onde e é chamada de constante dielétrica do meio.
Escrevemos a constante dielétrica como um simples fator de proporcionalidade. 

Entretanto, em certos materiais como cristais, encontra-se que em geral D e E não 
são colineares, de modo que sé de fato um tensor. Aqui, consideraremos apenas 
o caso mais simples em que e é um escalar. Se, além disso, o meio for linear e 
homogéneo, então eserá também independente da posição no material. Claramente, 
no vácuo clássico que não pode ser polarizado, temos que e = 1.

(

1.4 AS LEIS DE AMPÈRE E BIOT-SAVART l

Além da lei de Coulomb, um outro importante resultado experimental é o 
fato de que correntes elétricas produzem campos magnéticos. Quando uma 
corrente /passa através de um fio condutor, observa-se que a integral de linha do 

campo magnético B ao longo de uma curva fechada T que circunda o fio é pro
porcional à corrente. Esta propriedade, enunciada pela primeira vez por Ampère 
em 1825, pode ser escrita na forma:

i

!

Jr C
(1.28)

A constante de proporcionalidade 4k/cé consequência da nossa decisão de 
adotar o sistema de unidades gaussiano. A quantidade cé a velocidade da luz no 
vácuo e o motivo do seu aparecimento na lei de Ampère ficará claro depois de 
estudarmos as propriedades de onda do campo eletromagnético.

Alei de Ampère pode ser expressa, também, numa forma diferencial, escrevendo 
a corrente / em termos de uma densidade de corrente J

1 = ív J • da (1-29)
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onde 5 representa uma área aberta delimitada pela curva T, conforme mostra a 
figura 1.6.
Usando o teorema de Stokes (A. 15), poderemos escrever que:

■ da = — í J da
c

<frB-dl=fs(VxB)

Tendp em vista a arbitrariedade da área S, obteremos a relação:

4 nV x B = —— J , (1.30)
C

que é a forma diferencial da lei de Ampère. Notemos que J representa a den
sidade total de corrente e que este resultado é válido somente para correntes esta
cionárias onde: V • J = 0. No capítulo 4, este resultado será generalizado para o 
caso em que as correntes variam com o tempo.

\ J
33^/

€ I

Figura 1.6

Baseados em experiências realizadas em 1820, Biot e Savart relacionaram o 
campo magnético com o elemento de circuito percorrido por uma corrente esta
cionária /, conforme indica a figura 1.7.
Em termos da geometria mostrada na figura, pode-se escrever que:

I dr' x (r - r')dB =
i i3c r - ri (1.31)
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Usando a relação

r-r' 11 = -V'V (1.32)

M >$r-r' r-r

E

=

k
rf

Figura 1.7

onde V denota o gradiente com respeito às coordenadas r do ponto de observação, 
e integrando ao longo do circuito a relação (1.31) obtemos que: i

!

!1

LÁ 1dr'x VB(r) = -í k-r'L
..(

Com o auxílio da identidade vetorial (A.7)2

U

dr' 1 1Vx V x dr'+ V x dr'lr-r'IJ |r-r'| r-r'

e, tendo em \dsta que o operador V não atua nas coordenadas r', chegamos à 
relação:

Esta expressão pode ser generalizada para o caso de correntes volumétricas, através 
da substituição: / dr' —»J dv’. Então: i
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(1.33)1

representa a forma integral da lei de Biot e Savart. Esta lei implica a lei de Ampère, 
da mesma maneira que a lei de Coulomb implica a lei de Gauss. Para mostrar esta im
portante conexão, calcularemos o rotacional de B, usando a identidade vetorial (A.5).

V x (V x V) = V (V ■ V) - V'V

que é válida para um campo vetorial arbitrário. Então, sendo que o operador V 
não atua sobre J(r'), o rotacional de (1.33) fica:

(1.34)

- [j(r')V2 r 
C J (Jr

Para simplificarmos esta equação, usaremos a relação (B.10):

1v2 = -4xc<5(r - r') (1.35)
r-r'

onde 5 representa a função delta de Dirac. Quando r ^ r', esta função se anula e 
(1.35) pode ser verificada por diferenciação direta. Assim, usando também (1.32), 
as integrais da expressão (1.34) podem ser transformadas para:

(1.36)

4 K r ''jdv'+ — r-
c



34 • Princípios de Eletrodinâmica Clássica

Integrando por partes a primeira integral e usando as piopiiedades da função 

delta na segunda, ficamos com:

VXB = lcVí 0.37)
r-r' c

Mas, no caso de correntes estacionárias, V' • J(r') = 0, de maneira que (1.37) é comple
tamente equivalente à forma diferencial da lei de Ampère dada pela equação (1.30). 

Voltando agora à relação (1.33), podemos definir o potencial vetor A por:I:

A = 1 í -l(r) 
c J |r

dv' , (1.38)

-A:
f

de modo que é possível escrever o campo magnético como:

B = V x A . (1.39)

í Tendo em vista que a divergência do rotacional se anula, vemos que:

f V ■ B = 0 (1.40)

i
i

I
Esta relação mostra que não existem densidades macroscópicas de cargas magnéticas 

livres que possam gerar o campo magnético B. Conforme veremos no capítulo 16, 
este resultado não exclui a possibilidade da existência de estados ligados de monopolos- 
antimonopolos magnéticos, em regiões do espaço com dimensões microscópicas.

Nos próximos capítulos, o potencial vetor A será de muita utilidade em diversas 
aplicações que envolvam cargas e correntes. Aqui vamos apenas observar que, 
para uma carga puntiforme q que se move com uma velocidade v no ponto rQ, a 
densidade de corrente equivalente é:

!

J(r') = p(r'-r0)v = ?<5(r'-r0)v . (1.41)

Substituindo esta relação na equação (1.38), e escolhendo por simplicidade a 
origem na posição instantânea da carga, obtemos:
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v qA(r) = — (1.42)k
c r

Portanto, o potencial vetor de uma partícula carregada em movimento é pro
porcional ao potencial da carga (1.12)\ Como veremos no capítulo 8, a velocidade 
Finita de propagação dos efeitos eletromagnéticos requer a modificação apro
priada das relações (1.12) e (1.42) para partículas relativísticas.I

1.5 FORÇAS MAGNÉTICAS

;
As experiências de Ampère reportavam-se inicialmente à força que um fio 

percorrido por uma corrente sofria na presença de um outro circuito que produz 
um campo magnético. Neste caso, um elemento de corrente do fio na presença 
de um campo B sofre uma força:

dF = — (f/l, x B) . 
c

(1.43)

Se o campo B é devido ao circuito com a corrente /9, vemos então, usando a equa
ção (1.31), que a força experimentada pela espira com corrente Ix será:

■

í/lj X (í/ly X Tjg)Ú *12 = (1.44)4

onde r]9 é o vetor distância do elemento de linha ífl9 ao elemento de linha dlj, 
conforme está na figura 1.8.

Figura 1.8

/
1
J
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Então, a força F21 sobre a espira com corrente J2 deverá ser obtida de (1.44) 
trocando os índices 1 e 2, isto é,

*

d2 x ^ x r2j j-wF2i = (1.45)3
r12

A partir da terceira lei de Newton da ação e reação, esperamos que F12 + F21 - 0. 
Contudo, se somarmos (1.44) e (1.45), encontramos, usando a fórmula (A.2):

\
\.
:

Ax(Bx C) = (A-C)B-(A-B)C
)

em cada integrando, que:

^2(^1 ’ r12 ) ^l(^2 ’ r21)

.3 + .3F12 + F21 ” (1.46)4r12i
i

Os integrandos no lado direito desta equação não são obviamente zero, mas 
podemos mostrar que as integrais sobre os circuitos fechados se anulam. Na pri
meira integral por exemplo, sendo que r 12/r f2 = -V(l/r12), a integração sobre 

dl j dá um resultado proporcional a:

<j)V — ■d, =0
\ r12 )

visto que a integral de um gradiente ao longo de um circuito fechado se anula. 
Vemos desta maneira que a terceira lei de Newton é satisfeita.

Em muitos tópicos que iremos discutir, será necessário considerar os efeitos 

de cargas isoladas em movimento. Para obtermos a expressão da força que atua 
sobre uma carga q, usamos a relação (1.43), onde o elemento de corrente I\dli 
pode ser considerado equivalente a qv, o produto da carga da partícula e sua 
velocidade. Portanto, a força magnética sobre uma carga em movimento é:

F_=~vxB (1.47)mg
C
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Se a carga for também sujeita a uma força elétrica, então a força total será i
1F = q E + -vxB (1.48)
c

Este resultado, obtido por Lorentz em 1892 a partir dos dados experimentais, vale 
também para campos dependentes do tempo. No capítulo 11 iremos obter esta 
expressão a partir da lei da força coulombiana, usando as transformações gerais 
da teoria da relatividade.

1.6 MATERIAIS MAGNÉTICOS E O MOMENTO MAGNÉTICO

O trabalho de Ampère mostrou que os efeitos magnéticos observados na 
natureza são consequências das correntes associadas ao movimento de cargas. 
Assim, numa visão elementar, podemos considerar o movimento orbital dos elétrons 
em átomos e moléculas como as fontes que produzem o magnetismo. Cada átomo 
ou molécula seria então equivalente a um pequeno dipolo magnético. Esta descrição, 
embora não seja adequada em detalhes, é qualitativamente correta e suficiente para 

o nosso propósito de determinar os campos magnéticos macroscópicos na matéria. 
Vamos, portanto, representar cada dipolo magnético devido a um pequeno circuito 
de corrente como na figura 1.9. Sendo /a corrente no circuito e í/a o elemento

Figura 1.9

de área direcionado normalmente ao plano do circuito, o dipolo magnético é:

-Sm = — J
cJ*

r/a = (1.49)
c

onde S é a área direcionada do circuito planai'. Esta definição é consistente com a defi
nição usual de dipolo elétrico, no sentido de que torques exercidos sobre dipolos em 
campos externos uniformes são dados por expressões análogas (veja o problema 1.11):



38 • Princípios de Eletrodinâmica Clássica

!
= m x B (1.50)T, = p X E , T„,

Na matéria não-magnetizada existe uma distribuição aleatória dos dipolos 
magnéticos elementares, mas, se o material é colocado num campo magnético, 
ocorre um alinhamento parcial. O grau do alinhamento depende da natureza do 
meio. Existem três classes gerais de materiais: materiais paramagnéticos, onde o 
alinhamento está na direção do campo, mas é fraco; materiais ferromagnéticos 
onde o alinhamento é na direção do campo, sendo fortemente orientado, e 
materiais diamagnéticos onde o alinhamento é fracamente orientado no sentido 
oposto ao campo magnético externo. Toda matéria é intrinsecamente diamag- 

nética, mas o diamagnetismo é sobrepujado por efeitos paramagnéticos e ferro
magnéticos que ocorrem em certos materiais.

Este alinhamento produz um momento de dipolo magnético médio M por 
unidade de volume, em analogia com a polarização elétrica P. Podemos mostrar 
que os dipolos magnéticos moleculares, produzindo a magnetização M, equivalem 
a uma densidade de corrente:

í i
i
I

i

j
.

;
,!
!

i

J=cVxM (1.51)

Para verificar isto, consideremos a componente z da magnetização resultante de 

dois circuitos adjacentes, conforme mostra a figura 1.10. Para obtermos uma

y

Mz(x+dx)

x

z

Figura 1.10

densidade de corrente equivalente não-nula, é necèssário ter uma magnetização 
não-homogênea, de forma que o cancelamento das correntes 
centes não seja total. Usando (1.49), o dipolo associado a um circuito será:

regiões adja-em
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— f/x f/)) ê3 = M dx dy dzm =
c

si Assim, teremos para o circuito 1 e 2 que:

dMz/, = cM.dz , /2 = cMz(x + dx)dz = c Mz + dx dz
dx

A diferença entre /, e /9 equivale a uma corrente efetiva na direção y ao longo da 
região adjacente:

dM.
Iy = J' ydxdz = L f/xí/z-c

<9x

Este resultado para J' corresponde precisamente à componente y da densidade 
de corrente J' dada pela equação (1.51).

Num material magnético é conveniente distinguir entre correntes livres e 
correntes de magnetização. Se denotarmos estas densidades de correntes por J e 
J' respectivamente, e lembrando que no lado direito da equação (1.30) devemos 
considerar a corrente total, podemos escrever a lei de Ampère como:

.i

V x (B - 47tM) = — J , (1.52)

onde usamos a equação (1.51) para eliminar a densidade de corrente de mag
netização. Em termos do vetor de intensidade magnédca H definido por:

H = B - 4nM , (1.53)

podemos escrever a lei de Ampère para meios magnéticos na forma

471
V x H = —J . (1.54)

C

1
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Note que a densidade de corrente J na equação (1.54) denota somente as cor
rentes livres, ao passo que na equação (1.30) representa todas as correntes, incluindo 
aquelas devidas à magnetização.

Em materiais paramagnétícos e diamagnéticos, encontra-se experimentalmente 

que M é proporcional ao campo H : M = x„H> onde x„, é a susceptibilidade mag
nética. Assim:

B = (l + 47txWJ)H = juH , (1.55)

onde pé a permeabilidade do material. No vácuo, temos que p = 1. Materiais magné
ticos lineares podem ser classificados de acordo com a sua permeabilidade: p < 1 
para materiais diamagnéticos, p>\ em meios paramagnéticos e p- > 1 para 
materiais ferromagnéticos. A simples proporcionalidade entre B e H não é válida 

para materiais ferromagnéticos, exceto para campos fracos. Na presença de campos 
intensos, devemos usar a relação B= B(I4) determinada experimentalmente.

1.7 COND1ÇOES DE CONTORNO
í

Vimos que os campos elétricos e magnéticos são influenciados pelos efeitos 
de polarização e magnetização. Podemos então esperar que estes campos vetoriais 
sofrerão mudanças na superfície entre dois materiais diferentes. Para determinar 
estas variações, consideremos o vetor D na superfície de dois meios, conforme 
está na figura 1.11. Vamos escolher um pequeno volume de área transversal A, 
cuja altura h normal à interface é muito menor que qualquer outra dimensão. 
Aplicando a lei de Gauss (1.26) na forma integral

j D - da = 4nq , (1.56)

Figura 1.11
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a este elemento, obteremos no limite de h—» 0 a relação:

n • (D2 - Dj ) = 471(7 , 0.57)

onde a é a densidade de carga livre na interface. Portanto, a variação da com
ponente normal de D é proporcional a cr. O comportamento da componente tan
gencial de E pode ser obtido analisando o circuito mostrado na figura 1.12.

r

;
Figura 1.12

>

F Aplicando o teorema de Stokes, temos:

JrE-d = Js(VxE) • da. = 0 .

Assim no limite em que h—> 0, obteremos a relação:

&21 ~ E\t > (1.58)

que mostra a continuidade das componentes tangenciais do campo elétrico na 
interface. Notemos que a relação acima pode ser escrita na forma equivalente:;

(E2 - E1) x n = 0 . (1.59)

Podemos obter as condições de contorno para o campo magnético de uma 

maneira análoga ao método usado para o vetor deslocamento. Como V • B = 0, 
teremos neste caso a relação:
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(B2 - Bj ) • n = 0 , (1.60)

que expressa a continuidade da componente normal de B na interface.
Por outro lado, em vista da equação (1.54), a componente tangencial de H 

não será, em geral, contínua. Ei*n lugar de (1.59), obteremos que:

i

4 n
(H2 - Hj ) x n =------ K , (1.61)

c

onde Kéa densidade de corrente livre na interface.
Como um exemplo, consideremos o campo elétrico na superfície entre dois 

meios dielétricos com constantes dielétricas ex > s9, conforme mostra a figura 1.13.

;

e2 En
09

Et'__ Ç2

£1
01E]

Figura 1.13 I

Supondo que não haja cargas livres na superfície, vamos determinar a relação 
entre os ângulos d} e 02 que o campo elétrico, nos dois meios, faz com a normal 
à interface. Da figura, vemos que:

s

I

tan ft = , tan 02 = E2,
0-62)1

% n &2n 1

Por outro lado, usando a equação constitutiva (1.27), a relação (1.57) pode 
escrita, neste caso, como:

ser
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£í2 ^2n ~ e\ E] n (1.63)

Dividindo (1.58) por (1.63) e usando (1.62), obtemos:

1 1— tan 0l = — tan 02 (1.64)
s\ *2

Esta relação mostra que o campo elétrico aproxima-se da direção normal 
quando a constante dielétrica diminui. Da mesma forma, podemos mostrar que 
a direção do campo magnético se aproxima da normal, quando diminui a per
meabilidade magnética. A propriedade acima é similar à lei de Snell, que descreve 
o comportamento das ondas eletromagnéticas.

PROBLEMAS

Suponha que o potencial de uma carga puntiforme q situada na origem tenha 
a forma:

-Kr» e O = q-
r

Determine o campo elétrico E = - V <f>. É a lei de Gauss válida para este campo 
elétrico? Calcule então V • E e mosU'e que para rt 0, o potencial satisfaz a relação:

V2 <í> - K2<D = 0

Este potencial é denominado potencial de Yukawa.

Use a lei de Gauss para calcular o campo elétrico E e o potencial <1> devidos 

a um cilindro condutor infinito de raio a, cuja carga por unidade de com
primento é X.. Como poderíamos definir neste caso o “zero” do potencial?
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3. A capacitância C de um condutor é definida como a quantidade de carga 
que deve ser colocada no condutor para produzir uma mudança de uma 

unidade no potencial, isto é: C= q/&.
Considere um capacitor formado por duas placas paralelas de área S, que 
estão separadas por uma distância d. Mostre que a capacitância no vácuo é: 
C= S/4n d. Se o alinhamento das placas for perturbado de modo que sobre 
uma borda a separação seja d + 8 e sobre a borda oposta seja d - Ô, onde 8 < 

d, mostre que a capacitância se torna, aproximadamente,

■

i

tIA■ J-r % Uj.s (. s2. '
i :

C = 1 +
3 d\4nd *

4. Uma distribuição de carga com simetria esférica tem uma densidade de carga 
p(r) = kr~", onde k e n são constantes positivas e 0 < r< R Calcule a energia 
eletrostática desta distribuição de carga. Para que valores de na energia é finita?

; ,

i1
!

■

:
? r\

,5. Calcule o campo magnético B(z) sobre o eixo de uma espira circular per
corrida por uma corrente I. Moâtre então que

.\

i

}
r+o° 4kI
I B(z)dz = t—- .

J-oo c

Explique por que este resultado está de acordo com a lei circuitai de Ampère, 
$rB • d\, embora a integral de linha não seja sobre um caminho fechado.

:;

f
6V A bobina de Helmholtz é um dispositivo usado para produzir um campo mag

nético altamente uniforme no laboratório. Este consiste de duas espiras cir
culares de raio a, encaixadas coaxialmente com separação h. Mostre que a 
melhor homogeneidade do campo ocorre quando h é igual a a. Mostre 
também que a magnitude do campo é

:
'
:
l

i32 kNI
5S/2 ca ’

onde Né o número de voltas em cada espira.
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7. Calcule o campo magnético B ao longo do eixo de um solenoide de raio a e 
comprimento L > a, se este possui n voltas de fio por unidade de com
primento, no qual flui uma corrente I.

8. Uma corrente 7j passa num circuito quadrado de lado a. No mesmo plano do 
circuito, a uma distância 6 de um dos lados, passa um fio paralelo a este lado 

que conduz uma corrente /2. Calcule a força total sobre o circuito quadrado.

9. Um fio longo e reto de raio a carrega uma corrente /distribuída uniformemente 
atraves~da sua seção transversal.

a) Usando o teorema de Stokes, prove a seguinte relação entre o campo mag
nético B e o potencial vetor A:

Is- <j>A • ãB • da =

onde S é uma área delimitada pela curva fechada T.

(b) Usando a lei de Ampère e a relação acima, determine B e A em todos os 
pontos do espaço.

j)

10. Considere uma espira quadrada de comprimento 8a situada no plano x -y 
com o centro na origem. Se uma corrente / flui na espira, calcule o potencial 
vetor A em um ponto arbitrário no espaço definido pelo vetor r, onde Irl > a.

*

/

11. Mostre que o torqhe sobre um dipolo elétrico colocado num campo elétrico 
uniforme é dado por re = p X E, e que o torque sobre um dipolo magnético 
colocado num campo magnético uniforme é dado por tmj = m X B. Mostre 

que não há força líquida sobre os clipolos.

1 2j Um eletreto é um material que possui uma polarização permanente. Considere 
eletreto esférico de raio a, com o vetor de polarização P apontado 

radialmente para fora, cuja magnitude é proporcional à distância do centro 

da esfera: P = P() r. Obtenha p',DeE em função de r.

umV''
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13. O espaço entre dois cilindros coaxiais com densidade de carga ±A por uni
dade de comprimento está preenchido com um dielétrico. Mostre que a 

intensidade do campo elétrico pode ser tornada independente da posição 
entre os cilindros, por uma escolha apropriada para a variação radial da 

constante dielétrica.

14. Em muitos materiais, verifica-se experimentalmente que a densidade de 
corrente J é diretamente proporcional ao campo elétrico aplicado: J = <rE, 
onde <ré chamada de condutividade do material. Mostre que esta relação é 

equivalente à lei de Ohm: V= RI, onde Vé a voltagem aplicada e Ré a resis
tência do condutor.

!

r
A

■15. Uma placa de um material paramagnético com permeabilidade f.i é coloca
da num campo magnético uniforme B0 cuja direção faz um ângulo Oq com 
a normal à placa. Determine o ângulo que o campo magnético interno faz 

com a normal, mostrando que Bz se afasta da direção normal.

: i '
••

i

:
í

í

i

j

I

;

!

'

;

*
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MULTIPOLOS ELÉTRICOS E MAGNÉTICOS

Neste capítulo estudaremos a expansão dos potenciais escalar e vetor em 
momentos de multipolos, tendo em vista a sua importância para os fenômenos de 
radiação. Veremos que, no regime de cargas estáticas ou de correntes estacionárias, 
existe uma grande analogia entre os efeitos dos multipolos elétricos e magnéticos.

2.1 O DIPOLO ELÉTRICO

Antes de discutir a expansão geral, vamos considerai' um sistema simples que 

contém um par de duas cargas opostas, conforme está indicado na figura 2.1. Este 
conjunto de cargas constiaii um dipolo elétrico, cujo potencial no ponto P é dado por:

_1____1_
K R9

O(r,0) = q (2.1)
í

Figura 2.1

A\
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É claro que, em virtude da simetria axial, o potencial será independente do 
ângulo azimutal. Para distâncias tais que r > /, podemos expandir 1 /R\ e \/R% 

numa série de potências em (l/r). Então, usando a lei do cosseno, obtemos uma 

expressão da seguinte forma:

''-O (w»-i)+.„/J__ 1 
R,~r l + -cos Q + — '

2 Ur
(2.2)

l--cos0 + ^-j (3cos20-l) +J__ 1 

R% r
l
r

Portanto, num ponto P situado a uma grande distância comparada com a dimen
são do dipolo, o potencial será:

r
(2.3)

Como era de esperar, vemos que o potencial de um dipolo decresce com a dis
tância mais rapidamente do que aquele correspondente a uma carga. Definindo 
o dipolo elétrico por:

p = (2Z)?ê (2.4)

onde ê denota o vetor unitário cuja direção é da carga negativa para a carga posi
tiva, podemos escrever a equação (2.3) como:

o = P^ . (2.5)3r

Como um exemplo, vamos calcular o campo elétrico resultante de um 
dipolo p situado na origem. Usando a relação: V(p * r) = p, encontramos que:

i

3

3(p-r)r V(p-r) lr
--^L3(p-r)r-^pJ • iE=-V<D =

r5 r3 :(2.6)

íI
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Uma aplicação de particular interesse é a determinação dos potenciais devi
dos a distribuições de dipolos em superfícies. Vamos considerar uma distribuição 
superficial de dipolos denotando por d o momento de dipolo por unidade de 

área, conforme mostra a figura 2.2. Usando a relação (2.5) e o principio de super
posição, obteremos para o potencial resultante a expressão:

h |r (2.7)
- r

Figura 2.2

Vamos supor por simplicidade que d é uniforme, tendo a sua direção ao longo 
da normal à superfície. Em função do ângulo sólido £1 subentendido pela camada 
de dipolos, o potencial no ponto de observação Pserá então:

(-0<t>(r) = dj — - • da = —d Q.o (2.8)
r-r'

O ângulo sólido subentendido pela superfície sofre uma descontinuidade igual 
a 47c quando o ponto P atravessa a superfície. Isto significa que o potencial de 

uma superfície de dipolos tem uma descontinuidade cuja magnitude é 4n d.

2.2 EXPANSAO DO POTENCIAL ESCALAR EM MULTIPOLOS

MosU'aremos agora que o potencial de uma distribuição arbitrária de cargas 

localizada no espaço pode ser expandido a grandes distâncias como uma soma de 
potenciais de multipolos elétricos. Para provar isto, vamos escolher a origem das 
coordenadas dentro da disu ibuição de cargas, conforme está indicado na figura 2.3.
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es

Figiira 2.3

Seja r o vetor posição do ponto de observação em relação à origem. Supondo 
a/r < 1, onde aé uma dimensão característica do sistema, podemos então expandir 
l/Rem potências das componentes *'.(*' 7 = x’, x' 2~Í > x' 3=z) do vetor r' como:

.
/

<?2 mn-èi ii
yXx'íx'j i+... (2.9)+

dx' i dx’ RJR RJ j vi vr R=r R=r

i

1 \ As derivadas parciais de uma função de R= Ir - r'l estão relacionadas por:

d (1} 
dx i K R j

±fl
dxi v R

_d_(l)
c>Xj V r

i (2.10)

R=r R=ri
;

l'
i* \

Assim, podemos escrever a expansão (2.9) na forma: i:

, d (1 d~i i i

r i
I \x' jX' j +... (2.11)/' dxi v rR dxjdxj v r2! ij

;•
1Substituindo esta equação na expressão geral do potencial (1.13), obteremos a. 

seguinte expansão em multipolos:
;

p(r'L,•W-l R
;)!■ !

x'jp cLv' +
i

y *

(2.12) *■ !'V

si. x {x! ■ pdv'+...

i
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Nesta expressão, as integrais representam os momentos da distribuição da carga: 
Jp dv' é a carga total, jx' {p dv1 é a componente ido momento de dipolo. O tensor 

simétrico de quadrupolo:

í)i} = J x*jX*j p dv' (2.13)

v
tem em geral seis componentes. Estas se reduzem a três quando o sistema apresenta 
eixos de simetria, visto que os elementos fora da diagonal se anulam neste caso. 
De fato, vamos mostrar que em tais situações o potencial do quadrupolo depende 
somente de dois parâmetros. Com esta finalidade, vamos escrever a contribuição 
do terceiro termo de (2.12) na forma:

r 1 V \
- 3 Dq-S^D» .<j>w = Iy

2 fy dxjdxj ^ r
r i ly <L2

6 dxfíxj V. r
z Dy = (2.14)

'V k

onde Ô.j = 0 se i#je 8- = 1 se i = j. O termo extra que foi somado, envolvendo a 
soma dos elementos diagonais (traço) de ZX, não afeta o potencial visto que:

(i A
- = V2 - =0Y5 —f ‘^dxjdxj ^ r

/ n \1 (r>0) .

Assim, em (2.12) podemos substituir D- pelo tensor de quadrupolo :

Qjf = ^Dij-ôij^D,{k = Jp(rO(3<*V<5yV2W . (2.15)
/r

obtendo:

- r25,y>«?2 n
d '.jD i>j

(2.16)
5dx^Xj V rs r

Sendo que o traço de Qy.se anula, vemos que o tensor de quadrupolo tem somente 
duas componentes independentes no sistema de eixos principais. Se a distribuição
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tiver um eixo de simetria axial, digamos o eixo z, então Qjj = Q22 e 0 potencial 
dependem neste caso apenas de uma componente independente:

f

1
Q\ 1 - 0,22---- g Q33 ‘ (2.17)

••

Como um exemplo vamos considerar a figura 2.4, que mostra três cargas no 

eixo z: uma carga +q no ponto z' = b, uma carga -2q na origem e uma carga +q em

§

í
::

5

1

Figura 2.4

::
!

z = -b. Esta distribuição tem carga total nula e um dipolo elétrico nulo. O elemento 
(>33 do tensor de quadrupolo (2.15) é:

?•
?

íl

Q33 = Jp(r,)(^z/2 " r^dv' = 2jp(r')zt2dv' = 4qb2 .
:

Portanto, usando a relação (2.17), o tensor Qserá dado por:

f-2 qb2 0
(0y)= 0 -2 qb2 0

0 4 qb2

0
(2.18)

0

Substituindo este resultado na relação (2.16), obteremos para o potencial de 
quadrupolo a expressão:
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_ 2qb2 3cos2 0-10(4) =E±2qb2(2z2 -x2 (2.19)
2

que decresce como l/r3 com a distância.!’

2.3 ENERGIA DE UMA DISTRIBUIÇÃO DE CARGAS NUM CAMPO EXTERNO; 
O QUADRUPOLO NUCLEAR

A energia potencial de uma coleção de cargas puntiformes q. (j = 1,2,...,w), 
localizadas nas posições r num potencial externo, pode ser obtida a partir da 
relação (1.14), usando o princípio de superposição:

W = X?,4>(rf) • (2.20)

i=\

Generalizando esta expressão para urria distribuição localizada de cargas, 
descrita por p (r) e colocada num potencial externo $ (r), obteremos que a energia 
eletrostática do sistema é:

W = Jp(r)0(r)dv . (2.21)

Expandindo o potencial numa série de Taylor em torno da origem, obtemos
que:

VÍ>(0) + ÍEX.X;
C ij

(0)+-O(r) = 4>(0) + r • (2.22)
dx}dxj

Sendo E = - podemos reescrever os últimos dois termos, e (2.22) fica:

dEj<t>(r) = 0(0) - r ■ E(0) -1^xiXj
1 iJ

(o)+— (2.23)
dX;

SendÕ’ que o campo externo não pode ter fontes nas localizações r, visto 
que estas posições já estão ocupadas pelas cargas sujeitas ao campo, temos que
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0. Podemos então subtrair (1/6) r2 V • E(0) do último termo, o que
como:

V E =
permite reescrever o potencial

dE«>(r) = ®(0) - r • E(0) - - X(s*f*; " r%) ^(0)+-'' (2.24)

i
Substituindo'este resultado em (2.21) e usando as definições de carga total, 
momento de dipolo e tensor de quadrupolo (2.15), a energia do sistema assume 

a forma:

.

1
dE-

W - <7<I>(0) - p • E(0) -
° i>j

: (0)+... (2.25)
dxj:

\
\

Esta expressão mostra a maneira característica da interação dos multipolos com 
o campo externo: a carga com o potencial, o dipolo com o campo elétrico, o 

quadrupolo com o gradiente do campo etc.
A energia de interação de dois dipolos pj e p2 pode ser obtida diretamente 

de (2.25), usando a expressão (2.6) para o campo elétrico de um dipolo. 
Consequentemente, a energia de intéração será:

PrPs-^Ã-p.Xn-p,)
IV12 = (2.26)

jlrl-r2f

onde n é um vetor unitário na direção - r2. A interação dipolo-dipolo é atrativa 

ou repulsiva, dependendo da orientação dos dipolos. Quando os momentos estão 
aproximadamente paralelos, a atração (repulsão) ocorre quando os momentos 
estão orientados mais ou menos paralelamente (perpendicularmente) à reta que 

une os dipolos. Para momentos antiparalelos, o inverso ocorre.
Na física nuclear, a interação de quadrupolo é de especial interesse. Os núcleos 

atómicos podem ter momentos de quadrupolo elétrico e seus módulos e sinais 
refletem a natureza das forças entre nêutrons e prótons assim como as formas dos 
próprios núcleos. A cada estado nuclear está associada uma densidade de carga p(r) 

que é cilindricamente simétrica em tomo do eixo z. Portanto, o tensor de quadrupolo 
de um estado nuclear é determinado pelo momento de quadrupolo Q, definido por:.
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Ô0 = 633 = l(3z2-r2)p(r)áw • (2.27)I

A distribuição da carga nuclear pode ser aproximada por uma densidade de 
carga constante através do volume esferoidal do núcleo, com semi-eixo maior a 
e semi-eixo menor b. Para calcular o momento de quadrupolo de um tal núcleo 
com carga total Ze, notamos que a equação da superfície esferoidal pode ser 
expressa como:

i

í2 2
(2.28)

b

onde 5= (x? + fí)1/2 e a direção z está ao longo do semi-eixo maior. Obtemos então:

byjl-zWQa = jv(3z2-r*)pd3x = jl_a J p[2z2 - s2) 2ns ds dz

(2.29)
( 2 A T ( 2\2

zv i-4 --bA i-
â )

2np[
J-a

dz
a2 4

Efetuando a integração sobre z, e usando o fato de que o volume do esferóide é 
(4/3) nab2, encontramos para o momento de quadrupolo:

Qo = j^Kpab-(a2 (2.30)

Em geral, os núcleos estão sujeitos a campos elétricos que têm gradientes em 
suas vizinhanças. Por isso, de acordo com (2.25), a energia dos núcleos terá uma 
contribuição da interação de quadrupolo. A detecção destas pequenas energias, 
mediante técnicas de radiofreqúência, leva à determinação do momento de 
quadrupolo dos núcleos. Comparando então o valor experimental com o resultado 
(2.30), e conhecendo o raio médio R= (a + b)/2,é possível determinar a diferença 
(a - b) entre os semi-eixos do núcleo.
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2.4 MULTIPOLOS MAGNÉTICOS
(

Vamos estudar em seguida a expansão em multipolos do potencial vetor 
associado com correntes estacionárias. Com esta finalidade vamos considerar a 

expressão (1.38) do potencial vetor: i.

(2.31)3

Procedendo de maneira análoga ao caso eletrostático, podemos expandir (1 /R) 
usando (2.11). Assim, teremos que:

»
:
J

;
4

»’+;X4ÍJM
C ; T

A(r) = —Jj(r')d
c /

x': dv'+... (2.32)i
i

■ : .

Vamos mostrar que o primeiro termo no segundo membro se anula para correntes 

estacionárias. Neste caso, a relação V' • J (r') = 0 implica que estas correntes per
correm circuitos fechados. Então:

1

<«

Jj(r')^'= X i.
arcuilos J

'tI ã' ■ .
j J

Tendo em vista que / é constante para um dado circuito, podemos escrever que:

Jj(r')du'=
circuitos j

ã' : = 0 (2.33)j

devido ao fato de que o integrando é uma diferencial exata. A componente k do 
segundo termo no lado direito de (2.32) é:

C ,• T
(2.34)

O integrando pode ser reescrito usando a identidade:

!
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kJi) g ( xiJk *kJi)x'iJk ~ g {xiJk + x', (2.35)

N A integral sobre o primeiro termo do lado direito da equação (2.35) se anula 

para correntes estacionárias. Para ver isso, considere a identidade:

x'i 4 V' • J = v' • (x'i x'k j) - J ■ V'x'k) . (2.36)

Aplicando o teorema da divergência e sendo as correntes localizadas, temos
que:

0 = f J ■ V' (<■ 4) dr/ = J (x'i Jk + x\ J{) dxf . (2.37)

O segundo termo de (2.35), vezes o fator xi que aparece em (2.34), pode ser 

escrito na forma:

*/<)=![(r'*j)*r]»~Xk

de maneira que a equação (2.34) fica:

1 1
-r —rx r3 2c

. ^) = - Jr'xj(r')^' . (2.38)

Conforme o problema (2.13), a expressão para o momento magnético que gene
raliza a relação (1.49) é dada por:

I i-Jr'xj(r')dr/ .m = (2.39)

■

)
Consequentemente, o termo dominante na expansão em multipolos magnéticos 

do potencial vetor pode ser expresso em termos de m como:

mxr
A = (2.40)
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O campo magnético devido ao dipolo m pode ser calculado considerando o 
rotacional de (2.40). Usando a identidade vetorial (A.10), podemos escrever:

• m)r - (m • V)rV x (m x r) = (V • r)m + (r ■ V)m - (V
D

= 2m ’

tendo em vista que o operador V não atua sobre m e que (m • V) r = m. Obtemos 

assim:

=

i 3r x (m x r). 2m
. s l[3(m.r)r-A»] . (2.41)B =V x A = -
rr

í
i

: rPortanto, o campo devido a um dipolo magnético tem uma forma análoga ao 
campo (2.6) devido a um dipolo elétrico.

Como um exemplo vamos determinar o momento de dipolo magnético devido 
a uma esfera de raio a, uniformemente carregada com carga q, que gira com 

velocidade angular w em torno do eixo z. Usando a expressão (2.39), podemos 
escrever o integrando na forma:

,

; ■

i

r'xJ = r'xpv = pr'x(<oxr') = p[ 

= pco r'2k - (r'cos0')r'J

.9
r “(o —

!

(2.42)

5

pco[ r'2sen0'cos0'sj .r'2k-r'2cos20'k-

onde kes são vetores unitários, na direção paralela e perpendicular ao eixo z, 
respectivamente. O último termo em (2.42) se anula quando efetuamos a inte- • 
gração sobre o ângulo azimutal, de modo que:

1 pú)kJdQ'JV2(r/2 0')dr' =- r'2 cos2m = —
2c

(2.43)

1 4na5 2 27ia5'
= — 0(úk------------

2c { b
qa2(ú ~ 

= ------ k
3 5 bc
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=2.5 TORQUE SOBRE DIPOLOS MAGNÉTICOS E A PRECESSÃO DE LARMOR =

Vamos mostrar, a partir da definição mais geral do momento magnético 

(2.39), que o torque exercido por um campo magnético uniforme continua sendo 
descrito pela relação (1.50). Para verificar isso, consideremos uma distribuição 
localizada de correntes, com a origem escolhida convenientemente, de acordo 
com a figura 2.3. Com a substituição I} dlj —»J dv na força magnética (1.43) o 
torque magnético em torno de O será:

T = “ Jr' x (j x B) dv' . (2.44)

Expandindo o duplo produto vetorial, obtemos

T = ~ J j(r' • B) dv' — — J(J - r') dv' . 
c c

(2.45)

O segundo termo no lado direito desta equação se anula para correntes estacionárias. 
Isto pode ser visto usando a identidade (2.37), onde colocamos i- k e somamos 

sobre os índices repetidos. A componente i do primeiro termo em (2.45) é:
í

1*, = " X J J,x'k
c k

dv - —
9 c J~k

(2.46)

onde usamos novamente as relações (2.35) e (2.37). Finalmente, escrevendo:

■ l5,,K/,-7/;,) = [(r'xj)xB]
k

obtemos, a partir de (2.39) e (2.44), que o torque exercido sobre o dipolo mag
nético será:

t = m X B (2.47)

Se as correntes que contribuem para m forem consideradas como resultado do 
movimento de densidades de carga p com velocidade v, podemos escrever que:
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1 Jp(r'xv)di/ . (2.48)m = —
2c

Esta relação é análoga à expressão para o momento angular L de um sistema 

terizado por uma distribuição de massa pm:
carac-

rL=Jp,„(r'xv)dw' (2.49) '

A razão Iml/ILI é conhecida como a razão giromagnética F do sistema. Por 

exemplo, se este for composto de partículas clássicas de massa Me carga q, então 
T = q/2Mc. Por outro lado, se a distribuição tiver uma estrutura mais complexa, 
podemos escrever: í

|

FL = g - L 
s 2 Mc

i. (2.50)m =

t

onde o fator de Landé g descreve a estrutura magnética. De um ponto de vista 
clássico, um fator g* 1 indica que a carga e a massa não estão igualmente dis
tribuídas no interior do corpo girante. Por exemplo, para obter g> 1, devemos 

distribuir a carga mais perto da superfície do sistema (ver problema 2.15). E 
interessante notar que o momento magnético intrínseco do elétron tem um fator 
g= 2,0023. O afastamento deste fator em relação ao valor clássico origina-se de 
efeitos relativísticos e quânticos descritos pela equação de Dirac.

Substituindo a relação (2.50) em (2.47), podemos escrever que:

-r

I!
■

1

f

!
r

d L
t = — = TL x B . (2.51)

dt

í

Esta equação mostra que o torque magnético provoca uma mudança do momento 

angular que é sempre perpendicular a L. Portanto, a magnitude do momento angular 
se conserva e L precessa em torno de B. Este efeito sobre uma distribuição de carga 
negativa é indicado na figura 2.5.
A velocidade angular de precessão:

toA = rB , (2.52)
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prevista por Larmor em 1897, é denominada frequência de Larmor. Este resultado 
para a frequência de precessão é confirmado por um cálculo mais completo 
baseado na mecânica quântica.

Figura 2.5

PROBLEMAS

*
ê. Mostre que o campo elétrico de um dipolo p, é 2 p/z3 ao longo do eixo polar, 

enquanto que no plano equatorial é: -p/r3. Decompondo o momento de 

dipolo em duas componentes, use os resultados acima para mostrar que, em 
geral, o campo é:

- (2 cos 0êr + sen 0êd)E(r,0)

Mostre que o momento de dipolo de um sistema de cargas é independente 
da escolha da origem de coordenadas, se o sistema possui carga total nula.

3. Considere a distribuição uniforme de dipolos, tendo o momento de dipolo por 
unidade de área d, sobre um disco delgado de raio a mostrado na figura 2.6. 
Mostre que o potencial no ponto P é dado por:

\x\
O(P) = -2nd 1 -

Vx2 + a2.,

Qual será a expressão do potencial num ponto P situado simetricamente no 
lado oposto do disco? ^
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f
+

d
+
O
+

f
+

.
j

»Figura 2.6

4. Considere a distribuição de cargas mostradas na figura 2.7.
?

z I
1 I

/
I f

!•/

i

i v

/
:

-|28 I

''
Figura 2.7

i

Determine o potencial de quadrupolo da distribuição» Esboce a forma de 
potencial no plano z-y, em função do ângulo 6.

i

■

t!
5. Calcule o tensor momento de quadrupolo para a distribuição de cargas 

indicada na figura 2.8. Diagonalize o tensor através de uma rotação de coor
denadas e encontre os momentos de quadrupolo.

;
!y

l
+</«► -tf

l

i~‘l X+7

Figura 2.8
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6. Obtenha o potencial de quadrupolo para a distribuição de carga mostrada 
na figura 2.9. Encontre a expressão para o vetor do campo elétrico e esboce 
algumas linhas de campo no plano x-y.

y
~(l

1/2

1/2
♦

1/2 x+7 +7

1/2

-7

•Figura 2.9

7. Uma carga q é distribuída uniformemente ao longo do eixo z, de z = -h até 
z = h. Calcule os três primeiros momentos de multipolos desta distribuição.

8. Calcule o momento de dipolo e de quadrupolo de um anel de raio a, car
regado uniformemente com uma carga total +q. Coloque então uma carga 
-q no centro do anel e refaça os cálculos dos momentos.

9. A densidade linear de carga de um anel de raio a é dada por:

p = A,(cos (/) - sen2</>)

Encontre os momentos de monopolo, dipolo e quadrupolo elétrico do sistema. 
Calcule o potencial em um ponto arbitrário rio espaço, considerando termos 
até a ordem l/r.

10. Mostre que o potencial do quadrupolo dado pela expressão (2.16) pode ser 
escrito na forma:

(A)= 1 ér • Q • êx 

2 rs
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onde Q é o tensor de quadrupolo cujos elementos são dados pela equação 

(2.15):

I
Q.U Ql2 QlS

(0y)“ Ô21 622 Qs&

& í 632 Q33

[compare com a equação $(2) = p • êr/r para o potencial de dipoloj. Mostre 

ainda que, no caso de simetria axial, o potencial pode ser escrito na forma:

(fjí4) _ Q33 3cos 6-1
2 rsI !2

onde 6 é o ângulo polar medido a partir do eixo de simetria.

11. Considere uma coleção de cargas elétricas qi que estão em movimento arbi
trário em uma certa região do espaço. Escreva o primeiro termo da expansão 
em multipolos do potencial vetor:

1A(1)(r) = ^JJ(r>' S
O
'J

1como:

—E?/v-cr.
a(» =

i
I

1
onde Vy é a velocidade da carga i. Calcule o valor médio de A(1) no intervalo 
de tempo r. 1

I
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r

Mostre que esta quantidade tende a zero quando r se torna muito grande, 
em conformidade com a relação (2.33).

12. Um elipsóide definido pela equação:

x2 y2 a
2 + 12 + 2 ” ^ 
abc

.2

tem uma carga <7distribuída uniformemente através do seu volume. Determine 
o tensor de quadrupolo associado com o elipsóide.

13. Prove a relação:

r' X dl' = 2 J da
T

aplicando o teorema de Stokes para r' x k, onde k é um vetor constante e 
arbitrário. Verifique o resultado explicitamente no caso de uma área plana 
limitada por um círculo; considere que a origem de r' está localizada (a) no 
centro do círculo e (b) em algum ponto fora do círculo.
Usando a relação acima e fazendo a substituição: I d\! J (r') dv', mostre 
que a expressão (2.39) generaliza a relação dada pela equação (1.49).!

D

J
14. Considere um meio magnético caracterizado por uma magnetização M(r'). 

A partir da relação (2.40) mostre, usando o princípio de superposição, que 
o potencial vetor devido a esta distribuição é dado por:

*5
D
D

3
2
3
3
5 W-JmMxM 13 ^dV' = x V' dv'A2 ur"r- r5
E
1

Tendo em vista o teorema integral (A.13):
z

z.
J y x F dv = çjun x F da=
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onde F é um vetor arbitrário, mostre usando o resultado anterior que o 
potencial vetor pode ser escrito na forma:

c M x ni,c Js r-r
1dv + — da

Esta expressão mostra que cV'xM pode ser interpretado como a densidade 
volumétrica de corrente de magnedzação, ao passo que cM Xn representa a 
densidade de magnetização superficial.

>

-
15. Considere uma esfera girante cuja massa é distribuída uniformemente através ■ 

do seu volume. Uma carga elétrica é distribuída uniformemente sobre a 

superfície da esfera. Determine o fator de Landé g deste sistema.

16. Modifique apropriadamente as equações (2.49) e (2.50). para obter o momento 
magnético e o momento angular de um sistema discreto de partículas. Usando 
o centro de massa como a origem, mostre que a razão giromagnética para 
um sistema de duas cargas qY e qv tendo respectivamente massas-iguais a 
e 77^, é dada por:

l

i

P _ 1 vh ra? , q2 
2cml+vi2[mf rrq J \

tI
;

í

\
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PROBLEMAS DE CONTORNO EM 

MEIOS MATERIAIS

Vimos no capítulo 1 que o problema geral do campo eletrostático é descrito 
pela equação de Poisson (1.10). Na região onde não existem cargas, esta se reduz 
à equação de Laplace (1.11). O operador laplaciano ocorre em vários dpos de 
problemas físicos, um dos mais importantes sendo a propagação de ondas. Certas 
funções matemáticas que ocorrem na solução das equações de onda eletromag
nética são encontradas também na solução da equação de Laplace. Por este motivo, 
é conveniente nos familiarizarmos com estas funções harmónicas (funções de 
Legendre, de Bessel etc.) que aparecem em conexão com certos problemas de 
contorno eletrostáticos e magnétostáticos.

3.1. PROPRIEDADES GERAIS DAS FUNÇÕES HARMÓNICAS

Vamos discutir inicialmente algumas propriedades importantes.das funções 
que satisfazem a equação de Laplace:

1. Tendo em vista a linearidade da equação, podemos aplicar o princípio de super
posição. Portanto se <!>, e <J>2 são soluções, a combinação linear a$>x + b<&2 
também será uma solução. »

2. Se <í> é solução da equação de Laplace numd região do espaço V limitada pela 
área 5, então esta solução será única se qualquer uma das seguintes condições 

for satisfeita:
(a) o valor de <E> é especificado na superfície S; ou
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u

(b) a derivada normal de $ é especificada na superfície S.

Para provar a propriedade de unicidade, vamos considerar duas soluções <J>j e <í>2 
da equação de Laplace que satisfaçam as mesmas condições de contorno, e seja 

<t> = - <í>t>. Vamos mostrar que, a menos de uma constante irrelevante, $ se anula
no volume V. Com esta finalidade, usaremos a identidade de Green (A. 14):

(j) d> V y/ • da = V2 y/ + V O • V y/ dv . (3.1)

i
Identificando <í> e ipcom <£, que é solução da equação de Laplace, teremos:

i

<p O —- da = 
dn IW*' . (3.2)

i

Por hipótese, a derivada normal â<$>/dn ou O se anulam na superfície. Sendo 
que IV$l2 é uma quantidade não-negativa, a equação (3.2) implica então que VÕ 

deve-se anular em toda a região. Isto só é possível se O se anular, a menos de uma 
constante, no volume V. Esta constante é irrelevante para a determinação do 
campo elétrico.

3.2. EQUAÇAO DE LAPLACE EM COORDENADAS CARTESIANAS

As equações diferenciais parciais são resolvidas convenientemente, em muitos 
casos, pelo método denominado de separação de variáveis. A equação de Laplace 
em coordenadas cartesianas é:

!

v

<?'<£> <?20 ^ = 0 .+ + (3.3)dx2 dy dz2

Vamos procurar soluções desta equação na forma:

*{x,J,z)=X(x)Y(y)Z[z) . (3.4)
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Inserindo este produto na equação de Laplace e dividindo o resultado por $>(x,y,z) 
obtemos:

I

1 d2X 1 cL-Y 1 d2Z 
X dx2 + Y dy2 + 2 dz2 = 0 . (3.5)

Sendo que as variáveis x, ye z são independentes, as três partes da equação 
(3.5) devem ser, separadamente, constantes. Assim:

d-X d~Y d2Z
= crX , = P2y , = f-z , (3.6)

d2x d2y d2z

com a condição de que:

cr + /?2 + y2 = 0 . (3.7)

Obviamente, a,/3e-y não podem ser simultaneamente reais. Temos então:

X = Al eax + B] e~ax ,

Y = A, ePy + B2 , (3.8)

Z = A3er~ + .

Neste estágio, com exceção do vínculo (3.7), a, e y são arbitrários. Por isso, 
graças à superposição linear, o produto X(x) Y(y) Z(z) representa uma classe 
muito grande de soluções da equação de Laplace. Para determinar as constantes 

a, e y é preciso impor condições de contorno específicas sobre o potencial. 
Como exemplo, consideremos a caixa condutora retangular mostrada na figura 
3.1. Os planos x = 0, y = 0, z = 0, x = a e y = b são mantidos ao potencial 0. A 
superfície z = c está a um potencial O0. Queremos achar o potencial na região 

interior da caixa.
Começamos inserindo a condição de contorno para x= 0 na equação (3.8). 

Sendo que o potencial se anula para todos os y e z, devemos ter:
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X(0) = A, + B,= 0 . (3.9.a)

Analogamente, usando as condições de contorno em y= z = 0, podemos escrever:

Av + jBq — 0 , (3.9.b)

»

A3 + 53 - 0 . (3.9.c)

Indo agora para o plano x = a, achamos:

A eao + B, e-aa (3.9.d)= 0 .1 1

l 2

4>=4>0

c
y

y yy *y ay

b

Figura 3.1

Para que as equações (3.9.a) e (3.9.d) sejam simultaneamente válidas, devemos 
ter que i

„2aa -Ie = 1naa -aae = e ou (3.10)

I

Para que (3.10) esteja satisfeita, é necessário que:

nm a = — (3.11)ta
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onde n é um inteiro. Combinando estes resultados e lembrando a relação éQ-e~ie 
= 2i sen 0, concluímos que:

nnx>
(3.12)sen

\ a )

Analogamente:

f mnyN
’y{y) ~ (3.13)sen

onde m é também um inteiro. Para cada escolha dos inteiros m e n temos então 
uma possível solução:

/ _ \ mnynnx\
h(y„mz)„m = A.,„ sen (3.14)sen sen

b )a ;

onde

9 9n~n~ 9 9
I71~K" (3.15)

— + a~
r b2nm

Estamos agora em condições de inserir a condição de contorno final para z = c. 
Temos então:

oo

h(y,mc)sen —x sen mn®{x,y,c) = <t>0= X A (3.16)sen Tyum
V an,m—\

Podemos encontrar os coeficientes An m por um procedimento padrão na análise 
de Fourier. Multiplicamos cada lado da equação (3.16) por sen(/c7tx/a) sen(lny/b), 
onde k e / são inteiros, e integramos o resultado sobre xe y. Lembrando que:
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nn (kn ^ ,
— x sen — x dx =

< a jr 2sen
Va 7

(3.17)

(/TC V & o{ 7JHKsen — y senb })

temos:

4D0 J> £« nTC VTK

Tysen —x sen
b senh(ywwc)a

(3.18)
1

_ 16O0 1 {I para m,n ímpares ,
TCmn senh(ynMIc)

>
e Anm = 0 se m ou n forem pares. Portanto o potencial será

7Í \mn)scnh(ynmc)
í

(3.19)

T?Z7tnnx sen —x sen -7-y •a
'1
i/

No caso em que a caixa retangular tem potenciais diferentes de zero em 
outras faces, a solução para o potencial dentro da caixa se obtém pela superposição 
linear de soluções equivalentes a (3.19), uma para cada lado.

3.3. EQUAÇÀO DE LAPLACE EM COORDENADAS ESFÉRICAS; 
POLINÓMIOS DE LEGENDRE

.:
I
I

Neste caso, a equação de Laplace pode ser escrita na forma (A.28):

^ = 01 d ( 2 50 | 
r2 dr l dr )

1 5 50 1sen0——
r2 sen25 502

(3.20)
r2 sen 5 50 de

i

*r
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Vamos nos limitar ao estudo de situações físicas com simetria rotacional em 
torno do eixo z. Antes de prosseguirmos com a equação de Laplace, é conveniente 
fazer uma mudança de variável. Colocando p - cos 6, temos que

d_=dVL_d__ 
dQ d6 dfl

d= -sen 6—~ (3.21)
djl

Substituindo isto na equação de Laplace, e lembrando que não há dependência 
em cf), ficamos com:

dd>} Ji__d_
r2 dfl

1 d f 2r2 dr[r /, 9 \<90 = 0 .+ (3.22)
dr dfl

Procuramos uma solução na forma do produto:

<S> = F{r)P{n) (3.23)

Substituindo (3.23) na equação (3.22) e dividindo o resultado por <í> obtemos da 
mesma maneira como antes que:

1 d 2 dF 1 d /, 9 \dP = n(n + l) . (3.24)r
F dr P dfldr

A constante de separação foi escrita na forma n(n + 1) porque isto será conve
niente em seguida. Neste estágio, n é completamente arbitrário. Vamos começar 
examinando a equação que envolve p., cuja solução será chamada de Pn (p). 

Procederemos para determinar Pn (p) através da equação diferencial:

dp„
d/u L1 ' dfl

+ n(n + l)P„ = 0 . (3.25)

As soluções desta equação podem ser encontradas expressando P como uma série 
infinita em potências de p. Nos problemas físicos, a condição de a série ser con
vergente impõe um limite superior nas potências permitidas para p, de modo que
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a série se reduzirá a um polinómio de grau n, onde n é um inteiro positivo. Estes 
polinómios foram descobertos por Legendre em 1784 durante os seus estudos 
sobre a atração gravitacional de esferóides. No Apêndice C, mostramos que estes 
polinómios contêm somente potências pares de n, se nfor par. Por outro lado, se 
n.for ímpar, P}} (p) conterá somente potências ímpares de p. Os primeiros polinómios, 
normalizados de maneira que Pn (1) = 1, são dados por:

Po{») = 1 PM) = V
í

(3.26)

/>,(*) =p2{n) = \(^--i) r
■

No Apêndice C, é verificada a importante propriedade de ortogonalidade 
destas funções:

Um

::

;
2 c 

2« + l ""
\[Pv{li)PAv)dV í(3.27)

f

!Notemos agora que as funções P„(p) formam um conjunto completo no 
intervalo -1 < p < 1. Isto permite expressar a dependência em d do potencial 
®(r,p = cos 0) (veja a equação 3.23) como uma série em Pn (cos 0)

*

oo

<t>(r’0) = X/r»(r)-p-.(cosÉI) • (3.28)
M=0 '

‘

*
Por exemplo, se o potencial for dado sobre uma superfície esférica de raio 

a, podemos escrever que:
í

oo

i9) = ^F„(a)P„(cos 6) . (3.29) i
;í=0

Multiplicando os dois lados desu equação por Pm (cos 0), e usando a condição de 
ortogonalidade (3.27), vemos que as funçõesF„(a) serão dadas por:

f
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^U~— JQ 3>(a, 0) Pn (cos 0) sen Q dO .F»{a) (3.30)

Para completar a nossa especificação da solução da equação de Laplace em coor
denadas esféricas, devemos resolver a equação radial (veja a equação 3.24):

-\ -n(n + l)F„ =0 . (3.31)
dr \ dr )

Pode ser facilmente verificado que, para um dado valor de n, a solução da equação 
(3.31) é:

Fn{r) = An r"+£„r-("+1) (3.32)

Portanto, podemos escrever o potencial (3.28) na forma:

oo

]p„(cos0) .-(*+!) (3.33)

M=0

Como uma ilustração de um potencial com simetria azimutal, consideremos 
uma esfera dielétrica neutra de raio a, colocada num campo elétrico inicialmente 

uniforme E0, conforme mostra a figura 3.2.

P

> >

>
z>>

>>

Figura 3.2

O potencial deve satisfazer separadamente a equação de Laplace, tanto na 

região externa como na região interna do dielétrico. Na região externa, todos os
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coeficientes das potências positivas t11 em (3.33) devem se anular, com exceção do 
termo linear. Usando a condição de contorno no infinito, vemos que í>ex —> - E0z ^ 
= - £0r cos 0 corresponde ao potencial externo inicial. Assim, podemos escrever 
que:

'■

!
:

i
*e!í(r,0) = -£orP1(cos0) + X-jB”

«=0 ^
p„(cose) . (3.34)

.«+1 r
j

■

Por outro lado, tendo em vista que no interior da esfera não existem cargas livres 
que possam gerai' singularidades quando r—» 0, o potencial deverá ter a forma:

•i

r.

}

í oo

<I>in(r>0)=:XA,r’'-P„(COS0) ■ (3.35)
t

n=0
i ;

i Os coeficientes An e Bn serão determinados pelas condições de contorno em r= a:

l*>in 1 ^ex 1Ei contínuo: - (3.36.a)
a d0 r=a a d0 r=a: I í

'

**>in ID± contínuo: - (3.36.í>)£ dr
r=a r=a

í
A primeira condição de contorno, que deve ser satisfeita para todos os ângulos 

d, implica que as expressões (3.34) e (3.35) devem ser iguais na superfície do 
dielétrico. Tendo em vista a independência linear dos polinómios Pn (cos 0), os 
respectivos coeficientes devem ser idênticos, de modo que:

|

- *
i

<

;B Bn-E0a +—~ 
a~

Aa = , \an = (n* 1) . (3.37)
„??+la

A imposição da segunda condição de contorno (3.36.b) requer o cálculo das 
componentes radiais D’ do vetor deslocamento. Na região externa ao dielétrico 
temos que:
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c(" + l)3.Derx=£oP1(cos0) + X P„(cos0) , (3.38a)
»+2r»=0

ao passo que na região interna da esfera encontramos:£

V
oo

An =-£XMA,’-"'1^,(cOSe) . (3.38b)
«=1

Estas expressões serão iguais para r- a somente se:

(n + l)B„2 R£Aj — Eq en A, =- (72^1) (3.39)
„2n+l

As relações encontradas entre Aw e Bn em (3.37) e (3.39) para 1 são consis
tentes para valores arbitrários de e > 1 somente se: An = Bn = 0 (n* 1). Isto poderia 
ter sido antecipado pelo fato de que o potencial externo inicial <í>0 = - E0 r P{ (cos 6) 
não pode induzir efeitos linearmente independentes proporcionais a Pml (cos 0). 
Então, as duas relações (3.37) e (3.39) entre A] e B} requerem:

£-13£0 a' E0A =A = - (3.40)1 1£ + 2 £ + 2

Consequentemente, os. potenciais resultantes são descritos por:

í e-l) a3
Oex = -E0 r cos 6 + E0 — cos 6 ,

r~£ + 2
(3.41)

3
------ £nr cos 6e + 2 0®i„ =

Como era de esperar, as duas expressões se reduzem, para e = 1, ao potencial 
externo inicial í>(). O potencial no interior da esfera descreve um campo elétrico 
constante, cuja intensidade é menor que EQ:
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— E0 . e + 2 0Ein = (3.42)

Na região externa, o potencial resultante é uma superposição do potencial 
externo e de um potencial associado com um dipolo elétrico uniforme, localizado 

na origem:

e-l]
E0 .■ v- (3.43)P =, £ + 2

-
;

O momento de dipolo pode ser interpretado como a integral de volume da 

polarização P: l
í'

3 ( e-l)
E0471 £ + 2 0

f £-1 i
p = Ein = (3.44) f

4tc j

i

Ela é constante dentro da esfera e, de acordo com (1.23), gera uma densidade 

superficial de cargas de polarização p s = P • n, conforme está indicado na figura 
3.2. Esta densidade cria um campo elétrico interno oposto ao campo aplicado, o 
que reduz o campo no interior da esfera ao valor (3.42).

i

1
I

i

í I
I

3.4 EQUAÇÃO DE LAPLACE EM COORDENADAS CILÍNDRICAS;-FUNÇÕES 

DE BESSEL

!
'j

1 -
■

!
Em coordenadas cilíndricas p, <f> e z, a equação de Laplace tem a forma (A.24):

1 d <90 \ 1 d20 d20
P dp V ^P J P2 d(fT dz2 (3.45)

Vamos escrever o potencial como:

O (p,0,z) = /*(p)Y(0)z(z) . (3.46)
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Substituindo esta expressão na equação (3.45) e multiplicando o resultado por 
p2/<E>, temos:

!

1

p df dR----- P-----
Rdp { dp)

p2 d2 Z 1 d2W 
+ Z dz2 " (3.47)'F #2

I
Separamos o termo dependente do ângulo 0 dos termos dependentes das coor
denadas pez. Portanto, podemos igualar os dois lados a uma constante, n2, 
obtendo:

’-*i

d2vT + n2'¥ = 0 . (3.48)
díj)

A solução desta equação tem a forma:

^(tp) - e±tn^ (3.49)

onde n deve ser um número inteiro, para assegurar a univocidade da função M7, 
isto é: ^((J)) = '¥(§ + 2nn).

O lado esquerdo da equação (3.47) pode ser agora escrito como:

1 d f dR) n2 1 d2Z 

pR dp\ dp) p2 Z dz2 (3.50)

As variáveis podem ser novamente separadas, igualando os dois lados a -/c2, 
onde k é um número positivo:

d2Z
- k2Z= 0 (3.51)dz"

(3.52)

As soluções para Z(z) são:
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z{z) ~~ e±lr~ • (3.53)

A equação (3.52) pode ser colocada numa forma mais familiar fazendo a 

substituição:

- = k —u = kp (3.54)
dp du

Obtemos então:

) ’

o d-R dR+ u—
:

+ (w2-rr^R = 0 , (3.55) • Su~
dic1 du;

■

:que é conhecida como a equação de Bessel. Esta equação foi estudada sistemati
camente pelo astrónomo e matemático Bessel em 1824. A solução geral da equação 
de Bessel pode ser expressa como:

■
ii

:
!

*„(«) = A, /..(«)+ B„Nn(u) . (3.56)

íli As propriedades das funções Jn e AT/} são apresentadas no Apêndice D. Aqui, 
mencionamos apenas que as funções Nfí(u) são singulares na origem, tendendo 

00 quando u —> 0. Por outro lado, as funções J„(u) são regulares, podendo ser 
expandidas numa série de potências de u em torno da origem. Por exemplo, as 
funçõesy0(ti) e Jx(u) podem ser representadas nesta região como:

a -
i
I ■

!
■s

(u/2f (u/2)4 (k/2)6
(1 !f (--)2 (3!f

7o(«) = !- (3.57.a)

u (k/2)3 (k/2)5 (k/2)7 + ___
(3.57.b)

1! 2! 3! 4!2! 3!

Estas funções são mostradas na figura 3.3.
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1.0

Jo

0.5
Ji

Ao
2 6 84 10 12 14

u

- 0.5

Figura 3.3

Podemos notar que as funções de Bessel têm um caráter oscilatório, com 
uma amplitude decrescente. Portanto, haverá um número infinito de pontos onde 
estas se anulam.

Tendo em vista as singularidades de Nn(kp), devemos escolher somente as 
funções Jn(kp) no tratamento de problemas que envolvem a origem. No caso mais 

geral, a solução completa em coordenadas cilíndricas torna-se:

oo

±í'w0 ±kz e c (3.58)

H=0

Entretanto, devemos levar em consideração que vários valores de k podem 
levar a soluções igualmente aceitáveis. Denotando estes valores por km, temos:

I ^{p,<P,z) = YXAmnJn{kmp)+ B ±in<p ±À'fnze e (3.59)mn
m,v

Vamos ilustrar o uso das funções de Bessel na determinação do potencial no 
interior de um cilindro semi-infinito de raio a, cuja área lateral é mantida ao 

potencial zero. A base está a um potencial <í>0, conforme mostra a figura 3.4.
Por simetria, a solução deve ser independente do ângulo </>, de modo que devemos 
colocar n = 0 na equação (3.59). Também, tendo em vista que o potencial deve 
ser finito na origem, temos que Bu = 0.

* •
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O,
z

P o

$0

Figura 3.4

Para grandes valores de z> 0, o potencial deve tender a zero, de maneira que 
~ é permitido. Portanto, temos que:-km :somente o termo e

oo

; p < a , z > 0 . (3.60)

m-1

Usando a condição de contorno na área lateral: <&(a, z) = 0, resulta que:

ooi
(3.61)

í/í=1
!
!

Assim, os km são tais que as quantidades kma representam os zeros da função J0 (km p). 
A outra condição de contorno é:

li!i <

! oo

O(p,</.,0) = O0= XA»o/o(M • (3.62)

w=l
l

\
Para determinarmos os coeficientes A)n0, usaremos a propriedade de ortogo- 

nalidade das funções de Bessel. No caso da função J0, esta condição afirma que 
no intervalo 0 < p < a,

íl Jtí{K,P)jo[K,p)pdp = y /f 5 (3.63)
mm'

Se multiplicarmos os dois lados da equação (3.62) por pJ0 (km,p) e integrarmos 
sobre p no domínio 0 < p < a, então
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oo

% £ MK,'P)pdp = X A/n0 £ UKP) J*(KP)pdp ■í
»l = 1

I

i Podemos calcular o lado direito usando a relação de ortogonalidade (3.63), 
obtendo assim:i

A - 2
^mO 9 r9,, xa-Ji(K,a) [jo(K,P)pdp ■ (3.64)

Para efetuar a integração, faremos uso da relação (D.19.b):

juj0(u)du = ujl(u) . (3.65)

Usando este resultado em (3.64), encontramos que

2O0 2®0
A«o ~ (3.66)a~jf(kma) km kmaJÁkma)

Portanto, a solução completa para o potencial é:

__ JojKip)
-=i k»'a Ji M

<5(p,<M) = 2<t>0X (3.67)

Vemos que o potencial decresce muito rapidamente a medida que nos afastamos 
da base. Por exemplo, quando z = 2a, $ torna-e da ordem de 1 % do valor de <I>0.\

3.5. EQUAÇAO DE POISSON; O DIODO ELETRICO

Conforme vimos no capítulo 1, na presença de cargas a equação de Laplace 
deve ser generalizada para a equação de Poisson (equação 1.10):

V20 = -Anp
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A solução geral desta equação, que satisfaz determinadas condições de contorno, 
representa em geral um problema muito difícil. Por isso, vamos considerar apenas 
um caso simples, mas importante, relacionado com o movimento d« cargas no 
diodo de placas paralelas. Este é constituído por um cátodo e um anodo mantido 
a um potencial 0Q, separados por uma distância d, conforme está na figura 3.5.

Os elétrons são liberados no cátodo com velocidades pequenas, que podem 
ser consideradas desprezíveis. Usando a conservação da energia, a velocidade do 
elétron no ponto xserá então determinada por:

= e O(x) (3.68)

onde <$(;>:) representa o potencial na posição x. Os elétrons emitidos produzem

0=0 o=o0

Il
É AnodoCátodo

Iir
d

Figura 3.5

na região entre as placas uma densidade de carga p(x). Usando a lei de conser\Tação 
da carga, teremos no regime estacionário uma densidade de corrente dada em 
módulo por:

:y=K*Mx)l (3.69)

que independe da posição. Substituindo as equações (3.68) e (3.69) na equação 
de Poisson, obteremos:

I’
d2<t>

=4K-=4nJ\ú • (3.70)dx2 v

*
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Multiplicando os dois lados por d$>/dx, esta equação pode ser facilmente 
integrada. Desta forma, obtemos que:

d<& d2$> _ 1 d f í/O v _ m ^-1/2 dfo 
dx dx~ 2 dx \ dx J J \ 2e dx

ou

mQ>
= 16 Kj (3.71)

A 2el dx )

No regime estacionário, a distribuição espacial de cargas é tal que neu
traliza no ponto x = 0 o campo elétrico externo. Assim, o campo elétrico total 

(d&/dx) êx deve se anular na região do cátodo. Portanto, em x= 0, temos 
que d<P/dx = 0 e também = 0. Por este motivo, a constante de integração em 
(3.71) foi colocada igual a zero.

A equação (3.71) pode ser integrada aplicando as mesmas condições de 
contorno, obtendo:

-
E

\1 4
o ~7 mO3 4 (3.72)X

Podemos agora determinar J usando a condição de contorno em x = d, 
<£>(* = d) = <£>(,:

1 Í2er-
9nd~ V w? >

3 '2d)"j = (3.73)

3/0
A proporcionalidade da corrente com <J>*0 " foi deduzida pela primeira vez 

por Langmuir em 1913.
A partir da relação (3.72) vemos que o módulo do campo elétrico terá uma 

variação com a distância dada por:

\l/3
x1/3 . (3.74)
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Os resultados descritos pelas equações (3.73) e (3.74) são ilustrados na figura 3.6. 
Evidentemente, o diodo tem um comportamento não-linear, em contraste com a 

linearidade da lei de Ohm: J = gE.

Figura 3.6

3.6. MEIOS SUPERCONDUTORES

O fenômeno da supercondutividade foi descoberto por Kammerlingh Onnes 

em 1911. Em medidas da resistência elétrica do mercúrio a baixas temperaturas, 
Onnes observou que ela cai abruptamente para zero à temperatura de 4,2 K. 
Investigações subsequentes mostraram que esta súbita transição para uma perfeita 
condutividade elétrica a uma temperatura crítica Tcé característica em um grande 
número de metais e ligas metálicas. Observou-se que a supercondutividade deixa 
de existir na presença de um campo magnético maior que um certo valor crítico 
B( característico do material.

Em 1933, ‘Meissner descobriu que um supercondutor exibe, além de uma 
perfeita condutividade elétrica, também um diamagnetismo perfeito. Neste caso, 
B = H + 4ttM se anula dentro do supercondutor. Assim, podemos considerar o 
supercondutor como um material diamagnético perfeito, com susceptibilidade 
X. = -1/4jc

I

1M = £,„ H = - —— H (3.75)
4 K

■ I

Estas propriedades são ilustradas na figura 3.7.

j
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/(a) (b)

BB

T> Tc T < Tc
ou

B>BC B<BC

Figura 3.7

Vamos considerar agora dois exemplos de problemas de contorno nestes 
materiais: uma esfera supercondutora num campo assintoticamente uniforme e um 
cilindro supercondutor, infinitamente longo, pelo qual passa uma corrente livre.

Consideremos primeiramente uma esfera supercondutora de raio a, colocada 
num campo magnético uniforme B0 k. Na região externa à esfera, temos as equações 
usuais da magnetostática:

V B = 0 VxH = 0 B = H . (3.76)

com a condição de contorno de que B —» BQ k quando r—> Tratando o super
condutor como um material diamagnético perfeito, podemos escrever no interior 
da esfera as equações:

1 VxH = 0 .M = - — HB = 0 (3.77)
471

Além disso, podemos usar a equação:

V- M = 0 (3.78)

tendo em vista a não-existência de pólos magnéticos no interior da esfera super
condutora [compare com a equação (1.22)].
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Destas equações vemos que V X H = 0, já que não existem correntes livres 
presentes. Assim, o campo H é dedutível de um potencial escalar magnético 

H = - Além disso, estas equações implicam também que V • H = 0. 
Portanto, o potencial magnético <J>;n satisfaz a equação de Laplace em todos os 
pontos. Este potencial deverá ser determinado de maneira que as seguintes 

condições de contorno sejam satisfeitas:

(para r = a) .Ha é contínuoBr é contínuo; (3.79)d

Utilizando coordenadas esféricas e considerando a equação (3.76), vemos 
que na região externa o potencial magnético tem a forma:

oo

0“=-A,r cosfl + £v-("+1)^(c os0) (3.80)

n=0

ide onde resulta que:

oo

B? = B0 cos 6 + £ (n +1)6„ r-(,,+2)P„ (cos 0) . (3.81)

7J=0

Como B se anula na região interna e Bré contínuo através de r- a,, todo bn exceto 
deve ser zero. Obtemos então que:

i

t
B0a3

b, =- (3.82)1 2

Isto resolve completamente o problema para r> a.
No interior da esfera, o potencial <Í>J" deve ser regular em r- 0 e, para satis

fazer as condições de contorno, poderá conter somente Pl (cos 6). Assim, sendo 
Aj uma constante a ser determinada, podemos escrever que:

t
;

1

O1” = Ajrcos^ . (3.83)

■J

Desta equação resulta que |
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Hr = -Aj cos 6 Ho = A sen 0 . (3.84)e i

Como no exterior He = - 3B0 sen 0/2, segue-se que A, = - 3£0/2.
Os resultados anteriores podem então ser expressos nas formas:

a3~BB = Hex = -Bgk -B0~ cos 6êr - ^ o —^senOê
*r

(3.85)6

3
2*ok ;Bin = 0 ; Hin = M = - (3.86)

8 n

Devido à descontinuidade de M, existe uma densidade de corrente de magne
tização superficial (veja o problema 2.14) dada por:

3 cJs =cMxii =----- B0 sen0ê (3.87)<P871

Consideremos finalmente o problema de um cilindro supercondutor de raio 
a que conduz uma corrente /Q. De acordo com a lei de Ampère, vemos que na 
região externa:

2/çêBex = Hex = (3.88)
cr

• • 9 aAdmitindo uma densidade uniforme de corrente livre: J = (I0/nar)k, e usando 
a continuidade da componente tangencial de H, teremos na região interna:

2/„ h r *
2 e<PHin = M = - (3.89)r e <Pca2 2nc a

A densidade volumétrica de corrente de magnetização é

J' =cVxM = --^k (3.90.a)
na
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sendo a densidade de corrente de magnetização superficial dada por: i

i
4

—^2-k .
2na

Js = cM x êp = i(3.90.b) ::• -
i ' !
}

:.
Podemos notar que no interior do supercondutor a soma de J com J' é nula. 

Isto é consequência da condição Bin = 0 que implica V x B = 0 e portanto a corrente 
volumétrica total deve se anular. Desta forma, a densidade de corrente superficial 
(3.90.b) é justamente a suficiente para conduzir a corrente total IQ.

i:i *í

íi

:
. í

PROBLEMAS

i Mostre que o valor médio do potencial <I> sobre uma superfície esférica é 
igual ao potencial no centro, contanto que não haja carga no seu interior. 
[Sugestão: Use o teorema de Green para mostrar que o valor médio independe 

do raio.]

1.

O

7
■;

2. Use a equação de Laplace para mostrar que um corpo carregado submetido 
somente a um campo elétrico não pode ser mantido em uma posição de equi
líbrio estável.

i

i
i
í

3. Considere o potencial bidimensional mostrado na figura 3.8. í

y '* i íct> = 0
i 'i

i

I

!
i

I<I>= V x

■a

Figura 3.8

l
As condições de contorno são $ = 0 em x= 0 e x- a\ ^ = Lem y = 0. Determine 
o potencial em todos os pontos do espaço na região 0<x<fle})>0.
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I4. O potencial no plano x-y mostrado na figura 3.9 é independente de z, sendo 
dado por uma função periódica de módulo <I>0 e período 2a. :-

y i<í>=0

x

*0 -4>0 % cD0
,\ -Sa - 2a 0 2 a 3 aa- a

\
Figura 3.9

O plano definido por y = y0 está ligado à terra. Encontre o potencial em todos 
os pontos do espaço na região: 0 <y<y0.

5. Considere afigura (3.1) com as superfícies z=0 e z= cmantidas a um potencial 
<h0, enquanto as outras superfícies têm <t> = 0. Encontre o potencial num 
ponto genérico dentro da caixa.

6. Uma esfera condutora de raio a cuja carga total é está situada num campo 

elétrico externo, inicialmente uniforme, E0. Encontre o potencial na região 
exterior à esfera.

7. Uma carga puntiforme q está localizada a uma distância / do centro de uma 

esfera condutora aterrada de raio a< L Encontre o potencial nos pontos exte
riores à esfera e determine a distribuição de carga na superfície da esfera. 
[Sugestão: Use uma expansão em polinómios de Legendre com a origem no 
centro da esfera, escolhendo o eixo polar na direção da carga puntiforme.]

Para distribuições de cargas simétricas em torno de um eixo de rotação, 
mostre que o potencial de dipolo (2.5) pode ser escrito na forma (3.33) como:

8.I

<d(2) = p\pA cose)
r

Analogamente, mostre que o potencial de quadrupolo (2.16) pode ser colocado 
na forma:
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<D<4) = ^ll.p2(cos0)

9. Uma casca de constante dielétrica e tem raio interno a e externo igual ai.A 
casca é colocada em um campo elétrico uniforme E0. Determine o potencial 
no interior da casca dielétrica.

10. Uma esfera de raio a possui uma distribuição superficial de carga que é pro
porcional a cos20. Encontre o potencial em todos os pontos do espaço externos 
à esfera. Represente a distribuição de carga em termos de momentos de mul- 
tipolos apropriados.

' ?

11. Uma superfície esférica condutora de raio a é constituída por dois hemis
férios, isolados por um anel isolante colocado no plano 0 = n/2. O hemisfério 
superior (0 < 0<7t/2) é mantido a um potencial <í>0, enquanto o inferior (7t/2 
< 0 < n) é mantido no potencial -3>0. Calcule o potencial em todos os pontos 
do espaço. Use as expressões de P;j(cos0) e calcule os três primeiros termos 
da expansão.

:
I

;
ír:

!
12. Considere um anel fixo de raio Rcarregado uniformemente com carga total 

Q: Tome a origem no centro do anel, com o eixo z ao longo do eixo do anel, 
conforme mòstra a figura 3.10.

r

í

Figura 3.10

I
í

I
Mostre que o potencial num ponto no espaço especificado por (r,0) é dado por:

i:

!



Problemas de Contorno em Meios Materiais • 93

IR* 

2 r2
' 3 R4<EAr,d) = — 

r
P2 (cos$) + -P4(cos0)----- ; r > R1--

8 r

l2j^P2(cosQ) +
V

I^P^se)-. ;<&(?-, 6l) = S. 1-- r <R .

[Sugestão: Escreva primeiramente o potencial no eixo, expandindo em seguida 

numa série de potências em R/z, para z> R Escreva os primeiros termos Bn 
da série geral (3.33) e especifique entãô a série para 0 = 0, r—> z. Equacione 

os coeficientes para determinar as constantes Bn que são válidas na série geral 
para valores arbitrários de 0. Uma identificação análoga determina as cons
tantes Afi para r< R]

13. A lei de Biot-Savart determina o campo magnético no eixo de uma espira 

circular de raio R, percorrida por uma corrente I (veja problema 1.5). 
Expanda o campo magnético numa série em (R/z) e integre termo a termo 

a equação: B, = -c)<t>/dz, para determinar o potencial magnético $m(z) no 

eixo para z> R Use o método do problema anterior para mostrar que o 

potencial é:

TC/?2/ / 3 R D( Q\^— Pl{cosO)--—P3{cose) + 
cr 4 r~

; r>RO =m

14. Encontre o potencial dentro de um cilindro oco de raio a e comprimento L. 
As duas extremidades são fechadas por placas condutoras. Uma das placas e 

a superfície lateral do cilindro estão mantidas ao potencial <í> = 0. A outra 

placa é isolada do cilindro, sendo mantida ao potencial <l> = <I>0. ■

15. Considere um cilindro infinito de raio a com permeabilidade magnética y. 
colocado num campo magnético uniforme B0 cuja direção é perpendicular 

ao eixo do cilindro, conforme mostra a figura 3.11.
Mostre que neste caso, quando não existe variação na direção z, a solução 

geral da equação de Laplace em coordenadas cilindricas é dada por:



94 • Princípios de Eletrodinâmica Clássica

oo ( 1
<D(p, <p) = A)+ VnP+Z 4,P” + Bn— X

P"?í=i V

x (Cn cos n<j) + D;í sen n0) .

m

Determine o potencial magnético em todos os pontos externos e internos ao 
cilindro.

j:

í !
\
ií

:
í i

■'
f

! .
;
: :

:li ! .Figura 3.11
1 r

!i

!

1
1'
i

:
1

!

i
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EQUAÇÕES DO CAMPO ELETROMAGNÉTICO

i I

Vamos considerar em seguida uma situação mais geral, em que os campos 
elétricos e magnéticos podem variar arbitrariamente no tempo. Neste caso, haverá 
uma interdependência dos campos, de maneira que seremos conduzidos a um 
conceito generalizado do campo eletromagnético.

Em 1865, Maxwell conseguiu desenvolver pela primeira vez uma teoria 
unificada dos fenômenos eletromagnéticos. Esta descrição é consistente com uma 
classe extremamente ampla de processos observados experimentalmente. Assim, 
as equações de Maxwell constituem uma representação própria do campo eletro
magnético clássico. O conceito do campo clássico pode ser compreendido como 
o limite de números quânticos muito grandes, em termos de fótons reais ou virtuais. 
Por exemplo, a um metro de uma lâmpada de 100 Watts passam cerca de 10lD 

fótons visíveis por centímetro quadrado e por segundo. Em geral, é o efeito cumu
lativo de muito fótons que aparece como um fenômeno observado experimen
talmente. Por isso, justifica-se uma descrição clássica da eletrodinâmica em termos 
das equações de Maxwell.

4.1 A LEI DE FARADAY

As primeiras experiências que estabeleceram uma relação entre campos 
elétricos e magnéticos dependentes do tempo foram realizadas em 1831 por 
Faraday. Ele observou correntes induzidas em circuitos colocados em campos mag
néticos variáveis. A variação do fluxo magnético pode resultar em consequência 
do movimento do circuito, como também de uma variação temporal do campo
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magnético. O fluxo variável induz no circuito um campo elétrico que produz uma 
corrente elétrica. A integral ao longo do circuito define a força eletromotriz s:

* = {*'<• . (4.1)

onde E' é o campo elétrico no referencial de repouso do circuito. As observações 
de Faraday podem ser expressas quantitativamente em termos da variação do fluxo 

magnético Fque atravessa o circuito:

5=F= f B 
Js

(4.2)• í/a ,
y

onde Sé uma superfície delimitada pelo circuito C, conforme mostra a figura 4.1.

!

Figura 4.1.

A lei de Faraday afirma que a força eletromotriz induzida no circuito é pro
porcional à taxa de variação do fluxo magnético acoplado ao circuito:

1 dF
£ = - (4.3)

c dl

onde a constante de proporcionalidade l/c decorre do uso do sistema gaussiano 
de unidades. O sinal desta força eletromotriz é especificada pela lei descoberta 
por Lenz em 1834, que estabelece ter a corrente induzida um sentido que se opõe 
à modificação do fluxo através do circuito.

Mantendo o circuito fixo no laboratório, E' coincide então com o campo elétrico 
E medido neste referencial. Assim, podemos escrever a equação (4.3) na forma:

r
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5

dBc í dt1
— ■ c/aE ■ r/l = - (4.4)

O teorema de Stokes pode ser usado para transformar a integral de linha,I obtendo

i
1 r dBÍV

J.v
x E • c/a = - — • c/a

c Js dl
;

iSendo a superfície S arbitrária, encontramos a relação: i

1 dBV x E = - (4.5)
c dl

que representa a forma diferencial da lei de Faraday. Note que nesta dedução não 
usamos qualquer propriedade específica do circuito, de maneira que (4.5) é válida 
em geral para campos eletromagnéticos dependentes do tempo. A lei de Faraday 
representa uma relação fundamental na eletrodinâmica, generalizando a equação 
V X E = 0 para os campos eletrostáticos.

4.2 O EFEITO ZEEMAN

Vamos discutir em seguida uma aplicação importante da lei de Faraday, rela
cionada com o efeito Zeeman. Em 1896 Zeeman observou uma radiação eletro
magnética quando átomos de sódio, mercúrio etc. eram colocados num campo 
magnético externo. Consideremos apenas o efeito Zeeman na presença de campos 
magnéticos intensos, para o qual a descrição clássica é adequada.

Para simplificar a discussão, vamos supor que o elétron no átomo se movimenta 
copi velocidade angular co0 numa órbita circular de raio r cujo plano é normal à 

direção do campo magnético externo B. Na ausência deste campo, o elétron sofre 

3 força coulombiana do núcleo, de modo que a equação de movimento tem a forma:

mv2 9 
----- = mco^r =

Ze2
(4.6)

r
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Quando o campo magnético é ligado, o fluxo magnético através da órbita 
experimentará neste processo uma variação temporal. Esta mudança irá gerar um 
campo eléuico induzido que é tangencial à órbita. O campo adicional modificará 
então a velocidade do elétron na órbita. No mesmo tempo, sendo que o elétron 
se move no campo magnético B, ele será afetado pela força de Lorentz cuja direção 
é ao longo do raio:

I
'
í
i

:
i
i e (4.7)¥b=—v x B

c
i

! A magnitude e a direção de Ffié tal que o raio da órbita permanecerá cons
tante. Portanto, o processo de ligação do campo magnético resultará somente no 
aumento ou diminuição da velocidade angular do elétron, dependendo da direção 
do seu movimento relativamente à direção do campo magnético.

Se o novo valor da velocidade angular do elétron é co, então de acordo com 
(4.7) a força radial de Lorentz devida ao campo magnético é igual a:

!•

i;
:
|

Fb = ±—B cor . (4.8)| c

Os sinais são determinados pela lei de Lenz, sendo que o movimento adi
cional do elétron devido à variação do campo magnético externo é tal que cria 
um campo magnédco oposto à variação do primeiro. Neste caso, no lugar de (4.6), 
temos a seguinte equação de movimento:

múJ2r = mCú^r ±-B Cúr . (4.9)
c

A partir desta equação, podemos encontrar facilmente a frequência a). Sendo 
que no átomo cu0 — 1016 s-1 e tendo eB/mc — 1012 s"1, podemos escrever aproxi- 
madamente:

■*#

eBco± = coQ ± (4.10)
2 mc

para campos magnéticos intensos da ordem de 10° Gauss.mesmo
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A quantidade eB/2mcé precisamente a frequência de Larmor, associada com 
o momento angular orbital do elétron, conforme vimos na equação (2.52). No 
caso mais geral, quando o campo magnético não é normal ao plano da órbita, o 
torque magnético produz uma precessão da órbita do elétron em torno da direção 
de B, com velocidade angular (oL. Este efeito é indicado na figura 4.2.

B

Figura 4.2.

É claro que, se a órbita estiver num plano paralelo a B, os elétrons não sofre
rão qualquer influência do campo magnético. Devido à natureza aleatória das ori
entações das órbitas eletrónicas, esperaríamos então que as velocidades angulares 
dos elétrons tivessem valores típicos caracterizados pelas frequências w_, cu0 e co+. 
Na mecânica quântica, estes valores correspondem à frequência da radiação eletro
magnética emitida pelo átomo. Estas características das linhas espectrais da luz 
emitida estão em excelente acordo com a experiência. (Para uma discussão mais 
completa, ver Heald e Marion, Cap.10.)

4.3 AS LEIS DE MAXWELL

Mostramos no capítulo 1 que, em situações estacionárias, a lei de Ampère 
pode ser expressa na forma dada pela equação (1.54):

4 71VxH = — J
c

Tomando a divergência nos dois lados desta equação, sendo que a divergência do 
rotacional se anula identicamente, temos:
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vj = o .

Entretanto, esta relação não é consistente com a conservação da carga elétrica 
em situações mais gerais, dependentes do tempo. Nestes casos, se uma corrente 
/fluir através de uma superfície fechada, a carga contida no volume delimitado 
pela superfície deverá variar de acordo com a relação:

;

i

pdV .
dl dtJvHSJ • í/a = - (4.11)

I

Pelo teorema da divergência, podemos transformar o fluxo de corrente em 
uma integral de V • J sobre o volume V. Tendo em vista que Vé arbitrário, obtemos:

V-J + ^ = 0 . (4.12)
ldl

Esta equação, que reflete o fato experimental da conservação da carga elétrica, é 
chamada equação da continuidade.

Consequentemente, devemos concluir que a lei de Ampère na forma (1.54) 
é insuficiente para o caso de campos dependentes do tempo. Foi Maxwell quem 
procurou modificar a lei de Ampère de modo a ser consistente também em 
condições dependentes do tempo. A sua solução foi fazer a substituição:

i

1 <?D
J">J + 4 K dl

de modo que a equação modificada de Ampère fica:

i_ __ 47t _ 1 <?DVxH = —J + - — 
c dl (4.13)

C

\
O termo (1/4tc) dD/dl foi denominado por Maxwell corrente de deslocamento. 

Se tomarmos agora a divergência nos dois lados da equação (4.13) encontramos:

I
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r

1 d4%
0 = — V • T + - V • D . 

c dtc i

Usando a lei de Gauss (1.26) para substituir V * D por 47tp, obtemos

V.J + ^ = 0
dl

que é a equação da continuidade. Isto significa que a modificação de Maxwell da 
lei de Ampère é compatível com a conservação da carga elétrica.

E fácil entender porque, nos meados do século XIX, não existiam recursos 
experimentais para verificar a equação de Ampère-Maxwell (4.13). As velocidades 
dos elétrons são, em geral, muito elevadas. Assim, a corrente pv é grande em 
comparação com a corrente de deslocamento (1/4tc)<?D/<?J, se o campo elétrico 

não se modificar rapidamente com o tempo. Estimativas mostram que os dois 
termos da corrente total têm a mesma ordem de grandeza para variações perió
dicas do campo elétrico com uma frequência da ordem de 106 s"1. Esta é a 
região de frequências de rádio que era desconhecida nos meados do século 
XIX. Foi somente em 1888 que Hertz verificou experimentalmente a existência 

de ondas eletromagnéticas. Tendo em vista que o termo adicionado por Maxwell 
é de importância crucial para os campos que ocorrem nos processos de radiação 
eletromagnética, as experiências de Hertz provaram assim a realidade da 

corrente de deslocamento.
Vamos ilustrar o conceito da corrente de deslocamento, considerando o 

circuito mostrado na figura 4.3, onde flui uma corrente I.

■

■

r

/

0
Figura 4.3.

Integrando a lei de Ampère-Maxwell (4.13) sobre a superfície Sx limitada 
pela curva T e usando o teorema de Stokes, sendo que neste caso dD/dt = 0, 
teremos:
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ÍP--TU 471 (4.14)-dSL = —/ .

Por outro lado, a corrente /não flui através da superfície S2. Contudo, existe 
agora uma corrente de deslocamento, devido ao fato de que as placas do capacitor 
estão sendo carregadas pela fonte externa. Consequentemente, integrando (4.13) 
sobre a superfície S9, obtemos o resultado:

j (9D r 47C dOo da =------ —
J c dt

4 n d1jr« (4.15)ã = - —— • da. =
c Js2 dt c dt

que é o mesmo que aquele dado pela equação (4.14), visto que /= dQJdt.
Tendo estabelecido a validade da lei de Faraday (4.5) e da lei de Ampère- 

Maxwell (4.13), devemos ainda estudar as outras duas equações do campo para 
B e D, em condições dependentes do tempo. Considerando a divergência da 
equação (4.5), temos:

o que implica que V ■ B é uma constante independente do tempo. Sabemos que em 
condições estáticas esta constante é nula. Fisicamente, podemos argumentai* que 
esta constante deve ser sempre zero, tendo em vista que os campos dependentes do 
tempo não podem criar monopolos magnéticos. Então, é possível inferir que a relação:

VB = 0 (4.16)

deve ser válida em geral.
Finalmente, tomando a divergência da equação de Ampère-Maxwell (4.13) 

e usando a equação da continuidade (4.12), encontramos:

■J~(V • D -47tp) = 0 .

Supondo que em algum instante inicial: V * D = 47tp, vemos então que a lei de 
Gauss deverá ser válida sempre.

I
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Portanto, podemos concluir que as quatro equações seguintes constituem 
uma descrição coerente dos campos eletromagnéticos dependentes do tempo:

a) V D = 4np b) V • B = 0

(4.17)

c) VxE + -—= 0 1 dD _ 47t jd) V x H - -
c dt c dt c

Este conjunto, conhecido como as equações de Maxwell, forma a base de 
todos os fenômenos eletromagnéticos clássicos. O domínio de aplicabilidade 
das equações de Maxwell é extremamente vasto. Elas determinam o caráter dos 
processos eletromagnéticos que ocorrem em escalas cósmicas, constituem a 
base da tecnologia eletrónica contemporânea e permitem a investigação de 
processos associados com cargas individuais. Contudo, em escalas microscópicas 
é imprescindível a consideração de fenômenos quânticos descritos pela 
Eletrodinâmica Quântica.

4.4 POTENCIAIS DO CAMPO ELETROMAGNÉTICO; TRANSFORMAÇÕES 
DE CALIBRE

Vimos nos capítulos anteriores que é útil introduzir os potenciais escalar e vetor 
. para o estudo de processos estacionários. Mostraremos que o mesmo procedimento 

será conveniente no estudo mais geral de fenômenos eletromagnéticos dependentes 
do tempo. Sendo a equação de Maxwell (4.17.b) válida em geral, podemos expressar 
o campo magnético como o rotacional de um potencial vetor A:

B =V x A . (4.18)

Substituindo esta relação em (4.17.c), obtemos:

_ ( 1 5A^ AV x E + —— =0 
V c dt ) .

Esta equação mostra que o vetor E + (l/c) (áA/dt) pode ser escrito em termos do 
gradiente de um potencial escalar <í> como:
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1 d AE+--r- = - V O .
c dt

Esta relação generaliza a equação (1.6) que foi deduzida anteriormente no caso 
eleU'ostático. Assim, podemos expressar o campo elétrico em termos dos potenciais 

escalar e vetor através da fórmula:

IdA 
c dt

E=-VO— (4.19)

Observamos que esta expressão, que relaciona o campo elétrico com quantidades 
magnéticas, é equivalente à lei de indução de Faraday.

Para a determinação de A e O, devemos usar em adição as equações de Maxwell 
(4.17.a) e (4.17.d). Considerando por simplicidade o caso de campos eletn> 
magnéticos no vácuo, vemos que a última equação dá:

1 d2 A l _ ctá> 4 K 

c2 dt2 c dt c
V x (V x A) = -

ou, usando a fórmula vetorial (A.5):

c2 dl2 c dl c
V(V- A)-V2A = -

i!

Podemos reescrever a última equação na fornia:

1 d2 A 4k- — j + v VA + 1^
c dt

■V2A- (4.20) ic2 dt2 C ;

Por outro lado, a equação (4.17.a) dá:

V2(D = -47tp-i —V-A .
(4.21)

c dt
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Na eletroclinâmica clássica, os potenciais A e O são quantidades auxiliares 
introduzidas com a finalidade de simplificar as equações do campo. Vamos impor 
sobre eles condições que permitirão tornar as equações (4.20) e (4.21) indepen
dentes, sem modificar contudo as relações (4.18) e (4.19). A relação (4.18) 
determina o rotacional do potencial vetor A. Mas o próprio vetor A não é ainda 
completamente determinado, visto que a sua divergência não é especificada. Se 
a divergência de A for dada pela relação:

?

1

;

VAt~ = 0 . 1-(4.22)
C dl

\
chamada de condição de Lorentz, então a equação (4.20) fica:

(

1 d2 A 471V2A- ---- J (4.23)
<2 dC~ C

A equação (4.21) irá adquirir uma forma completamente análoga:

1 <92<J>
v‘2o- = -47tp . (4.24)

C2 dC-

Estas equações para os potenciais eletromagnéticos são equivalentes às equações 
de Maxwell. De um ponto de vista matemático, estas equações de onda são mais 
simples que as equações diferenciais parciais de Maxwelhtyeremos que as equações 

de onda podem ser integradas, obtendo-se uma solução na forma integral, 
analogamente à integração da equação de Poisson (1.10) cuja solução é dada pela 
integral (1.13). E por este motivo que, na invesdgação das propriedades dos campos 
eletromagnéticos, o uso dos potenciais é muito conveniente.

Notamos que a determinação dos potenciais A e a partir das relações (4.18) 
e (4.19) não é única, permitindo tuna certa liberdade de escolha. Esta deve preservar 
contudo o valor dos campos elétricos e magnéticos, tendo em vista que classi
camente somente os campos eletromagnéticos têm um significado físico direto. 
Da definição (4.18), resulta que se fizermos a transformação:

A—» A' +Vl//(r,í) (4.25)
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onde y/é uma função arbitrária das coordenadas e do tempo, então o valor do 

campo magnético não será modificado:

I
B =V x A =V x (A' +Vy/) =VxA' .

Vamos considerar agora a determinação do potencial escalar <f> a partir da 

relação (4.19). A transformação (4.25) leva ao valor:

1 dA' 1 y dV 
c dt

E = - V <E> - -
dtc ■

= - v ®+I^
c dt

1 d A' 
c dt

Substituindo:
i

c dt
(4.26) .

!

chegamos a uma expressão para o campo elétrico que tem a mesma forma que 
(4.19). Portanto, o potencial vetor é determinado a menos de um gradiente de 
uma função de coordenadas e do tempo, ao passo que o potencial escalar é deter
minado a menos de uma derivada temporal desta função. Em geral, podemos 
afirmar que os sistemas de potenciais (A', $') e (A, <£) são fisicamente equiva
lentes se A e A', $ e puderem ser conectados entre si pelas relações (4.25) e 
(4.26). Este fato pode ser expresso dizendo que as equações do campo eletro
magnético são invariantes sob as transformações (4.25) e (4.26). Diferentes maneiras 
de escolha dos potenciais A e 4>, que não modificam os campos E e B, são chamadas 
calibres dos potenciais.

A invariância dos campos eletromagnéticos com respeito aos diferentes cali
bres é denominada invariância de calibre. A propriedade da invariância de cali
bre nos permite selecionar os potenciais de modo que as relações da eletrodi- 
nâmica tomem a forma mais simples possível.

A condição de Lorentz (4.22) serve como um exemplo desta seleção. Podemos 
mostrar agora que esta condição corresponde a um calibre definido dos potenciais, 
chamado calibre de Lorentz. Suponhamos que a condição de Lorentz não seja 
satisfeita por um conjunto A0 e <f>0, de modo que:

i

i

í
;

í

:.

'
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l.i®0
c dl

V•A0+-

Efetuando a transformação de calibre (4.25) e (4.26):

1 cUy 
c dl ’

A0 —> A + V y/ O0->O--

obtemos a equação:

1 <9‘VVA+-^ = j(r,()-VV +
c dt c2 dt2 '

Impondo que a função y/satisfaça a equação de d’Alembert:

i <?vV2i//-
c2 dl2

vemos então que a condição de Lorentz será obedecida pelos potenciais Ae$. 
Conforme mostraremos posteriormente, esta condição representa um vínculo 
invariante por transformações gerais na teoria da relatividade.

4.5 CONSERVAÇÃO DA ENERGIA NO CAMPO ELETROMAGNÉTICO

A primeira consequência importante que segue das equações de Maxwell é 
a existência da energia do campo eletromagnético. Para determinar esta energia, 
vamos considerar um sistema fechado que consiste de um campo interagindo com 
partículas carregadas. Vamos calcular o trabalho W realizado pelas forças do campo 
sobre as partículas no volume V. Considerando a variação por unidade de tempo 
do trabalho feito pela força de Lorentz (1.48), podemos escrever que:

dW íf • \dv
dt
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onde f denota a densidade da força de Lorentz, isto é, a força eletromagnética 
por unidade de volume: }

( i A 
f = p E + -v x B (4.27)

1C
I

Sendo o trabalho da força magnética nulo, tendo em vista que esta força é per
pendicular à velocidade da partícula, obtemos:

i
;j ;

dŴ
 = | pE • v dv = J J ■ E dvl: 7(4.28)

(
Vamos transformar a relação (4.28) fazendo uso das equações de Maxwell. 

Expressando a densidade de corrente em termos dos campos através da equação 
(4.17.d), temos:

•í i

I

dDdW = — ÍE-(VxHW-— íe-
47f* V ' 471*^

— dv (4.29)
dldt

A .

Como deve existir uma simetria entre os campos elétricos e magnéticos, vamos 
simetrizar a equação (4.29), adicionando ao lado direito a expressão:

—Jh-Ív
47tJ V

■£i 1 (9b ,x E + - — dv 
c ot J

que é nula, em virtude da equação de Maxwell (4.17.c). Isto leva a:

dW = ^J[E.(VXH)- (V xE)]^-H
dt

(4.30)

cd_í E D + B H
J dl{ dv

8tc

A primeira integral no lado direito da equação (4.30) pode ser transformada 
numa integral de superfície. De acordo com a relação (A.9), temos:

»
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-E ■ (V x H) + H • (V x E) =V • (E x H)

Assim:

|[e - (V xH)-H • (V xE)] = -jv ■ (E x H) dv = -^ExH-da

.
e podemos escrever em lugar de (4.30) que:

d fE D + B HdW Jj — ÍExH
471 ^

dt ^ 871• E dv = - (4.31)• da. - — dv
dt

Considere o caso em que o volume de integração tende a infinito. Se os 
campos E e B tendem a zero mais rapidamente do que l/r quando r—> então 

a integral de superfície se reduz a zero, e (4.31) fica:

:

dW — \udv 
dt]

(4.32)
dt

onde:

E D + B H
(4.33)U =

8 TC
!
i

Sendo que o lado esquerdo de (4.32) representa a taxa de trabalho realizado, o 
lado direito representa o decréscimo por unidade de tempo da energia do campo.

Neste caso podemos associar ao campo eletromagnético uma densidade de 
energia u dada pela fórmula (4.33). O fato de que o campo eletromagnético possui 
energia mostra obviamente que o campo tem uma existência tão real quanto as 

partículas.
Vamos considerar agora uma região do campo que tem um volume Vdelimi- 

tado por uma superfície S. Então a equação (4.31), que expressa a lei de conservação 
de energia, mosU'a que o decréscimo da energia do campo por unidade de tempo:

t
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d_ r E D + B H 

dl 8 K
dv

num certo volume Vé igual à taxa de trabalho realizado pelas forças do campo 

dW/dt sobre as cargas contidas neste volume mais o fluxo:

— |ExHda 
4 TC J

que flui através da área fechada S. É óbvio que este deve ser interpretado como o 
fluxo de energia que flui para fora do volume V. O fluxo de energia do campo 
eletromagnético é caracterizado pelo vetor S, denominado vetor de Poynting, que 
é igual a:

S = —E x H . (4.34)
471

Este vetor, descoberto por Poynting em 1884, representa em geral o fluxo de 
energia através de uma unidade de área numa direção perpendicular a E e H. 
Vamos fazer contudo a seguinte observação. O vetor S é determinado a menos de 
um rotacional de um certo vetor b. Supondo que S' = S + V x b, temos:

§S' • da + |(V xb)-íia = | S • da. ,■ da =

devido ao fato de que a integral de V x b sobre uma superfície fechada é sempre 
igual a zero. Um exemplo da indefinição na interpretação do vetor S é o caso de 
campos elétricos e magnéticos cruzados e estáticos. Nesta situação, o vetor de 
Poynting não é nulo, apesar de não haver realmente qualquer fluxo de energia 
(veja o problema 4.12).

Na derivação da expressão (4.32), supomos que a integral fs • da se reduz a 

zero quando integramos sobre uma superfície fechada com o raio infinitamente 
grande. Veremos que, nos processos de radiação, encontramos campos que variam 
com a distância como E ~ B ~~ l/r quando r—> °o. Neste caso, a integral /s • da 

sobre uma tal superfície terá um valor finito. Fisicamente, isto significa que o 
sistema que perde uma parte da sua energia emite radiação.
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Escrevendo a lei de conservação da energia na forma diferencial:

du~-+ V S = - J E (4.35)
dt

notamos a sua analogia com a equação da continuidade (4.12), que expressa a 
conservação da carga elétrica. O significado físico desta equação é o de que a taxa 
temporal de variação da densidade de energia eletromagnética mais a densidade 
do fluxo de energia que flui por unidade de tempo é igual ao negativo do trabalho 
realizado pelos campos sobre as cargas dentro de uma densidade de volume.

Vamos ilustrar o teorema de Poynting considerando o sistema mostrado na 
figura 4.4, que contém um resistor cilíndrico de comprimento /, raio a e condu- 
tividade cr.

s s
R

I

Figura. 4.4.

Usando a lei de Ampère, vemos que o campo magnético na superfície do 
cilindro é:

21 .B = H = —

Por outro lado, usando a lei de Ohm, obtemos que o campo elétrico é:

J_ 1 5E = — eZ •
O KCTG
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Consequentemente, o vetor de Poynting (4.34) será dado por:

I2 . 
27lW 9

(4.36)s = -

tendo a direção para dentro do cilindro. Assim, o fluxo do vetor de Poynting para 
dentro da área lateral do cilindro é:

-4-/2=*/2 •na~(j
js-(h = (4.37)

Vemos que neste caso o campo eletromagnético fornece, através do fluxo 
associado ao vetor de Poynting, a energia que é dissipada termicamente.

4.6 CONSERVAÇÃO DO MOMENTO NO CAMPO ELETROMAGNÉTICO

O campo eletromagnético possui, além de uma densidade de energia, também 
uma densidade de momento linear. Vamos considerar a mudança no momento 
de partículas confinadas num volume V. Usando a relação (4.27), podemos escrever:

d? 1 = JpEdt' + -JjxBdi/= \ppari E + - v x B clv (4.38) Idt c

onde Pparl é o momento total das partículas. Considerando por simplicidade as 

equações de Maxwell no vácuo, vamos expressar pejem termos dos campos, 
usando (4.17.a) e (4.17.d). Encontramos assim: >

i
- .

:

íf-= fj E(V - E) *-J-J ií x B * + 
dt 4nJ v ’ 4ncJ dt

+ i^l(VxB)xBcfo ■
(4.39) 5

!
D

amos simetrizar a equação acima, adicionando ao seu lado direito a expressão:
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— ívx E + --^1xE + — B(V • B) 
471 v c dl y 471 v

(4.40)

I que é igual a zero. Temos então:

d? 1 d 1j(E x B)dv + J {E(V • E) + B(V • B) -pari

4nc dldl
(4.41)

- E x (V x E) - B x (V x B)}íZw ■

A segunda integral pode ser transformada numa integral de superfície. Esta 
transformação será feita mais adiante. E claro que a integral de superfície contendo 
dois campos vetoriais tenderá a zero quando r—> «>, desde que os campos vetoriais 
decresçam mais rapidamente com a distância do que 1/r. Então, considerando o 
limite de um volume infinito e desprezando a segunda integral em (4.41), chegamos 
à expressão:

1 J E x B dv =P +pari constante (4.42)
4KC

Esta fórmula mostra que o momento total de um sistema fechado que consiste 
de campos e partículas é conservado. A quantidade:

1 ExB (4.43)g = 4kc

representa a densidade do momento linear do campo eletromagnético. A trans
ferência de momento para as partículas é acompanhada por um decréscimo do 
momento do campo.

Mostraremos agora que a segunda integral na forma (4.41) pode ser reduzida 
a uma integral de superfície. Sendo esta integral simétrica com respeito aos vetores 
EeB, vamos considerar apenas a integral:

J{E(VE)-Ex(VxE)}* .l = (4.44)
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Consideremos a divergência de Et E:

V-(£,E) = (E-V)£,.+£,(V-E) .
;
J

Aplicando o teorema da divergência (A. 11) à integral volumétrica do lado 
esquerdo desta equação, podemos verificai' para cada componente a relação vetorial:

J(E-V)E«fo = |(E-à)Eda-jE(V-E)ífo . (4.45)

,
;•

. iPor outro lado, usando a identidade vetorial (A.8), podemos escrever que: ::
I

J(E-V)Edt/ = Jví^^jdw-jEx(VxE)ííw . (4.46) !

\

subtraindo (4.46) de (4.45), encontramos: i

J {e(V • E) - E x (V x E)} dv = -j vfi eA dv + |(E ■ n)Eda .
\ 2 y

(4.47)
■

■

Levando em consideração a relação vetorial (A. 12) obtemos:
I

1 = ^ (E n)E-â^E-EUa • (4.48)
; i.

í

Uma expressão análoga pode ser escrita para a parte magnética da integral, 
de modo que:

s i

í
'1 J{e(V • E)-E x(V x E) + B(V . B)-B x (V x B))dv

i471
’

(4.49)

~j- (’E-n)E + (B -n)B - |n(E • E + B ■ B)\da
f
i

.
o que prova a nossa afirmação. «

1)
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Podemos escrever a z-ésima componente do integrando no lado direito da 
equação (4.49) comoX 71 ■ n-, onde o tensor das tensões de Maxwell 71 é dado por:

71. = — E:E: + B:B, - -ÍE • E + B ■ B)<5, .
,J 4n J 1 2V ’ J

1
(4.50)

Consequentemente, a equação (4.41) pode ser escrita para cada componente
como:

^(Pp.„+P,™),. = I i^njda (4.51)
J

onde né a normal externa à superfície fehada S. Como (4.51) representa o 
enunciado da lei de conservação do momento, a somatóriaL7" n é a i-ésima com-

j IJ J
ponente do fluxo de momento, por unidade de área, através da superfície S, para 
dentro do volume V. Em outras palavras, é a força por unidade de área (pressão) 
transmitida através da superfície S que atua sobre o sistema combinado de partículas 
e campos no interior de V.

Como uma simples aplicação do tensor das tensões de Maxwell, vamos calcular 
a pressão exercida pelo campo elétrico sobre as placas do capacitor mostrado na 
figura 4.5.

2

/>

/_ _ _
X +

+

t/'E
+

+ + ++

Figura 4.5.

Consideremos as placas horizontais paralelas ao plano x-y, sendo o campo 

elétrico vertical E = E0z. Então, as componentes do tensor (4.50) podem ser repre
sentadas pela matriz:
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-4 0 0\ )
:

(t.) = — o
v y) 8n -4 0 . v} (4.52)

o 4) iO
i

ri

i A pressão que atua, digamos, na placa inferior é igual ao fluxo de momen
to por unidade de área da placa, sendo dada pela componente T33 do tensor das 

tensões:

’!

1

■.

•i

i
1

(4.53)8n
I

Podemos escrever a lei de conservação do momento linear na forma dife
rencial aplicando o teorema da divergência ao lado direito da equação (4.51):

-fpDart+p dA part cam

;

Usando as relações (4.27) e (4.43), e sendo o volume Varbitrário, esta equação 

pode ser colocada na forma de uma equação de continuidade:
;
j

(4.54)

Num meio material a densidade de momento é dada por:

i

g = c2 (4.55)

!.
I

sendo que o tensor das tensões de Maxwell tem a forma:

!

1 1Tv = ^ EíDj + B1H]--{E-D + B.H)5S .
(4.56)

í

I
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Estes resultados, que generalizam as relações (4.43) e (4.50), são conhecidos como 
as expressões de Minkowski (1908).

A conservação do momento angular de um sistema de partículas e campos 
pode ser estudada usando um método análogo (veja o problema 4.14). O momento 
angular do campo eletromagnético é muito relevante em vários processos que 
serão discutidos posteriormente.

4.7 MASSA ELETROMAGNÉTICA

Uma das questões mais básicas da física refere-se à origem da massa. A teoria da 
eletrodinâmica oferece a possibilidade de explicar que, pelo menos parcialmente, a 
massa tem origens eletromagnéticas. Vamos mostrar que qualquer partícula carregada 
terá, em virtude de efeitos eletrodinâmicos, um momento proporcional à sua velocidade.

Com esta finalidade vamos considerar, por exemplo, um elétron que se move 
com velocidade uniforme no espaço, supondo que esta é pequena comparada 
com a velocidade da luz. Tomemos um modelo simples de elétron, supondo que 
a sua carga está uniformemente distribuída sobre a superfície de uma esfera de 
raio a, conforme mostra a figura 4.6.

Figura 4.6

Num ponto Pa uma distância rdo centro da carga, o campo elétrico é radial. 
Conforme o problema (4.5), o campo magnético é (v/c) x E. Portanto, de acordo 
com a relação (4.43), a densidade de momento será:

1 [Ex(vxE)] (4.57)g = 4 nc2
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cuja magnitude é dada por:

E2 sen 9 . (4.58)
g = 4nc

Os campos são simétricos em torno da direção de movimento, de forma que, 
ao integrarmos g sobre todo o espaço, o momento resultante será paralelo a v. A 
componente de g nesta direção é g sen 6. O momento total será então:

——r- f E2 sen2027tr2sen6d6dr = — f 
kc2 J 3 c J(l

E2r2dr . (4.59)
p =

Sendo a magnitude do campo elétrico dada por tf/r2, obteremos:

2 e2
P = Õ~2V •o ac

(4.60)

Vemos que o momento eletromagnético é proporcional à velocidade da 
partícula. No caso do momento mecânico, a constante de proporcionalidade é 
chamada de massa mecânica. Analogamente, o coeficiente da velocidade na relação 

(4.60) será denominado massa eletromagnética do elétron:

(4.61)
3 ac2

Esta massa não é exatamente igual à massa total de repouso da partícula. A razão é que 
não consideramos forças adicionais, como, por exemplo, aquela que mantém estável 
a distribuição da carga na partícula, que tem um papel importante neste problema.

Notemos que, na equação (4.61), o fator 2/3 resultou em virtude da hipótese 
particular da distribuição da carga do elétron. Por exemplo, se a carga fosse dis
tribuída uniformemente através do volume da esfera, o fator 2/3 seria substituído 
por 4/5. Com exceção destes fatores e supondo que uma parcela relevante da 
massa do elétron tenha origem eletromagnética, a quantidade:

2,8 X 10_13cm (4.62)r0 = mfc2
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corresponderá ao raio clássico do elétron. Entretanto, em virtude de processos 
quânticos, não podemos atribuir muito significado físico a este resultado. Conforme 
veremos posteriormente, a grandeza rQ ocorre também na descrição de vários 
outros fenômenos eletromagnéticos.

Neste ponto, vamos enfatizar que existe evidência experimental para a massa 

eletromagnética. Por exemplo, os mésons k, carregados positiva ou negadvamente, 
têm uma massa 139,6 MeV/c2, mas a massa do méson n neutro é de 135 MeV/c2 
(1 MeV = 106 eV = 1,6 ■ IO-6 erg). Esta diferença de massa tem origens eletro
magnéticas, correspondendo a uma partícula de raio de 3 * IO"14 cm. Um outro 

exemplo é constituído pela diferença de massa entre o próton e o nêutron, que 
é de 1,3 MeV/c2, sendo da ordem de 2,6 massas eletrónicas. Mas o nêutron é mais 

pesado que o próton! Contudo, devemos lembrar que estas partículas têm uma 

estrutura complicada e o cálculo de massa eletromagnética deve ser mais elaborado 

neste caso. Por exemplo, apesar de o nêutron não ter uma carga total diferente 

de zero, ele tem uma distribuição de carga no seu interior, conforme mostra a 

figura 12.4. Esta distribuição de carga, obtida a partir de experiências de espalha
mento de elétrons, indica que o nêutron é semelhante, em um certo sentido, a 

um próton envolvido por uma nuvem de mésons n negativos.

PROBLEMAS

1. Considere um campo magnético dado por: B(í) = B0têz. Supondo <í> = 0 e 

usaqdo a simetria em torno do eixo z, calcule ó potencial vetor A e determine 

o campo elétrico induzido. Através de uma integração direta, prove que a lei 
de Faraday está satisfeita.

2. Um disco condutor de raio a, espessura d e condutividade a é colocado num 

campo magnético paralelo ao seu eixo de simetria. Sendo B(/) = BQsen ot, 
encontre a densidade de corrente induzida em todos os pontos do disco.

3. Uma casca esférica condutora de raio a gira com velocidade angular cj = wê, 
num campo magnético uniforme dado por B = BQêz. Calcule a força eletro
motriz gerada entre o pólo e um ponto situado no círculo equatorial.

4. No problema anterior, a força eletromotriz induzida produz sobre a casca 

girante um potencial eletrostático O (0). Tomando o zero do potencial no 

infinito, mostre que a densidade de carga superficial induzida é:
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5 (úaB0 P2(cos 0)Ps{9) = I
12nc

Verifique que a carga total girante se anula.

5. Considere uma carga q movendo-se com velocidade uniforme v = vêz ao longo 
do eixo z. Construa um círculo fixo de raio a centrado na origem e situado 
no plano x-y. Calcule a corrente de deslocamento (l/c) (d/ dl) JD • hda através 

deste círculo, em função da posição e da velocidade da carga. Em seguida, 
calcule o campo magnético no círculo, usando a forma integral da lei de 
Ampère-Maxvvell. Supondo que c, mostre que este resultado é consistente 
com a lei de Biot-Savart colocada na forma:

i
*
!

J>

q vx r 
c r3

B = x

6. Considere a variação da velocidade do elétron numa órbita circular no átomo, 
devido à presença de um campo magnético externo B. Mostre que a variação 

correspondente da energia cinética do elétron é dada por:

— L B = -u. B
• 2 mc

a r =

\onde ji é o momento magnético associado com o momento angular orbital 
L do elétron.

i.

7. Mostre que a lei de Ampère-Maxwell (4.17.d) pode ser escrita numa forma 
microscópica, explicitando as quatro classes de correntes que são fontes do 
campo magnético:

s
í

4ti^P +1 dE 
c dt c dl

471
V x B = —J + 4tcVxM +

c

ã

Interprete estas correntes fisicamente. Qual é a corrente implícita na equação 
de continuidade (4.12)?

■

ii

i
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8. Vimos que a lei de Ampère (1.30) implica a lei de Biot-Savart (1.33). Procedendo 
por analogia, mostre que a lei de Faraday (4.5) implica a relação:

Considere agora um anel fino de aço cujo raio maior é a, sendo a sua área 
interna igual a A. Um fio enrolado toroidalmente sobre o anel é percorrido 
por uma corrente que produz o campo magnético B(t) no aço. Mostre que 
o campo elétrico no eixo do anel é:

Aa2 dB).E = - eZ
2 2a +z\2C( ) dt

onde z é medido a partir do plano do anel.

9. Um capacitor de placas paralelas consiste de duas placas circulares de raio 
a. A separação das placas é /, sendo o espaço entre elas preenchido por um 
material com constante dielétrica e. O capacitor é carregado num circuito 
contendo uma fonte eletromotriz V0 e um resistor R. Sendo o circuito 
fechado no tempo l = 0, determine as seguintes quantidades em função do 
tempo: a) campo elétrico; b) campo magnético; c) vetor de Poynting e d) 
densidade de energia.

10. Considere um capacitor de placas circulares e paralelas, análogo ao do 
problema anterior. Em adição à constante dielétrica s, o material entre as 
placas tem uma condutividade cr. O capacitor é carregado ao potencial VQ 

por uma bateria, que é desconectada no instante t= 0. a) Ache a carga livre 
no capacitor em função do tempo; b) Determine a densidade de corrente 

livre, a densidade de corrente de polarização e a densidade de corrente de 
deslocamento (1/4tc) (dE/dt) dentro do capacitor; c) Calcule o campo mag
nético dentro do capacitor.

Considere um condutor de forma arbitrária localizado no vácuo. Se o condutor 
é carregado, mostre que a carga se distribuirá de maneira a minimizar a 
energia eletrostática.

11.
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12. E possível definir o vetor de Poynting para campos elétricos e magnéticos 
estáticos na ausência de correntes, apesar de não termos neste caso um 
fluxo de energia. Mostre que a integral de superfície de S • n se anula sobre 
uma superfície fechada.

13. Usando as equações da magnetostática, mostre explicitamente que a diver
gência do tensor de Maxwell;

j

:
1 ( 1

Ts = — BiHi—B ■ H<5 
v 47i v 1 ^ 2 9: 1

ji f

.
i é igual à í-ésima componente da densidade de força magnética:
!

t

i
f

14. Discutir a conservação do momento angular para um sistema macroscópi
co de fontes e de campos eletromagnéticos no vácuo. Mostrar que as formas 
diferencial e integral da lei de conservação são:

!

±Udt^art ) + VM= 0+ L,cam
í

í

e

dtív[LPart ^M-hda= 0 ,+ JLcam

onde a densidade de momento angular do campo é: !•
:

1 r x(Ex B) sLcam =rXg =
' 471 c :

/
i

:e o fluxo do momento angular é descrito pelo tensor:
i

.:
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M = Tx r ,

onde Téo tensor das tensões de Maxwell.
Usamos nas fórmulas acima a notação diádica para Mr e T... A seta bifrontal 
tem um significado bastante óbvio. Por exemplo M n é um vetor cuja j- 
ésima componente é

15. Considere uma partícula cuja carga q é uniformemente distribuída através 
do volume de uma esfera de raio a. Se a partícula se move com velocidade 
uniforme v no espaço, mostre que o momento eletromagnético será:

p-m;



:
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RADIAÇÃO POR SISTEMAS DE 

CARGAS E CORRENTES li

Neste capítulo vamos estudar o importante processo de radiação por sistemas 
de cargas e correntes dependentes do tempo. A relação entre a radiação e as suas 
fontes pode ser convenientemente expressa em termos das funções de potencial 
escalar e vetor. Trataremos os sistemas radiativos de dipolo elétrico, dipolo mag
nético, quadrupolo elétrico e antenas. Os fenômenos de interferência resultantes 
de algumas configurações simples de correntes são também exemplificados.

li

!;

;

í
5.1 POTENCIAIS RETARDADOS

■

Vimos no capítulo 1 que, no caso de cargas em repouso ou correntes esta
cionárias, os potenciais escalar e vetor podem ser calculados a partir das relações:

♦

W-7ÍJ dv1dv' ; A®(r) = (5.1)

Por outro lado, se as cargas estão em movimento ou se as correntes têm uma 
dependência temporal, ocorre a seguinte dificuldade. Consideremos, por exemplo, 
o cálculo do potencial escalar na posição r e no tempo t. Não podemos calcular 
<i>(r,t) integrando p(ryt) se as cargas estiverem em movimento arbitrário, tendo 

em vista que os campos elétricos associados com as cargas se propagam com 

velocidade finita c. Portanto, para calcular o potencial num dado ponto e no
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instante t, devemos conhecer as posições das cargas, não no tempo t, mas nos 
instantes anteriores / -Ir - r'\/c. Conforme vemos da figura 5.1, estes instantes 
correspondem aos tempos em que os campos elétricos foram produzidos pelas

)
!

:
I :
I

i
I

!
✓

!(

IFigura 5.1
(

:cargas nas posições r'. Estes efeitos chegarão portanto no ponto Pno instante t. 
Assim, o cálculo dos campos individuais deve ser efetuado no tempo retardado

V
!'

■:

tr - r
(5.2)l =t-

C

1Portanto, no caso geral, devemos modificar as expressões anteriores dos potenciais 
$eA para:

:

”

fp(r'J)h dv'0(r,/) = (5.3)-r'

Aír.'/= ' íf
c J |r

(5.4)
-r'

Estes potenciais são denominados potenciais retardados; nos integrandos destas 
expressões, as densidades de carga e corrente devem ser avaliadas nos tempos 
retardados i= t - Ir - r'l/c, onde r'éo raio vetor no tempo l

Vamos mostrar agora que, de fato, estes potenciais são soluções das equações 
não-homogêneas (4.23) e (4.24). Será suficiente mostrar isto para 4>, sendo que
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a verificação para A é inteiramente análoga. Para isto, precisamos das derivadas 
&<$/dl2 e V2cJ>. Da equação (5.2) vemos que dt/dt= 1, de modo que

d2o r)2
rzíP(t,r') .Hfdv'

(5.5)
dl - r' dl

Em seguida, sendo que:
,E

Jf 4zp(Í,r')V t+p{t,r') V1 1VO = dv'- ri dl r - r

teremos:

^p(i,r')(Vtf +H F1 4zP(t,r')V2t1v2o =
-r' dl r - ri dl

(5.6)

4zp(Í,r')Vl-y 1 +p(t,r')v2 ^
r — r | \jr — r |

+ 2
di

Aqui, precisamos calcular Vt e V2Z. A partir da relação (5.2), é fácil mostrar que

r-r', ; 2W = - (5.7)
c r - r'cr - r

Substituindo estas expressões para VÍe V2Í na equação (5.6), encontramos que o 

segundo e o terceiro termo do lado direito se cancelam. Assim, ficamos com

^p(í,r') + p(í.r')V2Hi 1 1v2o = dvr'| di |r-r'|r -
yj

Combinando isto com a equação (5.5), teremos:
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F

1 r = j'to'p(í,r')V2lv2o- (5.8)
c2 dl

Finalmente, usando a propriedade da função delta:

i
iV2 -47r<5(r-r') ,i

i

ívemos que a expressão do lado direito da equação (5.8) é - 4np(l, r). Isto confirma 
que o potencial retardado é uma solução da equação de onda não-homogênea 
(4.24). Este resultado foi obtido pela primeira vez por Riemann em 1858.

:
í

{’

j
5.2 CAMPOS DE UMA FONTE OSCILANTE LOCALIZADAI i

!

íVamos considerar distribuições de cargas e correntes que variam harmoni- 
camente com o tempo. Isto é conveniente, pois, se a dependência temporal do 
sistema não satisfizer este critério, podemos decompor esta em componentes har
mónicos através da análise de Fourier. Se co é a frequência angular da dependência 
temporal, escrevemos então:

1
■

i
i

p(r,t) = e~i(a'p(r) ; j(r,í) - Í(OI1(0 * (5.9)= e

Como é usual, a parte real destas expressões denota as grandezas físicas. Substituindo 
estas relações nas expressões (5.3) e (5.4) para os potenciais retardados e lem
brando que:

Có 0Cúi = col|r - r'| = 0)1- k\r - r'|

t

podemos escrever, por exemplo,

A(r ,t) = e -Í(Út A(r) > (5.10)
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onde A (r) é dado por:

eikV-A(r) = 7 J dv']^A (5.11)-ri

Aqui estaremos interessados no caso em que a dimensão da fonte é muito menor 
que o comprimento da onda irradiada: X = 2n/k = 2kc/(o. E claro que, se o tamanho 
da fonte é comparável ao comprimento de onda da radiação, então as várias partes 
do sistema irão interferir coerentemente. Este caso será discutido mais adiante. 
Então, na região de grandes distâncias, que é relevante para a observação da 
radiação, teremos a condição:

d <€ X < r (5.12)

í

Assim, tendo kr> 1, a exponencial em (5.11) oscila rapidamente e determina o 
comportamento do potencial vetor na região de radiação. Nesta região, é sufi
ciente usar a aproximação:

i

r - r' — r - n • r' (5.13)

onde néo vetor unitário na direção r. Como consideramos r' infinitesimal com
parado com r, o fator 1/lr - r'l se modifica muito pouco com a variação de r', de 
modo que pode ser substituído por l/r. Então, podemos escrever o potencial 
vetor de radiação como:

;
I

Jkr „
— Jj(r')cr J

-iknr'A(r) dv' . (5.14)e

Sendo as dimensões da fonte pequenas em comparação com o comprimento 
de onda, podemos expandir a exponencial:

=1 -ikn-r'
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Substituindo na expressão anterior, obtemos a expansão numa série de potências 

para o potencial vetor:

A(r) = ^[íj(r')^' n ; r'^dv' H---- (5.15)

i,

onde k= o)/c.
Tendo em vista que h1 é pequeno em comparação com a unidade, é claro 

que os termos sucessivos no desenvolvimento de A diminuem rapidamente. Por 
isso, a radiação emitida pela fonte será proveniente principalmente do primeiro 

termo não-nulo na expansão (5.15).
Para determinar os campos elétricos e magnéticos de radiação, escrevemos:

3

i

i

j
:

E(r,<) = e-ííu‘E(r) ; B(r,<) = • (5.16)

>
i; I

A indução magnética é dada por B = V X A. É conveniente calcular o campo 

elétrico a partir da lei de Maxwell (4.17.d), que no exterior da fonte se reduz a:

fi dE 1V x B = -
c dt

t
Portanto, usando as relações (5.16), teremos: i.

B(r) =V x A(r) (5.17.a)

E(r) = ^VxB(r) = iVx[VxA(r)j . (5.17.b)

Isto elimina a necessidade de conhecermos o potencial escalar O e simplifica con
sideravelmente o nosso trabalho.

Como já mencionamos, os campos de radiação devem decrescer com a dis
tância como l/r, para que haja um fluxo não-nulo de energia irradiada pela fonte. • 
Assim, quando se quer apenas o termo dominante que é relevante na região de 
grandes distâncias, podemos escrever aproximadamente os campos de radiação 
na forma:

i
*

!

!

(

í
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B(r) = ikn x A(r) (5.18.a)

E(r)«ft[nxA(r)]xn (5.18.b)

onde o potencial vetor de radiação é dado pela expansão (5.15). Observamos que 
a indução magnética é transversal ao raio vetor, sendo o campo elétrico perpen
dicular aBeâ Este comportamento é típico para os campos de radiação.

5.3 RADIAÇÃO DE DIPOLOS ELÉTRICOS

Quando se considera somente o primeiro termo em (5.15), o potencial vetor é:

ihr

AW=—\J(r')*' • (5.19)

Para escrever esta integral numa forma mais familiar, vamos avaliar a componente 
xdejj(r ')dv':

\jx{r')dv' = \i(r')-STx'dv'

J V ' • (x'j(r')) dv' - JV V ' ■ j(r')du' •

A primeira integral do lado direito desta equação pode ser transformada numa 
integral de superfície que envolve completamente a distribuição de corrente. 
Nesta superfície J = 0, de modo que generalizando para três dimensões a relação 

acima obtemos:
J

Jr'(V'-j(r'))dt/ . (5.20)

Em seguida, usando a equação da continuidade, temos:

V'-j(r'H®p(r') . (5.21)
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Substituindo este resultado em. (5.20), encontramos que: .
I

>
.1

J j(r') dv' = J r'p(r')dt/ .
;

á

i
Assim, o potencial vetor será:

:

'eikrAÍr) = -ik p — 
r

(5.22)
i>

:•:
■:

; onde:

■

P = jr'p{r')dv /. (5.23)

«
;
lé o momento de dipolo elétrico, conforme a definição da eletrostática.

Os campos de dipolo elétrico na região de radiação, obtidos através da equação 
(5.18), têm a forma:

f

í !
ikr 1

B = k2(n x p)~; (5.24.a)
!

‘

:

. e‘kr 
x n----E = k2(n x p) (5.24.b)

r

O vetor de Poyndng pode ser agora calculado e promediado sobre um ciclo. Isto 
requer o cálculo das partes reais de E e B respectivamente, tomando-se então a 
média temporal do produto vetorial correspondente. Podemos simplificar o cálculo 
fazendo as seguintes observações:

,
I
t
s

E + E" B + B*S = — X
2471 2

)= rf (ExB + E x B* + E’ x B + E* x B*\ .
1671 x / í!

).
•i

'
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-2 i(ot, a sua média temporal sobre um ciclo será zero.Sendo E X B proporcional a e 
A mesma conclusão é válida para E* X B*. Assim, tendo em vista que E X B* não 

tem dependência temporal, teremos:
:

S = — ReÍE x B*) .
8 K ' '

(5.25)

J

A potência média irradiada por unidade de ângulo sólido será então dada por:

dP C „ 9 “ (j» *— = —Re r n ■ E x^B 
(Kl 8n

(5.26)

onde E e B são expressos por (5.24). Encontramos assim que:

dP ~|2

=to‘,K”xp) (5.27)x n
dn

Quando as componentes de p têm todas a mesma fase, a distribuição angular • 
tem a configuração típica de um dipolo:

dP (5.28)
(Kl 87t

onde o ângulo sólido d é medido a partir da direção de p. A potência total irradiada 

será:

O)4 2ck4
3 FP = (5.29)

3c3

Um exemplo interessante de um sistema radiante de cargas é constituído pelo
* oátomo. Aqui o tamanho do sistema é da ordem: d 5555 IA, sendo o comprimento

a °da onda emitida tipicamente da ordem: X ~ 5 * l(f A. Portanto a condição d<\ 
é muito bem satisfeita neste caso. E útil definir a vida média t por:
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T = Tuo/P (5.30)

que representa o tempo necessário para o átomo emitir um fóton de energia hoo. 
Embora P deva ser calculada de acordo com a mecânica quântica, podemos esti
mar que a magnitude do dipolo é dada pelo produto do raio atómico e da carga 

eletrónica, de maneira que:

.

i3 hcs
Tp ■ (5.31)

Para uma frequência ótica típica, a equação (5.31) implica uma vida média de 
10-7s.

Nas discussões anteriores, os sistemas apresentaram simetria axial, de 
maneira que os campos, e portanto a radiação, foram independentes do ângulo 

azimutal. Mas, para sistemas como aquele mostrado na figura (5.2), que repre
senta dois dipolos separados lateralmente por uma distância A, a distribuição 
angular é mais complicada, sendo a radiação dependente do ângulo 0. Note 
que, neste caso, a dimensão da fonte poderá ser comparável ao comprimento da 
onda irradiada!

i

■

.

i

i

Figura 5.2

Para procedermos, notemos que o campo magnético de um dipolo (5.24.a) 
pode ser escrito como: ?•

i
:
i
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(02p
sen 6 elkrB

c2r

onde ré a distância do dipolo ao ponto de observação. Para o dipolo 1, esta dis
tância é menor que R por um valor (A/2) cos0. Analogamente, para o dipolo 2 
temos que ré maior que R por uma distância (A/2)cosip. Assim, teremos que o 
campo magnético do sistema de dipolos (com fases opostas) será:

_ (O2p ikA ikAikRtot sen 0 eB — cos y/ 
2 >

(5.32)— COSl/A
2 jc2R

Para simplificarmos a discussão consideremos o caso em que A = X./2. Usando a 
geometria da figura onde cos 0 = sen0 cos0, poderemos então escrever:

co2p
cos 0 sen 6ikRtoi senOe senB = 2 i (5.33)

c*R

Portanto, a distribuição angular da radiação emitida será:

dP _ (04p2
sen 6 cos (p-sen2 6 sen2 (5.34)

d£l 2nc

Podemos expressar este resultado em termos da distribuição angular nos planos 
mutuamente perpendiculares xz, yz, xy:

sen20sen2 — sen#plano: x-z (0 = 0):
12

plano: y-z (0 = n/2): 0 (5.35)

K A 
2 J

plano: x-y(6 = n/2): sen2
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;!
As configurações da radiação nos planos x— zex-) são mostradas na figura 5.3. 
Estas formas podem ser qualitativamente entendidas a partir da geometria da 

figura 5.2:

í
!

(a) não pode haver radiação na direção 6 = 0 ou K visto que os campos de 

dipolo se anulam nesta direção;
):

<(b) sendo que os campos ao longo do eixo y se anulam em virtude do fato 
de que os dipolos oscilam em oposição de fase, não pode haver radiação na 

direção <p = n/2;

!
5

f

/

:

. (

Figura 5.3

(c) sendo que os campos ao longo do eixo x se somam, haverá um máximo 
de radiação para 6 = n/2.
A distribuição angular da radiação emitida por um sistema de dipolos que 

oscilem em fase é discutida no problema 5.5. * ,
i

5.4 RADIAÇÃO DE DIPOLO MAGNÉTICO
i

O segundo termo na expansão (5.15) leva ao potencial vetor:

ikr
&{r) = -ik — jj{r')(Àr')dv' (5.36)

y

Esta expressão pode ser escrita como uma soma de dois termos, um dos quais 
produz uma indução magnética transversal, e o outro produz um campo elétrico

1

V

I
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transversal. Para separar estas contribuições, procederemos por analogia ao método 
usado em (2.35), decompondo o produto (n- r')J em uma parte simétrica e uma 
parte anti-simétrica em J e r':

(á • r')J = |[(“ • r')J+ (ó • J)r']+|[(â • r')J - (“ • J)r']

= I[(n.r')j + (n.j)r']4(r'xj)xn .

(5.37)

Vamos examinar primeiramente a parte anti-simétrica:

r'xj(r')ikr

Am{r) = Ík — àX J (5.38)dv’
2 c

A integral no lado direito é precisamente o momento magnético (2.39) da dis
tribuição de correntes. Então:

ikr
6 /v

A'Ár) = ik— (5.39)n x m

Tomando o rotacional e desprezando qualquer termo que seja proporcional a 
l/r, encontramos para o campo magnético de radiação:

eikr ikr

B =V xA — k2(n x m) x n —
r

(5.40)

Analogamente, usando (5.17.b), vemos que o campo elétrico será:

ikr
k2(iix m)í- . 

r
E = -(VxB)^ 

Ií
- n x B = - (5.41)

Note a grande analogia com as expressões (5.24) que obtivemos para os campos 

de radiação do dipolo elétrico. Vemos que a indução magnética na presença de
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um dipolo magnético é igual ao campo elétrico devido a um dipolo elétrico, subs
tituindo-se p -» m. Analogamente, o campo elétrico devido a um dipolo mag
nético é proporcional ao campo magnético de um dipolo elétrico.

Uma conclusão análoga é válida para a potência emitida por um dipolo mag
nético oscilante, que pode ser obtida a partir da equação (5.28) fazendo p -> m. 
Teremos portanto:

I
j

.!8''■
i
i
ii; d? Ck | |2— = — m sen 6 

dQ. 87t
(5.42)

I
: ■

I |!
!

sendo 6 o ângulo entre m e r. A potência média total é:

íí
ck4m2 *74 '2 .P = (5.43) \= —-m 

3c3 ;3

ionde m denota o módulo do dipolo magnético m.
Um exemplo de um dipolo magnético oscilante é o de uma espira percorrida 

por uma corrente alternada, situada no plano x-y da figura 5.4. !
i

;
i

i;

1

!)
í

■

Figura 5.4

I
Podemos aplicar (5.43) a um sistema atómico obtendo a vida média [veja(5.30) ]:

= 3 ttc3/C03m' (5.44) (

•j

.
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onde m deve ser calculado de acordo com a mecânica quândca. Para uma esti
mativa, é suficiente lembrar que o momento magnético devido ao movimento 
orbital é relacionado com o momento angular por [veja equação (2.50)]:

e Lm = - (5.45)
2 Mc

onde M é a massa da partícula em movimento. Tipicamente, o momento angular 
é da ordem h, de maneira que:

\23 /3 fic 2Mc (5.46)
Tm ® cu3 eh j

Esta vida média é maior do que a vida média devida a uma transição de dipolo 
elétrico por um fator:

^ - (Mcd/hf ~ 105 
TP

.(•5.47)

onde d é da ordem do raio orbital do sistema atómico, e M representa a massa do 
elétron. Conseqúentemente, a transição de dipolo magnético é usualmente muito 
menos provável do que a transição elétrica. E claro que, se esta última foi proibida 
por alguma regra de seleção, então a contribuição magnética poderá ser relevante.

Para sistemas nucleares, a razão (5.47) é bem menor. Isto é devido em parte 
ao fato de que o momento magnético devido ao spin do próton é maior do que 
aquele estimado em (5.45), por um fator giromagnético 2,79. Este momento 
magnético resulta da complexa estrutura interna do próton, indicada pela figura 
12.4. Consideremos, por exemplo, um núcleo com raio 7 X 10 “l3 cm que emite 

uma radiação gama com energia de 1 MeV. Neste caso, a probabilidade de transição 
de dipolo magnético, relativa à transição de dipolo elétrico, é cerca de 100 vezes 

• maior que aquela correspondente aos sistemas atómicos.

|

5.5 RADIAÇAO DE QUADRUPOLO ELETRICO

Voltemos agora ao termo simétrico da equação (5.37) que é denominado, 
por motivos que ficarão claros a seguir, de potencial de quadrupolo elétrico.
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ikr

As(r)= ~ik^J[(“• r')J + (Â• J)r']dv' ■ (5.48)

!

1

Considere a primeira parte da integral, examinando a sua componente jc

:
J (** ‘ r')/x dv' = J(n • r')j • Vx' dv'

1
'
i

'
Í

>
í Podemos eliminar a primeira destas duas integrais, transformando-a numa integral 

de superfície e notando que J = 0 na superfície. Assim: i

|(® T )Jx dv' = - Jx' V' • [(n r')j]di/' I
/:

= -Jx' V '(n ■ r') ■ Jdv' - J*'(n • r') V ' • Jdv' .
i

!

MasV' (n*r') = ne lembrando a equação da continuidade (5.21) podemos escrever 
que:

I
J
)

J (n • r')/x dv' = - Jx'(n • j) dv' -icojx'(n • r')p(r')dt/ .

i

r
Generalizando para três dimensões, concluímos que:

J

!
■iJ(n • r')jdv' = -Jr'(n • J)dv'-icojr'(n • r')p(r')dv' .

Substituindo este resultado na expressão (5.48) encontramos para A^:

ikr

Aa(r) = _ã2Jr'(“'r')p{r')dv' ■ (5.49)
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Para proceder, tomaremos o rotacional de e determinaremos o campo 
magnético de radiação. Ignorando termos de ordem l/r2, temos:

ikr
3— nx jr'(áT')p(r')<fo' .B = V x Aq = -ik (5.50.a)

2r

O campo elétrico de radiação é dado, como sempre, por:

E = B xii (5.50.b)
\
!

Vamos agora adicionar à expressão no lado direito da equação (5.50.a) um 
termo que é zero mas que é útil para escrever o campo magnédco numa forma 
mais transparente. Temos:

iky
B = -ik3 n x J^3r'(n ■ r') - nr'2 (5.51)

Usando a definição (2.15) do tensor de quadrupolo:

QJj = j(sX'ix'j-r'28ij)p(r')dv' (5.52)

a integral em (5.51) pode ser escrita:

n X J ^3r'(n • r') - nr'2 j p(r')dt/ = iix Q(n) (5.53)

onde o vetor Q(n) tem as componentes:

Gf(“) = YsQipj (5.54)
J

Notemos que o vetor Q depende não só da magnitude dtí quadrupolo, como tam
bém da direção do ponto de observação. Desta forma, a indução magnética será:
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!iks eikr .
- —nxQ(n) (5.55)B = - =

; r

f!
■

C
que produz uma potência média por unidade de ângulo dada, de acordo 

equação (5.26), por:

com a 1■

:

dP ——ke\n x Q(n)| 
dQ 288ti 1

i(5.56)
:
i

'.
No caso mais geral, esta distribuição angular é bastante complicada. 

Entretanto, a expressão final da potência total é mais simples e pode ser 
calculada da seguinte forma: as integrações angulares sobre produtos das 
componentes retangulares de n podem ser calculadas em termos dos 
valores das integrais J n{ n■ dQ e J ni n- ?i/ nm dQ. Obviamente, a primeira 

é nula a não ser que l-j (para l&j, o integrando é ímpar por uma inversão 
da direção). Assim:

i

i

i “
i

!
J rij dQ. = bdy

i

onde bê uma constante. Para determinar esta constante, tomamos l=je somamos 
sobre / Sendo n um vetor unitário, isto implica que 4tt = 3b de maneira que: :

J n, rij dn = -~ S/j . (5.57a)

Para determinar o valor da segunda integral angular, notemos que devemos ter que:
/

J n/ rij nt nmdD. = b[ô/jôlm + 8u8jm + 5. „<5j7 )

! visto que os índices devem ser iguais em pares para que o resultado não se anule. 
Também a expressão deve ser simétrica por uma troca de qualquer par de índices. 
Procedendo analogamente ao caso anterior, encontramos que 4n = 156 de for
ma que:

i

'
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J ninjnínm dQ. = ^|(<5y<5tol + 8,£]m + .I
(5.57b)

Usando as expressões (5.57.a) e (5.57.b), podemos escrever que:

f |“ x Q(ô)|2 da = XQiíojnpjda-Y Q*&mJn^j-n^dQ.
ijl ijlm

(5.58)

1
15
1

1 ; J
= 471

3 '
i j

Tendo em vista que Qzy é um tensor de traço nulo, o segundo termo se anula. 
Assim, a potência total irradiada por uma fonte de quadrupolo será:

(5.59)

A potência irradiada varia com a sexta potência da frequência, comparada com 

a quarta potência da frequência que caracteriza a radiação de dipolo.
Um exemplo simples de uma fonte de quadrupolo é uma distribuição esfe- 

roidal de carga oscilante. Neste caso, os elementos não-diagonais de Qy se anu
lam, sendo os diagonais dados por (2.17) e (2.27):

;

1
Qn~ Q22--2Qq633 “ Qo (5.60)

Usando a relação (5.54) teremos neste exemplo com simetria axial:

11Q(ó) = “2 &n*êl ” 2 Qonyè2 + Qonzè3

|nxQ(n)|2 =|Qo(wx + w>)nz =
(5.61)

— Qo sen20cos20 
4

onde e é o ângulo polar medido em relação ao eixo de simetria. Portanto, a dis
tribuição angular da potência irradiada (5.56) será dada pela expressão:
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\

dP = c/f6 
dQ ~ 128ti

Q^sen20cos2 0 (5.62)

Note que, em virtude da simetria azimutal, esta expressão é independente do
ângulo 4>•

A configuração correspondente à relação (5.62) é mostrada na figura 5.5, 
com máximos em â = n/4 e 0= 37t/4. A intensidade de radiação é zero ao longo 
do eixo z, se anulando também no plano x - y. A potência total será:

I
ck6 6

o2
240c3

Qo2 = (5.63)P =
240; i

í!
i

:
■

\

!

I

Figura 5.5

i

}

; Podemos estimar a vida média (5.30) devida a uma transição de quadrupolo 
tomando em (5.63): Qq ~ Então::

:
••

hcb 1j hcoT0 = -=- ~ 240 y pI (5.64)®5(^2)2

Esta é maior do que a vida média devida a uma transição de dipolo elétrico por 
um fator:

i
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80c2 20 A222. = (5.65)
K2 d2(o2d2TP

Para um átomo, a radiação de quadrupolo elétrico é muito pequena. Mas, 
nos sistemas nucleares, as transições de dipolo magnético e do quadrupolo elétrico 
são comparáveis em magnitude, sendo muito mais prováveis do que nos sistemas 
atómicos.

5.6 RADIAÇAO POR ANTENAS LINEARES

Para certos sistemas irradiantes, a geometria do fluxo de corrente é sufi
cientemente simples, permitindo o cálculo da integral (5.11) para o potencial 
vetor numa forma fechada. Como exemplo, consideremos uma antena linear de 
comprimento d, orientada ao longo do eixo z, conforme mostra a figura 5.6. A 
corrente varia harmonicamente com o tempo, anulando-se nas extremidades da 
antena. Sendo k= o/c, a densidade de corrente é:

J(r) = ^sení k\z\ S(x)S(y)êz 
\ *

:(5.66)

onde as funções delta asseguram que a corrente flui somente ao longo do eixo z.

z
./

d
2

n
. 9

N1/
y

' 4>X

-d
5

Figura 5.6
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Usando a densidade de corrente (5.66), o potencial vetor (5.11) teráadireção 

ê2, tendo na região de radiação a forma:
í

fj

aM - Ie‘kr f2A(r) = ez-----
cr J.

( kd te-ikz 'cosedz' . (5.67)sen
-d/2

i

Fazendo um cálculo direto [veja problema 5.13], a integração leva a: ,
:
i

cos — cos# -cos(M/2)
. 2Ieikr 

ckr
2A(r) = ê (5.68)

sen20

!

iSendo que o campo magnético na região de radiação é B = ik n X A, a potência 
média irradiada por unidade de ângulo sólido será:

2
i

cos —cos 0 - cos(M/2);
| dP _ 12 

d£l 2nc
K 2 (5.69)i

sené?

!

:■

;1 Esta distribuição angular depende do valor kd. No limite de comprimentos de 
onda longos (kd < 1), este resultado deverá se reduzir à forma (5.28) para um 
dipolo elétrico, visto que neste caso todos os elementos da antena têm praticamente 
a mesma fase. E instrutivo verificar isto explicitamente. Com esta finalidade note 
que, sendo kd< 1, podemos expandir as funções cosseno obtendo desta forma:

dP I2d4k4
sen20 . (5.70)

d£l 128kc

Por outro lado, usando a equação da continuidade (5.21), podemos escrever a 
densidade de carga como:
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1 dj1P = ^V-J =
ikc dzICO

Assim, o momento de dipolo elétrico (5.23) que é paralelo ao eixo z, terá o módulo:

P = \\z'pdv\=±-\\j dv'

onde integramos por partes e usamos o fato de que a corrente se anula nas extremi
dades. Usando a expressão (5.66), obteremos no limite kd< lo resultado:

Id2
p = 4c

Substituindo então a corrente 7 em termos de p na equação (5.70), obteremos 
precisamente a expressão (5.28) para o dipolo elétrico.

Para o caso especial kd = n, correspondendo a uma metade do comprimento 
de onda da oscilação: d = \/2, a distribuição angular (5.69) será:

/2 cos2(7l/2cos 0)dP (5.71)
sen2#d£l 2nc

Através de arranjos especiais de antenas básicas de meia-onda, é possível obter 
configurações especiais de radiação formadas pela superposição coerente das 
ondas individuais. Para entender isso, notemos da equação (5.68) que o campo 
magnético de uma antena de meia-onda é:

2/ cos (7t/2 cos 0) ikr 

sen 0
Bq = - ik sen 0 A3 = - (5.72)

icr

Consideremos agora o arranjo mostrado na figura 5.2, substituindo os dipolos por 
antenas de meia-onda com fases opostas. Procedendo analogamente à análise que 
levou à equação (5.32), teremos neste caso para o B total:
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I

21 cos(rc/2 cos 0) 

sen 9

in-inikR . (5.73)BT = i— cos y/ 
2

---- cos y/<p 2icR

Substituindo cos if/ por sen 0 cos0 obteremos:

:
:47 cos (n/2 cos 6) m 

sen 0
sen 6 cos 0 (5.74)ntot _B> -~cR sen

i
j

Assim, a distribuição angular da radiação é:

•.«

tol 2 _ 2/2 cos2(7t/2cos 0) 2

sen20
d/P = cR2 

87t
^ sen 0 cos 0 (5.73)B VII <P nc :

I
*i

' t . <
Esta distribuição angular é bastante similar à distribuição mostrada na figura 5.3 

para o caso dos dipolos.
Configurações de radiação associadas com sistemas mais complexos de antenas 

são analisadas nos problemas propostos.

'
:I *
i:M ?

1
í! I

iPROBLEMAS :
1
i

1. Mostre que um sistema de partículas carregadas, tendo todas a mesma razão 
de carga/massa, não pode emitir radiação de dipolo se o centro de massa do 
sistema se mover uniformemente.

;::
i

4-
'
!

í
2. Uma casca esférica uriiformemente carregada oscila de maneira puramente 

radial. Mostre que neste caso não há campo magnético e portanto não pode 
ocorrer radiação.

í

3. Considere uma antena linear cujo comprimento d é igual a (3/4) X, onde X 
é o comprimento de onda irradiada. Esboce a distribuição da densidade de 
corrente na antena e a distribuição angular irradiada.

i
(

I-
■l

i
i

4. Mostre que a potência média total irradiada por uma antena do tipo “meia- 
onda” é dada por:

i
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2c 2c Jo

2n 1 - cos z1 + COS KU dz
1 + u z

I

Expresse P em termos da integral cosseno C£(x):

Ci(*) =
J.v Z

x1 - COS zIáz = ln yx - dz
z

onde y = 1,78 é a constante de Euler. Use uma tabela de funções especiais 
para mostrar que:

/2
P = 1,22— .

5. Calcule e esboce a distribuição angular da radiação emitida pelo sistema mostrado 
na figura 5.2, no caso correspondente a uma oscilação em fase dos dipolos.

6. Calcule e esboce a distribuição angular da radiação emitida por um par de 
dipolos elétricos separados lateralmente por uma distância X/4 e que oscilam 
com uma diferença de fase de k/2.

7. Duas cargas +q e -q que estão separadas por uma distância fixa d giram com 
velocidade angular co em torno de um eixo que passa a meia distância entre 
as cargas e que é perpendicular à reta que une as cargas. Discuta a radiação 
emitida no plano de movimento como também aquela emitida ao longo do 
eixo de rotação.

8. Seja R o raio da espira circular mostrada na figura 5.4. A espira é percorrida 
por uma corrente 1= I0e~,O)l. Determine o vetor de Poynting associado com a 
radiação do dipolo magnético, em função das coordenadas polares r, d.

9. Uma esfera de raio a, tendo massa M e carga Qdistribuídas uniformemente 
através do seu volume, gira com velocidade angular o>0 em torno do seu eixo.
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A esfera é colocada num campo magnético uniforme B0 e precessa em torno 
do campo com a frequência de Larmor. Qual é a potência média total da 

radiação emitida?

!. i
;

.

:
;

:
i:

10. Considere um quadrupolo elétrico oscilante correspondente à figura 2.4. 
Calcule a distribuição angular da radiação supondo que kl< 1. Integre o 

resultado para obter a potência total irradiada pelo quadrupolo.

i

. j:
i'
;■

■ o
11. Considere um átomo que emite luz com comprimento de onda 5.500 A. 

Estime a vida média para os seguintes tipos de radiação: a) Radiação de dipolo 
elétrico; b) Radiação de dipolo magnético; c) Radiação de quadrupolo elétrico.

!í
■■

I:;
■:

12. Considere um núcleo com raio de 7 • 10"13 cm que emite raios gama com 

energia de IMeV. Estime a vida média para uma transição por: a) Radiação 
de dipolo elétrico; b) Radiação de dipolo magnético, usando o fato de que 
o fator gdo próton é igual a 2,79; c) Radiação de quadrupolo elétrico.

!
lí; ;

Ji:
?

f
i.

1
13. Integre a equação (5.67) para obter a expressão (5.68)..n *íl

i
í

14. Considere a antena linear mostrada na figura 5.6 tendo um comprimento d 

igual a 3/4 do comprimento de onda da oscilação. Discuta a densidade de 
corrente na antena e esboce a distribuição angular da potência emitida.

■

í

I
i
K

15. Considere uma antena linear cujo comprimento d é pequeno comparado 
com o comprimento de onda. A antena é orientada ao longo do eixo z, 
estendendo-se de z = d/2 a z = -d/2, com uma pequena fenda no centro 

para entrada e saída da corrente. A corrente tem a mesma direção em cada 
metade da antena, tendo o valor IQ na fenda e caindo linearmente a zero 
nas extremidades:

t
\

■i :
■ .!

;
i

■

■
■

i
Is/(z) í
i1
í

■

I
1
!(a) Usando a equação da continuidade (5.21), mostre que o momento de
í
!
i
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dipolo é orientado ao longo do eixo z, tendo a magnitude:
IQdp = — y 2(0

i

:

(b) Calcule a distribuição angular da potência irradiada e mostre que a 
potência total irradiada é:

I2o(kdf
P =

12c

P(rM)

r

0

Figura 5.7

16. Calcule a distribuição angular da radiação emitida por um grupo de 5 antenas 
do tipo meia-onda, separadas por uma distância A, conforme mostra a figura 
5.7. Todas as antenas oscilam em fase. Esboce a configuração da radiação 
para A = X/2 no plano 6 = n/2.

17. Considere um grupo de 5 antenas tipo meia-onda, oscilando com fases 
alternadas, distribuídas de acordo com a figura 5.7. Calcule a distribuição 
angular da radiação emitida e esboce a configuração da radiação no plano 6 
= 7t/2, quando a separação é: A = X/2.
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ONDAS ELETROMAGNÉTICAS

No capítulo anterior, discutimos a geração das ondas de radiação. Vamos 
investigar, a seguir, as propriedades destas ondas, tais como sua energia, momento 

linear e momento angular. Tratamos a propagação das ondas eletromagnéticas 
em meios não-condutores e também em meios condutores, como, por exemplo, 
no plasma ionosférico. Finalmente, estudamos o importante processo de trans
missão de ondas por fibras óticas.

6.1 ONDAS PLANAS EM MEIOS NAO-CONDUTORES

Uma característica básica das equações de Maxwell para o campo eletro
magnético é a existência de soluções de ondas que representam o transporte de 
energia. As mais simples e fundamentais ondas eletromagnéticas são as ondas 
planas transversais. Para mostrar como estas soluções podem ser obtidas em meios 
não-condutores, vamos considerar as equações de Maxwell na ausência de fontes, 
em meios caracterizados por constantes dielétricas e permeabilidades magnéticas 
constantes no espaço. A partir das equações (4.17) teremos:

V • E = 0 (6. l.a)

V B = 0 (6.1.b)
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a=

VxE + ~ = 0 
c dt

p:
(6.1.c)

1

li
P£^E = 0 
c dt

V x B - (6.1.d)

Tomando o rotacional da equação (6.1.c) ficamos com:

Vx(VxE) + -yVxB = 0 . 
v ’ c dt

t i
V

.
!

!í: ;. Usando a identidade vetorial (A.5) e substituindo V X B da equação (6.1.d) 
obteremos:

.
V

. eji d2 E 

c2 dt
V (V • E) - v2e + 2" 0 .

}■

í
Visto que V • E = 0, teremos finalmente: í

■

c dt
(6.2)

t

Aplicando o mesmo procedimento a partir da equação (6.1.d), obteremos 
analogamente:

s.

i
i

c dt
(6.3)

í

Destas relações, vemos que cada componente cartesiana de E ou B satisfaz a 
equação de onda:

J-^ = o
t,2 dt2

V2C- (6.4)
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i

onde:
i
I

V = c/yjeiiI (6.5)

representa a velocidade da onda no meio. A equação (6.4) tem as soluções de 
onda plana:

y". __ í(k r-G)/)
U — 6 (6.6)

onde a frequência wea magnitude de k são relacionados por:

, CO I— CO
k = — = VMS — ■ 

V c
(6.7)

Se considerarmos ondas que se propagam numa dada direção, digamos z, a 
solução fundamental será:

C(z,t) = Ae^z-MK . (6.8)

Usando a equação (6.7), podemos escrever (6.8) como:

C(z,t)=Aeik(‘z-vlKBe-*(z+v‘'> . (6.9)

É fácil verificar agora que uma solução geral da equação (6.4) tem a forma:

yf(z,t) = f(z-vt) + g(z + vt) (6.10)

onde fegsão funções arbitrárias. Esta solução representa ondas que se propagam 
para a direita e para a esquerda com velocidade v, que é chamada de velocidade 

de fase.
Devemos ainda considerar a natureza vetorial dos campos eletromagnéticos. 

Usando a convenção de que os campos físicos são obtidos tomando-se a parte real, 
as ondas planas terão a forma:
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I
-

E(r,í) = êIV(k‘r"“')i

(6.11)

B(r ,í) = êsV(k'r_“')

onde êj, ê9 são dois vetores constantes unitários. £0, #0 são amplitudes constantes 
no tempo e no espaço. As condições V • E = 0 = V • B, requerem:

ê2 • k = 0 .êj • k = 0 (6.12)i
ii j

Isto significa que E e B são perpendiculares à direção de propagação k, pro
priedades que caracterizam uma onda transversal. As equações envolvendo o 
rotacional impõem restrições adicionais. Substituindo (6.11) na equação (6.1.c) 
teremos:

■

;
1
:1(0 . D 

e2-^0 í(k-r-úw) _ q ti (k X êjj^o — 
0

(6.13)e

Esta equação tem a solução:
i

:

k x ê, 
e2 ------------- - (6.14)

k i

e

B0 = ^ E0 . (6.15) V

r
r
iIsto mostra que (E, B, k) formam um conjunto ortogonal de vetores, conform^ 

indicado na figura 6.1.
Então, a onda descrita pelas equações acima representa uma onda transversal 

que se propaga na direção k. Ela transporta um fluxo médio, no tempo, de energia 
dado pela parte real do vetor de Poynting complexo [veja as equações (4.34) e (5.25) ]:

i

f
o—ÍExBÍ 
87C/I ' >

S = (6.16)
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:
>
y

Figura 6.1

Portanto, o fluxo médio de energia para uma onda linearmente polarizada é:

(6.17)

Por outro lado, a densidade média de energia será:

1 1 1(e • D* + B • H*) eE E*+-B B* (6.18)U =
1671 1671

' Usando (6.15), vemos que os campos elétricos e magnéticos contribuem 
igualmente para ú, de maneira que:

m=—|£0|2 .
8tx 01

(6.19)

A razão entre as magnitudes de (6.17) e (6.19) mostra que a velocidade escalar 
do fluxo de energia é: v= c/(]xe)l/2, conforme se esperava de (6.5).

6.2 POLARIZAÇAO LINEAR E CIRCULAR

A onda plana (6.11) tem o campo elétrico sempre na direção êr Esta onda 

é então denominada de onda linearmente polarizada com vetor de polarização
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êj. Para descrevermos um estado de polarização geral, precisamos de uma 
onda linearmente polarizada que é independente da primeira

!i
I

i . Eviden-outra!
temente:

i

i* E2 = ê2£s/(kr"<“)E, = ê1£1«!(kr-“') (6.20)
)'

ícom: ;
I

;
Bj = k x E j/k (7 = 1.2) (6.21)

/
;

u j
representam duas soluções linearmente independentes.

Uma solução geral para uma onda plana que se propaga na direção k é dada 
por uma combinação linear:

I
.
:
'

i
i /E(r,<) = (ê1£1+ê2£2y(kr-‘B') . :(6.22)

i -

!
'Se £j e têm a mesma fase, teremos uma onda linearmente polarizada, 

com o vetor de polarização fazendo um ângulo d = tan -1 (E2 /E}), como mostra 
a figura 6.2.

ií

1
:
i
j

;1
E2 ; .

E

11 0ê2

êi Ei

Figura 6.2

Se E] e E2 têm fases diferentes, a onda é elipticamente polarizada. A partir 
das relações (6.21) e (6.22), é fácil verificar que o fluxo médio de energia (6.16) 
para uma onda elipticamente polarizada é dado pela expressão:

i
i
i
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(6.23)

que representa uma generalização da relação (6.17).
O caso mais simples é aquele para a polarização circular, quando E\ e 

têm magnitude igual, mas diferem em fase por tc/2:

E(r,í) = ^(êi + íe2) e (6.24)

onde Eq é uma amplitude real. Vamos agora escolher os eixos x e y na direção 
êj e ê2, respectivamente. Então as componentes reais do campo elétrico serão:

Ex(r,t) = Eq cos(kz-Cút) ;

(6.25)

Ey(r,t) = ±E0sen(kz-ú)t) .

Num ponto fixo no espaço, estes campos são tais que o campo elétrico tem 

módulo constante em magnitude, descrevendo um círculo com frequência (0, con
forme está na figura 6.3. Para a combinação êj + zê2, a rotação é anti-horária para 
um observador que olha para a onda incidente, que é então chamada levogira.

;

;n y
i

E

>
x

Figura 6.3

A combinação - zê2 corresponde a uma rotação de E no sentido horário 
(dextrogiro) quando olhamos para a onda incidente.



160 • Princípios de Eletrodinâmica Clássica

6.3 PRESSÃO DE RADIAÇAO

Vimos na seção 4.6 que é possível associar um momento linear ao campo 
eletromagnético, que pode ser usado para calcular as forças que atuam sobre corpos 
materiais. Vamos agora investigar as consequências deste fato para as ondas planas. 
Consideremos uma onda linearmente polarizada que incide normalmente sobre 
um material que a absorve completamente: um corpo negro. Se tomarmos o eixo 
z na direção de propagação, podemos considerar o campo elétrico na direção x, 
sendo o campo magnético na direção y, conforme é indicado na figura 6.4.

;

í!
i

!Í

i

I

ili i

I

;
O

ia
Ki

y
■

!
ê2:

:!

z

■

:!
Figura 6.4

.
De acordo com a equação (4.56), o tensor de “tensão” de Maxwell terá então 

apenas os elementos diagonais não-nulos:
i

4 nT„=ExDx-±(ExDx + B,Hy) 

4nTyy=ByHy-±{ExDx + ByHy) 

~\(ExDx + ByHy)

(6.26)

4 nTu =



I
I
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onde Ex, Dxe By, Hy são grandezas reais que oscilam periodicamente no tempo.
Nos casos práticos, estamos interessados somente nos valores médios do fluxo de 
momento. Considerando uma média sobre um período e sendo que numa onda 
plana as parcelas elétricas e magnéticas contribuem igualmente, obtemos:

T = T = 0xx yy

(6.27)
187t((EA + W)) = -^(EA) •T =zz

Da equação (4.51), resulta que a força média dF exercida pelo campo eletro
magnético sobre um elemento de área dah na superfície do material é:

1 {(E,D, + B,H,))dF = TZZ da n = — daèz (6.28)
8 71

onde usamos o fato que o valor médio da derivada temporal do vetor Pcam se anula, 
visto que os campos são periódicos no tempo. Portanto, a força média por unidade 
de área (pressão) exercida pela onda sobre o material será:

1— \E I2P = (6.29)

C Esta expressão pode ser interpretada observando que o corpo negro absorve por 
unidade de área e por unidade de tempo, uma quanddade de momento linear 

-pp, /dada por (eyS/c2){c/(ey,)1/2} [veja as equações (4.55) e (6.5)]. Usando a expressão 
/ do vetor de Poynting (6.17), verificamos que este momento eletromagnético tem 
Vuma magnitude igual à pressão de radiação (6.29).

É interessante notar que o tensor de Maxwell também pode ser usado para 

calcular a pressão exercida por uma radiação isotrópica na cavidade de um 
corpo negro. Neste caso, sendo que a radiação tem intensidade igual em todas 
as direções, resulta por simetria que EXDX=( 1/3)E • D e By Hy=( 1/3)B * H. 
Comparando estas relações com a equação (6.28), concluimos que a pressão 
de radiação isotrópica será:

_ i ((E-D + B-H)) _ 1Piso 3 (6.30)-USn 3
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onde ué a densidade de energia da radiação. Este resultado é importante para 
a derivação da lei de Stefan-Boltzmann, que descreve a radiação do corpo negro.

A primeira verificação experimental do efeito da pressão da radiação foi 
realizada em 1899 pelo físico russo P. N. Lebedev. Estes efeitos podem ser 

observados nos cometas, cujas caudas são sempre direcionadas na direção oposta 
à do sol, em virtude da pressão da radiação solar. A pressão de radiação tem 
um papel essencial nos processos que ocorrem no interior das estrelas e em 

outros fenômenos astrofísicos.

f

*•
5

!
'

*x

i

;
6.4 MOMENTO ANGULAR EM ONDAS PLANAS

Vimos no capítulo anterior que a densidade de momento nos campos eletro
magnéticos é e (E X B) /4kc. Consequentemente, podemos considerar que a den
sidade de momento angular será: sr X (E X B )/4nc.

Numa onda plana infinita, E e B são sempre perpendiculares ao vetor da 
onda. Assim, neste caso o único momento angular presente será o momento 

angular orbital, que é associado com o movimento translacional da onda. 
Contudo, numa onda de extensão finita, os campos E e B terão perto das 
bordas componentes paralelas ao vetor de onda, visto serem as linhas do campo 
curvas fechadas. Assim, a energia fluirá também em direções perpendiculares 
ao vetor de onda.

Por exemplo, a figura 6.5 mostra um fluxo de energia transversal numa onda 
circularmente polarizada que se propaga na direção z.

i
'
i

í

i
!

!
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È

;
:•

Ii
;f 5:

!
!
'

:
i

Figura 6.5

Esta circulação de energia implica na existência de um momento angular 

cuja direção é paralela (ou antiparalela) à direção de propagação. 
Este momento angular adicional é chamado de spin da onda. Para obter a expressão
não-orbital,
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para o spin de uma onda de extensão finita, vamos escrever as densidades de 
momento e de momento angular em termos do potencial vetor, considerando 
por simplicidade a propagação da onda no vácuo.

Usando a convenção da somatória sobre índices repetidos e a identidade:

E x (V x A) = [E‘ V A‘ - (E • V)a]Ex B = (6.31)

vemos que a densidade de momento angular será:

1 1r x (E x B) = (6.32)r x
471c 4nc

Integrando esta densidade de momento angular sobre o volume da onda, achamos 
o momento angular total:

1 1| r X (£' V A‘jdv J r x (E • V^jAdv .J = (6.33)
4nc 4nc

Na segunda integral, podemos usar a identidade:

(E • V)A = V'(£'r x A) - r x A(V • E) + A x (E • V)r . (6.34)r x

Sendo V • E = 0 e (E • V)r = E, a identidade se reduz a:

(E • V)A = Vf(j?r x a) - E x A .,r x (6.35)

Aplicando o teorema da divergência, teremos que:

J V1'(£‘r x Ajdv = Js £; (r x A) dS‘ .
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A integral de superfície se anula tendo em vista que o campo elétrico é nulo 
em todos os pontos externos ao pacote de onda. Assim, substituindo o segundo 

termo de (6.35) na equação (6.33) teremos:

s

!

5

;
í
i

I
1 | E x A dvdv + (6.36)J = 4nc

{r
A primeira integral no lado direito representa o momento angular orbital, e a 
segunda integral representa o spin. Para justificar esta interpretação, vamos con
siderar uma onda circularmente polarizada onde, pela equação (6.25):

li ■

.
‘

í
1E± = E0 icos[cot - kz)± E0]sen(cot - kz) (6.37)

I;
. •

Tomando <£> = 0 na equação (4.19), o potencial vetor será então:!■ !!• :
í
i! A± = --^-isen(o)í - Az) ± jcos(a)/ - kz) (6.38)i1
:

onde desprezamos os efeitos de bordas, para uma onda quase-plana.
Usando estas expressões para E e A, os valores médios no tempo das duas 

integrais na equação (6.36) serão:sii-
i

•I

1 1jr x(E'VA‘)dv Jrx(k£j)&/!! L = (6.39): 47tc 4nc
1

: e

ÍExAáv = ±— ík^-dv 
J 4nJ co

1 (6.40)S =
4nc

O fator Íc-Eq /4ncno integrando da expressão L é simplesmente a densidade 

média de momento translacional na onda circularmente polarizada. Portanto, L 
é de fato o momento angular orbital, sendo s o momento angular extra, associado 
ao spin. A direção do spin depende do estado de polarização: para uma onda

i
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levogira (helicidade positiva) o spin é paralelo à direção de propagação e sz > 0. 
Para uma dextrógira (helicidade negativa) sz< 0. E instrutivo comparar a energia 
e o spin da onda circular. Usando a relação (6.23) temos que:

1/4 71J* El/(Odv 

1/4ti jEgdv
1 (6.41)

cou

Do ponto de vista da mecânica quântica, a razão entre a projeção no eixo z 
do spin do fóton (±h) e a sua energia {hw) é precisamente igual à expressão (6.41)1 

Desta maneira, podemos interpretar uma onda levogira como sendo cons
tituída de fótons de helicidade positiva (spin “para cima”) ao passo que a onda 
dextrógira é constituída por fótons com helicidade negativa (spin “para baixo”).

6.5 ONDAS PLANAS EM MEIOS CONDUTORES

Neste caso, continuaremos a supor que não há cargas livres no meio, mas em 
virtude da lei de Ohm teremos que: J = oE. Desta forma, as equações de Maxwell 
(6.1.a), (6.1.b) e (6.1.c) permanecerão inalteradas, mas a equação (6.1.d) será 
modificada para:

VxB_M^ = 1^e .
c dt

(6.42)
C

Para determinar as equações que governam o comportamento dos campos 

elétricos e magnéticos, vamos proceder analogamente ao método usado na derivação 
das equações (6.2) e (6.3). Devido ao termo adicional em (6.42), obteremos neste 
caso as equações:

Ejí <92E _ \n\io dE 

c2 dt2 c2 dt
V2 E- (6.43)

£/•* <?2B 4:KU(J dE
(6.44)

dt *
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Estas mostram que os campos elétricos e magnéticos satisfazem equações de onda 
idênticas, contendo termos de amortecimento proporcionais à condutividade do 

meio condutor.
Para achar as soluções de ondas planas destas equações, escreveremos os 

campos que variam harmonicamente no tempo, como:

i

/(k-r-fiM)E = E0e i
í

(6.45)

;
B =

I

Usando as relações (6.1.a) e (6.1.b), vemos que E0eB0são amplitudes transversais 
ao vetor de onda k. Substituindo as formas (6.45) nas equações (6.43) e (6.44), 
obteremos:

i ..

8: t

'!
: •

1 (6.46)í i c2 c2
,

•<r*H ie uma equação análoga envolvendo B0.
Sendo este resultado válido para valores arbitrários de E0, teremos:

ir.
:\

!! /
Ana ik* = (6.47)1 + i.

eco !
i
;i
i.

Para progredir em nossa análise, necessitamos de um modelo mais detalhado 
para a condutividade a de um meio condutor que é globalmente neutro.

O modelo mais simples, devido a Drude (1900), considera um meio contendo 

uma densidade Nde elétrons “livres”, que são sujeitos a amortecimentos em virtude 
de colisões com a rede de íons positivos. Assim, a equação de movimento para um 
elétron num meio condutor pode ser escrita na forma:

f-

;
:

\
.

I

mr + Ir = -eE (6.48)

)

onde lé uma constante de amortecimento. Se o campo elétrico variar harmoni
camente com o

1

tempo podemos escrever que: :;
i
;
;
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Ê

i-icotmv + l\ = -éE0e (6.49) ;
L

'
onde v = ré a velocidade do elétron. A solução é: r

eE
(6.50)V = -

l - imCO

Assim, a densidade de corrente será:

Ne2E
J = -Nev = (6.51)

l - imco

Podemos então interpretar o coeficiente de E como a condutividade:

Ne2 (6.52)O =
l - imco

Na maioria dos metais, para frequências a>< 1013 Hz, cr pode ser considerado 

essencialmente real. Contudo, para frequências suficientemente grandes tais que 
(o > l/m, vemos que a condutividade se torna complexa.

✓
6.6 P RO PAG AÇ AO IONOSFERICA E O EFEITO FARADAY

Em seguida, vamos discutir uma importante aplicação destes resultados para 
um meio condutor representado por um gás ionizado e rarefeito. Neste meio, 
chamado de plasma ionosférico, o tempo de colisão dos elétrons é longo, de 
maneira que os efeitos de amortecimento são praticamente desprezíveis. Nestas 
condições, a equação (6.52) mostra que a condutividade será uma quantidade 
puramente imaginária. Sendo que num tal meio temos que: s— 1, /z— 1, a expressão 
(6.47) ficará neste caso na forma:

O)2 4 71 Ate2 Ct)2k2 = 2 1 2
C (Ú

(6.53)
moo2
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onde

xí/2
AnNe2 (6.54)

m

A frequência u) representa, conforme mostraremos no próximo capítulo, a fre
quência característica do plasma.

Da equação (6.53) vemos que, para frequências: a> > (o^, k é real, sendo o 

índice de refraçâo n dado por:

(®>%) • (6.55)C
71 — —

V

Por outro lado, para a>< <y>., /cserá puramente imaginário. Se escrevermos: k 

= (úo/c) nK, a propagação de uma onda plana conterá o fator:

ei(kz-cot) _ e-(con/c)Kze-i(ot

Portanto, neste caso teremos uma atenuação da onda de maneira que não haverá 
propagação no meio. Assim, uma onda eletromagnética com freqúência abaixo 
da frequência do plasma será refletida no contorno do plasma, tendo uma amplitude 
de decaimento que se estende dentro do plasma.

A fim de estender esta análise para a propagação de ondas na ionosfera, 
devemos levar em consideração os efeitos produzidos pelo campo magnético da 
terra. Podemos representar, aproximadamente, este campo pela indução mag
nética uniforme e estática B0. Se considerarmos as pequenas oscilações induzidas 
pela passagem da onda, podemos escrever que:

-rx(B0 + B) 
c

mr = -eE - (6.56)

onde B representa o campo magnético transversal da onda eletromagnética, 
conforme mostra a figura 6.6.
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:
iz Ik, B0

Figura 6.6 !

Para todos os casos práticos de propagação de ondas de rádio na ionosfera, 
podemos considerar que IBQI > IBI. Desta forma, a equação de movimento para 

pequenas oscilações dos elétrons será aproximadamente:

emr = —eE — rxB0 (6.57)
c

Vamos considerar o caso correspondente à propagação da onda na direção 
do campo magnético B0 = BQê3. Escolhendo um conjunto ortogonal de eixos 
(ê^, ê^, ê2), as componentes de (6.57) serão:

emx - -eEx—B0y ;
c

(6.58)
my = -eE +-B0x ;

J c

771Z — 0 .i
:

Multiplicando a segunda equação por ±i e somando a primeira, teremos:

«(*±^ = -*(£,±^±^(*±9) .
0

(6.59)
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É conveniente definir as quantidades:

E = Ex± iEyW = x±iy (6.60)

de maneira que a equação (6.59) pode ser colocada na forma:

:;
ieBoW=--E± (6.61)w .
mcm

Vamos considerar soluções do tipo:

i(kz-cút) E = .W = WQe (6.62)

S ;

!! Substituindo estas expressões na equação (6.61) obteremos a seguinte relação 
entre WQ e EQ:I"

(g/7rc)£0 (*/m)ls0

ú)2 ± coeB0/mc co2 ±
W0 = (6.63)

onde é a frequência de cíclotron do elétron no campo B0.
Por outro lado, o campo elétrico deve satisfazer a equação de onda dada pela 

relação (6.43). Sendo esta equação satisfeita por todas as componentes cartesianas 
do campo elétrico, esta deverá então ser satisfeita também pela combinação: E = 
Ex ± iEy Escrevendo J=Jx±iJy, teremos da lei de Ohm a relação:

::•

J = -Ne(x ± zj>) = -NeW = oE (6.64)

que permite expressar a combinação crÉ que aparece na expressão (6.43) em 

termos de W Desta forma, colocando e= 1, a equação (6.43) para uma onda 
que se propaga na direção z ficará:

i

d2E 4nNe 

dz2
l££ = o
c2 dt2

W- (6.65)
::
í
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Assim, usando as relações (6.62), obterertios que:

NeCO2 (O2
wo + -^r-k2 E0 - 4n (6.66)2 ^0 

C
= 0

c2

Substituindo da expressão (6.63), obteremos a seguinte equação relacionando
a constante de propagação /eaos parâmetros físicos do plasma:

4nNe2/mk2c2 = 1- (6.67)
to2 (ú2 ± (0(0c

Como cj/k é a velocidade de fase da onda, então representa o quadrado
do índice de refração. Assim, temos duas possibilidades para r?, dependendo do 

sinal no denominador:

n2= 1- (6.68)
(O2 ± (0(0C

onde a frequência do plasma é dada pela equação (6.54).
Consequentemente, usando (6.60) e (6.62), vemos que as ondas associadas

com:

E+ = Ex + iEy= £0+«'(t+z““') (6.69)

E_=Ex-iEy = £0V(*-2"<a') (6.70)

têm índices de refração diferentes, e portanto irão se propagar com velocidades 

diferentes.
Como uma aplicação interessante, consideremos uma onda linearmente 

polarizada incidindo na ionosfera. Escolhendo o vetor de polarização na direção 

êx, podemos escrever que:
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E = êxE0e (6.71)

onde Erfe E/descrevem ondas circularmente polarizadas em sentidos opostos (veja 
problema 6.14),

z-(õl)Erf = (êx - íê . (6.72)

Mas, como vimos, Erfe E;se propagam diferentemente. Assim, o efeito da atmosfera 
ionizada na presença de um campo magnético é separar uma onda linearmente 
polarizada que se propaga ao longo do campo, em duas ondas circularmente 
polarizadas que se propagam com velocidades diferentes. Observa-se que em cada 

ponto, estas duas componentes se superpõem para produzir um campo linearmente 
polarizado, cujo plano de polarização gira por um ângulo proporcional à distância 
percorrida pela onda no meio. Este efeito, descoberto por Faraday em 1845, con
stituiu a primeira conexão experimental entre a luz e o campo magnético.

O efeito Faraday pode ser compreendido em termos da diferença dos índices 
de refração das ondas circularmente polarizadas. Para mostrar isso, notemos que 
os valores típicos de oj na região ótica são da ordem de 1015 s"1. Por outro lado, 
temos que, mesmo para campos magnéticos intensos, ojc ~ 1011 s"1. Vemos que 
nestes casos o? é muito maior que (d(úc. Consequentemente, podemos usar uma 

aproximação linear para escrever os índices de refração (6.68) na forma:

1

<°Pn± — 1-----2 “ = n2± 2nAn (6.73)
i
1

(0

onde n- (rz+ + tl.)/2 denota o índice médio de refração. Assim, escrevendo k± = 
£ ± A/z, temos:

Ak = —S n =
2

(6.74)c

Consideremos agora uma onda incidente que é linearmente polarizada ao 
longo do eixo êxno ponto z- 0. Usando (6.71) e (6.72), encontramos as seguintes 
expressões para as componentes do campo elétrico:
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!
_ £q i(k + z-cot) 

a ] = £0/íz-“)i{k_z-(út) (A Az)+ e cos

í(6.75)

iík 
-e v

) + ei(k-z-‘°‘)F —iE0
£’"T

z—(út | í+ z-(út (A/cz) .= E0e sen

íEntão, numa distância de propagação L, o vetor de polarização gira por um ângulo:

(o]coc AE \ *y-í6 = tan co])L= AkL = (6.76)
2(ú[ú)2Ex /

O modelo simples descrito acima explica qualitativamente o comportamento das 

ondas de rádio na ionosfera.

6.7 PROPAGAÇÃO DE ONDAS EM FIBRAS ÓTICAS

Vamos considerar finalmente a propagação de ondas eletromagnéticas em 

meios delimitados por superfícies de contorno. Uma situação de grande importância 

prádca é a transmissão de ondas por fibras ódcas, que são amplamente usadas em 

medicina e nas telecomunicações.

As ondas são geralmente confinadas nestas fibras através de sucessivas reflexões 

internas. Entretanto este confinamento não é completo, de modo que uma parte 
evanescente das ondas penetra na região que circunda a fibra. A primeira analise 

teórica sobre a propagação de ondas eletromagnéticas num cilindro dielétrico, 

elemento básico da fibra ótica, foi realizada por Debye em 1910. O tratamento 

matemádco é bastante complicado, tendo em vista que é necessário resolver as 

equações de Maxwell tanto no interior como no exterior da fibra ódca e juntar 

estas soluções através de condições de contorno apropriadas.

Nesta seção estudaremos apenas o caso mais simples de um guia de onda 

dielétrico na forma de uma placa homogénea com espessura uniforme. Este 

exemplo é suficiente para ilustrar as caracteristicas típicas da propagação de ondas 

em fibras óticas. A figura 6.7 mostra uma placa dielétrica de espessura a, cujo 

plano mediano coincide com o plano y-z. Este sistema constitui um guia de onda 

retangular cuja dimensão na direção y é infinita.
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Figura 6.7
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Podemos então supor que a onda que se propaga na direção z seja independente 
da coordenada y:

1!
E(r,í) = E(xy(*z-“) ; B(r,l) = B(*) i(kz-cot) (6.77) !e

:■

I

Substituindo estas expressões na equação de Faraday (6.1.c), obtemos

! j

í

ICO '- ikEy = Bx i
(6.78a)

V x E = —B => ^ }

c
(6.78b)

dEz = ico
dx c y

ikEx- !

i/

Por outro lado, a equação de Ampère-Maxwell (6.1.d) leva a:

»
i/deco-ikB = Ex

■c
(6.79a)ifiecoV xB = - E=> < S

:(6.79b)

c y 1- dx
i

í



Ondas Eletromagnéticas • 175

A componente Ey pode ser eliminada de (6.78a) e (6.79b), obtendo-se:

dBA1
Bx = ik (6.80)fj.eco2/c2 - k2 dx j

Analogamente, eliminando Ex de (6.78b) e (6.79a), teremos:

ifieco dEz' 
c dx j

1
(6.81)

fieor/c2 - k2 I

Alternadamente, By pode ser eliminado de (6.78b) e (6.79a), encontrando-se:

r:,dE^1
Ex = ik (6.82)

fie(ú2/c2 - k2 dx j

ao passo que eliminando Bx de (6.78a) e (6.79b), chegamos a:

f i(0 dBz 
c dx

1
(6.83)

fieco2/c2 - k2

A partir destas relações fica claro que se Ez e Bz são conhecidas, as outras com- 
ponemtes ficam completamente determinadas. Vamos estudar por exemplo o 
caso de uma onda tendo Ez = 0 em todos os pontos, denominada de onda elétrica 
transversal. Podemos especificar a componemte Bz substituindo a expressão (6.77) 
para o campo magnético na equação de onda (6.3), que implica:

^Bz(x)
- k2 Bz(x) = 0 . (6.84)

dx2

A solução desta equação envolve cos (yx) ou sen(-y;c), onde:

_ fleCú'f = -k2 . (6.85)
C2
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A solução coseno é simétrica sob a transformação x -> -x, sendo a solução seno 
antisimétrica. Vamos analisar aqui a solução coseno, deixando a outra solução 

como o problema 6.15. Teremos então que:

para|x| < | .Bz{x) = A)Cos(yx) (6.86)

A equação correspondente a (6.84) na região externa ao dielétrico pode ser obtida 

colocando-se ji= € =1:

d2Bz(x) f o)2V*2 *,(*) = 0 . (6.87)

dx2

cuja solução é:

. apara x > —B0e~ax

Bz(x)= < (6.88)

. a para x < - —B0eax

onde:

co22 f 2a = k —r- (6.89)

Adotamos aqui a solução que decresce exponencialmente com a distância da 
superfície da placa, a fim de evitar a irradiação de ondas para a região externa do 
dielétrico.

As condições de contorno relevantes requerem a continuidade da componente 
normal Bx e da componente tangencial de Bz/p conforme vimos nas equações 
(1.60) e (1.61). Calculando Bxa partir da equação (6.80), obtemos que a primeira 
condição de contorno implica que:
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A)7 B0aya -a a/2 (6.90)2 *2 sen ~-
co2/c2 - kfieco2/c2 - k 2 J

s
Analogamente, a segunda condição de contorno para Bz/]i requer:

p
r

ÍA.cosí^
V 2

P-a a/2— B0 e (6.91)

Podemos eliminar as constantes A0 e B0 dividindo as equações (6.90) e (6.91). 
Obtemos assim, com o auxílio de (6.85) e (6.89), a condição:

ya}_ ^ (6.92)— tan
r V 2 a

Esta equação pode ser colocada numa forma mais útil notando a relação:

C02(fie - l)2 2cr + y = (6.93)
c2

que possibilita expressar a em termos de 7. Então, a condição (6.92) pode ser 

escrita como:

r/vyatan (6.94)
^jú)9-(jue-iyc2-y22 j

Esta condição permite encontrar os valores de 7 correspondentes a uma onda 
elétrica transversal e simétrica, determinando portanto os valores possíveis de k. 
Podemos resolver a equação (6.94) graficamente, representando as curvas asso
ciadas com os dois menbros no mesmo diagrama cuja abcissa é 7a/2. As inter- 
secções destas curvas determinam as soluções da equação, conforme indica a 
figura (6.8).
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••. r1
í
i

-; {

ya/20

I

sj (2it)‘ -(-ya/2)'
p

;
Figura 6.8

í :

Notamos que o número de intersecções depende da magnitude de co. O valor 
da frequência escolhido para a curva que representa o lado direito de (6.94) é: 
(o = (4nc/a)/(}L6- l)1/2. Esta frequência é suficientemente elevada para que 

existam as duas soluções indicadas pelos pequenos círculos na figura. Podemos 
também observar que se ya/2 for menor que tc/2, não existe uma intersecção das 

duas curvas. Por isso, a menor frequência possível para a propagação de uma onda 
elétrica transversal no dielétrico, que corresponde ao valor mínimo 70 = 7i/a, é 
dada por:

:::

.
i

i

KC5

7—
-1

(6.95)

::•
1».

i

Obtemos neste limite uma solução de (6.94) pois a quantidade a, que aparece 

o denominador do membro direito desta equação, se anula quando co = (oc e 

y To - Desta condição vemos que para valores de co menores que a frequência 
de corte a)c, a torna-se uma quantidade imaginária. A equação (6.88) mostra que 

neste caso os campos no exterior do dielétrico serão oscilantes. Então o dielétrico 
não atua mais como um guia, comportando-se como uma antena que irradia as 
ondas eletromagnéticas para o exterior do sistema.

:

:
1 :

PROBLEMAS

1. Considere um meio dielétrico cuja “constante” dielétrica e é uma função da 

posição. Suponha que não haja carga livre e que }i- 1. Deduza as equações
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de onda para os campos E e B neste meio. Mostre que estas são diferentes 
e podem ser escritas nas formas:

e 32E 1, .
-õ—r = -V - Ve-E c2 dt2 |_£V _

^=-IV£x(v,b) .

v2e-
1

v2b-

f
Note que os termos no lado direito acoplam as componentes cartesianas 
dos campos. O que acontece no caso especial em que £ varia somente na 
direção da propagação da onda?

2. Considere ondas eletromagnéticas descritas por funções que dependem da 
variável (z- vt), como na equação (6.10). Então, a expressão mais geral para 

os campos terá a forma:

E = èxp(z- vt) + êyQ(z- vl)+èzR(z- vt)

B = Jw[èxs(z~ vt) + êyT(z-vt) + êzU(z-i/í)]

onde P, Q R, S, T e Usão funções arbitrárias. Num meio homogéneo sem 

cargas e correntes livres, mostre que as equações de Maxwell (6.1) reque
rem: R= U= 0, Q=-Se P = T. Isto é, somente duas das seis funções são arbi
trárias, correspondendo às duas possíveis polarizações.

3. Três ondas eletromagnéticas são representadas pelas expressões:

Ej = êxEÍ)^Az_<uí) èyEoe^-l°‘)

-êx4e^-«*-“>

1: B,=

2: E2 =êy4/la-m-^ ; B2 —

e3 = êx4 êy4e<h3: ; B3 =e
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a) Calcule S para a superposição das ondas 1 e 2. Mostre que esta quantidade 
é igual à soma das quantidades correspondentes para as ondas consideradas 
separadamente. Explique este resultado.

b) Calcule S para a superposição das ondas 1 e 3. Compare com o resultado 

anterior e explique a diferença.

4. Um fluxo de energia 5 (ergs/cm2 - seg) incide num ângulo 0 sobre uma 
superfície plana, totalmente refletora. Calcule a pressão de radiação (a) 
normal à superfície, e (b) ao longo da projeção na direção da radiação 
incidente. Ache a pressão total de radiação sobre uma esfera totalmente 
refletora, produzida pela radiação plana incidente. Qual é o resultado para 

uma esfera totalmente absorvente?

5. A energia média solar incidente sobre a terra é aproximadamente 1,4 X 106 
ergs/cm2- seg. Calcule a potência irradiada pelo sol e a intensidade do campo 
elétrico na superfície do sol [raio do sol — 7 X IO10 cm, distância terra-sol — 
1,5 X 1013 cm ]. Considere a terra como sendo uma esfera refletora e calcule 

a pressão de radiação sobre a terra.

6. Uma partícula esférica, totalmente refletora, tem raio R e densidade de 
5g/cm3. Se esta partícula é situada no espaço do sistema solar, qual é o limite 

no R de maneira que a força total de radiação devida ao sol exceda a aU'ação 
gravitacional do sol?

7. Um pulso de radiação propaga-se na direção z. O pulso tem um comprimento 

infinito na direção z, mas tem uma largura finita nas direções xe y. Os campos 
elétricos e magnéticos são:

e(m)= B(r>/) = B(x,3))e'(v‘ÍU')

Suponha que Ez = 0 e kz * o/c.

(a) Mostre que Bz (x, y) satisfaz a equação:
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'il+i!
dx2 dy

;
Bz= 0 .2 + ;c2

i
; (b) Suponha que a função Bz (x, y) que satisfaz esta equação é dada. Use as 

equações de Maxwell no vácuo (6.1 .c) e (6.1.d) para achar as expressões para 
Ex> Ey} Bx, By em termos de B2(x, y).

:

(c) Mostre que co > ckz para este pulso de radiação.

(d) Mostre que se Bz(x, y) = 0, então os campos Ex(*, y)> E^,(*> y) devem ser 
constantes e o pulso não terá largura finita nas direções x e y.

8. De acordo com a equação (6.31), a densidade de momento no campo eletro
magnético pode ser expressa como a soma de dois termos. Mostre que, quando 
o segundo destes termos é integrado sobre o volume de um pulso de extensão 

finita, o resultado é zero:

1 J(E- V) Aúfo = 0 .
4nc

Portanto, este termo não contribui para o momento resultante do pulso.
/

9. Uma onda elipticamente polarizada tem um campo elétrico dado por: E = 
(a i + ibj) d('hz~(1)t\ onde a e £são constantes reais. Determine a razão entre 
os valores médios do spin e da energia da onda.

I

10. Uma onda eletromagnética plana se propaga através de um plasma uniforme. 
Mostre que o valor médio do vetor de Poynting se anula se a frequência da 
onda for menor que a frequência do plasma.

11. O coeficiente de amortecimento / na equação (6.48) é muitas vezes escrito 
em termos de uma frequência de colisão efetiva v, onde: / = mv. Para a 

propagação de uma onda com baixa frequência tal que: ar < v2, mostre que 
um gás ionizado se comporta como um condutor ordinário com condu- 
tividade a= u>j/4nv.
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12. Esboce r!+ e wi dados pela equação (6.68) como funções de o)/o)c para o caso 
em que cop = cof. Qual é o significado do fato de que para certos intervalos de 
frequência temos: n+ > 0 ao passo que ?£.< 0 (ou n+ <0 quando 0) ?

13. A ionosfera terrestre pode ser aproximada por planos horizontais estrati
ficados nos quais a densidade de elétrons Naumenta com a altitude z até um 

valor máximo N ~ 106 cm 3. A lei de Snell aplicada a planos adjacentesmáx
mostra que as ondas de rádio seguem um caminho tal que n(z) sen 0(z) é con- 
servado, onde néo índice de refração e 6 é o ângulo do feixe de ondas com 
a vertical. Desprezando o efeito do campo magnético da terra, mostre que 
uma onda de rádio é refletida na (ou abaixo da) altitude onde a frequência 
do plasma é igual à frequência da onda. Devido à curvatura da terra, um feixe 

enviado horizontalmente incide sobre a região da ionosfera (altitude de ~ 
300 km) num ângulo de aproximadamente 75°. Mostre que a frequência 

máxima útil para comunicação de longas distâncias é quatro vezes maior que 
a frequência do plasma para Nmax.

:

í

14. Estude a relação entre o sentido de giração dos elétrons no plasma uni
formemente magnetizado e o sentido de rotação dos campos elétricos E(l e 
E/} definidos na equação (6.72). Mostre que o campo levogiro E; interage em 
ressonância com os elétrons na frequência de ciclotron, justificando a asso
ciação da constante de propagação k_ com este campo elétrico.

f)

15. Suponha que a dependência em x da onda elétrica transversal na placa 

dielétrica descrita na seção 6.7 é: Bz(x) = A0 sen (7*). Determine neste caso 
uma condição análoga à equação (6.94).

i

16. Considere uma onda magnética transversal, caracterizada por Bz = 0, que 

se propaga na direção z da placa dielétrica descrita na seção 6.7. Encontre 
para esta onda uma condição análoga à equação ((6.94). Qual é a menor fre
quência possível para uma onda magnética transversal?
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No capítulo anterior estudamos a propagação de ondas, envolvendo basi
camente o intercâmbio de energias elétricas e magnéticas, em meios materiais 

cuja densidade de partículas é relativamente baixa. Por outro lado, em situações 

em que esta densidade é mais elevada, a inércia do meio contribui de uma forma 

significativa para a dinâmica dos campos. Nesta condições, qualquer separação 

em escala macroscópica de cargas opostas produzirá intensas forças restaura
doras que tenderão a restabelecer o equilíbrio elétrico. Mostraremos na próxima 

seção que este fenômeno produzirá oscilações do plasma com elevada frequência:
(op = (4nNe2/m)l/2, onde N é a densidade do número de elétrons. Assim, nas 

situações que envolvem variações temporais dos campos que são lentas em com
paração a esta frequência, o meio pode ser considerado essencialmente neutro.

Este é o caso descrito pela magneto-hidrodinâmica, onde o meio pode ser 

considerado como um fluido neutro, que possui uma alta condutividade elétrica. 
As propriedades macroscópicas deste meio na presença de campos magnéticos 

são bastante universais, sendo descritas pelas equações de Maxwell juntamente 

com as equações clássicas de movimento do fluido. Grande parte do atual inte
resse pela física da magneto-hidrodinâmica é motivada pela possibilidade da 

produção de energia através do processo de fusão nuclear. Este requer condições 

que envolvem elevadas densidades de partículas em temperaturas superiores a 
108 °C, que possam superar as repulsões coulombianas. Tais condições em que a 

matéria se encontra no estado de um plasma completamente ionizado existem 

em escala astrofísica no interior das estrelas.

:
<>

y
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7.1 O RAIO DE DEBYE E OSCILAÇÕES DE UM PLASMA

Consideremos um exemplo bastante simples, onde uma carga esférica + Qé 
introduzida num plasma, submetendo desta forma o plasma a um campo elétrico. 
Neste caso, os elétrons sentem que é energeticamente favorável se aproximar da 
carga, enquanto os íons positivos tendem a se afastar. Em condições de equilíbrio, 
a probabilidade de encontrar uma partícula carregada numa região com potencial 
$ é proporcional ao fator de Boltzman: exp (-</<£>//£ 7) onde k é a constante de 
Boltzmann e Té a temperatura absoluta do plasma. Assim, a densidade de elétrons 

Ne é dada por:

:
tii s

i
j,

( e®}
N, = N ex p — FU T)

(7.1)

:

onde Né a densidade eletrónica em regiões onde $ = 0. Se Nfor também a den
sidade de íons positivos em regiões de potencial nulo, a densidade de íons posi
tivos Nj será dada por:

:

a

!
;

( e
Nj = N exp------

• i

(7.2)
kT

•;
,

O potencial <í> é obtido por meio da solução da equação de Poisson:,

(

kT >
_1_ d_ 
r2 dr

2r — —47c( Nfi - Nee) = 87C£ftsenh (7.3.a)
dr )

!-•

Esta equação diferencial é não-linear e, consequentemente, deve ser integrada 
numericamente. Por outro lado, uma solução aproximada, que é rigorosa a altas 

temperaturas, é adequada a nossos propósitos. Se kT > e<í>, então senh(e<Ê>/A7) 
4>/kT, e (7.3.a) se reduz à equação linear:

■

152 e

8nNe2J_d_ 
r2 dr

2 dQ r — 
dr

O . (7.3.b)
kT

Conforme o problema (7.1), esta equação tem a solução esfericamente simétrica:
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iQ rí> = — exp----- (7.4) iD)r • i

; ’ 
: íI

Aqui, ré a distância medida a partir da carga +Q sendo o raio de blindagem de 
Debye dado por:

|i
Íl\l/2( kT

D = (7.5)
K8nNe2,

:i!
Um gás ionizado é denominado plasma se o raio de Debye D for pequeno com
parado com outras dimensões físicas de interesse. Isto não será uma restrição 
enquanto a ionização do gás for apreciável. Para T = 2000 Ke N= 1012 elétrons/cm3, 
o raio de Debye é 2,2 X 10 cm.

Numa escala maior que D, os elétrons tendem a cooperar de maneira a neu
tralizar um excesso de carga positiva num certo ponto. E esta resposta coletiva às 
flutuações de carga que dá origem às oscilações do plasma em larga escala. As 
oscilações de natureza eletrostática em um plasma foram expostas pela primeira 
vez por Langmuir em 1929, que deu o nome de plasma às regiões do meio rela
tivamente livres do campo elétrico.

Vamos estudar as oscilações de alta frequência, quando podemos considerar 
os íons pesados como sendo praticamente estáticos. Por simplicidade, considere
mos o caso em que o movimento dos elétrons é unidimensional na direção x. 
Fixemos a atenção numa região do plasma, indicada na figura 7.1, que contém

|
i

■:

:

!X

TI

/
X+Jl

Figura 7.1

uma densidade uniforme de íons positivos N. No início, os elétrons também têm 

densidade uniforme N, porém vamos supor que cada elétron seja deslocado de
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posição de equilíbrio no ponto xpor uma distância 7O deslocamento 
dos elétrons perturba o plasma neutro, produzindo uma carga em cada elemento 
de comprimento Ax Para calcular a densidade de carga em cada ponto, notemos 
que inicialmente o número de elétrons no elemento Axé proporcional a NAx. O 

mesmo número de elétrons está agora contido num elemento de comprimento 
A.v + A 77. Assim, a densidade efetiva de elétrons será:

sua

«NÍi-iaNAxN + AN =
dxAx + Ar]

onde usamos o fato de que a mudança na densidade é pequena. Como a den
sidade dos íons permanece Nf a densidade de carga em cada ponto será:

*

). r

dri
p = -eAN = Ne—- . (7.6)/*. dx

■

Esta densidade não-nula de carga produz um campo E (x,í) que, em virtude 
da simetria do problema, está na direção x. Usando a lei de Gauss, teremos então:

,:

dE dri— = 47tp = 4nNe—-’ ■ dx dx;

;

Integrando esta equação, obtemos:

{

E = 4nNerj .: (7.7)■ t

I
i Sendo que o campo elétrico é nulo na posição de equilíbrio tj = 0, a cons

tante de integração em (7.7) foi colocada igual a zero. A força que atua sobre o 
elétron,E=-^/i, é restauradora, sendo proporcional ao deslocamento 77. Isto leva 

oscilação harmónica dos elétrons, cuja equação de movimento é dada por:

'

a uma

**71
m ——7 + 47ijVí277 = o . 

cU
(7.8)
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Este movimento harmónico simples é caracterizado pela frequência do plasma:

471 Ate 2°>P=v—V 771
(7.9)

■' !

Como exemplo numérico, temos = 5,65 X IO10 s_1 para uma densidade de 
partículas N= 1012 elétrons/cm3.

Um exemplo interessante de oscilações do plasma ocorre em metais. De 
acordo com a mecânica quântica, um oscilador harmónico com uma frequência 
natural tem níveis de energia separados por um intervalo Se um feixe de 
elétrons incide sobre uma folha metálica, deveríamos então esperar que os elétrons 
emergentes do outro lado transferissem uma energia ho^ para as oscilações do 
plasma. Isto foi de fato observado pela primeira vez em 1936, em experiências de 
espalhamento de elétrons por folhas de alumínio.

! <1

7.2 AS EQUAÇÕES DA MAGNETO-HIDRODINAMICA

Consideremos agora o comportamento de um fluido condutor, eletricamente 
neutro, em campos eletromagnéticos. Ele será descrito por uma densidade de 
massa £ (r,t), uma velocidade v(r,/), uma pressão P(r,t) e uma condutividade a. 
Uma das equações da hidrodinâmica é a equação da continuidade:

i

|+V.(ív) = 0 (7.10)
IP

que é análoga à expressão (4.12) para a conservação da carga. Para introduzir a 
segunda equação hidrodinâmica, notemos que a força por unidade de volume do 

plasma pode ser escrita como:
i

1f = -JxB-VP , (7.11)
C

onde J é a densidade de corrente. Em virtude da neutralidade elétrica do plasma, 
o termo pE não precisa ser incluído na densidade de força JF. Por simplicidade, 
desprezamos as forças viscosas e gravitacionais. A equação do movimento do fluido 
é então obtida através do balanceamento do momento linear:
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1dv£ —= f = -JxB -VP . (7.12)
C

Deve-se realçar que a derivada total da velocidade em relação ao tempo, que 

aparece no primeiro membro de (7.12), é a derivada total:

d d ~— = — + v • V 
dl dt

(7.13)

que dá a taxa temporal total da variação de uma grandeza que se 

velocidade instantânea v.
Para completar a especificação das equações dinâmicas, é preciso estabelecer 

a relação entre a densidade de corrente J e os campos E e B. Esta é simplesmente 

uma forma generalizada da lei de Ohm, que pode ser escrita como:

move com a

J = a E + — x B (7.14)

Aqui, (\/c) X B é o campo elétrico efetivo proveniente do movimento hidrodi
nâmico do plasma em um campo magnético.

Uma aproximação frequentemente feita é a da condutividade infinita. A 
vantagem desta aproximação consiste em permitir uma simplificação substancial 
das equações hidromagnéticas, que apresentam desta forma uma imagem muito 
mais clara dos processos físicos que ocorrem no plasma. Em alguns problemas, 
particularmente nos astrofísicos, a aproximação é bastante boa. No caso da con
dutividade infinita, e permanecendo J finito, a lei de Ohm reduz-se a:

E + — x B = 0 . (7.15)
c

A condutividade infinita (ou, para fins práticos, a alta condutividade) tem uma 
importante consequência relacionada com o “congelamento” do fluxo magnético 
dentro do plasma. Se a equação (7.15) for combinada com a lei de Faraday na 
equação (4.5), obteremos:
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dB
cVx E=V x(vxB) . (7.16)

dl

A componente normal desta equação, integrada sobre uma superfície fixa 5, dá, 
usando a lei de Stokes:

— [ B n da = 
dl Js £(vxB) • dl = <j> B • (dí x v) (7.17)

onde C é um contorno fixo no espaço através do qual o plasma se move devido 
ao movimento hidrodinâmico, conforme mostra a figura 7.2:

Figura 7.2
I

I
Vemos que j(: dl X v pode ser considerado como o acréscimo de área por 

unidade de tempo, da superfície que é limitada por Ce que |í;B • dXvéo fluxo 

associado a esta área aumentada. A equação (7.17) estabelece simplesmente que 
a variação do fluxo magnético, por unidade de tempo, através do contorno C é 
exatamente a que calcularíamos geometricamente quando todas as linhas de fluxo 
se movem junto com o fluido. Concluímos que as linhas de indução magnética 
estão “congeladas” no interior do fluido perfeitamente condutor, sendo trans
portadas juntamente com este.

No limite de uma condutividade muito grande, é conveniente relacionar 
a densidade de corrente J na equação da força (7.12) à indução magnética B. 
Com esta finalidade notamos que para correntes lentamente variáveis podemos 
desprezar a corrente de deslocamento, de forma que o campo magnético 
fluido é descrito por:

!!
::
|!

no

4 nVxB— J . (7.18)
C
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Usando a lei de Ampère (7.18), o termo de força magnética pode agoia ser
escrito:

-ÍJ x B) = - —B x(VxB) . 
cVJ ' 4ti v '

(7.19)

Com a identidade vetorial:

1 V(B-B) = (B- V)B + Bx(VxB) ,

onde usamos o fato de que V • B = 0, a equação (7.19) pode ser transformada em:

~(J x B) = - V
C

1+—(b-v)b .
4tc v j

(7.20)
871

Esta equação mostra que a força magnética é equivalente a uma pressão hidrostática 
magnética:

B2 (7.21)
871

mais um termo que pode ser imaginado como sendo uma tensão adicional ao 
longo das linhas de força. Assim, a lei das forças (7.12) assume a forma:

?Í,-T(P + F„) + J-(B.T)B (7.22)

Em situações geométricas simples, como a de B tendo apenas uma componente, a 
tensão adicional se anula. Para ver isto, observamos que a equação V • B = 0 garante 
que B não se modifica ao longo da direção do campo. Sendo que a variação espacial 
de B pode ocorrer somente em direções transversais ao campo, resulta que neste 
caso (B * V)B 0. Então, as propriedades estáticas do fluido ficam descritas por:
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P + PM = constante (7.23)

;
:

Esta fórmula mostra que, ignorando-se efeitos viscosos e gravitacionais, qualquer 
modificação na pressão mecânica deve ser equilibrada por uma modificação oposta 

na pressão magnética. Se o fluido estiver contido numa certa região, de modo 
que Pcaia rapidamente a zero no exterior desta região, a pressão magnética deve 
crescer com igual rapidez para ser capaz de confinar o fluido. Este é o princípio 

do equilíbrio dinâmico que discutiremos na próxima seção.

í
>

-

7.3 EQUILÍBRIO DINÂMICO DE UM PLASMAt

■

i

!
Nas pesquisas termonucleares, e também em outras aplicações, o confi- 

namento de um plasma ou de um fluido condutor por campos magnéticos auto- 
induzidos tem considerável interesse. Para ilustrar os princípios deste mecanismo, 
vamos considerar um cilindro infinito de fluido condutor, com uma densidade 
de corrente axialJz = J(p) e uma indução magnética azimutal resultante B$ = B{p), 
conforme indica a figura 7.3.

= í:

?BB
í>

!> ■i

^—>

Figura 7.3

Por simplicidade, vamos supor que a densidade de corrente, o campo magnético, 
a pressão etc. dependem somente da distância p em relação ao eixo do cilindro. 
Indagamos sobre a possibilidade de existir uma condição de estado permanente 
no qual o material fica confinado principalmente dentro de uma região de raio 

R pela ação da sua própria indução magnética.
Num estado com v = 0, a equação de movimento (7.22) é trivialmente satis

feita para as componentes z e <f>, tendo em vista que (B • V)B só tem componente 
na direção radial. Em coordenadas cilíndricas, é fácil verificar que esta quantidade 
é igual a -B% êp/p. (Ver o problema 7.4.) Então, a condição de equilíbrio radial é:
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dp dp^Sn
B2 (7.24)0 = - 4np

A lei de Ampère, na forma integral, relaciona B(p) à corrente circundada:

B{p) = rzíorj{r)dr ■
cp

(7.25)

Vários resultados gerais podem obter-se sem particularizar a forma de J(r). Da lei 
de Ampère é evidente que, se o fluido estiver inteiramente no interior de p = R, 
a indução magnética no exterior do fluido é:

i!

'! i

. <

*(p) = 2/ (7.26) rcp

onde
;

i

:
I
r
1

é a corrente total que flui no cilindro. A equação (7.24) pode ser escrita na forma:

dP 1
(7.27)

dp 8np2 dp

com a solução:

(7.28)dr .

Nesta expressão, PQ é a pressão do fluido em p = 0. Se a matéria estiver confinada
p _ /?, a pressão cai a zero em p = R. Consequentemente, a pressão axial P0 é 

dada por:
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Jo r2 dr' '
1 (7.29)^0 = 7^ dr .

871

Com esta expressão para P0, a equação (7.28) pode ser expressa como:

P(p) = —f 4-(r2ií2) 
' ' 8tc Jp r2 dr' '

clr (7.30)

A pressão média no interior do cilindro pode ser relacionada à corrente total /e 
ao raio R, sem que se tenha o comportamento radial detalhado. Assim:

1 j*2npP(p)dp . fP = (7.31)
nR2 i

!
i..

Integrando por partes, levando em consideração que a pressão se anula em p = R, 
e usando a equação (7.27), obtemos:

i

\R±uB*)dp
cR2 Jo '

_1_ CR 2 dP
R2 Jo 9 dp— dp =P = -

(7.32)

721a*8''*'') 2n R2c2

Esta equação relaciona a pressão média, a corrente total e o raio do cilindro do 
plasma, confinado pelo seu próprio campo magnético. Observe que a pressão 
média da matéria é igual à pressão magnética (&/8K) na superfície do cilindro. 
Nas experiências termonucleares operam-se plasmas quentes com temperaturas 
de ordem de 108 Ke densidades da ordem de 1015 partículas/cm3. Estas condições 
correspondem a pressões aproximadas de 1015 * 108 k5531,4 * 10' dyn/cm2, ou seja, 
14 atmosferas. Para o cõnfinamento, é necessário uma indução magnética de 
aproximadamente 19 kG na superfície, correspondendo a uma corrente de 9 * 
104 R Ampères. Estes números mostram que são necessárias correntes muito 
intensas para confinar plasmas muito quentes.

Vamos ilustrar o comportamento radial do sistema, considerando 
exemplo simples onde a densidade de corrente J(p) é constante para p < R. Então

i

um
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B(p) = (2Ip/cF?) para p < R. A equação (7.30) leva pois a uma dependência 

parabólica da pressão com o raio:

2nc2R4 Jp r2 dr ' ' nc2R2 [i-4r(p> = (7.33)
R2

A pressão axial P0 é então o dobro da pressão média P.

7.4 ONDAS DE ALFVÉN!

i
Se a condição de “congelamento” das linhas do campo magnético for satis

feita, podemos então esperar um novo tipo de movimento de ondas. Qualitativamente, 
podemos entender isto por analogia com o comportamento das ondas numa corda 
sob tensão: cada tubo de força com área transversal unitária, tendo uma densidade 

de massa £ por unidade de comprimento, está sob uma pressão magnética de 
lf/8n. Consequentemente, pode-se esperar um movimento ondulatório cuja 

velocidade ao quadrado é da ordem da tensão dividida pela densidade:

B2v\ ~-----
87t£

(7.34)::
;

Estas ondas, previstas por Alívén em 1942, são propagadas ao longo das linhas 

de força. A teoria detalhada é muito complicada, mas um tratamento simplificado 

mostra muitas propriedades características. Vamos restringir a nossa atenção a 

fluidos incompressíveis, considerando primeiramente 

tividade é infinita. Nestas hipóteses, as equações diferenciais são [veja as relações 
(7.16) e (7.22)]:

que a condu-o caso em

<9B
— =Vx(vxB) (7.35)

£ 9? yt V ( fi 2 ^
+ £ v-V v = -v p + £_

Ot 87C
1—(B-V)B . 

4tc '
(7.36)+

. __
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Vamos supor a existência de um campo magnético uniforme B0 e seja b a 
perturbação magnética propagada, i.e:.

|

:
;
:

B — B0 + b (7.37)
;

i

O campo B0 é constante e tomaremos o eixo zao longo da direção de B0. A equação 
diferencial (7.36) é não-linear, de forma que, em geral, ondas que se propagam em 
direções diferentes serão mutuamente afetadas. Vamos considerar um caso simples 
em que a onda linearmente polarizada, se propaga ao longo do eixo z sendo b e v 
ortogonais a BQ. Usando a identidade (A. 10), a equação (7.35) fica:

1

!

'
í;

li,

(?B db 

dt dt
v(V • B)- B(V • v) + (B • V)v-(v • V)B .

Tendo em vista que neste caso o operador V tem componente somente ao longo 
de z, e sendo v transversal com respeito ao eixo z, obtemos então que:

:
i

(9 b  (9 v
~dt'Bolh (7.38)

ii

Portanto, b e v são polarizados no mesmo plano, conforme indica a figura 7.4.
j

i
i
;X

i k ::

^ v Linha do Bt k✓
,k B s

V sb \
s■>

B0 /2 N /\ /N ✓N ✓✓

y

Figura 7.4
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Por outro lado, sendo que o operador V atua somente na direção z, a equação 

(7.36) se reduz a:

td\ _ B2 1 D <9b 
t— = -V P +— +— B0— .Sn J 4n 0 dz (7.39)

dl

A parte transversal desta equação é simplesmente:

y d v _ £0 (9b
dt 4ti (9z

(7.40)

Vamos tomar em seguida a derivada temporal de (7.38) e combinar o resultado 
com a derivada em relação a zde (7.40). Deste modo podemos eliminar a velocidade 
do meio, obtendo:

<92b 47t<i; d2b
dz2 Bq dt2

(7.41)

Esta equação de onda unidimensional mostra que a velocidade da onda de Alfvén 
é dada por:

= (7.42)

Este resultado confirma a relação qualitativa (7.34), tendo em vista que É2 ^ 1%.
Para o mercúrio, em temperatura ambiente, a velocidade de Alfvén vA é: 

[ V13»1] cm/s, em contraste com avelocidade do som, 1,45 • 105 cm/s. Em qualquer 
das intensidades de campo de laboratório, a velocidade de Alfvén é muito menor 

que a\elocidade do som. Nos problemas astrofísicos, por outro lado, esta velocidade 
pode ser muito giande, em virtude de as densidades serem muito pequenas. Na 
fotosfera do^sol, por exemplo, a densidade é da ordem de 10“7g/cm3, de modo 

que vA 10 Bq cm/s. Os campos magnéticos parecem 

g' uss na supei fície, com valores muito maiores nas vizinhanças das manchas solares.
Quando a condutividade do fluido não é infinita, esperam-se perdas dissi- 

P' s e o consequente amortecimento das ondas. Para estimar o efeito de 
condutividade finita, consideremos

da ordem de 1 ou 2ser

uma
a equaçao
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B "
471 O ;

J 1 v2bVx =V x V x (7.43)
4naCG

I
que segue das relações (7.18) e V • B = 0.

Por outro lado, combinando o rotacional (7.14) com a lei de Faraday (4.5), ,
;

■

teremos:

— = V x vxB- —dB
(7.44)

àt

Considerando estas relações, fica claro que o efeito de uma condutividade 
finita resulta num termo adicional na equação de onda para b. De fato, a equação 
(7.38) será generalizada neste caso para:

I
c2db _ d v ^(Vxj) = 6„f + v2b (7.45)

dl dz 4kg
í

onde usamos a relação (7.43). Combinando este resultado com a equação (7.40), 
a equação de onda para b fica então:

d2b Bq d2b _ c2 
dl2 47t£ dz2 471(7

(7-46)
dt j

Esta equação mostra que ocorre um amortecimento da onda à medida que esta 
se propaga ao longo da direção z. A verificação deste comportamento fica com o 
problema 7.8.

PROBLEMAS

1. Mostre, a partir das equações (7.3.b) e (7.5), que ifj= r<f> satisfaz a equação 
diferencial:

d2\ff _ 1

dr2
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Escreva a solução geral desta equação e mostre que a solução física que satis
faz as condições de contorno para r=0e r=°°é dada por:

\j/ = Qexp(-r/D) .

A equação (7.4) resulta então substituindo nesta relação ip por r<J>.

2. O potencial na região adjacente a uma sonda plana e carregada introduzida 

no plasma pode ser descrito para x > 0 pela equação unidimensional de 

Poisson:

d2<í> = -4ru{Ni - Ne)
dx2

onde

Ni = N exp(-eO/&T) Ne = Nexp(eO/Ã7")

(a) Usando a condição de contorno na superfície da sonda: (x - 0) - 

e integrando a equação de Poisson, mostre que:

/ \ 2
I — j = 87tMT[exp(eO/fcT) + exp(-gOAT)

- exp(eO0/&7") - exp(-^O0/^T)] + 167t2cr2

onde <j é a densidade de carga na superfície da sonda.

(b) Mostre que no limite de altas temperaturas, o potencial no plasma será 
dado por:

O = <D0exp(-x/£l) onde O0 = 47107) .
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3. Mostre que, incluindo-se o termo da pressão, a equação que descreve as 
oscilações do plasma pode ser escrita na forma:

d2 7] 4 71 Ate 2
“TT- +--------- Vdl m m\dn )N dx2

onde AN= n- N representa a flutuação da densidade de elétrons devida à 
perturbação do plasma.
Considerando uma solução para 17 da forma:

!
i{Kx-(út)ri=r]0e

e usando a lei adiabática: P= PQ (n/N)3, mostre que obteremos a relação de 
dispersão:

CO2 = CO2 + 2>v2K2
I

onde t? é a velocidade quadrática média definida por: kT.

4. Considere a quantidade vetorial (B • V)B, onde B = ê^. Mostre que a
condição V * B = 0 implica que = B$ (p,z). Usando este resultado, obtenha
a relação: (B • V)B = -f?J êp/p.

5. Usando a equação da continuidade

— + V (pv) = 0
5í

juntamente com a relação:

<?B
— = Vx(vxB)
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mostre que:

f B ^d_ Tb' 
dt ^ £ >

6. É dado um problema hidromagnético de fluxo estacionário no qual v, J e B 

são mutuamente ortogonais. Suponha que v esteja na direção x e que v, J e 
B sejam funções apenas de x. Suponha também que a seção reta do canal 
(perpendicular a x) seja independente de x. Desprezando o efeito da pressão, 
demonstre que:

1v = v0 +
£>0V0 L

onde vQ é a velocidade quando £= B= BQ.

7. Considere uma coluna cilíndrica infinita de raio R, carregando uma den
sidade de corrente ] na direção do eixo z, sendo as linhas do campo mag
nético círculos no plano perpendicular ao eixo. O equilíbrio é mantido 
igualando a força magnética ao gradiente da pressão:

1VP = -JxB
c

Mostre que a condição de equilíbrio radial leva à relação:

P{p) = -\RJBdr 
C Jp

Suponha agora que a corrente / é confinada a uma camada superficial, de 

modo quey tem a forma de uma função delta. Usando o resultado anterior, 
mostre que a pressão é constante no interior do cilindro sendo dada por:
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I2 iP =
2nc2R2

8. Considere a equação que descreve o comportamento do campo magnético 
b propagando-se num plasma de condutividade finita a na direção r

I;.
d2b 2 <92b 

=
c2 d2 fdb 

471(7 dz2 V dl ,2 +<?/2 <?Z

Usando uma solução para esta equação da forma:

b = b

I
mostre que:■

®2
a2 ='■

v\ - ^ic2Ú)/4:K(Jj

í
\ Para amortecimento pequeno, mostre que a distância 8 na qual a amplitude 

da onda se reduz a l/edo seu valor original é:

Snav3A8 = r2 2 C (0

;

i
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POTENCIAIS DE LIÉNARD-WIECHERT E OS 

CAMPOS DE CARGAS EM MOVIMENTO 

UNIFORME

Uma carga elétrica que se move uniformemente no vácuo não irradia. Ela 
está acompanhada de campos elétricos e magnéticos convectivos que, para altas 
velocidades, se assemelham a uma onda plana. Por outro lado, se o movimento 
uniforme ocorrer na matéria, teremos uma emissão de radiação chamada de efeito 
Cherenkov. Todos estes fenômenos podem ser analisados a partir dos potenciais 
de Liénard-Wiechert para cargas puntiformes.

i

8.1 OS POTENCIAIS DE LIÉNARD-WIECHERT

Conforme vimos nas equações (5.3) e (5.4), os potenciais escalar e vetor de 
cargas e correntes localizadas podem ser escritos em termos do tempo retardado 
(5.2). Esta condição pode ser convenientemente expressa através do uso da função 
delta de Dirac. Por exemplo, podemos escrever a equação (5.3) na forma:

:

-1 clv’ dt (8.1)
c

onde R- lr-r'1 e a função delta assegura o comportamento retardado necessário 
para a causalidade. Para uma carga pontual q que se move com velocidade v no 
ponto r?(0> a densidade de carga é:



204 • Princípios de Eletrodinâmica Clássica

p(r',<') = ?5[r'-rí(/')] • (8.2)

Substituindo este resultado em (8.1), a integral sobre d.v' pode ser facilmente cal
culada, obtendo-se:

*(*')i -t dt’5 f + (8.3)
R(t') c

onde agora R(t') = Ir - r (í')l. Podemos efetuar também a integração sobre t', 
usamos a propriedade da função delta cujo argumento é uma função da variável 
de integração [veja a relação (B.5)]:

í

■I

v(0.1
(8.4)

\df/dl'\{ >

•:
5 1l

onde ifj (/.') = l/R(t').
A função J[l') = t' + R(t')/c tem a derivada:

r - rn dr _ vq q * v
—- = 1-n —

df dR-^- = K = 1 + —= 1- (8.5)dt cdl dt'•• ccr- %

onde v é a velocidade instantânea da partícula, n = R/R é o vetor unitário dire
cionado da posição da carga para o ponto de observação P, conforme mostra a 
figura 8.1.

Usando a relação (8.5) juntamente com a equação (8.4), o resultado da 
integral sobre t' em (8.3) será:

i>

°(r>o=f/ 4 (8.6)
KR t

O colchete com o índice 1 significa que a quantidade R deve ser calculada no 
tempo retardado, l-1- R(l)/c. Procedendo de uma maneira inteiramente análoga, 
podemos escrever o potencial vetor na forma:



!

Potenciais de Liénard-Wiecherl e os Campos de Cargos em Movimento Uniforme • 205 I
i

A(r,t) = í 
V J c KR (8.7)

1

.

. Figura 8.1

Estas expressões, obtidas por Liénard (1898) e Wiechert (1900), se reduzem 
no limite não-relativístico respectivamente às relações (1.12) e (1.42).

I
8.2 CAMPOS DE UMA CARGA EM MOVIMENTO UNIFORME

Neste caso, é possível expressar os potenciais e campos em função da posição 
presente da carga no tempo t, quando os efeitos são observados. Consideremos 
então uma carga que se move com velocidade uniforme v no vácuo, conforme 
mostra a figura 8.2.

Posição atualPosição retardada

:;

!
—

Figura 8.2

Vamos calcular os denominadores em (8.6) e (8.7):
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5h(XR).= R-R - 
V c.

(8.8)
7

em função da posição atual da carga. Usando a geometria da figura, podemos 

verificar que [veja o problema 8.2]:

\2

S2 = tf- R0 x — . (8.9)

CJ

Assim, podemos expressar explicitamente S em função da posição presente 

(*0> y& *0)’ ou em termos de/^eo ângulo d entre v e R0:

1I/2|l/2

s = *0 + yfi + zo -

(8.10)

u2
-jsen20
c

Substituindo este resultado nos denominadores de (8.6) e (8.7), os potenciais de 
Liénard-Wiechert serão expressos em termos das coordenadas atuais da carga. 
Neste caso podemos calcular facilmente os campos. Temos:

1 dA
c dl

E = - VO-- (8.11)

A derivada temporal pode ser escrita em termos da derivada espacial notando 

que o campo é transportado convectivamente pela carga em movimento uniforme. 
Um observador estacionário no tempo t + dt verá o mesmo campo que existiu no 

tempo t numa posição deslocada dele por -\dt. Assim, podemos escrever que.

— = -v ■ V= -v~ (8.12)dt dz
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Usando esta relação em (8.11), obtemos para as componentes do campo elétrico 
os seguintes resultados:

VAv2_ q* o _ qy oEx = 1-^r
S3 C2 S3 c2

I
(8.13)

V2_ qz oEz = 1 — —TTs3
'
;

iApesar do fato de A ter somente componente na direção z, vemos que o 
numerador do campo elétrico é simétrico nas suas três componentes. Note que, 
para um dado valor de S, o campo elétrico tem a mesma direção que o vetor de 
posição R0.

Portanto, podemos escrever vetorialmente o campo E na forma:

I

vRqE = R - -—
5 3 <2 S3c ret V

(8.14)

1 - *2A2_ 9ro
3/2|l - ^2A2jsen20

O campo magnético B = V X A será [veja o problema 8.3]:

;íií^íl-»!A!) = ívxE 
c s3 v } C

(8.15)B = \

:

Para pequenas velocidades v/c-> 0, temos que 5 —» R, de forma que as 
equações (8.14) e (8.15) se reduzem aos campos de Coulomb e Biot-Savart, respec- 
tivamente. Para altas velocidades v-+ c, os campos dependem do ângulo entre a 
direção do movimento da carga e o vetor Ry.

Da equação (8.14), vemos que o campo elétrico na direção do movimento 
diminui por um fator de (1 - xr/í?), ao passo que na direção perpendicular ao 
movimento o campo aumenta por um fator de l/(l-t^/r)1/2. Em velocidades 

muito elevadas, o campo parecerá cada vez mais com aquele de uma onda plana, 
conforme mostra a figura 8.3.

i
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0

v = 0,8

Figura 8.3

Quando uma carga em alta velocidade passa por um observador, este percebe 
durante um curto período um campo elétrico (e magnético) transversal, semelhante 
ao campo de uma onda plana. É fácil verificar, calculando-se a integral de superfície 
do vetor de Poynting correspondente aos campos (8.14) e (8.15), que uma carga 
em movimento uniforme no vácuo não irradia.

Mostraremos no próximo capítulo que estes campos podem também ser 
obtidos aplicando-se uma transformação relativística de Lorentz aos campos de
uma carga estática. Esta transformação relaciona o sistema de repouso da carga 
com o sistema de laboratório, onde a carga tem velocidade v.

8.3 O CONCEITO DE FÓTONS VIRTUAIS

Vimos que o campo eletromagnético de uma carga em alta velocidade se 
aproxima do campo de uma onda plana. Vamos agora expressar esta corres
pondência de uma forma mais quantitativa. A estreita relação entre as interações 
produzidas por uma carga em movimento e aquelas devidas a ondas eletromag
néticas foi apontada por E. Fermi em 1934.

O campo eletromagnético associado a uma carga em movimento representa 
um pulso no tempo que corresponde a uma distribuição em várias frequências 
da energia contida no campo. Obviamente, a integral sobre este espectro de fre
quências vai representar a energia total contida no campo da partícula.

Vamos proceder fazendo uma análise de Fourier das componentes do campo 
eletrico que são transversais à velocidade v. Usando as relações (8.10) e (8.13) 
podemos escrever que:

y~2b£±(0 “ 9
(vtf + yV]V2 (8.16)
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onde y = (1 - i?/e b é a distância perpendicular entre a trajetória da carga 

e o observador (veja figura 8.4).

'

i

I:'
i:

Figura 8.4

As componentes de Fourier deste campo são dadas por:

eM*+oo

\j M r:1 eimdt =Ef = dt3/22n [(«<)* + r~2*:2k

i (8.17)

i((õb/yv)Çr; e dt;
" (r + l)3/2271

onde £= yvt/b. Esta expressão pode ser colocada na forma:

^ v f Cúb ’ 
---- A_ ?A" = (8.18)

171^ 7»;

onde A, (x) é a função de Bessel modificada de argumento imaginário definida por:

Kl{x) = ~~ [/lW + ^lW] (8.19)

onde Jx e Nx representam as funções de Bessel introduzidas na seção 4 do capítulo 
3. Conforme o resultado do problema 8.9, a função A1 (x) se comporta como l/x
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perto de x = 0 e decresce assintoticamente para grandes valores de x como ex. 
Consequentemente, podemos aproximar a equação (8.18) por:

(o < yv/b
Tíbv

(8.20)

£j° = 0 co > yv/b .

Esta relação é bastante razoável fisicamente, visto que, devido à contração trans
versal do campo, o tempo efetivo da passagem do pulso é da ordem b/y v.

Numa onda eletromagnética, metade da energia da onda é carregada pelo 
campo elétrico, sendo a outra metade associada ao campo magnético. Portanto 

a energia total será:

1 J E\dv’ = J 2nb db j+0°Eldí .U = — (8.21)
4 TC

Podemos escrever a integral temporal em termos das componentes de Fourier 
(8.17), usando o teorema de Parseval. Este teorema afirma que, sendo A(o>) a 

transformada de Fourier de um campo real A(t):

(8.22.a)

teremos a relação [veja o problema 8.10]:

f+oo

f NJ-oo J lAH|2Jo 1
2 dl = 47c dco (8.22.b)

A partir deste resultado, podemos escrever a energia í/em termos de uma integral 
sobre o espectro de frequências:

fi f̂ dco 2 nbdbU = (8.23)
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Usando a expressão (8.20) teremos que:

2 q2 f°° yo/o) dbr dco\Jo k
(8.24)U = ~

4mfn bK V . .L i !

;
onde bm]n representa um corte para pequenos parâmetros de impacto do campo 
coulombiano. Portanto:

i

Uw = — — ln
K V

yv
(8.25)

Cúbmin /

descreve a distribuição da energia da onda plana equivalente nas diversas fre
quências. E instrutivo interpretar esta equação em termos do número equivalente 
de fótons dado pela relação: Uw dco = fio) dco. Para um elétron relativísdco, 
obteremos assim que:

:

.

N(0da> = (2a/n)ln(jc/wbmin )(dco/w) (8.26)

onde a - e~/hc ^ 1/137, é a constante de esuaitura fina. Esta equação é muito 
útil para relacionarmos as probabilidades de processos induzidos por elétrons 
com a probabilidade de processos induzidos pela radiação eletromagnética. 
Considere um elétron de momento p interagindo de maneira que no final do 
processo o seu momento seja p'. Dentro da validade do presente tratamento, 
devemos supor que as mudanças no momento e na energia são pequenas relad- 
vamente à energia inicial. De acordo com o princípio da incerteza da mecânica 
quântica, teremos que: bmin ~ fi/lApl. Portanto, o número de fótons equivalentes 
Ntw absorvidos no processo será:

f\ \ d(02a. ( Ayc |p - pNnidco = — ln 
n

(8.27)
coh ; ú)

onde A é uma constante da ordem da unidade. Temos que Âoj = E -E' onde E e 
E' são as energias correspondentes aos momentos pep'. Conforme veremos no 
próximo capítulo, E = y m c2, onde m é a massa de repouso do elétron. Então, 
podemos escrever (8.27) na forma:
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\çp-cp'\ do) 
E-E'

F
A —22 aN^dco = — ln

71
(8.28)

comc

Esta fórmula relaciona os processos induzidos por fótons e por elétrons 

termos de parâmetros experimentais. Vemos que, devido ao fator numérico: 
2a /K = 0,00464, o número de fótons equivalentes por elétron é pequeno.
em

i
8.4 O EFEITO CHERENKOV

!
Vamos considerar agora uma carga com velocidade uniforme v num meio 

dielétrico onde e> 1. Por simplicidade, vamos supor que este meio tem permea
bilidade p=l. Neste caso, as equações de onda não-homogêneas (4.23) e (4.24) 
serão generalizadas para:

e <92AV2A- (8.29.a)
C2 <?í2 C

e d2®V2®- (8.29.b)= -Anp .
c2 dt2

Escolhendo o eixo z ao longo da direção do movimento da partícula, de modo 

que esta se encontra na origem para t = 0, teremos:

j(r,/) = pv = qvô(z - i/*)<5(x)<5(j>) . (8.30)

Por analogia com os potenciais de Liénard-Wiechert (8.6) e (8.7), podemos 
determinar facilmente a solução destas equações. Por exemplo, obtemos para o 
potencial vetor A '(r,t) a expressão:

A(r,í) = — V
(8.31)

c (l-Vên- v/c^R
í =t-Ryfe /c
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Note que esta solução difere da expressão correspondente no vácuo pela 
modificação do tempo retardado t, que é calculado agora com a velocidade da 
luz c/(e)]/2 apropriada ao meio. Se a velocidade da partícula é menor que c/ (e)l/2, 
então o cálculo dos campos eletromagnéticos da carga pode ser feito analogamente 
ao caso anterior, a única diferença sendo a presença do fator e. Contudo, se a 
velocidade da partícula exceder a velocidade da luz no meio [t» > c/ (e)1/2], então 

o resultado final é drasticamente diferente. Neste caso, haverá uma emissão de 
radiação, que foi observada pela primeira vez por Cherenkov em 1934. A radiação 
de Cherenkov é um efeito cooperativo, envolvendo um grande número de átomos 
no meio, cujos elétrons são acelerados pelos campos da carga em movimento. 
Este efeito, análogo a uma onda de choque, é indicado na figura 8.5. O ângulo 
do cone de emissão pode ser deduzido a partir da figura, sendo tal que:

cos 6 = —4 c
(8.32)

-Jev nv

1
I
!

Figura 8.5

onde n = sl/2 é o índice de refração do meio dielétrico.
Para calcular a energia da radiação emitida, lembremos que o vetor de Poynting 

é igual a cEx B/4tc, quando y - 1. De acordo com a relação (6.15), vemos que 
neste caso E= B/ (e)1/2. Assim, o fluxo de radiação por unidade de área por unidade 
de tempo será dado por:

~ c Br .S =------ 7=n .
47t Ve

(8.33)
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Usando o teorema de Parseval (8.22), vemos então que a energia irradiada na 
direção n por unidade de área é:

Ç+OO

4k i-oo
Bf dl = —f= í 

V£ Jo
c 1 2B(0 dco (8.34.a)

onde Bw é a transformada de Fourier do campo magnético:

1 J+“B (t)eimdt .Bffl = (8.34.b)
2tc

Podemos escrever agora a energia total de radiação que atravessa uma superfície 
esférica de raio r:

1 :j
j.

u ~ _ ^ídQ,r'í iB a(dCÚ . (8.35)

A partir da relação B = V x A , e sendo a dependência espacial proporcional 
a exp(?k ■ r) = expiou (e)l/2/c n* r}, podemos expressar B(0 na região de radiação 
como:

i(ú4s -
~— nxAwK = (8.36)

onde Awé a transformada de Fourier do potencial vetor (8.31) na região de 
radiação. Substituindo esta equação 
irradiada o resultado:

(8.35), obtemos para a energia totalem

Jo U^dco = -Jr/Qsen2#^ 4e r^A^fco2dco (8.37)

onde 0 é o ângulo entre a velocidade v e a direção n.
Observemos agora da figura (8.5) que duas posições retardadas da par tícula 

contribuem para os potenciais num determinado ponto e num certo instante.
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(Veja também o problema 8.11.) Esta circunstância torna o cálculo detalhado da 
radiação de Cherenkov bastante complicado (verjackson, cap. 13). Vamos apre
sentar aqui um argumento simples para efetuar este cálculo, que leva ao mesmo 
resultado final.

Com esta finalidade, notamos que a energia irradiada é proporcional ao 
caminho total L percorrido pela carga no meio. Deste modo, a quantidade rele
vante do ponto de vista físico é a radiação emitida por unidade de comprimento. 
Para calcular esta quantidade, lembramos que a radiação tem uma intensidade 
máxima muito pronunciada na direção dada pela equação (8.32): cos 6= c/ (e) W2v. 
Se usarmos este valor de d na função sen2 0 que varia lentamente em (8.37), e 
tendo em vista que Aw é proporcional à carga da partícula, podemos escrever a 
energia irradiada por unidade de frequência e por unidade de comprimento como:

A Ua _ f f 2 > ■

1-TT M£V j
I i(8.38)

A L c

onde f(co) é uma função que depende da frequência. Notando que a quantidade 
(f/ctem dimensão de (energia/frequência), vemos por razões dimensionais que 

f(oj) deve ter a forma:

f{(o) = constante — (8.39)
c

O cálculo explícito mostra que o valor da constante é igual a 1. Consequentemen- 
te, a energia emitida por unidade de comprimento e unidade de frequência é:

c2 1AU0) _ 1- (8.40)
£V2A L

Em termos do número de fótons ANW emitidos por unidade de freqiiência com 
energia âco, podemos escrever:

ANa = q2 ' 

A L hc2
c2

1- (8.41)9£V J
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Consideremos, por exemplo, o caso em que a partícula carregada é um 
elétron, de modo que: e2/Âc = a é a constante de estrutura fina. Tomando Ag; = 
6.1014 Hz, que representa o intervalo de frequência na região ótica, teremos que 

o número total de fótons visíveis é:P
:í ;

1 6-10!!íi_c2
10 1

! A Nm < 1.000 fótons / cmA co = (8.42)
Ev2137 3-10AL

i

Pode ser verificado (ver problema 8.12) que a perda de energia por radiação 
do elétron é desprezível em comparação com a sua energia cinética, numa tra
jetória de alguns centímetros. Isto justifica o nosso tratamento onde consideramos 
v constante. O efeito Cherenkov tem importantes aplicações na física de partículas 

de altas energias. Dado um meio cujo índice de refração é conhecido, a equação 
(8.32) permite o cálculo da velocidade da partícula, através da medida do ângulo 
6 da radiação emitida. Nos detectores Cherenkov usados com esta finalidade, o 
meio consiste de um material transparente ou de um gás sob alta pressão.

: !
;

;
■

i
!

?

i PROBLEMAS
í

1. Usando o fato de que os potenciais de Liénard-Wiechert são soluções das 
equações de onda (4.23) e (4.24), juntamente com a equação da continui
dade, mostre que estes potenciais são consistentes com a condição de Lorentz:

: i
i !

V • a + !^— = 0 .
C dt:

2. Usando a geometria mostrada na figura 8.2, verifique a equivalência das 
equações (8.8) e (8.9).

‘

<
3. A partir das equações (8.7) e (8.10), deduza a expressão (8.15) para o campo 

magnético B.

\ 4. Determine o vetor de Poynting associado com uma carga puntiforme em 

movimento uniforme, e mostre que a potência total irradiada é igual a zero.
i
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5. A lei de Biot-Savart [equação (1.31)] afirma que o campo magnético na 
posição R devido a uma corrente que flui num elemento d\. de um circuito 
é dado por:

I ãx RrfB(R)
c R3

Mostre que o campo magnético calculado desta expressão coincide com o 
resultado da equação (8.15), no limite em que a velocidade da carga é peque
na comparada com a velocidade da luz.

6. Use a lei de Ampère para calcular o campo magnético a uma distância a de 
um fio condutor infinito, percorrido por uma corrente I. Mostre que o mesmo 
resultado pode ser obtido da equação (8.15), sem fazer nenhuma aproxi
mação com respeito à magnitude de v.

t

7. Use a idéia do fóton e os princípios da conservação de energia e do momento 
para justificar a conclusão de que uma carga em movimento uniforme não 
pode irradiar.

I8. A força que atua sobre uma partícula carregada que se move com velocidade 
v é dada por: F = q[E + (v/c) X B]. Mostre que a força entre duas cargas iguais 
q (ao longo da linha que une as cargas) que se movem com a mesma velocidade 
v ao longo de duas retas paralelas é dada por:

!

?2(i-VAj
F = - V

R-R -
c

9. Usando a relação (8.19), e as formas assintóticas das funções de Bessel dadas 
no Apêndice D, mostre que:

1lim K (x)
x—>0 1 V 7 lim KAx)

X—>°o v 7
—> - -X-> ex
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10. Considere a transformada de Fourier de um campo real A (l):

1
Ató =; 271

\!

i
Mostre que: Aw = A*w.
Usando esta relação e a propriedade da função delta:

)

°°eikxdk ,

:

demonstre o teorema de Parseval:

0A(l)fdí = 47lJ”HAa.|2 (

11. Considere a equação para o tempo retardado de uma partícula com velocidade 
uniforme v num meio dielétrico:

Vi Vi-rí(0 =*-—lr-ví1í = t-------r >c cI
5

Seja R0 = r - \t o vetor distância entre a posição presente da partícula e o 

ponto de observação P(r). Mostre que a solução da equação acima pode ser 
escrita como:>

-Ro ■ v ± •v)2 - (v2 - c2/e)Ro
t-t =

v2 - c2/e

Considere o caso em que i? > £/e e seja a o ânguLo entre Rq e v. Mostre que 
para ângulos obtusos a tais que:
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9
C~

1- < a < narccos 2ev

existem dois valores reais e positivos para t - /, como soluções da equação 
acima.

12. Considere um meio transparente com índice de refração n= 1,5 na região 
da luz visível. Calcule o ângulo de emissão da radiação Cherenkov por um 
elémon com velocidade de 0,9c. Determine então o número de fótons emitidos
por unidade de comprimento, com comprimento de onda entre 4.000 e 6.000
°Angstrons. Compare a energia irradiada na região ótica, por unidade de com
primento, com a energia cinética do elétron: T-E- mc.

i

••
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OS PRINCÍPIOS DA RELATIVIDADE 

RESTRITA

As origens da teoria da relatividade estão relacionadas com o eletromagne- 
tismo. Podemos dizer que o desenvolvimento das equações de Maxwell que uni
ficam a eletricidade e o magnetismo teve um papel essencial para a relativida
de restrita. Os fundamentos da teoria foram colocados por Lorentz nos seus 

estudos da eletrodinâmica, a partir de 1890. Mas foi Einstein quem contribuiu 
com as idéias cruciais em 1905, estabelecendo a relatividade restrita como uma 
teoria consistente e geral. Na física moderna, a teoria da relatividade é de gran
de importância na investigação de fenômenos atómicos, nucleares e principal
mente em processos que envolvem partículas elementares de altas energias. 
Sendo que a base experimental e o desenvolvimento da teoria são descritos em 

detalhe em vários lugares, vamos nos limitar aqui a um resumo dos aspectos 

fundamentais.
:

9.1 TRANSFORMAÇÕES DE GALILEU

Na mecânica newtoniana, os conceitos do espaço e do tempo são completa
mente separáveis, sendo pressuposto que o tempo é uma quantidade absoluta 

independente do sistema de referência. Estas hipóteses levam à invariância das 

leis da mecânica através de transformações de coordenadas do seguinte tipo. 
Considere dois sistemas inerciais Kc K' que se movem ao longo dos seus eixos 
z e 2 > conforme a figura 9.1, com velocidade relativa v que é uniforme.
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jt.V!

P

KK> ;

/i

z, z

i! Figura 9.1

\ As transformações das coordenadas de um ponto entre um sistema e o outro têm 

a forma:
i

z' — z-vty’ = yx' = X (9.1.a)>j

íí

[ sendo, em adição

t' = t (9.1 -b)

:
Estas equações definem as transformações de Galileu. Além disso, o elemento de 
comprimento nos dois sistemas é o mesmo:

-

I
ds2 = dx2 + df + dz2 = dx'2 +dy'2 +dz'2 = ds'2 . (9.2)

O fato de que as leis de Newton são invariantes com respeito às transformações 
de Galileu é chamado de princípio da relatividade newtoniana. As equações de 

movimento de Newton nos dois sistemas são:

I

í

F = mv = vir' = F7 (9.3)

de maneira que a forma da lei de movimento é invariante. Apesar de as equações 
de Newton serem invariantes com respeito às transformações de Galileu, as equações 
de Maxwell não têm esta propriedade. Por exemplo, considere a equação escalar 

de onda que é consequência das equações de Maxwell:
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l^V-o
c2 dl2v>- (9.4)

Sob transformações de Galileu, temos:

d2 <?2
<?y2

<?2 <?2
(9.5.a)

dx2 g>x'2 <9r <?z'2

<9/2
<?2 d2d_ = _d__ _d_

dl dl' dz'
- 2v (9.5.b)

<?z'2 dl' dz

Desta maneira, a equação (9.4) se transforma como:

1 d'2y/ v2 d2y/ 2v d2y/ _ „
c2 dl'2 c2 dz'2 c2 dl' dzv'V- (9.6)

Esta equação não descreve a propagação de ondas eletromagnéticas. Portanto, a 
eletrodinâmica não pode ser consistente com a hipótese da invariância de Galileu. 
Na verdade, as equações de Maxwell são invariantes sob uma transformação especial 
chamada de transformação de Lorentz (1904). Esta transformação pode ser 

deduzida a partir dos dois postulados de Einstein.

9.2 OS POSTULADOS DA RELATIVIDADE

:
O primeiro postulado afirma que as leis da natureza e os resultados de 

quaisquer experiências realizadas num dado sistema de referência são indepen
dentes do movimento de translação do sistema como um todo.

Este postulado é coerente com a experiência de Michelson-Morley (1887) e 
faz com que não tenha sentido a questão de detectar o movimento relativo ao 
éter. O resultado nulo da experiência de Michelson-Morley mostrou que a velocidade 
da Terra através do hipotético éter era menor que um terço da sua velocidade 
orbital, de aproximadamente 3 * 104 m/s. Uma experiência mais moderna (1963), 
baseada no efeito Mõssbauer (1958), leva claramente à falta de evidência do 
movimento em relação ao éter. O aparelho utilizado consiste de um rotor girando
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rapidamente em torno do seu eixo vertical, conforme a figura 9.2, onde vQ repre
senta a hipotética velocidade do arraste do éter.

O rotor carrega amostras de 5/Fe nos seus extremos opostos. Numa das 

amostras, os núcleos de ferro estão num estado excitado, emitindo raios 7 sem 
recuo. No efeito Mõssbauer, o momento de recuo 11a emissão ou na absorção da 
radiação é absorvido por toda a rede do sólido, de maneira que a energia de recuo 
é totalmente desprezível. Assim, o raio da radiação gama não sofrerá qualquer 
deslocamento de frequência. Estes mios podem então ser capturados por ressonância

í ;:1
i

■ .

;
1

:
■

;

!
1

V0

Figura 9.2

de absorção pela outra amostra de ferro. Entretanto, de acordo com a física new- 
toniana, esperaríamos um deslocamento de Doppler entre as duas amostras, pro
porcional a v0. Esta diferença entre as frequências de emissão e de absorção 
inibiriam a absorção ressonante dos raios 7. Na experiência, não foi encontrada 
nenhuma inibição da absorção, dentro de um limite de erro experimental equiva
lente a uma velocidade de arraste de ±1,5 m/s!

O segundo postulado da relatividade afirma que a velocidade da luz é inde
pendente do movimento da fonte emissora.

Este postulado, sem verificação experimental à época da sua proposta por 
Einstein, leva a uma modificação radical das idéias acerca do espaço e do tempo. 
Uma verificação recente foi realizada em uma experiência no CERN (Suíça) em 
1964. Este teste foi realizado com os raios gama emitidos por píons neutros n° de 
altas energias. Estes mésons decaem espontaneamente em dois raios 7:

n° -> 7 + 7

cada um dos quais tem velocidade cno sistema de repouso do píon. Nesta experi
ência, a velocidade dos n° era maior que 0,99975 c. Apesar disso, a medida diretai
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das velocidades dos raios gama emitidos praticamente na direção frontal deu o 
resultado de (0,99992 ± 0,00013) c, no sistema de referência do laboratório. Dentro 
dos erros experimentais, este valor é igual à velocidade da luz! Em comparação, 
a adição galileana de velocidades iria prever que os raios gama deviam ter uma 
velocidade de 2c com respeito ao laboratório.

9.3 A TRANSFORMAÇAO DE LORENTZ

■

As equações da transformação de Lorentz podem ser obtidas a partir dos dois 
postulados fundamentais da relatividade. Se um pulso luminoso é emitido da 
origem comum dos dois sistemas K e K' na figura 9.1, no instante em que os 
sistemas coincidem, então de acordo com o segundo postulado as frentes das 
ondas observadas nos dois sistemas serão descritas por:

:

1
■

3

5X t*')- ch2 = o - ch’2 = o (9.7)
7=1 7=1

onde introduzimos as coordenadas

l
ix3 = z ,etc.Xj = x > *2 = y >

Definindo uma nova coordenada em cada sistema, x4 = icte x\ = ict\ podemos 
escrever a equação (9.7) na forma:

Í4 í< = 0= 0 (9.8)5
!

M=l H=1
:
i

Para outros pares de eventos, não relacionados por uma frente de onda eletro
magnética, as somatórias na equação (9.8) não mais serão nulas. Mas, sendo as 
transformações lineares, as duas somas devem ser proporcionais. Tendo em vista 
a simetria do movimento entre os sistemas, a constante de proporcionalidade deve 
ser igual à unidade. Assim:

■

i

txl = 14 (9.9)
H=\ H=l
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Esta relação é análoga a uma rotação tridimensional que preserva a distância, 
indicando que a relação que estamos procurando corresponde a uma rotação no 
espaço quadridimensional, chamado de espaço de Minkowski. Portanto, as trans
formações de Lorentz são transformações ortogonais neste espaço, isto é:

;
í.

S

í (9.10)

V=1i
jj

| j
I onde a^v são os elementos da matriz de transformação de Lorentz, satisfazendo a 

relação de ortogonalidade:

:•
;

4

I = 5na (9.11)aHV°GV
V=1

Se o sistema K' se move com velocidade uniforme v em relação ao sistema K, 
ao longo do eixo Xg, então xx = x[ e xi - x'r Assim, podemos escrever a matriz de 
transformação de Lorentz na forma:

10 0 0

0 10 0

0 0 a33 a34

lo o
(v) =i

(9.12)

a43 a44

A condição de ortogonalidade (9.11) leva então, para o elemento não-diagonal 
jí = 4, a= 3, à relação:

4

2>I! 4va3v ~ a43a33 "^44^34 — ®
v=l

Ii
Para que tenhamos concordância com a equação (9.1) no limite v/c—> 0, devemos 
ter a33, a^4 e a44 não-nulos. Então o coeficiente 043 é dado por: t:

;
a44' a43------a34 • (9.13)■

a33:
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Considerando em seguida os elementos diagonais p 
condição de ortogonalidade (9.11), obtemos:

3e^ = cr=4da- (T -

2 , 2 _ 1 
a33 a34 — 1

2 2 $43 4" ÍZ44 — 1 (9.14)

Portanto, obtivemos até agora três condições, dadas pelas equações (9.13) e 
(9.14), que devem ser satisfeitas pelos quatro coeficientes a33, a34, a43 e a44. 
Podemos então expressar g34, a43 e a44 em termos de Este coeficiente será 
alguma função da velocidade relativa v, que designaremos por y(v). Para resolver 
este sistema, notemos que devemos ter e a44 positivos, de modo a assegurar 
que ze / evoluam no mesmo sentido que z'e /', respectivamente. Isto é necessário 
para termos concordância no limite não-relativístico com as relações (9.1). Então, 
é fácil verificar que os coeficientes a44, a34 e a43 podem ser escritos em termos de 
«33 = y como:

i
i
!
:
i
i
=
I
:
r

:
i

a44 ~ #33 — y > 0

(9.15)

4 = 4* = 1 - r2 com ^34-----^43

Devemos finalmente determinar a função y(v). Para isso, vamos reescrever as 
conexões lineares (9.10) explicitamente em termos de x,y,ze t. Usando as relações 

(9.15), obtemos:

y' = yx' — X

(9.16.a)
iaMzt' = yt +z' = yz + ica34t= c

E

Notemos que o observador O atribui a velocidade vz = v e portanto uma coor
denada z = vt à origem 0\ em z' = 0. Substituindo este valor na terceira equação 
de (9.16.a), encontramos

«34 = iy- = íyp ■ (9.16.b)
C
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Então, temos da segunda equação em (9.15) que: y2 = 1 + /32y2. Esta relação 

determina a função y(v) como:

;

i
:

I I
11

YÍV) =I (9.17)
V1-/?2 yjl-v2/c2

Substituindo este resultado nas equações (9.16.a) e (9.16.b), vemos que as coor
denadas espaço-temporais no sistema K' estarão relacionadas às coordenadas em 

K através das relações:!

y' = yX = X
■:

(9.18)

y(/-wz/c2) .7 z' = y(z - vi) í' =

i

Como era de esperar, estas equações se reduzem às equações galileanas (9.1), 
quando v—» 0. A transformação inversa de Lorentz é:

x = x' y = y'
i
I(9.19)
‘

A /«!) ■ íz = y(z' + t/í') l' + vz it =
■

'
i

■

i

Ela pode ser obtida mediante a troca das variáveis sem linha com linha na equação 

(9.18), juntamente com a modificação do sinal da velocidade.
Como um exemplo da transformação de Lorentz, consideremos uma haste

í.
!
1
■em repouso no sistema K\ situada paralelamente ao eixo z'. O seu comprimento 

próprio neste sistema é 1^ = z'2 - z\y onde z'2 e z\ são as coordenadas dos dois 
extremos da haste no referencial K'. Para determinar o comprimento da haste no 
sistema K, precisamos achar as coordenadas z^ e zx das suas extremidades, num 
mesmo

:■

)I

instante t. Usando a equação (9.18), temos: :■

j .■

;
■

_ Z2-»<
Z 2 — .

vW
■Zj - vt
»zx = ~r±----- -- .

Jl-vW

1
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O comprimento da haste no referencial Ké 1= Zg- z,. Subtraindo z\ de z'2, encon
tramos que:

l = l0^l-v2/c2 . (9.20)

Vemos desta relação que o comprimento da haste no sistema onde ela se move 
com velocidade vé diminuído por um fator (1 em comparação ao com
primento próprio da haste. Este resultado da teoria da relatividade é denominado 
a contração de Lorentz.

Uma das consequências mais marcantes das transformações de Lorentz é o 
fenômeno conhecido como a dilatação dos tempos. Para descrever este fenômeno, 
consideremos uma partícula que se move com velocidade v em relação a um 
sistema inercial. Como a partícula está obviamente em repouso em seu próprio 
sistema, que chamaremos de K\ vemos da última relação em (9.19) que:

=
■

dl = ydt! = ydx (9.21)

onde dr representa o intervalo de tempo próprio da partícula. Assim, intervalos 
de tempos iguais, observados no sistema de referência de repouso da partícula, são 
observados no referencial do laboratório como sendo maiores por um fator y.

Esta dilatação do tempo leva a uma mudança drástica da vida média de uma 
partícula que se move a altas velocidades. Por exemplo, uma partícula instável 
como o méson vive apenas 2,2 * 10"6 s quando está em repouso no laboratório. 
Mas se este méson se move através do laboratório com a velocidade 0,995c, então 
a sua vida média será aumentada por um fator:

11 =* 10 .7 = V1-^2 ij l-(0,995)2

Uma dilatação da vida média desta ordem de grandeza foi observada pelo 
impacto de raios cósmicos na parte superior da atmosfera. Estes mésons percorrem 
10 ou 20 km do topo da atmosfera até a terra; se o fenômeno de dilatação não 
ocorresse, eles poderiam percorrer no máximo 2,2 * 10"6c=^ 0,6 km antes do seu 

decaimento, e não poderiam jamais alcançar a terra. As medidas mais precisas do 
aumento da vida média foram realizadas com mésons p e píons produzidos 

acelerador. Estas experiências confirmaram a fórmula relativística dentro de 
precisão de 0,1%.

num
uma
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9.4 * A MASSA DA PARTÍCULA RELATIVÍSTICA

A massa representa um atributo de uma partícula que está associado à sua 
inércia à aceleração. Consideremos uma colisão de duas partículas não-relativísticas, 
estando uma delas inicialmente em repouso. Em consequência da colisão, esta 
adquirirá uma velocidade final u, ao passo que a outra sofrerá uma mudança Au} 
na velocidade. A razão das massas m/ml é definida como sendo igual a Aíq/u, de 
modo a assegurar a conservação do momento: mu = Auy Portanto, a massa da 
partícula é definida como sendo o coeficiente escalar pelo qual a velocidade u 
deve ser multiplicada para que mu represente o seu momento mu. Nas interações 

entre as partículas, o momento total do sistema é conservado.
Vamos investigar agora a possibilidade de ser a massa da partícula uma função 

da sua velocidade: M(u) * M(0) = m, onde m é a massa de repouso da partícula. 
Com esta finalidade, consideremos uma colisão elástica entre duas partículas 
idênticas, que é simétrica em relação aos observadores O e O' da figura 9.1.

Isto pode feito como indicado na figura 9.3, onde o lado esquerdo representa 
a colisão vista pelo observador Oeo lado direito mostra a colisão observada por O

M(ui)

u! 2 = -mi

\w-V V

;

«1 -Ml
:
‘

IM(U1)
•:

o \

Figura 9.3 í
:

1Cada observador toma uma das partículas e imprime a ela uma velocidade 

ao longo do seu eixo x. Assim, o observador O'na figura lança a sua partícula com 
uma velocidade u'2x = -iq quando o observador O imprime à sua partícula uma 
velocidade u]x = uv A incidência de colisão pode ser escolhida de modo que cada 

um dos observadores terá a velocidade da sua partícula invertida. Neste caso, como 
o módulo da velocidade permanece o mesmo, a massa escalar continuará inal
terada. Vamos aplicar agora o princípio de conservação do momento. Como a 
situação é simétrica, vamos considerar, por exemplo, esta conservação como

:

í
í

I
:
!

\
l
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observada por O. Neste sistema, a igualdade dos momentos transferidos ao longo 
do eixo x pode ser escrita como:

2M(wI)ulx = 2Aí(u,)u1 =2M(m2)|m2x| (9.22)

ronde u2x representa a componente x da velocidade atribuída pelo observador O 
à partícula lançada pelo observador O'.

Para relacionar estas velocidades, usaremos as fórmulas de transformação 
(9.19). Temos então as relações:

r
t
r

dx' u’xdx !
Ux = (9.23.a)y(dt' + vdz'/c2) 7(1 + vu\/c2)dt

u'ydy'dy
Uy= — => dt

(9.23.b)
y^dt’ + vdz'/c2) 7(1 + A'vu'z

dz _ dz’ + vdt' _ u’z + v 
dt dt' + vdz’/c2 1 + vu'z/c2

(9.23.c)u =z

No nosso caso, sendo w' = 0, vemos da equação (9.23.a) que iulx = u'2x/y = -?q/7. 
Substituindo este resultado na relação (9.22), obtemos:

M(«i)

^jl-v2/c2
M(u2)=y(v)M(u1) = (9.24)

É conveniente transformar (9.24) numa expressão que envolve quantidades que 
independem da velocidade reladva dos sistemas inerciais. Para isto, faremos uso 
da relação cinemática:

r(«') = r(«)r(»)(' A’)- V u (9.25.a)
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que pode ser facilmente verificada por cálculo direto a partir das equações (9.23). 
(Veja o problema 9.5.) No nosso caso, onde é perpendicular a v, esta relação 

se reduz a:

rK) = y(“iMw) (9.25.b)

Substituindo esta relação para y (v) na equação (9.24), encontramos uma expressão 
para a invariância de uma quanddade que envolve somente a massa e a velocidade 

da partícula:

M(ih) _ M(uj) _ M(0) _

r(«*) ” y(«i) ~ r(o)
(9.26)

onde y (0) = 1 e M(0) = ?7z representa a massa própria da partícula.
Portanto, sempre que uma partícula com massa de repouso m estiver em 

movimento com velocidade u, a massa:

mM(u) (9.27)i/l-M2A2
;
i

deverá ser atribuída à partícula, como o coeficiente da velocidade na expressão 

do momento: p = Mu = y(u) mu. A massa cinética M(u) da partícula em movimento 
é sempre maior que a sua massa de repouso.

(

f
■

9.5 O QUADRIVETOR ENERGIA-MOMENTO

Conforme vimos na seção anterior, o momento de uma partícula com massa 
de repouso m à velocidade u é dado por: :

ímup = Mu = y(u)mu = (9.28){l -uW
;
■

:

Suponhamos que esta quantidade se refere ao sistema Kna figura 9.1 e seja p' o 
momento correspondente em K'\

!
?

i
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p' = y(w')mu' (9.29)

Então, a relação entre pep' pode ser obtida das equações de transformação das 
velocidades (9.23), usando também a relação inversa de (9.25.a):

y(u)= y(íi')y(t;)[l +v-u'/c2] . (9.30)

Obtemos assim que:

Px.y = y(u')mu' = p'x,yx>y

(9.31)

Pz = y{u')y{v)m(u' z + t;) = y{v)[p'z + y{u')mv] .

Podemos notar aqui que as componentes do momento se transformam 
exatamente da mesma forma que as coordenadas na transformação de Lorentz 
(9.19), se definirmos a quarta componente p\ como:

i

P' 4 = *r(M') (9.32)mc

Então, as relações de transformação (9.31) são suplementadas por:

*>P\Pi = »y(«) y(v) p\ + (9.33)mc =
C

que é completamente equivalente à relação (9.30).
Este é um exemplo de um quadrivetor pfi (px, py, pz, p4) = pft{p, iMc), repre

sentando uma quantidade com quatro componentes que se transforma como o 
evento xfl (r, ict) :

4

P M = X<anvPv (9.34)
v=l
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Da mesma maneira que a relação de ortogonalidade (9.11) dos coeficientes 
assegura que X x2 = ?2 - tem o mesmo valor invariante em qualquer referencial, 
também:

ÍpI = p2
v=l

2.2-mV (9.35)= —m c

terá o mesmo valor em qualquer sistema de referência. A quantidade -icp4 = 
é denominada energia da partícula livre com velocidade w, sendo denotada por:

í 2mc = ymc2E = Mc2 = (9.36)i
- U2/c2

:

Isto é apropriado tendo em vista que uma expansão em potências de u2 / & dá:1

r 2 , u2 3 u4
E — 1 + —- +

2c2 8 c4
\ (9.37)

■

.

de forma que E- mc2 — (1/2) mu2 é a energia cinética galileana da partícula. Em 
geral:

:

1T = E-mc2 2 = -i =(y-i)^c2 (9.38)= mc
V-u2/c

é denominada a energia cinética relativística da partícula. A sua energia total:

E = T + mc2 = Mc2 = ymc2 (9.39)

inclui, além da energia cinética relativística, também a energia de repouso m<?. 
Este é o exemplo mais simples da equivalência entre a massa e a energia, repre
sentando um resultado de importância fundamental em todas as aplicações da 
física moderna. A relação massa-energia foi obtida por Einstein em 1905.
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Vamos citar aqui uma demonstração experimental da relação entre a ener
gia cinética relativística T da partícula e a sua velocidade. Mediram-se as veloci
dades de elétrons, cujas energias cinéticas, determinadas mediante uma medi
ção calorimétrica, variavam de 0,5 a 15 MeV. À medida que a velocidade dos elé
trons aumentava para o valor limite c, o valor observado para a energia cinética 

variava exatamente de acordo com a previsão da equação (9.38).
A equivalência E = Mc% leva a várias relações úteis. Assim, a conexão entre 

a velocidade e o momento: u = p/M conduz a:

2
C Pu = —— . (9.40)
E

O quadrivetor momento p]t em (9.34) pode ser chamado agora de quadrivetor 

energia-momento da partícula, podendo ser decomposto como:

iE
Pn= p — (9.41)

V C)

A soma invariante (9.35) pode ser escrita agora na forma:

É'ip> p2 2 2= -m c (9.42)
A*=l

i

que implica na relação entre a energia do momento:

E(p) = yjc2p2 + m2cA . (9.43)

Estas relações tomam uma forma particularmente simples para partículas cuja 

massa de repouso é nula, tais como fótons e neutrinos. Neste caso, temos a 
relação:

p=E/c m = 0 .para (9.44)
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Podemos observar da relação (9.36) que as partículas com massa de repouso 
la precisam se movimentar sempre com a velocidade limite c, para que tenham 

uma energia E diferente de zero.
nu

9.6 A CONSERVAÇÃO DA ENERGIA-MOMENTO EM REAÇÕES DE PARTÍ
CULAS

A lei de conservação da energia-momento e a relação massa-energia tornaram- 
se princípios fundamentais na física contemporânea. O propósito desta seção é 
apresentar alguns exemplos típicos que mostram que as relações da mecânica 
relativística formam uma base necessária para o estudo de fenômenos que ocorrem 
em física nuclear e de partículas elementares.

Um certo número de processos que ocorrem nestas áreas resultam de reações 
de decaimento de partículas. A lei de conservação da energia-momento impõe 
restrições fundamentais nas possíveis reações. Consideremos o decaimento de 
uma partícula em outras duas, supondo que este ocorre espontaneamente, sem 
a intervenção de forças externas. Seja m a massa da partícula que se desintegra, 
no seu sistema próprio de repouso. Neste sistema, o momento inicial é portanto 
zero. O invariante do quadrado do quadrivetor de energia-momento é igual a:

1 = c~'£lPvPv = fc2 -E2 = 2.4-m c (9.45)
v

Depois do decaimento, encontramos duas partículas com massas , m2, momentos 
Pi» P2 e energias Ev Er

No sistema de repouso da partícula inicial, o momento total após o decaimento
■é nulo:

.1
i
;

p, + p2 = o . 1
;:
/Assim, o invariante / pode ser escrito na forma: !
:
?

^ ~ (Pi + P2) ~ (E\ + E2)2 = -rrrc !2.4
::
;
:

OU

•:

imcl = E] + E2 . (9.46) j
I

i
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Escrevendo as energias Ex e E2 em termos das energias cinéticas correspon
dentes:

E} = m, c2 + Ti E2 = + Tg

temos que:
;

2 = (?7lj + ?72<2)c2 + + 7 9 :(9.47)mc i:

Sendo que as energias cinéticas das partículas produzidas após o decaimento 
são positivas, resulta de (9.47) que o decaimento espontâneo de um corpo só é 

possível se:

(wj + ÍW2 ) (9.48)m >

isto é, somente se a massa do corpo for maior que a soma das massas de repouso 

dos produtos de decaimento.
Como um exemplo encontrado em física nuclear, consideremos o núcleo 

Be. Este núcleo tem uma massa m = 8,00531 u.a.m, que é menor que a soma das 
massas de 4 prótons e quatro nêutrons: X mi = 4 * 1,007825 u.a.m + 4 * 1,008665 
u.a.m = 8,065960 u.a.m. Portanto o núcleo ®Be é estável com respeito ao decaimento 
em prótons e nêutrons individuais. Por outro lado, a massa de ® Be é maior que 
a massa de dois núcleos de ^He: 2mHc = 2 * 4,002603 u.a.m. = 8,005206 u.a.m. Assim, 
o núcleo ® Be é instável e deve decair espontaneamente em duas partículas alfa, 
o que realmente ocorre.

Como um outro exemplo encontrado na área de partículas elementares, 
vamos considerar o decaimento de píons carregados em múons. A massa dos píons 
TC* é igual a 273 me sendo a massa dos múons pr igual a 207 ine A vida média dos 
píons 7C* é 2,6 * 10"8 s. Estes decaem num méson e um neutrino v:

8

i

TC* —> ^ + V .

O estudo desta reação permite estimar de uma forma mais precisa a massa de 

repouso do neutrino. Isto é possível porque, conhecendo a massa de repouso dos
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píons e múons, podemos encontrar a energia cinética do múon T?í como fun
ção da massa do neutrino, e comparar este valor com a experiência.

Com esta finalidade consideremos o píon no seu sistema de repouso. Após 

o decaimento o momento total permanece zero, de modo que os momentos do 

méson y e do neutrino tem a mesma magnitude = pv = p, e direções opostas: 
P/í + Pv= 0* A lei de conservação da energia-momento se reduz à lei de conser
vação da energia (9.47):

M m/Àc2 + Tfi+Ev .l + Tv == 1 mn + mvmKc

Usando a relação energia-momento (9.43) e o fato de que pv = podemos 

expressar a equação acima como:

— c + 7^ + y j.mJ = miic2 + T^+^pl2 2 4<)*c2 + m~c2 .4 . (9.49)c + mvc

Em seguida, podemos usar a identidade

T + mc =yjp2 .2 T2 +2 mc2 T — p2c22 4c + m c ou

para escrever (9.49) na forma:

v2-(vVHí+2m^T^ + mlc1 .

Tomando o quadrado desta fórmula, encontramos que a energia cinética 
do méson y produzida no decaimento do píon é:

mufT -t (9.50)
2mn

Esta energia pode ser medida através da ionização produzida pelo méson y~
A partir do valor medido para T;( resulta que, dentro do limite da precisão expe- 
rimental, mv ^ 0.
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Um fenômeno interessante é observado na reação de aniquilação de um par 
elétron-pósitron, com a produção de fótons. Este processo ocorre geralmente 
para pequenos valores das energias cinéticas do elétron e do pósitron. Neste caso, 
a energia do estado inicial é aproximadamente:

E(e+,e-)=*2mec2 = l,02MeV .

A conservação simultânea da energia e do momento requer que esta energia 
seja emitida na forma de dois fótons emergentes em direções opostas, sendo a 
energia de cada fóton igual a 0,51MeV. Várias experiências estabeleceram que o 
processo de aniquilação é de fato acompanhado por esta radiação. O fenômeno 
de aniquilação de elétrons e pósitrons representa uma das confirmações mais 
expressivas da relação massa-energia.

PROBLEMAS

1. Use um argumento similar ao da seção 9.1, para mostrar explicitamente que 
a equação da onda permanece inalterada sob uma transformação de Lorentz.

2. Mostre que uma transformação de Lorentz relacionando os sistemas inerciais 

Ke K' pode ser expressa como:

x1 = x y' = y

t' = t cosh a - — senhaz' = z cosh a - ct senha
c

onde tanh a = v/c. Verifique que esta transformação corresponde a uma 
’ rotação por um ângulo {ai) no espaço quadridimensional.

=
3. A partícula A°, cuja massa de repouso é de 1116MeV/ r, tem uma vida média 

de 2,4 • 10“10s no seu sistema próprio de referência. Qual é a distância percorrida 
por esta partícula no laboratório, quando a sua velocidade é igual a 0,99c?

:

4. Num meio transparente cujo índice de refração é w, a velocidade da luz rela
tiva ao meio é c/n. Use a fórmula da transformação de velocidades para
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■

) mostrar que, se o meio tem uma velocidade v em relação ao laboratório, 
então a velocidade da luz em relação ao laboratório é dada aproximadamente 

pela fórmula:

i

■

I :
i

■

c ,f, 1
-± 1 2 Vn

■ ci = n \

onde o sinal mais se aplica quando c é paralela a v, e o sinal menos para c 

antiparalelaav. Este resultado foi observado na experiência de Fizeau (1859) 
sobre a velocidade da luz em fluidos em movimento.

ii!
I

'll

5. Use a transformação de velocidades recíproca à da equação (9.23), para veri
ficar explicitamente a relação:

: :

A2) •y(w') = rM/WÍ1-; vuz
!
1

6. No sistema de referência K\ uma partícula se move com velocidade w'ao 

longo de uma linha reta no plano y' - z'\ a direção do movimento faz um 

ângulo 0'com o eixo z'.
i

i
Í

(a) Mostre que, no sistema de referência K, a direção do movimento da 

partícula faz um ângulo 6 com o eixo z tal que:
1

!
u'^j 1 - v2/c2 sen 6'

tan 0 =
u' cos 6' + v

\%(b) Suponha que uma fonte na origem do sistema K' emite partículas em 

todas as direções. Mostre que, para v—» c, todas as partículas, exceto aquelas 

emitidas exatamente para trás (0' = 180°), formarão um feixe estreito na 
direção frontal (6 = 0) no sistema FL

í

7. Derive as seguintes fórmulas para a transformação de Lorentz da aceleração: 1

i

-L
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f 2 |2 1 vu^/c2«v
c2 c2 /4(> A’ (>- vw2

2 > vuyajc2w2a>1-^°> = c2 c2J(i-Wza2)3 ’(> - t»w2

9 \3/2
az1-^rflz = C2 /«■)’ '(>- vw2

8. Justifique por que a fase de uma onda plana tem um mesmo valor em todos 
os sistemas de referência inerciais. Usando este fato, defina no sistema Kum 
vetor de propagação quadridimensional, mostrando que a sua parte “espacial” 
é k, sendo a quarta componente igual a ico/c. Obtenha as equações de trans
formação para o sistema K'. Se v é a velocidade de K' relativa a Ke sendo 9 
o ângulo entre v e k, mostre que a frequência medida em K' será

1 - (v/c) cos 0 
Cú =------ 1 ’ —(0 .

/-vW

Esta expressão relativista para o efeito Doppler produz um deslocamento 
também na direção transversal 9 = n/2.

9. Considere o decaimento do píon n° em dois fótons:

n° —» 7 + 7 .

Usando a lei de conservação da energia-momento, e sendo 9 o ângulo entre 
as direções de propagação dos fótons, mostre que:

mK^

(0/2) =sen
2^Ê~2
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I ;

onde Zij, são as energias dos dois fótons no sistema de referência de repouso 
do píon.! !

10. Considere a questão da possibilidade de aniquilação de um par elétron- 
pósitron num único fóton. Mostre que este processo é incompatível com a 
conservação simultânea da energia e do momento.

i í i
!!

.5
i

I í
I i ;
i :

i •

i

!

!
!
!

:'

i

-

=

I
a

f
!•
i

:

I
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ELETRODINÂMICA RELATTVlSTICA

A invariância na forma das equações da eletrodinâmica sob as transformações 

de Lorentz foi mostrada por Lorentz e Poincaré, mesmo antes da formulação por 
Einstein da teoria da relatividade. Vamos discutir agora esta covariância e con
siderar as suas consequências. Partindo do fato experimentalmente comprovado 
da conservação da carga elétrica, podemos deduzir a covariância das equações de 

Maxwell. Esta importante propriedade exibe claramente a unidade essencial do 

eletromagnetismo.

10.1 QUADRIVETORES NA ELETRODINÂMICA

Conforme vimos no capítulo anterior, uma quantidade Lfi é denominada de 
quadrivetor se ela consistir de quatro componentes, cada uma se transformando 

de acordo com a relação:

m
= 4

= ^ anv^vl'h (10.1)

v=l

onde a é a matriz de transformação de Lorentz:
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0 ^'10 0
0 1 o
0 0 7 ipy
0 0 -ipy y

i

0(v) (10.2)
.I
I i!

íií!1
e

!
i £

; : 1p=v-I y(v)= !
V i-vw (10.3)

C!
! !
I

Na discussão da eletrodinâmica relativística é conveniente usar a convenção 
da somatória de Einstein. De acordo com esta convenção, uma somatória sobre 

índices repeddos é automaticamente implicada. Então, a relação (10.1) pode ser 
escrita simplesmente como:

.
L /! — afAvL (10.4)

Vamos introduzir em seguida o operador gradiente no espaço quadridimensional, 
que é definido como:

= fv,A_e J_ JL J_ jL
dx^ dxx ’ dx2 ’ dx3 ’ dx4

d
(10.5)

dx4/ V

De acordo com o problema (10.1), este gradiente se transforma como um 

quadrivetor. Tomando o produto escalar deste gradiente com ele mesmo, obtemos 

a versão quadridimensional do operador laplaciano:

1 <92d d d d= V2 + = v2-□ = (10.6)
c2 dl2dxM dxM dx4 dx4

Sendo o operador gradiente um quadrivetor, o operador d’alambertiano □ é uma 

quantidade invariante por transformações de Lorentz. Portanto, a equação da 
onda (9.4) que pode ser escrita como:
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Dy/ = 0 , (10.7)

mostra que a eletrodinâmica é consistente com os princípios da relatividade de 
Einstein.

Como vimos na equação (4.12), a equação da continuidade que exprime a 
lei de conservação da carga tem a forma: ;

V-J + ^ = 0 .
(10.8)dt

Na teoria da relatividade é claro que a densidade de corrente e a densida
de de carga não podem ser entidades completamente separáveis. Isto ocorre por
que uma distribuição de carga estática em um dado sistema de referência apare
ce como uma distribuição de carga e de corrente num outro sistema que se 

move relativamente ao primeiro sistema. Portanto, agruparemos as densidades 
de corrente J e de carga p de acordo com:

Jfi ~ ( J >^p) • (10.9)

Então, o produto escalar de com J„ será:v-

~ÔU = dJj , 3(ZCP)_V j | dP-Q 

dxn dxj dikl) dt

Consequentemente, a equação da continuidade pode ser expressa numa forma 

quadridimensional como:

dju—= 0 . (10.10)dx^

Ao escrevermos a equação (10.9), fizemos uma hipótese implícita de que J}1 é um 

quadrivetor. Vamos mostrar agora que este é, de fato, o caso. No sistema de refe
rência K\ onde a partícula se encontra em repouso, um elemento de carga dq0 

é dado pelo produto da densidade de carga p0 pelo elemento de volume dV0:
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dq =pdV 
‘0 r0 0

Como a carga se conserva, então dq0, quando visto no sistema de laboratório K 

deverá ter o mesmo valor:

dq = dq0 = p0dV0 = pdV (10.11)

onde p e dVsão as densidades de carga e o elemento de volume no laboratório. 
Visto que K' se move com velocidade v = (0,0,v) ao longo do eixo z, teremos em 

virtude da contração de Lorentz que:

dV0 = dx0 dy0 dz0 = dx dy dz = dx dy ydz = ydV (10.12)

Consequen temente:

Po' P = Po7 = (10.13)
;■

|i

j;
Assim, a densidade da carga p se relaciona à densidade de carga própria p0 da mesma 
forma que a massa está relacionada com a massa própria. Portanto, a lei da con
servação se aplica somente à carga total. Experimentalmente, verificou-se que, 
apesar da grande velocidade dos elétrons u ~ 0,4c em átomos de Césio (Z = 55), a 
diferença relativa entre a carga dos elétrons e a carga do próton é menor que IO-19!

Sendo que J = pu, podemos escrever J na forma:

s

i

í
[
‘

•::
;;

= Po^-PoC/, 
m

J,={pu,icp) = pn ~ IC ;(10.14)
i

Vi-/?2 V1-^2
:

Nesta expressão, a densidade de carga própria p0ea massa própria 
invariantes, é o quadrivetor momento, de modo que p^/m é também 
quadrivetor, denominado quadrivelocidade da partícula. Podemos construir o 
quadrivetor “velocidade” mediante a derivação do quadrivetor xfl em relação ao 

tempo próprio t, que é um invariante de Lorentz: U = d x /dt. Então, Jp possui 
as propriedades de transformação de UJ{ e deve ser portanto um quadrivetor.

771 sao

um

i
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Previamente, achamos ser conveniente escolher os potenciais A e O de modo 
que estes satisfaçam a condição de Lorentz (4.22):

V-A + -— = 0 . 
c dl

Definindo:

\ =(A.*<J>) (10.15)

vemos que a condição de Lorentz pode ser escrita na forma:

dAi , d(«>) = = q

dxj d[icl) dx^
(10.16)

que é invariante por transformações da relatividade restrita, desde que A/tseja um 
quadrivetor. Para verificar esta propriedade, notamos que, de acordo com as 
equações (4.23) e (4.24), os potenciais A e satisfazem as equações de onda:

I

1 <?2o1 d2 A 4tc v2o-v2a- = -47ip . (10.17)
c2 dl2c2 dl2 c

Usando (10.9) e (10.15), podemos expressar as relações (10.17) na forma:

4 n
(10.18)

A parte espacial desta equação é equivalente à equação da onda para A, sendo a 
quarta componente equivalente à equação da onda para <t>. Tendo em vista que 
na equação (10.18) J}1 é um quadrivetor e □ é um invariante de Lorentz, é claro 
que Afl deve ser um quadrivetor.
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10.2 O TENSOR DO CAMPO ELETROMAGNÉTICO

Conforme vimos nas equações (4.18) e (4.19), os campos elétricos E e mag
néticos B podem ser expressos em termos dos potenciais como:■

!'

i IdA 

c dl
B = Vx AE = - V <D - — (10.19)

:

.

Os vetores E e B não são componentes de quadrivetores, mas representam 
seis componentes Ev E2> Ev B]}B2,B3 que podem ser usadas para definir o tensor 
do campo eletromagnético. Para isto, consideramos

<90 1 dA} _ 1 dA4 1 dAx _ 1 dAx dAA
dx} c dt i dx} i dx4 i dx4 dx}

! £, =-í

:í
I

e analogamente para E9 e Ey As componentes de B são:a

_ dA3 dA2A =i dx2 dx3
|

e analogamente para B2 e B3. Vamos definir o conjunto de quantidades

dAv dAu 

dx^ dxv
í F =fJV (10.20)

de maneira que iE] -F4V Bl = F23 etc. Calculando todas as componentes do tensor 
F é teremos:

i

-íeAo b3
-Bí 0 fij -iE2
b2 -b, o -íe3

v iEl iE2 iEs 0

-B2

(10.21)
í

.
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Este é um tensor anti-simétrico, cujos elementos diagonais são nulos. Através do 
uso do tensor do campo eletromagnético, as equações de Maxwell podem ser 
expressas de uma maneira muito simples. Considere a equação:

:
dFpfJ [ dFpy ^ dFvp 

dxv dxp dxp
V.jf
II

= 0 (10.22)

Se escolhermos p, y,v como sendo qualquer combinação de 1,2,3, então 
(10.22) se reduz a:

li

lidF]2 | dF23 ^ dFM _ 

ãx$ dxl <
dB.ò | dBx [ dB2 _ q 

dx3 dx} dx2
ou

que é a equação de Maxwell: V • B = 0. Analogamente, se colocarmos um dos 
índices p, y.:, v igual a 4, então obteremos as componentes da equação:

V x E + -— = 0 .
c dt

Por exemplo, para p = 1, /í = 2, v = 4 teremos de (10.22):

1 dB^ | dE2 dE 

c dt dxA dx2
dFn dF?A , dFy 

dx4 dxx dx2
í = 0= 0 ou

que corresponde à terceira componente da lei de Faraday. Portanto, vemos que 
as equações homogéneas de Maxwell são representadas pela equação (10.22). As 
equações não-homogéneas podem ser obtidas a partir de:

dFjiv 4 TC
(10.23)

dxv

Para verificar isso, considere o caso y = 1. Então:
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i
í

■í dFn dF 12 âFls 

oxl ax2 <7X3
dF\v _ 4TC j 

~ J í
471

=—/l •ou:
dxv cc

i ' Usando a relação (10.21), podemos escrever a equação acima como:

-

dB., dB2 1 dF 

dx2 dx» c dt
1=lE/]0 +

c

iii que representa a componente 1 da equação de Ampère-Maxwell:;

! : i
tli ! 1 dE 4tc!> V x B - - =—j

c dl c

Para p = 4, obteremos analogamente de (10.23) a lei de Gauss: V • E = 4Kp. Assim, 
as quatro equações de Maxwell são representadas somente pelas duas equações 

(10.22) e (10.23) envolvendo as derivadas do tensor eletromagnético. Diferenci
ando (10.23) em relação a xfl e somando sobre p, resulta:

^ Ffjy _ 471 dj^ 

dx^dxv c dx^■

1 Visto que F é um tensor anti-simétrico, e trocando os índices mudos p,v,
obtemos:

d-Fvtl ^FHV _ 471 djp 

dxvdx^ c dx ■
2

dxfldxv
í

Vemos então que a quadridivergência de / deve se anular:

■

r

dJfi r
I= 0 .
i
?

t
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Consequentemente, a equação da continuidade está contida nas equações do 
campo eletromagnético.

.

í10.3 PROPRIEDADES DE TRANSFORMAÇAO DO TENSOR DO CAMPO
i :

I

Quando uma equação expressando uma relação física é transformada de um 
sistema de referência para outro, através da transformação das coordenadas de 
acordo com a equação (9.10), a equação será covariante se a sua forma permanecer 
invariável. Para que as equações do campo sejam covariantes com respeito às trans
formações de Lorentz, é necessário que as componentes do tensor do campo F 
tenham a mesma forma em todos os sistemas de referência. Isto é, se:

: i

'1

I
dAv d\ 

dxy dxv
F = K (10.24.a)em

então devemos ter também:

dA\ Kf .F' =fiv (10.24.b)em
dx\t dx'v

!
Este requerimento especifica a maneira como F se comporta através de uma 
transformação de Lorentz. Para ver isto, lembremos que os quadrivetores xfl e Afl 
se transformam como:

A v/ avpAp% jj :(10.25)

: A transformação inversa de xfl é [veja a equação (9.19) ] = afi(r x';i, de modo que::
i

dxa
(10.26)= *dx\

Portanto:
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dAa dxpdAp dxa 

Vp dxa dx'p
F' =x pv - afio dxp dx\

(10.27)

dAp dAG
afJOa\'p^GpapGa\’p— CLp0avp

dxpdxa

Esta relação descreve as propriedades de transformações das componentes 
do tensor ¥jtv. Podemos expressar este resultado de uma maneira mais compacta 

em termos da matriz transposta a1 como:

tF’ - aFa (10.28)

Esta equação pode ser usada, juntamente com a forma (10.2), para calcu
larmos as componentes dos campos elétricos e magnéticos em sistemas de refe
rência em movimento. Teremos que:

r 0 B's -B\ -iE\) 

-B' s 0 B\ -iE'2 

B'2 -B\ 0 -iE\
iE\ iE' 2 iE'3 0

}

r
= aFa1F' =

;1

-7{B2-pE,) -iy{E,-pB2)' 
y{B,+pE2) -iy(E2+PBx) 

-iE3

0 *

-b3 0 i
_Y{B2-fíEx) -r(Bx+pE2)

MEi -PB*) *7(^2+/^l)
0 i

;0iE3

'r
Identificando os termos, obtemos as relações: v

;

e\ = r(£, -pb2) B\ = y(Bl +pE2)

E'2 = y{E2+pBl) jB'2 = y(B2-pEl) (10.30) j

s
B 3 ~ B3 -

■

:
í
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Podemos colocar este conjunto numa forma mais compacta, decompondo os 
campos vetoriais em componentes perpendiculares e paralelas à direção do 
movimento. Se o movimento do referencial K' com respeito a K é descrito pelo 
vetor velocidade v, então [veja o problema 10.5]:

1Ej_ = 7 Ei+-vxBi El = E,
c

(10.31)

1B'x = 7 Bj_ — v x E± B'„ = BIIc

Fica claro destas equações que os campos elétricos e magnéticos não têm existên
cia separada. Um campo elétrico puro num dado sistema transforma-se num 
campo elétrico e magnético em outro sistema que se move em relação ao primeiro.

Como uma ilustração, vamos considerai' um capacitor de placas paralelas, 
tendo a densidade de carga + <rQ, movendo-se com velocidade v ao longo do eixo 
z, conforme mostra a figura 10.1.

'
1.

•:
i; í

i

Figura 10.1

No sistema próprio, o campo elétrico E0 = 47tcr0 i é perpendicular à velocidade 
v. Usaremos agora as equações inversas de (10.31), obtidas fazendo as transfor
mações : E E', B <—» B'ev^ -v. Identificando E'^ com E0, obteremos para 

os campos no laboratório:
i

E± = 7 E'i = ^7°o» E'i, = 0

(10.32)

— v x (47icr0í) = — ya0v j . 
c x ' c

1= 7-vxE'=
c
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Para entendermos fisicamente estes resultados, notemos que no laboratório, devido 
à contração de Lorentz, as placas se encurtam na direção do movimento. Tendo 
em vista a conservação da carga elétrica, a densidade de carga observada no labo
ratório será então aumentada por um fator y: cr = yaQ. Assim, aplicando a lei de 
Gauss, obtemos diretamente a expressão para E_,_ dada em (10.32). Podemos 
entender a relação para Bj_, notando que as placas em movimento constituem 
um circuito de corrente no laboratório, com densidades de correntes: J- = T-yu^v. 
De acordo com a lei de Ampère, este circuito produzirá então um campo mag
nético na direção j, em concordância com a segunda expressão em (10.32).

'
!

!

i
i
i

i
fi

i f
tf

I

: :
»i

i
10.4 TRANSFORMAÇÃO RELATIVTSTICA DOS CAMPOS DE UMA CARGA EM 

MOVIMENTO UNIFORME
■

í iI :
!
:: Como um exemplo da transformação dos campos eletromagnéticos, vamos 

considerar os campos vistos por um observador num sistema K, quando uma carga 
puntiforme q se move numa trajetória retilínea com uma velocidade v. A carga 
está em repouso no sistema ^'ea transformação dos campos é dada pela inversa 
da relação (10.30). Vamos supor que a carga se movimente na direção positiva x3, 
e que sua menor distância de separação em relação ao observador seja b. A figura 
10.2 mostra um sistema de eixos convenientes.

ji

h
1:

i

■

Figura 10.2

:
■' No instante l - (- 0, as origens dos dois sistemas coincidem e a carga q está 

à distância mínima do observador. No referencial K\ o ponto Pdo observador, 
onde os campos são avaliados, tem as coordenadas: x's = -vt\x\ = b, x'2 = 0, estando 
a uma distância R' = (l? + t^f2)1/2 de q. Vamos precisar exprimir R' em termos 

das coordenadas de K A única coordenada que precisa ser transformada é o tempo

l

i
■
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;

ciado por: t'= y(t- vx^/c) = yl, pois x^ = 0 para o ponto Pno referencial K No 
referencial de repouso K' da carga, o campo magnético é nulo, sendo as compo
nentes do campo elétrico no ponto de observação dadas por:

!
,'

qvt’ ■_ qbE' 3 = E E\ = 0 . (10.33)1t r,3 R'5

í

Em termos das coordenadas de K, as componentes não-nulas dos campos são:
; i

qb qyvlE\ = £'s =í 3/2 (s! + rW)w(6a + y%V) (10.34)

Então, usando as relações inversas de (10.30), encontraremos para os campos 
transformados no sistema K

,

qyb qyvl
Et = yE\ = ■ Es = E\ = 3/2(ib2 + yVí2) !(10.35)

;

B2 = yPE\=pEl

com as outras componentes nulas. Podemos expressar o denominador em termos 

da distância radial RQ entre a posição instantânea da carga e o observador, e do 
ângulo 6 que aparece na figura. Notando que:

I••

b2 + y2v2t2 = b2 + y2xl = R$ sen20 + y2R% cos2 0 .
!

(10.36) l
cos2 6 = y2R%(l- /32sen20^= R2 sen20 +
1 -p2 í

a expressão do campo fica:
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<1R01E =! | (10.37)*oV(i_/3W ef/2!
.
In

sendo o campo magnético dado por:! i
!

:: !
B = — x E .: (10.38)

C

!
Estes resultados são idênticos àqueles obtidos nas equações (8.14) e (8.15), a partir 
das considerações dos potenciais de Liénard-Wiechert. As configurações do campo 
da figura 8.3 se aplicam portanto também neste caso. A compressão das linhas de 
força na direção transversal resulta em consequência da contração da distância 

na direção do movimento. Este problema ilustra que a eletrodinâmica de Maxwell, 
desenvolvida anteriormente à teoria da relatividade, é relativisticamente correta. 
A expressão para os campos de uma partícula em movimento, obtida de uma 
forma tão laboriosa pelo método de Liénard-Wiechert, segue de uma maneira 
simples e natural da teoria de relatividade.

i

!!
;

f
i!
•i

i
1; 1

■!
1

10.5 A DENSIDADE DE FORÇA ELETROMAGNÉTICA !
!

!I Consideremos a equação de movimento de uma partícula com carga q num 
campo eletromagnético: :

;dp=q E + — x B (10.39)
dt c

Podemos expressar o lado direito em termos do tensor do campo eletromagnético 
dado pela equação (10.21). Por exemplo:

1
^2-^3 U3^2 _ ;j? ^2 U?tE + — x B := £, +ic c ccA

Sendo Fu = 0, esta é precisamente a componente v = 1 da quantidade 
”(1/yc) onde U é o quadrivetor velocidade definido na equação (10.14).
A quarta componente desta quantidade é dada por:

i
i
:
:

!
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i ^ EuI UkFkA (10.40)= l
yc ck=1

Portanto, esta componente está relacionada com a taxa de variação da energia da 
partícula no campo:

dE
— = q Eu . :(10.41)
dl

:

Sendo E = -icpA, onde p4 é a quarta componente do quadrivetor momento da 
partícula, podemos escrever que: ;

!

1Ê±-~±U Fu H1 /i 4 (10.42)
dl yc

Combinando este resultado com a equação (10.39), obtemos:

^ = F
^ //V (10.43)

dl yc

Conforme vimos na equação (9.21), temos que dl = yd-ronde drê o intervalo 
de tempo próprio da partícula. Então, podemos escrever a equação de movimento 
(10.43) numa forma manifestamente covariante:

&L--luF
^ IÀ /JV

(10.44)

dr c

sendo que os dois membros desta equação representam quadrivetores.
Na sequência, será útil definir um quadrivetor^ que está relacionado com 

o lado direito de (10.44):

11
Jh^/jv

C
f v ~ . Po^fi ^n v (10.45)

C
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onde usamos novamente a relação (10.14). Através da equação de Maxwell (10.23), 
podemos escrever o quadrivetor fv na forma:

;
ít

F F 
^ dxp

1
/v = — (10.46)í 471: 1 !

I
i Calculando as componentes do quadrivetor^, = encontramos:
i

iI
1f = p E + -uxB (10.47.a)
Cr.i!II

!
li i
Íí /. =—E J = —f-u . (10.47.b)
!i c c
í

Portanto, /„ é um quadrivetor associado à densidade de força eletromagnética 

(chamado de força de Minkowski). A sua parte espacial corresponde à densidade 
da força de Lorentz (4.27), sendo que a parte temporal representa a taxa do 

trabalho realizado pelo campo sobre as cargas por unidade de volume.

10.6 TENSOR DE ENERGIA-MOMENTO DO CAMPO ELETROMAGNÉTICO
í

A expressão (10.46) para a densidade da força eletromagnética pode ser 

escrita numa forma similar à lei de conservação (10.10), exceto que necessitamos 
aqui de uma expressão quadrivetorial. Esta forma corresponde a uma divergência 

espaço-temporalZ <?p(...) de um tensor apropriadamente determinado, que pode 
ser identificado a partir das equações de Maxwell (10.22). O resultado será uma 
equação quadrivetorial, cujas componentes serão equivalentes às equações de con
tinuidade (4.35) e (4.54), mas expressas de uma forma manifestamente covariante.

Como um primeiro passo para transformar (10.46) numa divergência espa
ço-temporal, vamos escrever 4n fv como:

;
í

• •

'

4*/v ~ dp(FpM Fpv)-FppdpFpv (10.48.a)

onde dp = d/dxp. O último termo pode ser reexpresso de três maneiras alternativas. 
Primeiramente,i

*

■ II
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( Fpp]^p{ Fvp) FppdpFF d FPfl^P pv t(10.48.b)

resulta da anti-simetria do tensor do campo, sendo a última igualdade obtida 
trocando os nomes dos índices de soma mudos, p <—> p. Em seguida, a substituição 
da equação de Maxwell (10.22) leva a:

':

:

= ~~ Fpp ( ^p Fvp + dvFpp ) íF d Fi PPUP pv (10.48.c)

A metade da soma das expressões equivalentes (10.48.b) e (10.48.C) resulta num 
cancelamento que dá:

1 43v(Fpk)—- F d F2 ppwvx ppF d Fppwp pv (10.48.d)

representando um gradiente espaço-temporal da soma invariante Fpfi Fpfi = FapF p 

Assim, (10.48.a) pode ser escrito:

) + 4 àV(Fall) dp Fpp Fpv + 4 SpvFap14Jl/v = dp{Fpp FPV (10.48.e)

que é justamente a forma que estamos procurando.
Este resultado define um tensor obviamente simétrico:

rpV = 7- Fpp Fpv + 7 SpvFlp 
471V 4 y

= Tx vp (10.49)

de maneira que:

fv = dpTpv (10.50)

As várias componentes deste tensor podem ser identificadas com os elementos 
do campo eletromagnédco introduzidos no capítulo 4. Assim, usando a repre

sentação (10.21) do tensor do campo, temos:
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f!F2 11P Z?2 - Zi2 ff + B? E2 + £2Ofi _7' - _ -. -‘.íi +7,1 471 1671 8ti 471 8 7T4 71

que é justamente a componente diagonal 11 do tensor das tensões de Maxwell 

(4.50). Como um exemplo de um elemento nâo-diagonal, consideremos:

_ F]pFp2 — ^13-^32 F\4^42 _ exe2 + b]b2
M2 = 47147U471

Quando os índices // e/ou v são iguais a 4, temos:

F2 r2 r4p -o Zs2 + B2- £2
= - = U

8718 7t471

íque é justamente a densidade de energia do campo (4.33) no vácuo. A quantidade

.(ExB),F\k£k± _ I-^-(B3£2-£2£3) = -zTu =
4n 4n

pode ser reconhecida como sendo a densidade de momento do campo (4.43), 
multiplicada por -ic. Portanto, o tensor (10.49) pode ser representado pelas com
ponentes da matriz

!

-?

iT T Txx x xy x xz
TFTyx yy yz
T T Tzx zy *■ zz

{-icgx -icgy -icgz

~lCgx
-ÍCSy

~icêz

l
i••

(V)* -(10.51)

U

representando as densidades de energia-momento do campo eletromagnético e 
o seu fluxo. Este tensor tem traço nulo, em consequência da relação (4.50) para 
os seus elementos espaciais:

i
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3
^ Tkk + u = 2u - 3u + w = 0 .7 =
lc=1

A decomposição (10.51) mostra que a componente espacial da equação da 
divergência (10.50) é:

;
■

1 dT4i = dgj f (9 
(xc) <9/

/,■ = + rdt dx r v (10.52)
7 3

::
i

que é precisamente a equação de continuidade (4.54), que expressa a conservação do 
momento linear no campo eletromagnético. A quarta componente é proporcional a:

1
'

r44 = ^+v-sÍCf 4 = (10.53) :dt
í

visto que cg = S é o vetor de Poynting. Esta relação, que é idêntica a (4.35), descreve 
a conservação da energia no campo eletromagnético.

PROBLEMAS

1. Verifique explicitamente que o gradiente quadridimensional de um escalar 
no espaço de Minkowski se transforma como um quadrivetor.

2. Dado o fato de que (A, i<í>) é um quadrivetor, e sendo o potencial estático 
de Coulomb q/r, mostre que os potenciais A, devidos a uma partícula que 
se move uniformemente ao longo do eixo z, passando pela origem no tempo 

t - 0, são:

<lP4 (r>0 = 4 = 4 = 0ll/2

<7<&(r,t) =
1/2

(z-vtf +(l-C)(x2 + y2)
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Estas relações são equivalentes aos potenciais de Liénard-Wiechert associados 
com urna carga em movimento uniforme.

3. Mostre que a equação (10.22) é satisfeita identicamente pelo tensor F 
definido na equação (10.20). Esta relação é análoga à equação tridimen
sional: V • (V X A) = 0.

4. Usando um cálculo explícito, mostre que as equações (10.22) e (10.23) são 

covariantes por uma transformação de Lorentz.

5. No sistema de referência K os campos eletromagnéticos são dados por E e 
B. Verifique que no sistema de referência K', movendo-se com velocidade 
uniforme v em relação a K, os campos elétricos e magnéticos podem ser 
expressos na forma dada pela equação (10.31).

6. No seu sistema de repouso, um solenoide cilíndrico comprido de raio R tem 

um campo magnético B0 no seu interior, paralelo ao eixo, sendo o campo 
magnético zero no exterior do cilindro. Se este solenoide estiver se movi
mentando com velocidade v perpendicular ao seu eixo, determine o campo 

elétrico associado ao solenoide.

7. Suponha que no laboratório existe um campo elétrico E0 na direção x e um 

campo magnético B0 na direção y, tal que IE0I > I B0 I.

(a) Encontre a velocidade v de um sistema de referência x', y\ z' onde o 
campo magnético é zero. Qual é a magnitude do campo elétrico neste sistema 
de referência?

(b) Discuta a possibilidade da existência (ou não) de um sistema de refe
rência onde o campo elétrico se anula.

8. Use o campo elétrico da equação (10.37) para uma carga em movimento 

uniforme, mostrando explicitamente que a lei de Gauss é sadsfeita também 
neste caso. Assim, verifique que o fluxo do campo no sistema de laboratório 
através de uma superfície esférica é 4nq.

9. Um fío condutor retilíneo, infinitamente longo, cuja área transversal é 

desprezível, está em repouso e tem uma densidade linear de carga uniforme
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qQ num referencial inercial K'. O referencial K'e o fio movem-se com velocidade 
v paralela ao fio, em relação ao referencial de laboratório K

(a) Escreva os campos elétrico e magnético em coordenadas cilíndricas no 
referencial de repouso do fio condutor. Usando as propriedades dos campos 
sob a transformação de Lorentz, calcule as componentes dos campos elétrico 
e magnético no laboratório.

(b) Quais são as densidades de carga e de corrente associadas ao fio condutor 
no referencial de laboratório?

:
■

:
ji
:

!

(c) A partir das densidades de carga e de corrente no laboratório, calcule 
diretamente os campos elétrico e magnético no laboratório. Compare os 
resultados com os da parte (a).

10. Mostre que o produto escalar E ■ B no sistema Ké um invariante, sendo igual 
ao produto escalar E' • B' no sistema K'. Assim, se E é ortogonal a B em K, 
então E' será perpendicular a B' em K'.

11. Verifique que o quadrivetor f, definido na equação (10.45) tem as compo
nentes dadas de acordo com a relação (10.47). Mostre que /„£/„ = 0 e interprete 
este resultado.

12. Mostre que o termo Fap Fap na equação (10.49) é invariante por transfor
mações de Lorentz. Verifique que esta quantidade é igual a: 2(52 -E2).

13. Considere um capacitor de placas paralelas, contendo entre as placas um 
campo elétrico E0 na direção do eixo z. Calcule as componentes do tensor 
de energia-momento.

14. Numa dada região do espaço, existem campos elétricos e magnéticos cruzados, 
tais que E = 2s0x e B = BQy. Encontre todas as componentes do tensor de 
energia-momento.

15. Considere um campo elétrico uniforme E = E0 z. Determine os campos elétricos 
E' e B' observados num sistema de referência x', y\ z que se move com 
velocidade v na direção z. Encontre as componentes do tensor de energia- 
momento neste sistema de referência.



j
i
-■

í
i%



/

i
11

MOVIMENTO RELATIVÍSTICO DE PARTÍCULAS 

EM CAMPOS ELETROMAGNÉTICOS

:

Vamos começar este capítulo com a análise das propriedades da força de Lorentz 
sob as transformações da teoria da relatividade. Em seguida, estudamos o movimento 
de partículas em diversas configurações de campos elétricos e magnéticos. Tem 
especial importância a dinâmica das cargas em campos magnéticos não-uniformes, 
que é relevante para o confinamento do plasma. Finalmente, discutiremos o movimento 
relativístico de partículas com spin em campos eletromagnéticos.

11.1 DERIVAÇÃO DA FORÇA DE LORENTZ NA TEORIA DA RELATIVIDADE

A expressão (1.48) para a força de Lorentz foi obtida a partir dos dados experi
mentais. Vamos apresentar agora uma dedução simples desta expressão, baseada 

nas leis de transformação dos campos eletromagnéticos.
Considere uma carga q movendo-se com velocidade u em relação ao sistema 

inercial K. Seja K' o sistema de referência onde a partícula está em repouso, 
conforme indica a figura 11.1.

Neste referencial, atuará sobre a partícula somente o campo elétrico E' que 
produz uma força:

■

F=fE' . (ii.i):

O nosso problema é encontrar a força que atua sobre a partícula no sistema 
inercial K. Para isso, é necessário expressar F' em termos da força F que atua
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no sistema de referência K A fórmula desta transformação pode ser encontrada 
da seguinte maneira. Conforme vimos na equação (10.47), a força de Minkowski 
/„= (f, if ' u/c), onde f é a densidade da força de Lorentz, é um quadrivetor. 
No sistema de referência #'que se move com a carga, temos então f\ = 0. Então, 
usando a transformação recíproca de (10.4), obtemos:

ií
!|
li,

:f;
!j

í| fi = f'i (11.2)

;í

z'

:
i
’ ! ■

i u

y<i;
:

y

Figura 11.1

onde os índices || e se referem às componentes paralelas e perpendiculares ao 
vetor velocidade, respectivamente. A densidade de força f está relacionada com 
a força de Lorentz F mediante a integral:

F = jd3xf = ^JáVf (11.3)

onde a segunda igualdade decorre em virtude da contração espacial. Assim, vemos 

facilmente de (11.2) que a fórmula de transformação da força de Lorentz é dada por:

Fj. = ~F'X .Fu = F', (11.4)
7

Combinando (11.1) e (11.4) com as equações de transformações dos campos 
(10.31), encontramos para as componentes de F as relações:
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F|| = ?£'!! .

(11.5)
Fx=1E\ = q E± + —

r v c x B± >. i

,

Conseqúentemente, usando as transformações de Lorentz, deduzimos a 
existência da força magnética q(u X B) /c no referencial K Portanto, neste refe
rencial temos a relação:

;

F = áuiE+« xB (11.6)
dt c

■i

que representa a equação fundamental de movimento da partícula em campos 
externos. Esta lei é suplementada por [veja a equação (10.41)]:

:

;
.
i

dE
— = qE • u (11.7)
dt

. que descreve a taxa da mudança da energia da partícula, devida à potência fornecida 
pelos campos externos.

11.2 MOVIMENTO NUM CAMPO MAGNÉTICO UNIFORME

Como um importante exemplo, vamos considerar o movimento de uma carga 
num campo magnédco uniforme B. Escolhendo a direção do campo ao longo do 
eixo z, as equações de movimento (11.6) e (11.7) tomam a forma:

dPy _ qdpx _ q -~uxb= ±u B 
c dtdt c

(11.8)

^ = o dE— = 0
dtdt

Como o campo magnético não realiza trabalho sobre a partícula carregada, a sua 
energia se conserva:
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E = constante = E0 (11.9)
■

Usando a fórmula relativística (9.40), obtemos:

dPx - d ( E_ }E0 dux 
dl dl \ c2 x) c2 dl

dpy E0 duy 
dl c~ dl

Portanto as equações para as componentes x e y do momento podem ser 

escritas na forma:'
■

1 duy _ qcB 

ux dl

4 1 dux _ qcB 

uy dl E0
i (11.10)

E0!
!

A equação (11.10) pode ser satisfeita colocando:

ux - acos(úM + a) (cúl + a) . (ii.ii)-asen

onde a frequência w é dada por:
j;

. (icB q® 
Eo ~Y{u) (11.12)

mc
I

Vemos da equação (11.11) que:

* = (“x) = K )l •2 . 9 ux +Uy = a = constante .=

Assim, a quantidade (w_l)0 representa a velocidade inicial de movimento da 

partícula no plano x-^que permanece constante no tempo. Uma segunda inte
gração leva à equação da trajetória no plano x-y:

K)0 K)0(coi + a) (coi +a) .X = X0 H---------
(O

sen cos

í

i
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Como pode ser visto de (11.8), a partícula se move com velocidade constante 
ao longo do eixo z:

z = zo+KV •

Se, em particular, (w2)0 = 0, então a trajetória representa um círculo no plano 
x -y, cujo raio é igual a:

K)o _ K)q£q _ cpLo
R = (11.13)

qcB qBCO

onde p^_Q é o momento inicial.
A frequência oj de rotação no círculo é proporcional à intensidade do campo 

magnético e depende da energia inicial E0. Para pequenas velocidades,

qB
(O — —y{u) ^ 1 e (11-14)

mc

I
de modo que neste caso a frequência (de cíclotron) co torna-se independente da 
energia da partícula.

As fórmulas (11.12) e (11.13) têm uma grande importância na física con
temporânea. A forma (11.13) é conveniente para a determinação do momento 
da partícula. O raio de curvatura da trajetória de uma partícula carregada num 
campo B conhecido possibilita a determinação do seu momento. Como é bem 

conhecido, num cíclotron a partícula se move em círculos num campo magnético 
entre dois condutores em forma semicircular, aos quais é aplicado um campo 
elétrico. As partículas passam através de uma fenda entre os condutores num 
campo elétrico que as acelera. Assim, após descrever um semicírculo com velocidade 
constante, a partícula é acelerada e descreve o próximo semicírculo com o novo 
valor da velocidade etc. Para uma aceleração contínua, o campo na fenda de acele
ração deve estar numa fase definida no instante em que a partícula entra nessa 
região. Enquanto a partícula não adquire velocidades relativísticas, a frequência 
do campo elétrico é determinada pela fórmula (11.14), sendo independente da 
energia da partícula. Contudo, quando a partícula adquire velocidades relativísticas, 
a frequência de rotação depende da energia da partícula. Portanto, para uma ace
leração subsequente, é necessário que a variação da freqúência do campo elétrico

j!

=
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esteja em correspondência com a fórmula (11.12). Cíclotrons que operam nesta 
frequência variável são chamados de síncrotrons.

:;

l\ 1

:
■

li!
11.3 MOVIMENTO EM CAMPOS ELÉTRICOS E MAGNÉTICOS CRUZADOSi

I
Vamos analisar agora o movimento de uma partícula carregada numa com

binação de campos elétrico e magnético E e B, ambos uniformes e estáticos. 
Conforme vimos nos problemas (10.10) e (10.12), o produto escalar E * B é um 
invariante de Lorentz, da mesma forma que B2 - Pr. Quando os campos são per
pendiculares (E • B = 0), podemos encontrar então um referencial de Lorentz 
onde E = 0 quando IBI > IEI, ou onde B = 0 se IEI > IBI. Quando IEI > IBI, o campo 
elétrico é tão intenso que a partícula é continuamente acelerada na direção de E 

e sua energia média continua a aumentar com o tempo. Este caso é discutido nos 

problemas 11.4 e 11.5.
Nesta seção, queremos discutir o movimento de uma partícula em campos 

elétricos e magnéticos cruzados, quando IBI > IEI. Neste caso, podemos ir para 

um sistema de referência onde o campo elétrico se anula. Para encontrar este 
referencial, lembramos as transformações de Lorentz (10.31) para os campos 

elétricos e magnéticos:

i

í
!= 1

Í\
3Í
I '= !

?

I
• •

I
E \ = y Ex + - x Bi E'n = E, i>

c
; (11.15);

B'± = 7 Bx - — x EB'„ = Bí 1>
c.

onde y = y(v) = 1/(1 - t^/í2)172.
Vamos escolher o seguinte valor para v:

■

;
■

í
,. Ex B

B2 ^
i> v = (11.16)

Esta é uma velocidade permitida, tendo em vista que v - EBc/1B2 = Ec/B< c. 
A velocidade v é perpendicular tanto ao campo elétrico como ao campo mag
nético. Isto implica que as componentes paralelas dos campos na equação (11.15) 
se anulam. Portanto, os campos elétricos e magnéticos serão iguais às suas com
ponentes perpendiculares à velocidade v. Neste caso, obtemos de (11.15) e (11.16):

i
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E-^xB =r(E-E)=o ,E' = y E + (1U7) í

!

:e

1
*

E2 E?„ ExB=rlB wB' xE = y B---- ^B = 1- b2B (11.18)B

Assim, no sistema K' teremos um campo puramente magnético. Este campo 

tem a mesma direção de B, mas é reduzido por um fator de y1. Então, o movi- 
menlo em K! é o mesmo que foi descrito na seção anterior, sendo um círculo no 

plano perpendicular ao campo magnético. Seja ua componente da velocidade 
da partícula perpendicular ao campo magnético no sistema K'. Então, de acor
do com a relação (11.13), o raio do círculo é:

mcy (it) i(±_
R = —— rny = (11.19)cpjB--É1

I1

No sistema do laboratório o movimento é uma combinação do movimento 

circular em K! com um movimento translacional com velocidade v=cEX B/B~. 
Isto produz um movimento de natureza cicloidal, conforme indica a figura 11.2.

E M

■>- v

Figura 11.2

\
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|
MT Com exceção das girações da partícula, vemos que o movimento médio é um 

deslocamento gradual na direção E X B, chamado de arraste da partícula. Note 
que a direção deste arraste é independente do sinal da carga.

Uma interpretação qualitativa do fenômeno de arraste pode ser dada através 
do seguinte raciocínio. Considere, por exemplo, uma carga positiva que se move 
num círculo cujo plano é normal à direção do campo magnético B. Então o 
campo elétrico irá acelerar a partícula quando esta se mover no semicírculo 
esquerdo, e desacelerar a carga no seu movimento no semicírculo direito, de 
modo que a trajetória circular será distorcida. A partícula atravessa a parte superior 
do círculo com uma velocidade maior do que na parte inferior. Então, o campo 
magnético vai curvar mais a trajetória da partícula na parte inferior do círculo 
do que na parte superior. Portanto, a projeção do caminho atravessado pela 
partícula numa direção perpendicular a E e B será menor na parte inferior do 
círculo do que na sua parte superior. Consequentemente, resultará após cada 
revolução um certo deslocamento nesta direção, o que acarreta o arraste da 
partícula com velocidade v.

Na circunstância em que a velocidade inicial da partícula u0 é igual à velocidade 
de arraste, vemos que a força eletromagnética sobre a partícula se anula:

.

i í
!

I

-
:

1 ExB x B = 0 .F = q E + uQ X B = q E + (11.20)
B2! c

■■

]

Neste caso, a partícula continuará a se mover com a velocidade u0 = v. Este 

fato possibilita a seleção de partículas carregadas de acordo com a sua velocidade. 
Quando um feixe de partículas incide normalmente numa região que tem campos 
elétricos e magnéticos cruzados, somente aquelas com velocidades iguais a cE/B 
não sofrerão deflexão. Esta propriedade é utilizada pelos chamados filtros de 
velocidade, que são dispositivos que produzem feixes de partículas com uma 
estreita faixa de velocidades.

1
■
’

■

!:
I

•:
;

j
I11.4 MOVIMENTO DE PARTÍCULAS EM CAMPOS MAGNÉTICOS NÃO-UNI- 

FORMES; O CONFINAMENTO DE UM PLASMA ;
i>

Nas aplicações astrofísicas e termonucleares, é muito importante conhecer 
o comportamento das partículas em campos magnéticos que variam no espaço. 
No caso geral de campos que variam de uma forma arbitrária, o problema da inte
gração das equações de movimento é muito complicado. Muitas vezes, é suficiente 
nos restringir aos casos práticos em que campos magnéticos estacionários variam 
lentamente no espaço.

I

j
í

{

i
I
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Consideremos um campo magnético simétrico em torno do eixo z, tendo um 
pequeno gradiente nesta direção, como é indicado na figura 11.3.

:■

:

IFigura 11.3

Vamos supor que, numa distância da ordem do raio de cíclotron R, a variação 
do campo magnético seja pequena, isto é:

< B (11.21)

Sendo que o campo magnético va ia ao longo do eixo z, a componente radial 
Bp do campo será diferente de zero. Usando a equação de continuidade em coor
denadas cilíndricas:

1 d dBzK) ■ *V B = = 0
P dp

temos:

ÊK) dBz
p17 ■dp

Integrando esta equação, e desprezando a dependência de dBJdz na coordenada 

p num círculo de raio p ~ R, encontramos:
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_ i (11.22)

iI
•:, Sendo a condição (11.21) satisfeita, a componente Bp é pequena em com

paração com a componente B, para p < R, de modo que IBI — IB\. Assim, podemos 

escrever aproximadamente:

1
V Iilíi Ifjl

|

jiií
1 d|B|

—-----O —----=
dz

1 dB 
2P dz (11.23)BpM i

-4ii i j3ii
>

;
Sendo a componente do campo magnético Bp * 0, então uma partícula que 

se move num círculo no plano x - y com a frequência de cíclotron sofrerá a 
influência de uma força magnética na direção z. Esta força causará um arraste da 
partícula nesta direção. A componente u7 da velocidade da partícula satisfaz a 

equação de movimento:

S:‘Í. ;íi!

íi

q dB 
Uj_qRq

dBduz _ q
= - u,Bn =- — u,R -^r1 

c 1 p 2c 1 dz 2c
mvíu)

K ' dt
(11.24)—I* dzí

' onde o índice 0 denota quantidades medidas no ponto z- 0. A última aproximação 

é correta até primeira ordem na pequena variação de B(z). Substituindo em (11.24) 
a expressão do raio de cíclotron dada pela equação (11.13), calculada no ponto 
z = 0, obtemos:

:j

duz _ u210 dB(z)

2 B0 dz

i
; (11.25)

dt!

*
:•• Podemos integrar esta equação de movimento, usando o fato de que:

- B(z) ~ dz dB^ = u dB^ 

dt dt dz z dz

Então é fácil verificar por cálculo direto que a equação (11.25) tem como integral 
primeira a equação:

i n i i
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B{z)u\ = 2 2 V
U0 ~ U10 o 

^0
(11.26)

oncle u2q = u^_Q + é o quadrado da velocidade da partícula em z- 0. Este per
manece constante em virtude da conservação da energia:

2 2 2 2 U — Wj_ + uz = u0 (11.27)

Substituindo esta relação em (11.26), vemos que a quantidade:

2
_ U10U±

(11.28)B{z) B0

é uma constante, chamada de invariante adiabática. A partir desta condição, 
podemos mostrar que o fluxo magnético nR2Bassociado à órbita da partícula per
manece constante:

\2 9 9 9 9y~m c u | 7t-—--------
2 2 2 2 n rn c ^lokR2B = 71 — B = (11.29)

B Bo(ú

onde usamos a expressão (11.12) para a frequência de cíclotron co.
Assim, se B aumentar, o raio R diminuirá, de modo a satisfazer a cons

tância do fluxo. Este resultado implica que a carga espirala em órbitas cada 
vez mais cerradas à medida que B aumenta, conforme podemos observar na 
figura. Neste caso, o segundo membro da equação (11.26) diminui de modo 
que a partícula converterá cada vez mais a sua energia de translação em energia 
de rotação. Quando B(z) cresce o suficiente, a velocidade axial da partícula 
terminará por anular-se em algum ponto z = zQ. Então ela retorna, sendo 
refletida pelo campo magnético.

O exemplo acima descrito ilustra o princípio do “espelho magnético”: as 
partículas carregadas são refletidas pelas regiões de campo magnético intenso. 
Este princípio pode ser aplicado ao confinamento de um plasma quente para a 
produção da energia termonuclear. Pode-se construir uma garrafa magnética, 
cujas linhas de campo têm a forma indicada na figura 11.3. As partículas injetadas

-
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na região central do campo descreverão espirais ao longo do eixo 
refletidas pelos campos magnéticos das extremidades.

Uma outra área de aplicação deste princípio é relativa aos campos magnéticos 
terrestres e siderais. Os cinturões de Van Allen que circundam a Terra consistem 
de elétrons e prótons confinados no campo magnético da Terra pelo processo de 
reflexão discutido anteriormente, conforme mostra a figura 11.4. As

mas serão

;
I!

i

a
i

t•i

»

j,

Figura 11.4

partículas espiralam em torno das linhas de campo magnético entre os pólos norte 
e sul do eixo magnético, onde são refletidas pelos campos magnéticos convergentes.

11.5 MOVIMENTO RELATIVÍSTICO DE UMA PARTÍCULA COM SPIN NUM 
CAMPO ELETROMAGNÉTICO; O MOMENTO MAGNÉTICO ANÓMALO 

DO ELÉTRON

Conforme vimos na equação (2.51), uma carga com momento angular L 
descreve um movimento de precessão num campo magnético. Vamos examinar 
agora a generalização relativística deste movimento para uma partícula com carga 
q, massa de repouso wzque possui um momento angular intrínseco s. Com o fator 
giromagnético dado pela equação (2.50), a equação de movimento para o spin 
no referencial de repouso da partícula será:

:

;

ds__gq_ sxB' (11.30)
dl' 2mc

i
i

onde as linhas indicam quantidades medidas no sistema próprio da partícula.
Para obtermos uma generalização relativística desta equação, precisamos 

generalizar o conceito de spin, a partir do vetor tridimensional s no referencial

!li i!
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de repouso da partícula. Vamos definir então no referencial inercial Kum quadrivetor 
Sa = (S, S4) que tenha somente três componentes independentes e que se reduza 
a (s, 0) no referencial de repouso da partícula. De acordo com as fórmulas de 
transformação (10.1) e (10.2), temos, em virtude do anulamento da componente 
temporal no referencial de repouso K!, que:

. u = -LUaSas4 = y S4 -i—S = 0 (11.31)
c C

onde Ua é a quadrivelocidade da partícula definida na equação (10.14):

u IC = y(u,ic) .Ua = (11.32)- u2/c2 ^l-u2/c2

Vemos assim que a componente temporal do spin no referencial Ké dependente 
da sua componente espacial, sendo dada por:

. uS4 = i — • S (11.33)
C

Na análise subsequente, será útil considerar também a relação explícita entre 
S e o spin s no referencial de repouso. Usando as transformações inversas de (10.1) 
e (10.2), é fácil mostrar que:

S„ = 7S s± = s± • (11.34)

Vemos assim que o spin s no referencial de repouso da partícula determina com
pletamente as componentes do quadrivetor Sa em qualquer referencial inercial.

Voltando agora à equação (11.30), é claro que uma generalização óbvia do 
seu lado esquerdo é dSa/ dr, onde réo tempo próprio da partícula. Para obter 
uma expressão covariante correspondente ao lado direito de (11.30), é conve
niente lembrar a equação covariante que descreve o movimento de uma partícula 
num campo eletromagnético [veja a equação (10.44)]. Usando o fato de que pa 
= mUa, podemos escrever esta equação como:



f
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_ 9 p tt 
------- “ 1 aPUP • (11.35)
dz mc

t A expressão covariante que descreve o movimento do spin tem uma forma 

análoga a (11.35):
!

dSa gq 
d.Z 2 mc

(11.36)
;!

Usando a representação (10.21) para o tensor do campo eletromagnético, é fácil 
verificar que a parte espacial desta expressão se reduz, no sistema de repouso da 

partícula, à equação (11.30).
Mas a equação (11.36) não pode ser a generalização completa da relação

(11.30) . Para mostrar isso, vamos considerar a derivada da expressão invariante
(11.31) :

i

!

|(c,a)=s« *dUa dSa
+ Ua = 0 . (11.37)

dz

Então, usando a equação (11.35) resulta que:

i
tt dSa _ q 
Ua r----àal apUp - -—Papila . (11.38)

dz mc mci

Contudo, de acordo com a equação (11.36) temos que:

dSa = gq 
dz 2 mc

Ua FapUaSp • (11.39)

Portanto, a forma simples (11.36) é completa somente para g= 2. Notemos que 
este valor corresponde a uma partícula com spin h/2, descrita pela equação de 
Dirac. Neste caso, num campo puramente magnético, a equação de movimento 
obedecida por u é exatamente a mesma que aquela obedecida por S. Consequen
temente, o ângulo entre u e S permanecerá fixo para um movimento arbitrário 
num campo magnético.
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Se gt- 2, a equação (11.36) deverá continuar válida no sistema próprio de 

referência, mas alguns termos suplementares devem ser adicionados de modo 

que as consequências de (11.31) e (11.35) sejam compatíveis. Evidentemente, a 

componente espacial destes termos deve se anular no sistema de repouso da 
partícula, para que possamos ter concordância com a relação (11.30). Para colocar 

(11.39) numa forma consistente com (11.38) que é sempre válida, devemos modi
ficar (11.36) de modo que:

;

JJ _ Cl f [J Ç a dT mc ap aSp

(11.40)
’

_ g<l
2 mc

Assim, usando o fato de que UaUa = -<? e a convenção da somatória sobre 

índices repetidos, vemos que a relação (11.36) deve ser generalizada para:

§-íL • (11.41)

Como é evidente, as componentes espaciais desta expressão coincidem, no refe
rencial de repouso da partícula, com a equação (11.30).

Vamos considerar finalmente a quarta componente da relação (11.41), 
supondo a existência de um campo puramente magnético no laboratório. Neste 

caso, a partir da representação (10.21) para o tensor do campo eletromag
nético, vemos que o primeiro termo do lado direito da equação (11.41) se 

anula, obtendo-se então:

2 ídS4 _ iq y f-1 JS-(uxB) (11.42)
dx mc c

onde usamos a expressão (11.32) para a quadrivelocidade da partícula. Tendo em 
vista que dt = ydr, como também a relação (11.33), a equação (11.42) pode ser 
escrita na forma:

1

i
i
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i

— (u • S) = 
dty 1

77 g -1 S(uxB) . (11.43)
mc V 2

!■'

I Para encontrar a taxa da variação da componente do spin paralela à velocidade, 
chamada de polarização longitudinal ou helicidade, consideramos a equação:

du ^ 
dt j

— (u-S) = 
dr }

i d. í (u s) u(S'u)- (11.44)
u3u dl

■

i

Tendo em vista que num campo puramente magnético a energia da partícula 
se conserva, o último termo que é proporcional a du2/dl se anula. Desta forma, 
a equação (11.43) pode ser escrita como:

T

w—(ú-S) = - \--i
dr J 2

S-(uxB) .i (11.45)
mc

Usando agora a relação (11.34), podemos expressar a taxa de variação da 
helicidade no laboratório diretamente em termos do spin intrínseco da partícula::?:: i

:

±(ú-s) = -U 
dl' ’ 2

^-1 —s• (ú x B) . (11.46)
mc

i Assim, para uma partícula com o fator g= 2, o spin precessa com a mesma 
frequência que a frequência do cíclotron da partícula no campo magnético. 
Conseqúentemente, a helicidade permanece constante neste caso. Esta propriedade 
é exemplificada na figura 11.5. Em virtude das correções radiativas, o

■

j

:!

:

Figura 11.5i.

elétron tem um fator g que difere do valor 2 por uma pequena quanddade da ordem 
a = 1/137, onde a é a constante de estrutura fina. Então, a polarização longitudinal
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■de um elétron em órbita num campo magnético irá modificar-se lentamente de acordo 
com a equação (11.46) onde q--e. Este fato permite a determinação experimental 
muito precisa do fator (g/2 - 1), denominado de momento magnético anómalo do 
elétron. Experiências mais recentes, realizadas na década de 1970, mostram que:

'

■

í

•|-l = (ll5.965,77±0,35)-lCr8 . (11.47)

Conforme veremos no capítulo 15, este valor está em excelente concordân
cia com as previsões da eletrodinâmica quântica.

PROBLEMAS

1. Seja K' um sistema de referência inercial que se move com velocidade v em 

relação ao sistema inercial K Considere o movimento de uma partícula cuja 

velocidade nos sistemas Kg K' é respectivamente ueu'. Deduza as seguintes 

equações cinemáticas que relacionam as forças nos sistemas Kg K'\

dp ^ (dp
dl J V ài

< \ dp'
U X V X -K-

dt'

(£)V aL J]_

(dp* / Adpu x l vxxdt' JJ±dl' J±

[Sugestão: Use as propriedades de transformação de Lorentz do quadrivetor 

pJt = (p, iE/c), juntamente com as relações (9.23) e (9.25.a) para expressar a 

taxa temporal de variação do momento em ^em termos de dp'/dt'.]

2. Mostre que a aceleração de uma partícula com massa m e carga q num campo.—a
eletromagnético é dada por:

a= rfu = E u E
dl ym _ c2

-xBu +
c

3
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3. Considere o movimento do elétron no bétratron, onde a intensidade do 

campo magnético varia com o tempo. Considere o caso em que a variação 

do campo magnético com o tempo é tal que o elétron se move num círculo 
de raio constante R. Mostre que a condição para que isso seja possível pode 

ser expressa na forma:

i
i

i

1 ^B(R) = -B|;

>1

:! ondeB é o valor médio do campo magnético dentro da órbita.

:

4. Considere o movimento de uma partícula num campo eletromagnético 

cruzado, uniforme e estático, onde IEI > IBI.

(a) Encontre o sistema de referência onde a partícula sofre a ação apenas de 

um campo puramente eletrostático.

i

(b) Suponha que a partícula com carga qe massa m se move ao longo do eixo 

z neste sistema, sob a influência de um campo elétrico uniforme E' ê'3. 
Usando as equações de movimento relativísticas (11.6) e (11.7), mostre que 

se z'- dz'/dt'= 0 quando t' = 0, então:

1/2,\2rqE'tmc2**(<')= 1 + -1
qE' mc

5. Considere o movimento de uma partícula com carga qe massa ?n, num campo 

puramente elétrico E0, que é uniforme e estático. Considere o movimento 

da partícula com uma velocidade inicial u0 perpendicular ao campo. Usando 

as equações de movimento relativísticas:

(a) Mostre que as expressões para as componentes da velocidade nas direções 

paralela e perpendicular a E() são dadas por:

■
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i
í

(?E0 / y0w)< ;
uo Iuj.(0ui,(0 2l1/22l1/2 i;l + (í/r0)l + (í/r0)

i

onde y0 = y (uQ) er0 = y0 mc/qE0.

(b) Escrevendo u^it) =*(/), u^(t) =z(t) e supondo que a partícula se encontra 
na origem no instante t = 0, integre estas relações para obter as formas 
paramétricas.

i1/2
/ n2t t*(0 = WO V 1 +— +
h)

1/2\2
tz(/) = oJ 1 + -1 i
*o)

6. Uma partícula de massa m e carga q move-se em campos elétricos e mag
néticos cruzados, sendo E uniforme ao longo do eixo x e B paralelo ao eixo 
y. Considere o caso IEI < IBI.

i

.

(a) Escreva as equações de movimento da partícula no sistema K' onde o 
campo elétrico se anula, em termos do raio de giração R' e da frequência co1. 
Suponha que a velocidade inicial do elétron no laboratório é zero.

;
:

(b) Faça as transformações de Lorentz necessárias para obter as equações 
paramétricas explícitas da trajetória da partícula no sistema K.

7. Mostre que, para uma partícula carregada que se move num campo mag
nético lentamente variável, o momento magnético associado com o movimento 
orbital é constante.

< 8. Uma partícula é injetada no ponto z = 0 do espelho magnético da figura 11.3, 
com uma velocidade que faz o ângulo 0O com o eixo z. Mostre que no ponto Zq, 
onde a partícula é refletida pelo espelho magnético, a intensidade do campo é:
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B(0)
Bi*o) = sen 20ql

if

O campo magnético da Terra pode ser representado aproximadamente pelo 
campo de um dipolo magnético com o momento |m| = 8,1 * 1025 Gaussxm3. 
Mostre que a equação para uma linha de campo que passa através do plano 

orbital equatorial magnético em r- r0 é: r= rosen20, onde Oco ângulo polar 

medido a partir do eixo do dipolo.
[Sugestão: Ao longo de uma linha do campo, rdO/dr = Bq/Br. Por quê?]

9.

10. Um próton com energia cinética de lOMeV está inicialmente no plano mag
nético equatorial da Terra, a uma distância de l,5/?TeiTa do centro da Terra. 
Suponha que a velocidade inicial do próton faz um ângulo a com o plano 

equatorial. Usando o resultado do problema anterior e o fato de que na 

superfície da Terra no plano equatorial o campo magnético tem uma mag
nitude de 0,31 Gauss, determine a latitude onde o próton será refletido 

pelas linhas magnéticas convergentes.
[Sugestão: o próton espirala em torno de uma linha de campo cuja equa
ção é: r= l,57?Terrasen20.]

11. Partindo da relação (11.44) e usando para dS/dl a expressão dada pela 

parte espacial da equação (11.41), verifique a relação (11.45) para a taxa de 

variação da helicidade.
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COLISÕES DE PARTÍCULAS CARREGADAS 

COM A MATÉRIA

Os efeitos da interação entre as partículas carregadas e a matéria são de 
grande importância na física nuclear e na física de plasmas. Uma partícula energética 
incidente na matéria sofre colisões com os elétrons e os núcleos atómicos. Para 
partículas mais pesadas, como mésons, prótons etc., estas colisões eletromagnéticas 
terão efeitos diferentes. Os elétrons atómicos podem absorver quantidades apre
ciáveis de energia sem causar deflexões significativas nas partículas incidentes. 
Por outro lado, os núcleos massivos absorvem pouca energia, mas causam o espa
lhamento das partículas em virtude da sua grande carga elétrica. Na prática, este 
espalhamento se realiza predominantemente em ângulos pequenos, de modo que 
as partículas incidentes mais pesadas se movem numa trajetória aproximadamente 
retilínea. Para elétrons incidentes, tanto a perda de energia como o espalhamento 
ocorrem em colisões com os elétrons atómicos. Conseqúentemente, a sua tra
jetória sofrerá grandes deflexões, de forma que os elétrons incidentes irão se 
difundir após percorrer uma curta distancia na matéria.

Neste capítulo vamos estudar as colisões de partículas com a matéria, enfa
tizando tanto a transferência de energia como também os mecanismos de deflexão 
da direção incidente. A nossa discussão tratará basicamente das idéias físicas 
envolvidas, tendo em vista que a obtenção de resultados exatos necessita de um 
tratamento quântico. (Para uma análise mais completa, vejajackson, Cap. 13.)

i

:
!

i

12.1 PERDA DE ENERGIA DEVIDA À IONIZAÇÃO

i
Uma partícula de massa M que se move através da matéria colide com os 

elétrons atómicos de massa m, transferindo para estes uma quantidade apreciável

!
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de energia. Vamos calcular a taxa da perda de energia por uma partícula com 
carga z^que se move com velocidade v num meio contendo uma densidade Nde 
elétrons. Para partículas energéticas, podemos considerar os elétrons como sendo 
pradcamente livres e em repouso. Esta aproximação simplifica consideravelmente 
a nossa análise, levando a uma expressão para a perda de energia em boa con
cordância com o resultado exato.

Então, a força entre a partícula incidente e o elétron é ze/r, onde ré a dis
tância entre estas. A trajetória de uma partícula rápida não é afetada apreci
avelmente pelo elétron, e podemos considerar que a colisão demora um tempo 
suficientemente curto, de modo que o elétron não modifica substancialmente a 
sua posição. Neste caso, o impulso transmitido ao elétron será basicamente per
pendicular à trajetória da partícula incidente, sendo dado pela relação:

r
: i*

;j

:i
;•i

Sl ': .

C°° r°°
AP = J eE±-dl = J

•»—oo w—oc

dx 2r 1 et | — = zer I — 
v J-oo r‘

dx
— cos 6 — 
r v

(12.1)

onde Ej_ é a componente do campo elétrico na posição do elétron que é normal 
à trajetória da partícula. A figura 12.1 mostra a geometria da colisão, ond b repre
senta o parâmetro de impacto.i

j

Figura 12.1

A integral (12.1) pode ser facilmente calculada aplicando o teorema de Gauss 
a um cilindro de raio b, tendo a trajetória da partícula como seu eixo. Note que 
o fluxo do campo elétrico através deste cilindro é dado por:

* 2nbdx = 4:Kze (12.2)1
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Substituindo este resultado na integral da equação (12.1), onde supomos vaproxi- 
madamente constante, obtemos:

2 ze2Ap = (12.3)
bv

A energia transferida ao elétron será então:

2 f ze2 ?(A/,)2 ‘i

(12.4)
2 m m bv

O número de elétrons num elemento dx, que se encontram a uma distância 

entre be b+ dbdo íon pesado, é igual a 2nb N db dx. Portanto, a perda de energia 

por unidade de comprimento é:

4nNzV_ db
2 J/.ídE ‘i

— = 2kN
dx bmín & jm mv

(12.5)

2 4 bz e máx= 47iN — In —
2 bmv mín

Vamos discutir a seguir os valores de bmiaí e bmin apropriados ao nosso proble
ma. Para determinar bmÁX notamos que a hipótese de os elétrons serem livres 

representa uma boa aproximação quando o tempo de colisão é pequeno em 

comparação ao período do movimento orbital dos elétrons nos átomos. Conforme 

vimos após a equação (8.20), o tempo efetivo de colisão é da ordem b/yv, onde 
y = (1 - vVc2)”1. O período orbital é da ordem l/(w), onde (cu) denota uma 

frequência característica deste movimento. O limite para 6máx dado por esta 

condição fica então:

S

5

5

:

;

yv
^máx (12.6)(w)

V
■

■

\
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O limite inferior bmin pode ser estimado a partir do princípio de incerteza da 
mecânica quântica. Tendo em vista que o elétron só pode ser localizado em relação 
à partícula pesada dentro de uma distância da ordem de h/p, encontramos que:

; *

/

:

h _ Ti 
p ymvKin (12.7)

ir.

Usando as relações (12.6) e (12.7), obtemos para a energia transferida (12.5) 
a expressão:

>

(12.8)

A quantidade ã{a)) representa uma média da energia de ionização do átomo 
da matéria, cuja magnitude é da ordem de lOZeV, onde Z é o número atómico.

11 1 1 1 I
102 103 1040.01 0.1 101

^ ’ Mc?

Figura 12.2

Um cálculo mais preciso leva à fórmula de Bethe (1930):

2 y2mv2dE 4tízV v-2Y-N ln (12.9)

t *(®) C2dx mv
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Note que, com exceção da correção it/í2 e do fator 2 no argumento do logaritmo, 
a nossa expressão aproximada está de acordo com o resultado exato (12.9).

Esta equação mostra que dE/dx é independente da massa M da partícula, 
variando como \/t? para velocidades não-relativísticas. Após passar por um mínimo 
para y ~ 3 (ver problema 12.2), dE/dx aumenta logaritmicamente com y-E/Mc.
A figura 12.2 mostra o aumento relativístico observado para a perda de energia 
por ionização num gás, como uma função de y- 1 = T/Mc, onde Té a energia 
cinética da partícula.

Para y ~ 103, dE/dx é cerca de 1,5 vezes maior que o seu valor mínimo. O 

aumento relativístico é associado com o fato de que o campo elétrico transversal 
da partícula é proporcional a y, de modo que colisões cada vez mais distantes 
tornam-se importantes à medida que a energia da partícula aumenta.

12.2 ESPALHAMENTO COULOMB1ANO DE PARTÍCULAS POR NÚCLEOS
:

Considere uma partícula com carga ze atravessando um meio cujo número 
atómico é Z. Ocasionalmente a partícula irá colidir elasticamente com o núcleo, 
sofrendo uma deflexão devida à interação eletrostática. Estas colisões nucleares 
podem produzir mudanças na direção da partícula incidente, sem modificar sig
nificativamente a sua energia. Para calcular o efeito destas colisões, vamos con
siderar por simplicidade que o centro espalhador fixo exerce uma força 2zc/r 
sobre a partícula incidente. Esta força, cujo potencial é:

:

Zze2V(r) = - (12.10)

;

produz um movimento cuja órbita está no plano do centro fixo e da velocidade 
inicial v da partícula, que consideraremos não-relativística. Se r é o raio vetor do 
centro até a partícula cujo momento ép = mr, então a segunda lei de Newton dá:

!

Zze2 r
P = ^" (12.11)

r

Multiplicando vetorialmente os dois lados por r, temos:
j

! r x p = 0 (12.12)



í
! '

290 • Princípios de Eletrodinâmica Clássica

Assim, o momento angular

;: /
L = r x p (12.13)

::

é uma constante de movimento, pois sua derivada temporal é zero. 
A energia total:1

jj) E^ + ^l■■ (12.14)

2 m r
i
;

é uma outra constante de movimento. 
O vetor:

1 T rL x p + — , (12.15)e= -
Zze2m r

que está no plano da órbita, é também constante no tempo, como pode ser veri
ficado calculando e de acordo com as equações (12.11) e (12.13). Multiplicando 
escalarmente (12.15) por r, e usando a fórmula para o triplo produto misto, temos:

I

Ú + re r = (12.16)
me2 zZ

Esta equação pode ser facilmente interpretada usando coordenadas polares com 

o eixo na direção de e . Então, podemos escrever (12.16) na forma:

j

L2Er cos (j) = + r
me2Zz

ou

Ú / me2 Zz
(12.17)r - -

1 - £ cos (j)

m
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que é a equação de uma hipérbole com excentricidade e para e > 1.
O ângulo entre as assintotas da hipérbole é $0, sendo o ângulo de deflexão 

da partícula dado por 0 = n -<£0, conforme mostra a figura 12.3. Quando <f) = 4>0/2, 
temos que r é infinito de modo que o denominador da expressão (12.17) se anula. 
Assim:

:
'

è> = i 
2 £

ecos — = sen — (12.18)
2

Figura 12.3

o que implica a relação:

I Zze2 e:
(12.19)! = tan —

2 Eb 2
:

onde b- L/(2mE)l/2 é o parâmetro de impacto.
Vamos calcular agora a probabilidade para uma deflexão d para uma 

partícula que atravessa o meio com número atómico Z. Supomos que esta 
deflexão é consequência de uma única deflexão nuclear. Este é o caso para 
grandes deflexões. Pequenas deflexões são geralmente o resultado da ação com
binada de várias colisões, conforme veremos na próxima seção. Vamos calcular 
a seção de choque para o espalhamento nuclear do-/dQ. e a probabilidade de 
espalhamento através de um ângulo entre d e 6 + dd, quando a partícula atravessa

I
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um meio de espessura x contendo Nnúcleos por unidade de volume. A proba
bilidade P(0)dQ para o espalhamento através do ângulo 6 no elemento de 

ângulo sólido dQ é dada por:
{

P(e)dCl = ^~NxdQ . (12.20)

Considere um núcleo massivo e um feixe incidente contendo uma partícula 
por unidade de área. Se a partícula tem o parâmetro de impacto b com respeito 
ao centro espalhador, então a deflexão será dada por (12.19). O número de 

partículas incidentes dn que têm o parâmetro de impacto entre b e b + db é 
2nbdb= dn, onde de acordo com (12.19)

Zze2 d0 

4 E sen20/2
db = - (12.21)■'

a
IF •

Portanto:;

(0/2)Zze2li. cos1 \dn\ = n \de\ . (12.22)i
sen3(0/2)12 E

Este é o número de partículas defletidas através de um ângulo entre 6 e 6 + dO. 
Estas passam com densidade uniforme entre os dois cones de abertura d e 6 + dd. 
O ângulo sólido entre estes cones é:

• .

!

dQ. = 2nsen0dQ (12.23)

e

\2dn _ 1 Zze2 

~dá~ 4 TÊ"
1 (12.24)

sen4(0/2):
I

3
I I
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A quantidade dn/dQ. tem a dimensão de área, e a comparação com a equação 
(12.20) mostra que a seção de choque diferencial é: I

\2da _ 1 f Zze2 
4

1
(12.25)

4{0/2)mv2 > sen

Esta é a famosa fórmula de espalhamento de Rutherford (1912).
A equação (12.25) não fornece qualquer informação sobre o tamanho nuclear, 

tendo em vista que o núcleo foi considerado como uma carga puntiforme. Contudo, 
as dimensões finitas do núcleo afetam o espalhamento de partículas de altas 
energias, cujo comprimento de onda de de Broglie h/p é da ordem do raio nuclear. 
Neste caso, a seção de choque diferencial pode ser escrita como:

da da k(p-p')f (12.26)dn ^/Ruth.

onde p e p' denotam os momentos inicial ou final da partícula espalhada. A função 
Fé denominada fator de forma do núcleo e pode ser expressa em termos da den
sidade de carga nuclear p(r) como:

1 í(p_p,)^(p-p') = ^J p(r • r dv (12.27)

É claro que para uma carga puntiforme onde p(r) = Zeô(r), F= 1 de modo que 
(12.26) se reduz à seção de choque diferencial de Rutherford. Uma dada dis
tribuição de carga pode ser testada experimentalmente comparando o valor 
observado de da/dfl com aquele calculado a partir das equações (12.26) e (12.27).

De especial interesse são as distribuições de carga do próton e do nêutron. 
Hofstadter (1955) realizou experiências sobre o espalhamento de elétrons de 
altas energias (500 -1 .OOOMeVj por prótons e dêuterons. Estes estudos revelaram 
uma estrutura interna da distribuição da carga nuclear, que está mostrada na 
figura 12.4.
Numa primeira aproximação, a densidade da carga elétrica do próton pode ser 
representada pela exponencial:

\
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p{r) = p(o)exp(-?'/rf) (12.28)=

f
com d = 0,23 • 10"13 cm. O estudo detalhado dos fatores de forma do próton e do 
nêutron tornou-se muito importante para a física das partículas elementares.

-i

!

íí:
;

PrótonCL

!
í
I

Nêutron

1 : 1.0

r2.00.5 1.50

x 10~13 cm

Figura 12.4

12.3 ESPALHAMENTO MÚLTIPLO

Na seção anterior, estudamos o espalhamento devido a uma única colisão 
coulombiana entre uma partícula carregada e o núcleo. Os eventos em que a 

partícula sofre um grande desvio são relativamente pouco frequentes. Em geral, 
o espalhamento Rutherford de partículas rápidas ocorre em ângulos pequenos 
comparados com 1 radiano. Pequenas deflexões correspondem a regiões com 
grandes parâmetros de impacto, onde o núcleo pode ser considerado puntiforme. 
Neste caso, a seção de choque (12.25) se reduz à expressão:

\22Zze2 _1_
py ) e4

da (12.29)
(Kl

Vamos considerar agora o efeito cumulativo de múltiplas deflexões pequenas 
que produzem um certo desvio da direção inicial da partícula. A grandeza importante 
na região de espalhamento múltiplo é o ângulo médio quadrático definido por:
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[<92—da J cM ■

(12.30)
j d<y i(Kl

(Kl

\
Para calcular este ângulo, é importante notar que, para grandes parâmetros 

de impacto, a carga nuclear é efetivamente blindada pelos elétrons atómicos. Esta 

blindagem fará com que a seção de espalhamento tenda a um valor finito quando 

0—» 0, em lugar de aumentar como indica a equação (12.29). Assim, o efeito da 

blindagem dos elétrons atómicos modifica esta equação para a forma:
S

2Zze2 Vda 1
(12.31)

(e2 + C-n)2(Kl pv

onde 0mín é um ângulo de corte. O ângulo 0mín, abaixo do qual a seção de espalha
mento se afasta do resultado simples (12.29), pode ser determinado classicamente 

usando um argumento similar àquele usado na derivação de (12.3). Considerando 

uma colisão de uma partícula não-relativística com carga ze incidente sobre um 

núcleo com carga Ze, encontramos que o ângulo para pequenas deflexões de 

partículas incidentes com parâmetro de impacto 0será dado por:

:

I
!
: 0 _ A/; _ 2Zze2 

p bvp
\ (12.32)

: :!

Podemos estimar 0mín fazendo nesta equação b = a, onde a é o raio atómico que 

determina o alcance efetivo da blindagem dos elétrons atómicos:

2Zze2
^mín “ (12.33)

pva

A seção de espalhamento total, que aparece no denominador da expressão para 
<02), pode ser obtida pela integração da equação (12.31) sobre todo o ângulo sólido:5

i

;
i



296 • Princípios de Eletrodinâmica Clássica

Jr2Zze2 OdOa = J sen 6d6d<p — 2n
(9i + «L)’pv

(12.34)

\2r 2zz<?2 1 = 71 2 .= 7t
ft?I PV ) mín

Esta expressão mostra que a seção de espalhamento total é dada neste caso pelo 

valor clássico da área geométrica na2.
Para efetuar a integração da expressão que aparece no numerador de (02), 

devemos considerar ângulos de espalhamento 0 tais que 9 < 0máx = 1 rad. Obsen^ando 

9ue ^máx ^ ^mín» encontramos a expressão:

:'
.

\2 pva N 
2Zze2,

Zze2fl(O2) = 2 O máx = 8 ln (12.35)
6 pva\ vmín 7

jl

para o ângulo médio quadrático do espalhamento múltiplo.fi!
fi' !

:!
12.4 CONDUTIVIDADE ELÉTRICA DO PLASMA1

•':

As considerações sobre o espalhamento múltiplo podem ser aplicadas também 

ao problema da condutividade elétrica num plasma. Vamos considerar por sim
plicidade um gás consistindo de N íons fixos com carga Z^por unidade de volume 

e uma densidade de elétrons Ne= NZ. O modelo de Drude para a condutividade 

elétrica é baseado na equação de movimento do elétron dada por (6.48). Escrevendo 

nesta equação a constante de amortecimento /em termos da frequência de colisão 

v: 1= mv, obtemos:

dv
m— = -eE - 77Tvv . (12.36)

dl

De acordo com a equação (6.52), a condutividade elétrica para baixas fre- 
qúências devida ao movimento dos elétrons é:

;■

í

r 11
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N/ _ NZe2
Od = (12.37)

mv

Para calcular a frequência de colisão v, notamos que na equação (12.36) mi/v 
representa realmente a taxa de decréscimo do momento frontal da partícula, 
devida às colisões coulombianas. Vamos denotar por 6 o ângulo de espalhamento 
resultante numa colisão elástica, conforme indica a figura 12.5. Neste caso, o

t

P

í

!
i

Figura 12.5

momento frontal perdido por uma partícula com momento p é p( 1 - cos 0). O 
valor médio desta quantidade, multiplicado pelo número de colisões por unidade 
de distância, representa a perda de momento frontal por unidade de distância, 
ou seja, mv. Como o número de colisões por unidade de distância é dado por Na, 
onde a representa a seção total de choque, podemos escrever que:

1
■

!
j
'
!

;
.

Ncrp((l *)> •:
i

(12.38)mv = - cos

s:
Tendo em vista que o espalhamento coulombiano ocorre basicamente para 

pequenos ângulos, ((1 - cos 0)) — (02)/2. Então a perda de momento frontal por 
unidade de comprimento é:

i'

;
:
i

(12.39)

i,

i

!

i
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onde usamos as equações (12.34) e (12.35), com p= mv, z- 1 e a = D, tendo em 
vista que o raio de blindagem do plasma é dado pela distância de Debye (7.5):

\l/2 \l/2( kTkT (12.40)D =
8nNZe28nN/ )

Substituindo este resultado na equação (12.37) obtemos a condutividade elétrica:

mv3
(12.41)

4nZe2\n^mv2 D / 2Ze2 j

Vamos tomar agora uma média sobre a distribuição térmica de velocidades. 
A variação com a velocidade na equação (12.41) vem principalmente do fator xr. 
O argumento do logaritmo pode ser avaliado considerando a velocidade quadrática 
média (xr) = 2>kT/m. Usando este valor e o raio de Debye (12.40), o argumento 
do logaritmo pode ser escrito como:

m(v2)
D =127tA©3 . (12.42)

2 Ze2

O valor médio da terceira potência da velocidade para uma distribuição de 
Maxwell de velocidades é:

\3/2/ 3\ 4 (2kT
\v / = ~r — (12.43)

Consequentemente, o valor da condutividade elétrica (12.41) mediada sobre a 
distribuição de Maxwell de velocidades é:

\3/22 kTm
(12.44)

Ze2\n(\2nND^ nm
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Esta expressão descreve corretamente as características da condutividade 
devida ao movimento de elétrons não-relativísticos, estando em concordância 
qualitativa com o valor experimental.

PROBLEMAS

1. Uma partícula pesada carregada, de carga ze, massa M e velocidade não-rela- 
tivística, colide com um elétron livre de massa m inicialmente em repouso. 
Sem fazer aproximações, além do fato de ser M muito maior que m, mostre 
que a energia transferida ao elétron em função do parâmetro de impacto bé:

1AE(b) =
2 b2+(ze2/mv2fmv

2. Mostre que a perda de energia por ionização no ar tem um mínimo quando 
a energia da partícula E é da ordem de 3 MCompare o valor da perda de 
energia neste ponto com o valor de dE/dx correspondente ay~ 103.

1

3. Usando a fórmula quântica (12.9) da perda de energia, calcule a taxa de 
perda de energia (em MeV/cm) no alumínio e no chumbo para um próton 

com energias cinéticas de 10, 100 e 1.000 MeV.

4. Uma partícula pesada relativísdca com carga q- ze colide com um elétron 
livre em repouso. Usando a expressão para o campo elétrico relativísdco dado 

pela equação (10.35) mostre que o impulso transferido ao elétron em função 
do parâmetro de impacto b é:

2ze2AP=lòv

Note que este resultado, que está de acordo com (12.3), é independente do 
fator y.

5. Considere o desvio angular de uma partícula com carga ze, momento p e 

parâmetro de impacto b incidindo sobre um núcleo estático com carga Ze.

■

\
\
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De acordo com o resultado do problema anterior, o desvio para pequenas 

deflexões:

i
Ap 2zZe2 

p pvb

é válido também relativisticamente. Usando esta relação entre 0 e b e um 
argumento similar ao da seção 12.2, mostre diretamente que a seção de 
choque diferencial para pequenos ângulos é

\2
2 zZe2 1da

pv ) eAdQ.

6. Verifique explicitamente que o vetor e dado pela equação (12.15) é uma 
constante de movimento. Usando a expressão (12.18) para a excentricidade 

e, deduza então a relação:

Zze2 0= tan —
2 Eb 2

entre o parâmetro de impacto e o ângulo de deflexão da partícula.

7. AfórmuladeRutherford (12.25) é válida para um centro de espalhamento fixo. 
É possível generalizar esta fórmula levando em consideração a massa finita M 

do centro espalhador. Introduzindo coordenadas relativas dos corpos em colisão 
e usando a sua massa reduzida, mostre que a fórmula generalizada é dada por:

/2' ^
0+ 1 - (m/M)2sen20cos\2e2zZ

2^ mv
da 1

nl/2sen40dQ 1 - (ra/M)2sen20

onde m < M é a massa da partícula incidente.
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8. Verifique, a partir da relação (12.30), o resultado (12.35) para o ângulo 
quadrático médio de espalhamento múltiplo.

i

9. Usando a distribuição de Maxwell de velocidades:

W(v) = í— 
v ; \2nkT

mostre que:

\3/2
3W{v) = 4= —

Nlí\ m )
vv

.
3

10. Para elétrons em movimento rápido no plasma, o ângulo de corte 0mín deve 
ser calculado de acordo com o princípio de incerteza da mecânica quântica, 
sendo dado por: i1

!
1

I_ Ap_ _ _h_ 
p Dp

, einín
i

!! :
!onde D é o raio de Debye. Parafraseando os argumentos apresentados na 

seção (12.4), mostre que neste caso a condutividade elétrica será dada por 
uma expressão análoga à equação (12.44), exceto que o argumento do loga
ritmo fica multiplicado pelo fator:

i

i
i

1
Ze~ m í

3 kT
!

!

I

;
J
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RADIAÇAO DE CARGAS ACELERADAS

Conforme vimos no capítulo 5, cargas elétricas aceleradas emitem radiação 

eletromagnética. Nos fenômenos de radiação que envolvem uma carga puntiforme 

móvel ou um pequeno número destas cargas, é útil expressar as características da 

radiação diretamente em termos da trajetória da carga e do seu movimento. Vamos 

enfatizar os aspectos relacionados com a radiação total emitida, a distribuição 
angular da radiação e o seu espectro de frequência. Discutimos também os impor
tantes efeitos associados com a radiação por partículas relativísticas.

:
;

::
:
:
5

:
!
:
!
i 13.1 OS CAMPOS DE RADIAÇAO DE UMA CARGA PUNTIFORME

No capítulo 8, obtivemos os potenciais eletromagnédcos $eA produzidos 

por partículas carregadas em movimento arbitrário. [Veja as equações (8.6) e 

(8.7).] Os campos vetoriais podem ser calculados então usando as relações:
i

1 dA 
c dt

B =V x A E = - V O - — (13.1)

Tendo em vista o aparecimento de derivadas temporais de A, e portanto da 
velocidade, é claro que os campos eletromagnéticos são funções não apenas da 

^velocidade, mas também da aceleração das partículas. Podemos assim separar E
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e B em duas componentes, uma que contém somente a velocidade, a outra 
envolvendo a aceleração e que se anula quando a aceleração é zero:

»
/

e = e„ + e„-: .B = B„ + IV (13.2)>

Os campos de velocidade Bi(eEv têm a mesma forma que os campos (8.14) e 
(8.15), obtidos a partir dos potenciais de Liénard-Wiechert. Estes campos, que 
variam com a distância como 1//?, não transportam a energia irradiada pelas 

cargas.

I
!
i

í I Por outro lado, vimos no capítulo 5 que os campos de radiação e Bfl são 

ortogonais, tendo a mesma magnitude e uma dependência radial 1/R. Comparando 
as equações (5.18.a) e (5.18.b) temos que:

j

}

1

l: P : E„ = B„ x [n] 4: ; (13.3)I i J ■

I'

onde n é o vetor unitário orientado da posição [retardada] da carga ao ponto de 
observação (veja a figura 8.1). Então, conhecendo o campo magnético de radiação, 
o campo Ea pode ser calculado a partir desta relação.

Para encontrar a expressão do campo magnético é conveniente consi
derar o potencial vetor na forma equivalente à equação (8.3), isto é:

; ;

!
i

;

(13.4)

1
:

onde R(t') = Ir - rq (/)l. Nesta equação, a única dependência nas coordenadas 
espaciais do ponto r é através de R Assim, o operador rotacional que aparece ao 

calcularmos o campo magnético pode ser escrito como:

:

I;
;;

r

V x -»V R x — = ó x —
dR 'dli

Consequentemente, levando em consideração que o campo magnético de radiação 
varia com a distância como l/R teremos:

i-
i)
•:

i

TI
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»x v(<') d R{t')-('•'KJB 8 t'+ -l dl'
R{l') dli c

(133)

q JÃXv(^) R{C)
8' t' + -t dt'R{t') c

onde a linha na função delta significa diferenciação com respeito ao seu argumento. 
Usando a propriedade:

d , R{try «M<5' /' +-i -i
dt: di’c c c

/?(/')
= K8‘ t’ + -t

c

onde Ké dado pela expressão (8.5), podemos integrar por partes o integrando 
na equação (13.5) obtendo:

' C2J dl’ K R(f)
R(l’)

8 t' +B -1 (13.6).
C

Estamos agora na posição de poder aplicar a fórmula (8.4), onde^f) = t' +R(t' )/c. 
Lembrando a relação (8.5), encontramos:

1 d fnx y']
(13.7)

c2 Kdt KR t

onde o índice / significa que todas as quantidades devem ser avaliadas no tempo 

retardado t= t - R (t)/c.
Ao efetuarmos a diferenciação temporal, notamos que:

~dt'n~ dl' R~ R R- dt'
v n / - \-----+ — n-v)R RK '

• .

:
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onde usamos a relação (8.5). Portanto a diferenciação do vetor unitário n pro
duzirá na equação (13.7) termos de ordem 1/fí, que são irrelevantes para o nosso 

cálculo. Os termos relevantes para a radiação resultam da diferenciação:

I
!\u (

. I
I

d í v
c2 KR dl'lK

_v_dK_J_ 
K2 dl' K a

_ q nB,(r,0 = -- —x — c2 KR X< (13.8)

/'/

onde a = dx/dl'.
Tendo em vista a observação acima e usando novamente a relação (8.5), 

obtemos que o campo magnético de radiação é dado por:

!

..
:

c *n • a« v + a;
cK t

! (13.9)

V
_ ? n - v /. \Vn - a - í n • a j---- a

c i c
x < >

c2 KZR \ l

;
É conveniente reescrever esta relação com ajuda da identidade vetorial (A.2), na 

forma::!

i ■

I ! v{! n vBa(r.<) = X< nx n x a---- xaI (13.10)
c2 KSR c J) i

::

.
Substituindo este resultado na equação (13.3), vemos que o campo elétrico 

de radiação é dado pela expressão:f
í

Ea(r,/) = -y 
V ’ c2 K3R

V
x n---- xa (13.11)>

C )\ l
i ■
\

: Portanto, Bfl e Ea mostram um comportamento típico de campos de radiação.■
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13.2 RADIAÇAO POR CARGAS COM VELOCIDADE E ACELERAÇAO COLI- 
NEARES

Quando v e a são colineares, os campos de radiação, usando as expressões 
(13.10) e (13.11), serão simplesmente:

i

2^õ— [(n-a)n-al 
c*KòRLV } J

E =a (13.12)

' ■ V

Bn=nxE (13.13)

onde estamos subentendendo que todas as quantidades relacionadas com a partícula 

devem ser avaliadas nos tempos retardados. Sendo 6 o ângulo entre a aceleração 
e a direção do ponto de observação, teremos que:

2 _2<?2 __ q a2 / - \2a -(n-ajF2 - sen 20 (13.14)
c4K6R2 c4K6R2

Consequentemente, o vetor de Poynting associado com a radiação será:

9 o o
c _ q a sen 6 *

,, = w^Fn ' (13.15)

Nesta equação, S n é a energia por unidade de área por unidade de tempo 
detectada num ponto de observação e num instante t, e que corresponde à radiação 
emitida pela carga no instante l- t- R(t)/c. Se quiséssemos calcular a energia 
irradiada durante um período finito de aceleração, digamos de t = Tx até J= 7'2, 
escreveríamos:

!

'
i;

l=T2+R(T2)/c

[s'rí-áí=l (Jt-Ti

dtj S-n ) — dlU = (13.16)
dtt='J\+R( T{)/c

Vemos, então, que a grandeza útil e significativa é: (S n) dt/dl, isto é, a potência 
irradiada por unidade de área em termos do tempo no referencial da carga. Por 
isso, definimos potência irradiada por unidade de ângulo sólido como::

\

!
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í1 •
;

dP(í)
/?2(S •n)~- = R2(S *n)(l - P • n) . (13.17)

dl■ dD.i !
;} Com a equação (13.15) para o vetor de Poynting, a distribuição angular da energia 

irradiada é:i»;

dP _ q2a2sen20 _ q2a2sen20 

dQ 4kc3K'" 4k c3(l - p cos 6)''
(13.18)

1

Podemos notar o efeito relativístico que provém da transformação do referencial 
de repouso da partícula para o referencial do observador, manifestado pelo fator 

(1 - (3 cos0)D no denominador de (13.18). No limite relativístico, a distribuição 
angular é aumentada na direção frontal, conforme indicado na figura 13.1. Note 

que não há radiação na direção 6 = 0.

t

Y I

S
)

■;

k ■

i
.

3 = 0.6í!

!;
)p=o 0

V:

.

: :

Figura 13.1
i

í
■ : Uma aplicação interessante destes resultados é o cálculo da radiação emitida 

por um elétron desacelerado por um bloco de matéria, supondo que a direção 
de movimento permanece inalterada. Este fenômeno de radiação é conhecido

i

com o nome de bremsslrahlung. A frequência do espectro emitido pode ser obtida 
pela análise de Fourier do campo de radiação. Vamos supor por simplicidade que 
a mudança àv na velocidade ocorre durante um curto intervalo de tempo Ae 
que v < c. Se a radiação ocorre no tempo /0, o campo elétrico durante este intervalo 
de tempo pode ser escrito como:

-■i
:
í

)
. ;

í

'!
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£sen0 Av e sen 0I £(/) At; <5(/ - (13.19)r c2R A/' c2R

onde usamos que:

f v dl - Av
J—oo

v - S[l - l0)Av e

Escrevendo:

/;(,)= [_X« -Í(tít dco

teremos então para a transformada de Fourier Ej.

tfsen 01 1»icot Avei0>l° .F =o (U = (13.20)
2kc2R2n

A energia total emitida é obtida integrando o vetor de Poynting sobre a superfície 
de uma esfera no intervalo de tempo quando ocorre a radiação. Assim:

+ ooJ dU c E2cll .— dl'= —U = (13.21)
dl' 4 71 oo

A frequência da radiação emitida, correspondente ao campo cuja transformada 
de Fourier é Ew, pode ser obtida usando o teorema de Parseval (8.22):

£i*.-4,rií.|2 dco . (13.22)
I

I Portanto, a energia emitida no intervalo de frequência dco será:I
i
I

\22 f AvUÍOdco = cjs\E(0\2dSdco = EL dC0
(13.23)! C J 27C

1
i
I

V
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Esta equação indica que o espectro de radiação é constante, sendo independente 
da frequência. Na verdade, num caso mais realístico, o espectro será limitado no 
ponto onde a energia cinética do elétron é equivalente a um quantum de radiação:í

i

1— mv2 = fiCO (13.24)i máx2
;

conforme indica a figura 13.2. Usando a hipótese de Planck, (13.23) pode ser

t\
:

í
■

í
í i i:

"máx
/b

to

li Figura 13.2:
■: ;

expressa em termos do número de fótons dN^ emitidos durante o processo de 
aceleração, onde dNJtco = Uu dco. Desta forma, obteremos que:

í

\2 \2íiJLÍ à*L
hc 3n \ c

dco
137 371 v c

' dco
dNo = (13.25)---------  Cs;

; co

: Portanto, o número de fótons emitidos com frequência co—> 0 tenderá a infinito, 
embora a energia total irradiada seja finita.

{:

13.3 RADIAÇÃO POR UMA PARTÍCULA NUMA ÓRBITA CIRCULAR; RADIAÇÃO 

DE SÍNCROTRON.

Como um segundo exemplo importante, vamos considerar uma partícula 

carregada que se move com velocidade angular uniforme numa órbita circular. 
Este movimento produz a chamada radiação de síncrotron, que é relevante na 
operação de síncrotrons e outros aceleradores de partículas. Quando a aceleração
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a aponta para o centro da órbita circular, ela será portanto perpendicular à 
velocidade v da partícula. Sendo p o raio da órbita circular e (o0 a frequência 
angular, temos então as relações:

:

a = pcOg .v = pco o (13.26)

Visto que neste problema não temos simetria em tomo da direção de movimento, 
devemos introduzir o ângulo azimutal 0 conforme a figura 13.3, onde a órbita se 
situa no plano x2 - x3. Da figura, podemos obter as seguintes relações

■

'

!

Figura 13.3

cinemáticas:

íi • p = p cos 6 n a = a sen 6 cos 0 (13.27)

onde p = v/c. Usando a equação (13.11), podemos escrever que:

(b x a)E =a (13.28)n x

com b = n - p.



312 • Princípios de Hidrodinâmica Clássica

Para calcularmos a radiação, devemos considerar E\. Assim, devemos 

primeiramente calcular:

|n x (b x a)|~ = (n - a f b2 - 2(n ■ a)(n • b)(a -b) + (n • bf a2 . (13.29)

Usando as relações cinemáticas (13.27), encontramos que:

b- =1-2/3 cos0 + /32 n • b = 1 - fi cos 6
(13.30)

a b = asen0cos0

! Substituindo estes valores na equação (13.29), obteremos::

s
jn x (b x a)|2 = a2 (l - pcos of - (l - /?2)sen20cos2 0 (13.31)

Conseqúentemente, achamos para a expressão:

2 _2
= _ j a 

a c4K«R2
(l-/3cos -(l- /32)sen20cos2 (j) (13.32)

onde K= (1 - )3 cos0).
Para calcularmos a distribuição angular da energia irradiada, usaremos a 

relação (13.17), obtendo assim: '

(l - P cos of - (l - p2)sen20cos2 0dP _ g2a2
(13.33)

(l-/3cos 0)JdQ.

Quando >3 —> 1, a radiação tem um pico frontal pronunciado, e um lóbulo de 
menor intensidade na direção oposta. A figura 13.4 mostra a configuração da 
radiação no plano da órbita {</> = 0), que se anula na direção 0 = arc cos(/3).
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p

Figura 13.4

A potência total irradiada pela carga é [ver problema 13.5]:

2?V'-r 1 i
— dQ = (13.34)3c3 (> -etdQ.

ou, em termos do raio p da órbita:

ggVgo 1
P = (13.35)

m!í3 c3

Vemos que esta expressão aumenta rapidamente quando /3 —> 1, de maneira que 
cargas relativísticas confinadas numa órbita circular irão irradiar uma grande parte 

das suas energias.

LP
#-

TA0

R-

P

V

Figura 13.5

i
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Vamos considerar agora a distribuição espectral da radiação emitida, dis
cutindo qualitativamente as características do espectro associado com partículas 

relativísticas (y> 1). Esta radiação é denominada radiação de síncrotron, tendo 
sido observada pela primeira vez em 1948 nos síncrotrons de elétrons.

Considere um observador que recebe um pulso de radiação, enquanto que 

a carga se move através de um ângulo AO, conforme indica a fig. 13.5. O pulso é 
emitido durante o intervalo de tempo At- AO/(o0, mas é recebido no intervalo de 

tempo:

=5

1 '

i

:!

í

. dl A. e AQAt = —At — (1-/3)—- dt v ' co0
■ . . (13.36)

2(0,f:
\ ; \

í }■

1
se y > 1. O intervalo angular A6 sobre o qual a radiação alcança o observador é 
da ordem AO ~ l/y. Isto pode ser visto considerando o fator 1-/3 cos0 no deno
minador da equação (13.33). Se y > 1, este fator pode ser aproximado por:

!i: t

i

f l
:

e2 ík 1 14+e2 •l-j3cos0 = |(l-/3)(l + /}) + ^ (13.37)1 8 2 V 7

! •;
!

Assim, a largura da distribuição angular da radiação é da ordem de y \ de modo 

que a duração do pulso que alcança o observador será da ordem:
6 . !! 
S ii

.

!
l:

At ~ (13.38)
«o r3•:

' ::
.

Devido ao caráter periódico do movimento da carga, este pulso será repetido com 

intervalos T= 2n/cúq = 2np/c. A dependência temporal da potência recebida é 

ilustrada qualitadvamente na figura 13.6. Escolhendo a origem do tempo no centro 

de um pico, podemos expressar a potência recebida por unidade de ângulo sólido 

como uma série de Fourier:

i

dP(l)
24, cos(raí<y) (13.39.a)

cin
ji

!

7 '
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'

onde (o0 = c/p, sendo A dado por
:

dP(l)r/2
(nCú0l)dtcos (13.39.b)

cin-T/2;

dP
dSl

-3) y
W0

2k l
UJ0

i
Figura 13.6

í
Pára termos com na)Q A/ 1, o cosseno é praticamente igual a 1. Assim, de 

acordo com a relação anterior, os coeficientes de Fourier An com n< y" serão mais 
ou menos iguais. Por outro lado, se n aumenta de maneira que na)0 At= n/y > 
1, então o cosseno começa a oscilar dentro do pulso de modo que as integrais se 
tornam rapidamente decrescentes. Concluímos que os harmónicos até a ordem 
-y3 ocorrem no espectro da potência com intensidade aproximadamente igual, 
como está indicado na figura 13.7. !

11 = y3 1
oI

U)C73/p

Figura 13.7

Para obter resultados quantitativos, devemos realmente analisar em série de 
Fourier os campos de radiação. O cálculo exato é muito complicado, mas a expressão 
final mostra um espectro de potência qualitativamente similar ao indicado na 
figura 13.7. Para elétrons com energia lGeV = 103 MeV, movendo-se num sín-
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crotron de raio de 5 m, y = 2 • 103 e o)0/2n = 10' Hz. O espectro se estende além 

de 1017 Hz, dentro da região dos raios-X.
A radiação de síncrotron é observada também nos domínios astronómicos, 

associada à nebulosa do Caranguejo. Observações detalhadas permitem concluir 
que a radiação de síncrotron está sendo emitida por elétrons com energias da ordem 
de 106 MeV, que se movem em órbitas circulares ou helicoidais, numa indução mag
nética da ordem KT4 gauss. Estes elétrons terão então uma frequência orbital:

eB = 9 • 1(T4/sft)0 =
mcy

mas a radiação de síncrotron correspondente terá frequências da ordem de até 
0 = y3 7 • 10lo/s. Assim, o espectro da radiação da nebulosa de Caranguejo 
estende-se sobre uma faixa de frequência que vai das radiofreqúências até o 

ultravioleta.

13.4 A FÓRMULA DE LARMOR E SUA GENERALIZAÇÃO RELATIVÍSTICA

Se a velocidade da partícula é suficientemente pequena para que seja desprezada 
em comparação com c, então K—» 1 e o campo de aceleração (13.11) torna-se:

n x (n x a)_ ?Ea = (13.40)
c2 R

A parcela do vetor de Poynting que contribui para a radiação é:

S = Ea x Ba = C~Kfn . (13.41)
471 471

Portanto, a potência irradiada por unidade de ângulo sólido será:

dP —\r e |2 =4k 1 a| a2 sen20 (13.42)
dQ,
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'i

onde 0 é o ângulo entre a aceleração e o vetor n, conforme mostra a figura 13.8.

:

i

!
I

Figura 13.8

Esta distribuição angular em sen20 da potência irradiada é um resultado 
característico. A potência total irradiada é obtida integrando (13.42) sobre todo 
o ângulo sólido. Obtemos assim:

2P = (13.43)a

í

Esta é a fórmula obtida por Larmor em 1897, para a potência total irradiada por 

uma carga acelerada não-relativística.
Podemos generalizar este resultado para qualquer velocidade da partícula, 

estudando as propriedades da potência total irradiada P = cLE/dt} sob as transfor
mações de Lorentz. Com esta finalidade, notemos que, no sistema de repouso da 

partícula, a taxa de variação do seu momento devido â emissão da radiação é:!
:

-J = 7?2 cj gdQ = —JSf^ = 0 (13.44)

onde usamos a relação (4.43) para a densidade do momento do campo g c a 
expressão (13.41) para o vetor de Poynting. Este resultado mostra que, em virtu
de do cancelamento dos momentos emitidos em direções opostas, o momento 
total irradiado no sistema próprio da partícula é zero. Assim, usando a fórmula 

de transformação (9.33) para a energia, podemos escrever:

v
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E'E =
P~vW

Então, com o auxílio da equação (9.21), obtemos a importante relação:

>

dE' dE'dEP = — (13.45)dl^l-v2/c2 dt'dl

que mostra ser P um invariante de Lorentz. Se pudermos encontrar um invariante 
de Lorentz que se reduza à fórmula de Larmor (13.43) quando v < c, teremos 

então a expressão geral para a potência total irradiada.
Para achar a generalização apropriada, escreveremos a fórmula de Larmor 

na forma sugestiva:
4 :

2 q2 (dp dp
3 mV* dt dt

P = - (13.46)

I

onde méa massa da partícula e p é o seu momento. A generalização invariante 
de Lorentz é:

!

;

dpp dp p '
dz dz

2P = - (13.47)
3

onde p}i é o quadrimomento da partícula e dr = dl/y é o seu elemento de tempo 
próprio. Para verificar isso, vamos analisar a quarta componente do produto escalar 
em (13.47), por meio das relações (9.40) e (9.43):

!}

f

E
; £ = V/f)2c2 + rrC c2.4

P = 7V

Teremos que:
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\2pV f dp]2 __ v2 (dp 

E2 dx

\2UdE_ 

c2 V dx
(13.48)

c2 dx

Substituindo este resultado em (13.47), obtemos:

\2\2 v 2 r dp 
c2 \ dl j

2 r/p2P = - 7 (13.49)
3 dl

Como este resultado se reduz a (13.46) no limite v< c, segue-se então que (13.49) 
representa a expressão geral para a potência total irradiada.

Uma área em que esta expressão relativística se aplica é a dos aceleradores de 
partículas carregadas. Para uma dada força aplicada (isto é, uma dada taxa de variação 
de momento), a potência irradiada (13.49) depende do inverso do quadrado da massa 
da partícula irradiante. Por isso, estes efeitos radiativos são maiores para os elétrons.

Num acelerador linear, o movimento é unidimensional. Da equação (13.49), 
é evidente que neste caso a potência irradiada é: •i

;|

\22 q2 (dp_
3 mV ( dl j

(13.50)P =

Vemos que esta potência não depende da energia da partícula. Por outro 
lado, nos aceleradores circulares o momento p varia rapidamente de direção à 
medida que a partícula descreve a sua órbita, mas a variação da energia por volta 
é pequena. Tendo em vista a equação (13.48), isto implica que:

dp __ 1 dE _ v dp 

c dl c dl
; I L 1= ft)0|P|>- (13.51)

dl
íI

* :
Então, podemos escrever aproximadamente a potência irradiada (13.49) como:

_2 ?22 q2 72(o9õp2 = 4 »,4P = (13.52)V y
3 p2cs3 rrrc3

1



i
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onde usamos que coQ = v/p, sendo p o raio da órbita. É claro que, à medida que a 
velocidade aumenta, a energia irradiada vai aumentar tâo rapidamente quanto 
aquela fornecida pelo acelerador. Assim, existe um limite prático para a energia dos 
elétrons que pode ser obtida em aceleradores circulares, que é da ordem de 10 GeV.

i
i

13.5 RADIAÇAO DE FRENAGEM NAS COLISOES COULOMBIANAS•:
> f

i Para energias médias e altas do elétron num meio material, a sua desacele- 
ração deve-se principalmente à deflexão sofrida no campo coulombiano do núcleo. 
Esta desaceleração será acompanhada por radiação em forma de raios-X. Vamos 
considerar aqui um cálculo simples para o bremsslrahlungrelativístico, envolvendo 
somente a aceleração transversal, que contém as características físicas essenciais 

de um tratamento mais completo.
Considere um elétron com velocidade v passando por um núcleo com carga 

Ze, com parâmetro de impacto b. Se bnào for muito pequeno, o ângulo de deflexão 

de elétrons energéticos será pequeno, visto que a energia cinética será grande em 
comparação com a sua energia potencial. Neste caso, será uma boa aproximação 
considerar a trajetória do elétron como sendo um movimento retilíneo, conforme 
mostra a figura 13.9.

i

J

■

ii
í:

r

:

í
;
;
r

Figura 13.9
' |

Tomando a origem do tempo t = 0 no instante em que a distância entre o 
elétron é b, a magnitude da força como uma função de tempo será:í;

z*2eE(t) (13.53)
b1 + v2l2 ‘

!
f

Desta forma, a componente transversal à velocidade do campo elétrico é:
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ZebM0 = (13.54)

A equação (13.34) Juntamente com a expressão correspondente para a acele
ração (veja o problema 11.2), dá para a potência total irradiada o resultado:

\2 2 ZV 62p - 2gX gif r r (6
(13.55)3c3 3mV 2 + v2t2)3)my

Integrando Pcom respeito ao tempo de trânsito obtemos a energia total emitida 
por radiação pelo elétron relativístico:

2 ZV r+~
J—oo

dly2b2AE =
3 ra2c3 (6>+„V)’

I

Temos obviamente:

r°°
•r—oo

* r = f 3 7tÔ

(l + uWf°° (l + wV/ô2) 8 v

de forma que:

n ZV y2 
4 m2c^v b3

A£ = (13.56)

I
« A magnitude da energia irradiada aumenta rapidamente com o número 

atómico Zda matéria onde ocorre o movimento do elétron. A expressão (13.56) 
mostra que esta energia também aumenta rapidamente com a diminuição do 

parâmetro de impacto b.
Na prática, a partícula pode passar pelo núcleo a qualquer distância. 

Multiplicando (13.56) por 2 nb db n, onde néa densidade de partículas no feixe

;
:1

■/

í

i
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incidente e integrando sobre todos os valores de b, encontramos a energia efetiva 

irradiada pelo feixe de elétrons:

i

00 db -rc2 z2g6 nf
„m.m b1 2 mVv b

_2 y 2 671 Z e nf f
Jh

Ee f = (13.57)
2 raW mín!I

?i !►.
i

1= Pode ser mostrado na mecânica quântica que a distância mínima bmin é da 

ordem hy/viv, de modo que:
=

i
I ;

11 h I
a[£\v^
2 \ tic ) mc

1
£ef = (13.58)

2 -y 1 - v2/c2

»! onde e/hc— 1/137 é a constante de estrutura fina. Esta expressão permite calcular 
a perda de energia devida ao bremsstrahlungquando elétrons muito rápidos passam 

através da matéria. Comparando (13.58) com a fórmula (12.9) para a perda de 

energia por ionização, vemos que a radiação de frenagem é a causa principal que 

determina a desaceleração de elétrons relativísticos na matéria.

i

:

:
:
I

PROBLEMAS
1

L A partir da equação (13.18), mostre que para uma partícula com a e v coli- 
neares, o máximo da radiação emitida ocorre para o ângulo;

|

Vl + 15/32-!I e — arc cosináx! 3 P

S i

Usando o fato de que (1 - 0) é uma quantidade pequena, mostre que 0máx 

—> l/2y, se (3—> 1.

2. Integrando a equação (13.18), mostre que a potência total irradiada por uma 

carga com velocidade e aceleração colineares é:
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2 9V 1P =
(i-^r ■3c3

3. Um feixe cie elétrons com velocidade inicial v0 é uniformente desacelerado 
num material, até parar. Determine a distribuição angular da energia total 
irradiada durante o processo de desaceleração. Usando o resultado do pro
blema anterior, calcule também a energia total irradiada.

4. Uma carga q movimenta-se com movimento harmónico simples ao longo do 
eixo z: z(/') = bcos (w0/')•

(a) Mostre que a potência instantânea irradiada pela carga por unidade de 
ângulo sólido é:

dP(t') q2cfií[ sen20cos2(ct)oí')
4nb2 0 scn co0l'ycin (1 + J8 cos

onde (3 = bcú0/c.

(b) Mediante uma mediação sobre o tempo, mostre que a potência média 
por unidade de ângulo sólido é:

dP = q2cp4 
dQ. ~ 32%b2

4 + P'cos~ 9 sen20
(l - /32 cos2 $)7/2

5. A partir da equação (13.33), verifique a expressão (13.34) para a potência 
total irradiada por uma carga em movimento numa órbita circular.

6. Use a equação (13.35) para mostrar que a energia perdida, por revolução, 
por um elétron numa órbita circular pode ser escrita para /3 —» 1 como:
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rp 4
Ar»/—

p
- mc2r =onde

Determine /se A Te 7"são medidos em MeV e p em metros. [IMeV = 106 eV 

= 106 • 1,6 * IO-12 erg = 1,6 • 10_(ierg]. Qual é o resultado para um síncrotron 

de elétrons onde T= IO4 MeV ep = lOOm?

7. A figura 13.4 mostra um exemplo da configuração da radiação no plano da 
órbita circular. Investigue a forma tridimensional desta configuração.

8. Um modelo simples do átomo de hidrogénio considera o elétron movendo- 
se numa órbita estacionária em torno do próton. Se o raio da órbita é 0,53 * 
10-8 cm, mostre que, baseado na teoria clássica, o elétron irradiaria energia 
a uma taxa de 0,46erg/seg, de forma que o átomo iria rapidamente entrar 

em colapso.

9. Um elétron de baixa energia tem uma velocidade v0 ^ c no infinito. A 

velocidade v0 é na direção de um campo fixo e repulsivo de Coulomb, cuja 

energia potencial é dada por:

U(r) = Ze2/r

O elétron é desacelerado até parar e em seguida acelerado novamente na 

direção oposta à direção original do movimento. Mostre que, ao chegar de 
novo numa distância infinita do centro coulombiano, a energia cinética do 
elétron será aproximadamente:

f o \

45Zc3 ,
1 12 a 2 i= -mv0n-— mv
2

onde o termo dependente de representa a energia irradiada durante os 
processos de aceleração e desaceleração.
[Sugestão: Use a conservação da energia e despreze os efeitos da reação de 
radiação sobre o movimento do elétron.]
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10. (a) O acelerador linear de Stanford acelera elétrons para uma energia final 
de 40 GeV. Esta aceleração é feita ao longo de um caminho de 3.000 metros. 
Qual é a potência irradiada pelo elétron? Compare este resultado com o valor 
da potência fornecida pelo acelerador ao elétron.

(b) Um elétron çpm energia de 40GeV está-se movendo numa órbita circular 
de raio de 30m. Calcule a potência irradiada neste caso pelo elétron.

11. A partir da expressão (13.47), e sendo que E - ymc\ p = ymv, mostre que a 
potência total irradiada por uma carga pode ser escrita na forma:

\22 r rw \2 v jy (a) - -xa 
c

P = -
3 c

Este resultado foi obtido por Liénard em 1898.

12. Use a expressão (13.58) para calcular a perda de energia por radiação de 
frenagem, para elétrons com energias de 100 MeV no ar e de 10 MeV no 

chumbo.
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14

DISPERSÃO, ESPALHAMENTO E REAÇÃO 

DA RADIAÇÃO

Vimos no capítulo anterior que uma carga acelerada perde energia devido 
à emissão da radiação eletromagnética. Ao estudarmos o balanceamento da energia 
de uma partícula que se move sob a influência de forças externas, é necessário 
levar em consideração as perdas por radiação. Vimos que o campo de radiação 
possui não apenas energia, mas também momento. Em virtude deste fato, a emissão 
da radiação é acompanhada por uma força de reação do campo sobre a partícula. 
A ação do campo de radiação sobre o movimento da partícula é chamada reação 
de radiação. Na maioria dos casos, estes efeitos radiativos têm importância muito 
pequena e podem ser desprezados. Entretanto, veremos que em certas situações, 
a reação de radiação tem efeitos observáveis em fenômenos relacionados com o 

espalhamento e a dispersão de ondas eletromagnéticas.

14.1 FORÇA DE REAÇAO RADIATIVA

Para determinar a forma desta força, usaremos o princípio da conservação de 
energia. Por simplicidade, vamos limitar a nossa análise ao caso não-relativístico. A 
inclusão de efeitos relativísticos é discutida no problema 14.1. De acordo com a 
fórmula de Larmor (13.43), a energia irradiada por unidade de tempo por uma carga 
e que se move com velocidade v < ce que experimenta uma aceleração a =i> é:

2 e2a2 2eV~P =
3 c3 3 c3 '
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Portanto, para conservar a energia, a equação newtoniana que descreve o movimento 
da partícula sob a influência de uma força conservativa externa F:

mx = F (14.1)

deve ser modificada pela adição de uma força reativa Fr, que descreve a reação 
do campo de radiação sobre a partícula. Assim:

m v = F + Fr . (14.2)

Vamos supor que a força reativa Fr seja pequena em comparação com as 

forças externas. O significado desta hipótese será discutido em seguida. Esta força 
de reação deve satisfazer a relação:

2e2 2e2 . .
v • vr 4e . 2r • v =-------v =

r Cl 3
(14.3)

3c33c

onde o lado direito representa o negativo da potência irradiada pela partícula. 
Em geral, v e v são independentes, de maneira que não é possível encontrar uma 
função Fr que satisfaça esta equação em todos os instantes do tempo. Contudo, 
integrando (14.3) sobre um curto intervalo de tempo, podemos obter uma solução 

que assegure um balanceamento médio da energia:

f'2 „ ,, 2e2 r'2
F r-vdt =----- -

3cs J'i v • v dt .

ntegrando o lado direito por partes, temos:

%g2 r • V2 , 2c2 f'2h
~Fr -x dt =fJ‘\

(14.4)v *v dt

Se considerarmos o intervalo de tempo ^ ^ como sendo pequeno, ou se o
movimento do sistema for periódico, então o estado do sistema nos tempos tx e 
*2 será aproximadamente o mesmo (supomos que a perda de energia por radiação
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é pequena comparada com a energia total da partícula). Nestes casos, podemos 
desprezar o primeiro termo no lado direito da equação (14.4), e escrever apro- 
ximadamente:

■

r('- 2e2 .. 
—« v 3c3

• v dt = 0 .

Assim, é possível identificar a força da reação radiativa como:

F 2 * "
r =------- V

r 3 c3
(14.5)

A equação de movimento (14.2) fica então:

. 2 e2 ..
* —v o cm

= F . (14.6)m v -

De acordo com a hipótese feita, a força de radiação Fr é pequena em com
paração com a força externa que atua sobre a partícula. Se isto não fosse assim, 
por exemplo, se o caso oposto Fr > Focorresse, então a equação de movimento 
teria a forma:

• p 2 e2 .. 
mv ~ Fr = —-v

r 3 c3

cuja solução é:
!

3 m<?
v — a0 exp

2e2

Esta fórmula mostra que sob a ação da reação da radiação a aceleração 
aumentaria exponencialmente com o tempo, sendo a partícula auto-acelerada. 
Este comportamento contradiz a realidade experimental.
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Portanto, somente a hipótese de queF.<F\eva a um resultado que faz sentido 

físico. Neste caso, a aceleração v em (14.6) representa essencialmente a acele
ração da partícula no campo externo.

Se o movimento for periódico no tempo, com uma frequência co, podemos 

escrever a seguinte expressão para Fr:

2^0) 

3 c3 m
lli 
3 c3 m

2 e2
(H.7)

3 c3

Portanto, a condição de aplicabilidade da expressão (14.7) para a reação de 

radiação Fr < /'assume a forma:

e2(ú/mc3 < 1 .

A violação desta desigualdade significa que a reação de radiação não é pequena, 
levando a resultados incorretos do ponto de vista físico. A teoria clássica do campo 
eletromagnético somente leva a resultados em concordância com os dados expe
rimentais para frequências:

co < mc3/e2 . (14.8)

Se Ui representar a massa do elétron, então a condição (14.8) é satisfeita 
para toda a região ótica e de raios-X. É interessante escrever esta desigualdade 

em termos do comprimento de onda X. = 2nc/co. Então, em lugar de (14.8) 
teremos:

*2 J (14.9)X > = romcl

onde rQ » 2,5 • IO-13 cm é o raio clássico do elétron. Portanto, a eletrodinâmica 

clássica é apropriada para a descrição de fenômenos que ocorrem em regiões 
espaciais cuja dimensão é muito maior que o raio clássico do elétron. Introduzindo 

o tempo característico:
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V

2 r0 _2 e2 

3 mc*
: = 6,3 • IO-2'1 s (14.10)Tr=-

3 c

podemos escrever a equação de movimento (14.6) na forma:

?rc(v-Tcv) = F (14.11)

Vamos ilustrar agora o uso desta equação na explicação de efeitos radiativos 
pequenos. Consideremos o movimento de uma partícula num campo de força 
central, conservativo e atrativo: F = - Fr. Tomando o produto vetorial nos dois 
lados desta equação com o raio vetor r, obtemos:

r x m v = mxcr x v = Tf^(rXmv)- mTcv x v .

Cada um dos fatores mv no lado direito pode ser substituído por F, visto que 
estes diferem de F apenas por wt.v, sendo assim a correção proporcional ar2c~ 
4 • 10"4' s2. Portanto, até a primeira ordem em re, podemos escrever que:

dL— - r x m v ~ - Trv x F = - TCF rxv (14.12)
dl

onde L = r X mv é o momento angular orbital da partícula. Tendo o termo no 
lado direito da equação (14.12) sentido oposto a L, vemos que a reação da radiação 
diminui lentamente a magnitude do momento angular.

14.2 AMORTECIMENTO RADIATIVO DE UM OSCILADOR HARMÓNICO

Considere um elétron ligado por uma força harmónica F = - kr, corres
pondente a uma frequência natural a>0 = (k/m)}/2. A equação de movimento do 

elétron, que inclui a força radiativa, será então:

f + 600 r = Tcf . (14.13)
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Supondo que o lado direito desta equação é pequeno em comparação com o 

termo de ligação, podemos fazer a aproximação:

(14.14)

de modo que a equação (14.13) pode ser escrita na forma:

f + yf + ft)or = 0 (14.15)

onde colocamos y = r. co^.
A solução desta equação, válida para y w0, é:

=í

= '» • * *
r = Açfi(*le-ytnSi (14.16)

■:

r
!

Assim, tanto o potencial quanto a energia cinética serão amortecidos por um 

fator e~yl:.

1

j ~ c~rl (14.17)

2

Então:

dT 2„ — = TCco-0T = (14.18)
3c3dt

Mas a equação (14.18) é precisamente a taxa de radiação, mediada sobre um 
ciclo, de maneira que a energia se conserva de acordo com a nossa dedução da 
força radiativa Fr. Esta equação corresponde a um trem de ondas amortecido 
emitido pelo oscilador cuja amplitude inicial é AQ. E claro que l/y representa a 
duração média do pulso irradiado.

A limitação na frequência imposta pela condição y < w0 é inteiramente 
desprezível, exceto para raios gama de altíssima energia. Em termos do quantum 
de energia da radiação emergente, esta desigualdade fica:
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=
i fi co0< — ^ m c2 — 100 Mev 

0 2 e2
(14.19)

Devido ao amortecimento radiativo, a radiação emitida pelo oscilador não é 
monocromática. A largura da linha pode ser obtida fazendo-se uma análise do 
campo elétrico de radiação £a. Este campo é proporcional à aceleração da carga, 
que é facilmente obtida a partir da equação (14.16). Escrevendo:

-

K = E0e~i(o°l e~yl/2 = f X *
J—oo

-ÍCÚt dCO (14.20)

então

E0 v^g-^ymdt=— iF =(ú 2n i(co0 - co) + y/2 (14.21)2n J°

onde supomos que o elétron começa a oscilar no instante inicial / = 0. Esta equação 
corresponde a uma intensidade de radiação:

_ Jo7 1
Io> = (14.22)(co - co0f + y2/4

normalizada de maneira que:

P. dú} = 7o (14.23)

conforme mostra a figura 14.1.
A largura da raia correspondente a meia intensidade será portanto:

Aco—y= TcCúl . (14.24)

Expressando esta largura em termos do comprimento de onda, teremos:
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2kAcoc 4k

T?0 ^ 10 12 cmAA = (14.25)
9

*>0

que é constante, independente da frequência do oscilador. A relação entre a 
largura da raia e a vida média dada pela equação (14.24), isto é, Awy-1 = 1, é equiva
lente à relação:

AE At ~ h (14.26)

onde AE= Aw. Esta equação descreve uma relação quântica entre a vida média 

e a largura da energia de um estado.

Ico

-7----^

(d(OQ

Figura 14.1

14.3 OSCILAÇÕES FORÇADAS

Na seção anterior, discutimos o movimento e a consequente radiação por 
um elétron ligado harmonicamente. Vamos considerar em seguida o movimento 
de um elétron ligado que é forçado a oscilar por uma onda eletromagnética 

externa. A teoria clássica de espalhamento e dispersão da luz é baseada neste 
tipo de consideração.

Para o tratamento de frequências óticas, podemos supor que a velocidade 
do elétron é não-relativística e assim podemos desprezar o efeito do campo mag
nético da radiação incidente. A equação de movimento de um elétron ligado num 

campo elétrico E0 e~mt será então:

r - tcr + fi)2r = - — E0e -i(ot (14.27)
m

I
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Estaremos interessados no estado estacionário, cuja solução é proporcional a e l0>l, 
de modo que podemos colocar:

2*r = -cor . (14.28)

Se quisermos levar em conta outros processos dissipativos, além do processo 

da reação da radiação, podemos incluir um termo resistivo Pr no primeiro membro 

de (14.27), onde Pé uma constante de decaimento com dimensões de uma fre
quência. Definindo assim:

!
r = r + tcco2 . (14.29)

a equação de movimento fica, portanto:

r + Tr + (úqY = - — E0e -icot (14.30)
m

A solução estacionária desta equação é dada por:

1e -i(útV (14.31)r = -
m cúq — co~ — tf (O

A aceleração da carga em termos do campo externo:

tw2e~ 2 2 « V,W/m ca - (úq+iTcú
(14.32)a = -

pode ser substituída na equação (13.40) para o campo elétrico de aceleração, 
obtendo-se a potência irradiada. Vamos examinar em detalhe várias aplicações da 

equação (14.32).
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14.4 ESPALHAMENTO THOMPSON POR ELÉTRONS LIVRES

Para um elétron livre e fracamente acelerado, w0 = 0, T =*0, de forma que :

e —i(úta =-----E0« (14.33)
m

Esta aceleração produz um campo de radiação de magnitude:

e senO a
EÁR) (14.34)

Rc2

onde 0 é o ângulo entre E0 e R, como indicado na figura 14.2.

E „(R)
<1> R

0f

0 onda incidente

elétron

Figura 14.2

A taxa com que a energia re-irradiada atravessa uma unidade de área é:

c ea senO 2
= 7Qsen20 —

\R
S = —— (14.35)

Rc24n

onde r0 = e2/mc2 é o raio clássico do elétron, e:

/ - j?2Ao A (14.36)
47t
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é a intensidade da onda incidente. Então:

_ 87t/0rgdU J/?2|s|tfQ (14.37)
dl 3

Dividindo a equação (14.37) por 70, obtemos a seção de choque efetiva de espalha
mento por um elétron livre:

É

i=
871 9
Tr° ‘

i
(14.38)<70 =

Esta relação é chamada de seção de choque para o espalhamento Thompson. Esta 
é constante, independente da frequência.

A comparação com a experiência é facilitada se expressarmos a equação 
(14.35) em termos do ângulo de espalhamento 6 e o ângulo de polarização <f>, 
mostrados na fig. 14.2. Os ângulos 0, 0, 0 se relacionam por:

f
I

cos O = cos 0 sen 6 (14.39)

í

isto é: sen2 0 = 1- cos2 0(1- cos2 0).
Se a onda incidente for não-polarizada, devemos tomar a média sobre os 

ângulos 0, obtendo assim:

!
i

sen20 = “|l + cos2 (14.40)

tendo em vista que a média de cos20 é 1/2. Em termos de 6, a taxa total da energia 
espalhada é:

8rc/oro1 + cos2 6dl 7°r°2J 2dU (14.41)dQ.=J
3-

i

A seção de choque diferencial por unidade de ângulo é dada por:

i

1
4
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?'o(l + cos20]) d°o _\ (14.42)
dQ. 2í

Esta seção de choque é mostrada graficamente como função do ângulo de espa
lhamento na figura 14.3.

:

.
i

: 1

1I:

VII? Clássico
1

1°Ti

Quântico

0
ti/2 7t

0------
i. Figura 14.3

A fórmula quântica para a radiação espalhada se aproxima da equação (14.42) 
quando a frequência tende a zero, mas a intensidade de espalhamento não é 
simétrica. Em geral, a radiação espalhada é mais concentrada na direção frontal,
como indicado na figura. Existe uma outra característica do espalhamento Thompson
que é modificada por considerações quânticas. Classicamente, a radiação espalhada 
tem a mesma frequência que aquela da onda incidente. Quanticamente, cada 
fóton irradiado reparte alguma energia e momento com o elétron, de maneira 

que a frequência do fóton espalhado depende do ângulo de espalhamento. Este 
é o espalhamento Compton, discutido no problema 14.3.

14.5 ESPALHAMENTO RAYLEIGH E O AZUL DO CÉU

No caso geral que envolve um elétron ligado harmonicamente, devemos usar 
a aceleração dada por (14.32) na equação (14.34), para determinar a energia re- 
ii radiada por unidade de área numa direção. Com esta substituição, a seção de 
choque irá diferir da seção de choque de um elétron livre por um fator:

í

|2O)2 co4
(O2 - co2 + iTcú (14.43)

(co2 - co2)2 + rV
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Assim, a seção de choque para o espalhamento por um elétron ligado será:

871 2

Tr°<** = (14.44)(®2-«o)2 + r2©2

Se co > (ú0 e (o > T, este resultado se reduz a ae— aQ, que é a seção de choque 
para um elétron livre. Sob a influência de uma onda de alta frequência, o elétron 
ligado irradia como um elétron livre, visto que neste caso a força de ligação é 
desprezível em comparação com a força motriz externa. Se co < co0, a equação 
(14.44) se reduz a:

\48tc 2f co 
773 \co0 j

(14.45)

Assim, a baixas frequências, a seção de choque aumenta com a quarta potência 
da frequência. Esta dependência da frequência é chamada lei de Rayleigh (1871).

A cor azul do céu é uma consequência da lei de Rayleigh. A seção de choque 
de espalhamento para uma molécula de ar é aproximaclamente dada pela 
expressão (14.45). A maioria das frequências de ressonância para as moléculas 
de N9, 09, e HgO estão na região ultravioleta, de modo que a hipótese co w0 é 
bem satisfeita para a luz visível. Assim, a luz na extremidade azul do espectro

o
visível (X — 4.000 A) é muito mais espalhada do que a luz na extremidade

o _ _
vermelha do espectro (X ^ 7.000A), a razão entre estas seções de choque sendo 
da ordem de (7/4)4 — 9. A luz azul será então espalhada para fora de um feixe 
de luz solar, preenchendo todo o céu.

Mas nesta explicação simples para a cor azul do céu, negligenciamos uma 
questão importante. Um volume de ar contém muitas moléculas e devemos 
saber como devem ser combinadas as contribuições individuais das moléculas. 
Na explicação acima, supomos implicitamente que as moléculas individuais 
contribuem incoerentemente para o espalhamento total: cada molécula produz 
uma intensidade de espalhamento de acordo com a equação (14.45), e a inten
sidade resultante é a soma destas intensidades. A validade deste procedimento 
é evidente para um gás com densidade baixa, onde as moléculas estão sepa
radas por distâncias grandes em comparação com o comprimento de onda. 
Nestas condições, as acelerações e radiações dos centros espalhadores diferem 
em fase por valores grandes e aleatórios, de modo que as moléculas atuam 
então como fontes incoerentes e a intensidade da radiação espalhada será a
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soma das intensidades individuais. Mas no ar a uma densidade normal, os 
elétrons em moléculas adjacentes se movem e irradiam em fase, atuando como 

fontes coerentes, de maneira que a amplitude de espalhamento é a soma das 
amplitudes individuais. A intensidade resultante seria então proporcional ao 

quadrado da amplitude resultante.
Se o ar fosse um dielétrico perfeito e uniforme, uma tal radiação coerente 

resultaria numa amplitude total nula para a onda espalhada, uma vez que a 
radiação de volumes diferentes de ar iria se cancelar por interferência destrutiva. 
Por exemplo, a figura 14.4 mostra dois volumes fixos e iguais de ar, cada placa 

estando na direção da luz incidente. Considere a radiação emitida numa direção

t\ radiação

2 y

y--: r.v'

onda incidente

Figura 14.4

perpendicular à direção da incidência, sendo esta a radiação que alcança um 

observador situado a uma grande distância ao longo do eixo y. A onda incidente 

sobre a primeira placa está sempre 180° fora de fase com a onda incidente sobre 
a segunda placa. Assim, as contribuições devidas a qualquer par de moléculas 

situadas em pontos correspondentes neste par de placas sofrerão interferência 

destrutiva na posição do observador, a amplitude de espalhamento resultante 
sendo nula! Mas este perfeito cancelamento requer uma perfeita uniformidade 

do ar. Entretanto, esta uniformidade não acontece em virtude de pequenas flu
tuações estatísticas. Na média, os dois pequenos volumes na figura 14.4 contêm 
um número igual a A de moléculas, mas, num dado instante, os números reais 

de moléculas são N+ 8Nj e N+ 8N2. A amplitude da radiação espalhada produzida 
por cada volume é proporcional ao número de moléculas. Visto que as amplitudes 
diferem em fase por 180°, a amplitude resultante será proporcional à diferença 

entre os números de moléculas:

[amplitude ] ~ (N + 8N{) - (N + 8N2) = 8N{ - 8N2 (14.46)
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A intensidade é proporcional ao quadrado desta diferença:

[intensidade] ~ [SNl - 8N2f = 8N* + SN2 - 2 8N{8N2 (14.47)

De acordo com a mecânica estatística, temos que na média 8Nf = 8N2 = Ne 
8N{ 8N2 = 0, visto que as duas flutuações não são correlacionadas, sendo cada 
uma positiva ou negativa ao acaso. A intensidade resultante será então pro
porcional a 2N, isto é, proporcional ao número total de moléculas nos dois 
volumes. Isto significa que a contribuição resultante para o espalhamento é 
exatamente como seria se os espalhamentos fossem incoerentes! A descoberta 
da importância fundamental das flutuações na densidade para o espalhamento 
da luz em gases foi uma das primeiras realizações de Einstein na física.

14.6 DISPERSÃO DE ONDAS ELETROMAGNÉTICAS

Se tivermos A centros espalhadores de elétrons por unidade de volume, 
cada um deles irá espalhar uma onda plana incidente de acordo com a relação 
(14.44). A radiação espalhada irá, em geral, se combinar coerentemente com 
o campo externo, modificando assim a velocidade efetiva da onda. E possível 
obter o efeito de um grande número de centros espalhadores pela superposição 
das ondas individuais. Contudo, para o estudo da dispersão, é mais conveniente 
tratar a re-irradiação como sendo devida a um efeito coletivo da polarização 
elétrica do material. A polarização se relaciona com os deslocamentos dos 

elétrons por:

P = -Ner (14.48)

O efeito da polarização volumétrica é adicionar uma corrente de polarização dP/dt 
à corrente de deslocamento (l/47t) • (dE/dt). Como vimos nas relações (6.2) e 
(6.3), obteremos assim as equações homogéneas de onda:

c dt
nl^E=0
c2 dt2

V2E- (14.49)

onde o índice de refração n é dado, para o caso y, = 1, por:
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\l/2
n = Vê = 1 + 471 —

l £
(14.50)

Para sistemas diluídos, como gases, nos quais a energia espalhada é muito pequena 
comparada com aquela do feixe incidente, é uma boa aproximação considerar o 

campo local no centro espalhador como sendo o campo da onda incidente. Assim, 
usando (14.31), teremos que:

AliNe2 1n2 = 1 + (14.51)
m - co2 - icóT

Se o meio for denso, como em líquidos e sólidos, o campo local não será mais 
igual ao campo externo, sendo dado pela relação (1.24):

= E + —P .Eer (14.52)
3

.

É este campo quç deve ser substituído em (14.31) para obter a polarização definida 

pela equaçãq (14.48), Quando os campos são eliminados, obtemos a relação de 
Clausius-Mossotti [ver o problema 14.6]:

- n2 - 1 47iNe2 

n2 + 2
1

(14.53)
3 m g>1 - O)2 - icoT

i
i

í

Vamos considerar por simplicidade o caso de meios rarefeitos, onde n não 
difere apreciavelmente da unidade. Neste caso, podemos calcular n a partir da 
equação (14.51), mantendo apenas os dois primeiros termos na expansão binomial. 
Assim, teremos aproximadamente que:

2nNe2 172 — 1 + (14.54)
m 0)1 - (O2 - ÍT(0

Identificando as partes reais e imaginárias, obtemos as relações:
I
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2 2 Cú0 - 0)2nNe2Re(n) — 1 +
(14.55)- («*-«’)’ + rV

2nNe2 FcoIm(n\ —
(14.56)” («í-■»’)’ + rV

O campo elétrico associado à onda que se propaga na direção z tem a forma:

E = E0 exp[ikz - icol\ (14.57)

onde:

k=”— n = — |Re(n} + z7m(n)]

de maneira que podemos escrever:

— Im(n)z lú) Re(n)E = z - i(út (14.58)
C c

Vemos portanto que a onda será atenuada no espaço por um fator proporcional 
a Im(ri). Observamos também que a velocidade de fase da onda é:

0) c
(14.59)

Re[ii) Re(n)

A equação (14.55) mostra que o índice de refração, e portanto também a 
velocidade de fase, é uma função da frequência. Consequentemente, o meio 

será dispersivo.
As quantidades Re(n) - 1 e /m( n) são mostradas na figura 14.5. Se w< (ov tere

mos uma dispersão normal, quando a parte real do índice de refração aumenta 
à medida que a frequência aumenta. O mesmo comportamento é observado para
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o) > o)r A região cúx < co < a>2, onde Re(ri) decresce à medida que a frequência 
aumenta, é chamada de região de dispersão anómala. Na região co ^ w0, temos

Im(n)

c
HL

\j- ít
*
t

1 CO, (Oq 1 CO9(O
“ =2 COco0 2 co0

I

I Re(n)-l
V 1

Figura 14.5

uma banda de absorção onde ntem uma apreciável componente imaginária. Pode- 
se mostrar [ver o problema 14.7] que as frequências e w2 correspondem aos 

pontos de meia-intensidade de Im(ri).
Vemos que para <y > ú;0, Re(n) < 1, de modo que nesta região a velocidade de 

fase (14.59) é maior que c. Entretanto, a velocidade média de transporte de energia, 
que é definida como a razão entre a média do vetor de Poynting e a densidade 

de energia, é sempre menor que a velocidade da luz no vácuo.

14.7 ABSORÇÃO DA RADIAÇÃO

Em adição ao espalhamento, o campo eletromagnético que interage com a 

matéria sofre também uma absorção. Na eletrodinâmica clássica, este processo 
pode ser calculado explicitamente no caso de um oscilador. Vamos estudar a 
situação em que a frequência do campo é próxima da frequência de ressonância 

a>0, quando a absorção é maior. Para isso, vamos expandir o campo incidente e o 

deslocamento do oscilador em integrais de Fourier:

E(/) = | E((ú)e 

r[t) = ^r{(ú)e~twldco .

-ÍO)l dcú ;
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Substituindo então as integrais de Fourier na equação de movimento de um osci- 
lador (14.30), obtemos analogamente à equação (14.31):

E^)
' r(<w) = — (14.60)m col-O)2 - íTcú

nA energia absorvida pdo oscilador é obviamente igual ao trabalho realizado 
sobre ele pelo campo externo:

À£=J F-vdl = -ej . (14.61)

O cálculo desta integral pode ser efetuado usando uma generalização do teore
ma de Parseval (8.22):

(14.62)

onde f(t) e g(t) são duas funções reais, cujas transformadas de Fourier são res- 
pectivamente f(co) e g(à).

Usando este teorema e as relações (14.60) e (14.61), resulta que a energia 
absorvida pela carga é:

J [ãwE(ft))-r*(<w)-áyE*(ía)-r(íu)]íto 

2r\E{wf dco ne2

H -®2)2

AE = -2ne
(14.63)

“ r|E(o))|2 da4ne2 C°° co 

m Jo lM 2 -im J o K-o,)2 + (r/2)2 ’+ í«2r2i

O integrando tem um máximo muito pronunciado na região de ressonân
cia. Vamos supor que a distribuição espectral da onda absorvida varie lentamen
te na região de ressonância em comparação com o fator ressonante. Então a 
integral pode ser calculada aproximauamente, usando a mudança de variável: 
cú-(ú0 = Fx/2:i
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2

i(r)2|E^0 + ^rxj2HE co) dco ,-rJ-2a)o/rFJo (rx/2)2 + (r/2)2(ú)0-co)2 + (r/2) (14.64)

<lEK + -)l7+i ~ 27i|e(co0)|2

onde estendemos o limite inferior de integração até - °°, tendo em vista que 

ío0 r. Substituindo (14.64) em (14.63), encontramos:

27^rlE(£0°)l2=27lVr°lE(ú)o)l2 ■ (14.65)AE =

;•
:i

Note que a energia absorvida é independente de propriedades particulares do 

sistema absorvente, tais como o valor da constante de decaimento T' etc. Assim, 
a expressão (14.65) para a energia absorvida tem um caráter muito geral, sendo 

similar à expressão obtida na teoria quântica da radiação.

;■

14.8 AMPLITUDE DE ESPALHAMENTO FRONTAL; O TEOREMA ÓTICO

Vamos discutir finalmente um teorema geral, que se refere ao espalhamento e 

absorção da radiação por uma coleção de objetos. Por simplicidade, vamos deduzir 

aqui este teorema somente no caso especial de uma onda eletromagnética espalhada 

por um elétron ligado harmonicamente. De acordo com a equação (13.40), a amplitude 

do campo elétrico de radiação produzido por um elétron acelerado é dada por:

a[t - R/c)-^rsen0
c2 R

(14.66)K =

onde 0 é o ângulo entre a direção da aceleração e a direção da radiação [veja a 

fig.13.8]. Para um elétron ligado e acelerado por uma onda incidente, a acele
ração a(t) é dada pela equação (14.32), e obtemos assim que:
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ei(kR-cot)e2 co2E0 sen©
(14.67)

mc2 (ú2 - (õq+íTcq R

O fator que multiplica a oncla esférica emergente: E0 é^kR ^/R é chamado de 
amplitude de espalhamento:

9e <w2sen0A - - (14.68)
mc2 (ú2 - cúq + iTco

Avaliando esta na direção de propagação da onda incidente, obtemos a amplitude 
frontal de espalhamento:

2 co2eA (14.69)
1 mc2 co2 - cú%+ íTco

Vamos examinar a parte imaginária desta função:

*2 Tco3Im(Af)
(14.70)9mc" + rV

Veremos que esta expressão está relacionada com a seção total de choque, isto é, 
a taxa total com que o elétron remove energia da onda incidente. Para calcular 
esta taxa, notemos que, em condições estacionárias, a potência removida pelo 
elétron da onda incidente deve ser igual à soma da energia reemitida e da energia 
dissipada. A energia irradiada é representada pelo termo tcco~ na expressão (14.29). 
A outra parte desta expressão, descrita por T', representa os processos de dis
sipação não-radiativa. Portanto, temos que:

_ „ dr dr= Fr • v = mi--------
dt dl.

(14.71)Prem

Então, encontramos que a média temporal desta potência removida será:

í
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mV (_e_V 

2 (®2-©o)2 + rV
®24fdr dr*'

^ dl dt J
mV

Pn (14.72)
2

A seção total de choque é definida como a razão entre P] 
do fluxo incidente:-

e a média temporalrcm

Tco24 TC e2Prem
<*t = (14.73)

cEq / 87c +TVc m

Note que a seção de choque total inclui a seção dè choque de espalhamento, visto 
que T inclui os efeitos da reação da radiação, que o elétron experimenta ao emitir 

a radiação (veja o problema 14.8). Comparando a expressão para cr com a equação 
(14.70), vemos imediatamente que:

4— /to(a/) .
C0 v J 1

(14.74)
*t =

Esta relação é denominada de teorema ótico. Ela é consequência de propriedades 

muito gerais relacionadas com a conservação da energia e do fluxo de potência. 
Uma versão correpondente do teorema ótico é válida também na mecânica 
quântica, onde tem importantes aplicações para o cálculo de seções de choque.

PROBLEMAS

1. A teoria relativísdca de elétron clássico de Dirac (1938) tem como equação 
de movimento:

dP„ = F + Friá * n Vdr .

onde p}i = m U^é o quadrimomento da partícula, réo seu tempo próprio 
e Pad é a generalização covariante da força de reação (14.5). Usando a 

condição = 0, que qualquer força deve satisfazer [ver o problema
10.11], mostre que:
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2e2 d2p^ 

3 mc2> dx2
Pr ( dPv dPv } 

dx dx
/?rac* - 
1 ti 2.2m c

2. Considere o movimento de uma partícula que se move numa trajetória circular 
num campo de forças centrais atrativo: F = -Fr. A partir do princípio de con
servação de energia, mostre que a taxa de variação da energia da partícula 

devida à emissão da radiação é:

i
'

dl m

■

Usando a relaçao (14.12), como também o fato de que a energia da partícula 

é metade da sua energia potencial (verifique isto), mostre que:

dL = j. L 
d£~ 2 E

3. A energia do fóton pode ser expressa pela relação: E = fiai, onde fi é a cons
tante de Planck e wéa frequência do fóton. O momento do fóton é dado 

por:p=E/c= fm/c. Mostre que, se o fóton for espalhado por um elétron esta
cionário, a sua energia será:

-1
E'=E l + A_(i_Cos 0)

mc

onde 6 é o ângulo de espalhamento do fóton.

4. Mostre que a seção de choque de espalhamento por um elétron livre de uma 

onda elipticamente polarizada: E=A cosa>/+B sencot, onde Ae B são amplitudes 

mutuamente perpendiculares, é dada por:
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2 (A x n)“ + (B x n)2da\ ~ 7 o A2 + B2dQi

onde néo vetor unitário na direção da radiação.

5. Mostre que uma radiação inicialmente não-polarizada, após ser espalhada 

por uma coleção de cargas livres, será sempre polarizada pelo menos par
cialmente, sendo a polarização máxima para um ângulo de 90°. [Este é o 

caso, por exemplo, para a luz azul do céu.] O termo “polarizado” significa 
que a luz terá assimetria azimutal quando analisada por um filtro de polari
zação.

J i ■
: 6. Deduza a relação de Clausius-Mossotti dada pela equação (14.53).
i

7. Mostre que, na região de dispersão anómala num gás, as frequências em que 

a parte real do índice de refração assume os seus valores máximos e mínimos 

correspondem aos pontos de meia-intensidade da sua parte imaginária.

i

}í:
;J:

í
8. Calcule a diferença entre a seção total de choque (14.73) e a seção de choque 

de espalhamento (14.44). Mostre que:

4 n e2 T'co2° a = °t- °e = c m + rV

onde aa((o) é denominada seção de choque de absorção. Esta seção representa 

a energia absorvida por unidade de área por unidade de frequência dividida 

pela energia incidente por unidade de área por unidade de frequência.

9. A partir do resultado do problema anterior, e usando um procedimento 

análogo ao da seção 14.7, mostre que a expressão (14.65) pode ser escrita 

como a integral de cru(a>) sobre todas as frequências:

i
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! 27tVl~oa(co)da) =
mc

quando se desprezam os efeitos do amortecimento radiativo.

10. Considere um meio rarefeito onde o índice de refração n é dado pela expressão 
(14.54). Mostre que a parte imaginária da amplitude de espalhamento frontal 
está relacionada com ím(n) através da relação:

—2—Im(n) . 
2nc-N v ’ ,

í
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FORMULAÇÃO LAGRANGIANA PARA O 

CAMPO ELETROMAGNÉTICO

5
O princípio variacional para partículas carregadas que interagem com campos 

eletromagnéticos é de grande utilidade para uma discussão sistemática das equações 
dinâmicas do movimento. A formulação lagrangiana mostra uma conexão fun
damental entre as simetrias do espaço-tempo e as leis de conservação do campo 

eletromagnético. Além disso, através da formulação canónica dos campos, este 

método permite uma transição entre a eletrodinâmica clássica e a eletrodinâmica 

quântica.

15.1 LAGRANGIANA PARA UMA PARTÍCULA CARREGADA NUM CAMPO 

EXTERNO

O método de Lagrange da mecânica clássica pode ser aplicado ao movimento 

de uma carga num campo eletromagnético. O tratamento lagrangiano da mecânica 

está baseado no princípio da menor ação. Na mecânica não-relativística, o sistema 

é descrito pelas coordenadas generalizadas 17f(/) e pelas velocidades generalizadas 

77.(Z). A lagrangiana L do sistema é um funcional de e de 77. e talvez, explici- 
tamente, do tempo. A ação A é definida como a integral de L sobre o tempo, ao 

longo de uma trajetória possível do sistema. O princípio da menor ação assegura 

que o movimento de um sistema mecânico se realiza de forma que, para passar 
de uma configuração inicial a num instante Zj para uma outra configuração final 
b num instante Z2, a ação:
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A = j‘*L[rii{t), r\i{t\t\dt (15.1)

é um extremo. Considerando-se pequenas variações de coordenadas e de velocidades 
em torno da trajetória real, e fazendo ÔA = 0, obtêm-se as equações de movimento 

de Euler-Lagrange:

d_f di3
d\dfl,y

dL
(15.2)

dTh

Desejamos estender o formalismo ao movimento relativístico de partículas, 
de forma coerente com a teoria da relatividade e levando, no caso de partículas 

carregadas num campo externo, à equação de movimento (11.6).
Com a finalidade de obter a lagrangiana apropriada para a equação da força 

de Lorentz, vamos começar com uma partícula relativística livre, cuja equação de 
movimento é:

dp _ d 

dt dt
(ymv) = 0 (15.3)

onde y = [1 - (xr/(?)]~l/2. Devemos escolher a lagrangiana L de modo que a 

equação de Euler-Lagrange (15.2) seja a mesma que a equação de movimento 
(15.3). Claramente, a lagrangiana apropriada para uma partícula livre é dada por:

l/iAivre =-mC2(l-V2/c2) (15.4)

visto que:

mVjivre _ = myvi
dvi 5 — v2/c2

leva à equação (15.3), quando substituída na equação de Euler-Lagrange (15.2). 
Note que Ljivre se reduz no limite não-relativístico, a menos de uma constante 
irrelevante, à expressão da energia cinética para uma partícula livre: T= mx?/2.
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Para obter a lagrangiana relativística de uma partícula em campos externos 
de uma forma mais sistemática, usaremos o princípio da invariância de Lorentz 
da ação. Que a ação seja um escalar de Lorentz segue do primeiro postulado da 
relatividade, tendo em vista o requerimento de que o extremo da ação determine 
as equações relativísticas de movimento. Se introduzirmos o tempo próprio através 
de: dl = y dr, a integral da ação fica:

A = Cí{rL)d-t . (15.5)

Sendo que o tempo próprio é invariante, a condição de que A seja também 
um invariante de Lorentz impõe que yL seja invariante. Esta é uma condição 
geral que deve ser satisfeita pela lagrangiana. Para uma partícula livre, Ljivre só 
pode ser uma função da velocidade e da massa da partícula. A única quantidade 
invariante de Lorentz que envolve a velocidade é uma função do produto escalar 
Ua Ua = -c2, onde Uaé a quadrivelocidade da partícula. Assim, concluímos que 

a lagrangiana de uma partícula livre é proporcional a y1. Vemos então facilmente 
que a expressão apropriada é dada pela expressão (15.4).

A condição geral de que yL seja um invariante de Lorentz permite a deter
minação da lagrangiana de uma carga relativística em campos eletromagnéticos 
externos, desde que se saiba a lagrangiana para o movimento não-relativístico em 
campos estáticos. Uma carga em movimento lento é influenciada predominan
temente pelo campo elétrico que é derivado do potencial escalar <í>. A energia 
potencial é: U- q$. Sendo a lagrangiana não-relativística (T- U), a parte de inte
ração Linl da lagrangiana relativística deve-se reduzir no limite não-relativístico a:

O nosso problema se reduz então a encontrar uma expressão invariante de 
Lorentz para yL||lt que se reduza a -q<f> para velocidades não-relativísticas. Sendo 
que $éa quarta componente do quadrivetor potencial Aa, podemos antecipai* 
que yLini envolverá o produto escalar de Aa com algum outro quadrivetor. Os 
únicos disponíveis são os quadrivetores de posição e de velocidade da partícula. 
Mas, devido ao fato de que yLdeve ser também invariante por translações, a lagran
giana não pode depender explicitamente das coordenadas. Consequentemente, 
a lagrangiana de interação deve ser tal que:

1
j

|
= y —q O + — v • A 

c
y Ant. U aAa (15.6)

C

onde usamos a convenção da somatória sobre índices repetidos.
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A combinação de (15.4) e (15.6) leva à lagrangiana relativística completa 

para uma partícula carregada:

(15.7)

A verificação de que (15.7) conduz, via as equações de Euler-Lagrange, à 
equação da força de Lorentz (11.6) é considerada no problema 15.1. As com
ponentes P do momento canónico são obtidas a partir da lagrangiana pela 

relação:

n dL qPi=-=ymvi + J-Ai (15.8)
dvi c

tendo em vista que os potenciais externos são independentes da velocidade da 
partícula. O momento canónico P = p + qA/c inclui portanto o efeito do campo 
através do potencial vetor. A parcela qA/c representa o momento armazenado no 

campo que pode ser transferido à partícula, da mesma forma que q<P represen ta 
a energia potencial da partícula no campo. O momento canónico torna-se muito 
relevante no contexto da mecânica quântica.

15.2 LAGRANGIANA PARA UM SISTEMA CONTÍNUO

Na seção anterior, consideramos a formulação lagrangiana para uma partícula 
carregada num campo externo. Ao estendermos esta formulação para o campo 

eletromagnético, encontramos um problema no sentido de que o número de 
graus de liberdade do sistema é infinito. Vamos portanto estudar a transição de 

um sistema mecânico com Ngraus de liberdade para um sistema contínuo onde 
N se torna infinito. [Para uma análise mais completa, ver Goldstein, Cap.12.] 
Consideremos um conjunto de Npartículas com massa m, conectadas por molas 

de comprimento ae constante elástica k, conforme mostra a figura 15.1.
Na mecânica clássica, a lagrangiana L = T- Udesse sistema é dada por:

:

-T7,)2 .
^ í=l

L = (15.9)
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m mm m'
: I I «—Hh—«■ a- ■a
-
' Figura 15.1

Esta equação pode ser escrita na forma:

/V
L = aL (15.10)i

i=1

onde

\2. 1 m .9
^ = õ "W 2 «

a+i - Ui- ka (15.11)/ a

Para permitir que o número de graus de liberdade tenda a infinito, colo
caremos:

(li+i - Vi dri
a —> dx, m/a —> fi, /ía —> F, (15.12)

a

onde }t é a densidade de massa linear e F é o módulo de Young. Através desta 
transição, substituímos o índice discreto i pela variável contínua x.

A lagrangiana torna-se então:

\2JdR dx = J LdxHJ W2- (15.13-a)
dx

onde

\2

£ ri,ih^rdx
Jdn1 • 9- urj -

2
(15.13.b)

dx
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A densidade da lagrangiana adquire assim uma dependência explícita na derivada 

espacial do “campo” 17.
Vamos deduzir agora a equação de Euler-Lagrange correspondente à variação

de:

8^Ldl = S^Ldxdl = 0 (15.14)

Utilizando as relações (15.13) e integrando por partes da maneira usual, encon
tramos:

dL 3 dl]' + 

d(drj/dx') V <9x
dLdL

di^ãrj/d l) t dt ,— 8rj + >dx dt
dri

d dLII dL d dL 
drj dx d^dri/dx) dl d^drf/dl)

>8rjdxdl = 0

A parte integrada se anulou em virtude da condição Ô77 = 0 nos pontos extremos 
da integração sobre t. Sendo que Ô77 é uma função arbitrária de x, obtemos a 
equação:

I

dL d dL d dL _ ^
drj dx d^drj/dx^j dl d (drj/dl)

(15.15)

Note que, indo para o limite de uma variável contínua, substituímos um sistema 
de A equações diferenciais ordinárias por uma equação com derivadas parciais. 

A partir da densidade de lagrangiana (15.13.b), temos que:
1

d dL _ d2Tj 
dx d(drj/dx) dx2

________ _ chi
dl d[drj/dl) ^ dl2
d dL

Usando estas relações, vemos que a equação correspondente de Euler-Lagrange 
pode ser escrita na forma:
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sh__ i_a = 0
dx2 (Y/n) dl2

(15.16)

I

Esta equação descreve uma onda de compressão, que se propaga com velocidade
(W/2.

Estas considerações podem ser generalizadas para um campo quadridimen- 
sional 17 (x), onde rj pode ser qualquer parâmetro covariante. Neste caso, o princípio 
variacional é:

eív drj<5 J | Ld?xdt d4x = 0 (15.17)
dxv J

Esta formulação é evidentemente covariante se a densidade da lagrangiana L for um 
escalar. Vamos variar novamente a dependência funcional de £em 77 e drj/dx:, con
siderando x}( como coordenadas independentes. Uma integração por partes leva a:

dL d 

dr\ dxM d[drj/dx^
dLí ■dAx Stj = 0 (15.18)

que conduz às equações covariantes de Euler-Lagrange:

dL _ d 

drj dxp d[dri/dx^)
dL

(15.19)

O nosso programa é encontrar uma densidade de lagrangiana L tal que uma 
equação como (15.19) possa levar na eletrodinâmica às equações de Maxwell.

15.3 LAGRANGIANA PARA O CAMPO ELETROMAGNÉTICO

Vamos generalizar a análise da seção anterior, substituindo o campo 77(x) 
pelo quadripotencial do campo eletromagnético\(x)y onde x = xp corresponde 
a um ponto no espaço-tempo e v = 1,2,3,4. A velocidade generalizada dr\/dxfi é
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substituída pelo gradiente quadrivetorial dAv(x)/dxJí = âj(Av(x). Teremos então 

em correspondência com (15.19), a equação:

dLdL
^ d{dílAv) (15.20)

dAv

A integral de ação toma a forma:

A - jjtd3xdí - L[Av(x),dpAv,xp]d x (15.21)

A natureza invariante de Lorentz da ação é preservada desde que a densidade 
de lagrangiana £ seja um escalar de Lorentz, em virtude de o elemento de volume 
quadridimensional ser invariante. De acordo com a analogia em relação à situação 

envolvendo partículas discretas, esperamos que a lagrangiana na ausência de cargas 
seja quadrática nas “velocidades”, isto é, em âa Ap ou Fap. Numa oscilação eletro
magnética, a energia oscila entre as energias magnética e elétrica, do mesmo modo 
que a energia de oscilação mecânica oscila entre a energia cinética e potencial. O 
único escalar quadrático em Fap que é proporcional a esta diferença é: Fap Fap = 
2(F? - Fr) [ver o problema 10.12]. O termo de interação de L envolve as den
sidades das fontes, descritas pelo quadrivetor de corrente Ja. A partir da lagrangiana 

(15.6) e usando a relação Ja ~ qUa, podemos antecipar que £|nl. é um múltiplo de 

JcAcr Com esta motivação, postulamos a densidade de lagrangiana eletromagnética:

i

: )

1 1 (15.22)FapFafi + Ja^aL- —
1671

Escolhemos o coeficiente e o sinal dos termos de interação para concordarem 

com (15.6), o sinal e a escala da lagrangiana livre sendo determinados pelas 
equações de Maxwell. A nossa tarefa é verificar que esta densidade de Lagrange 

leva corretamente, através do princípio variacional, às equações de Maxwell. Para 
usar a equação de Euler-Lagrange na forma dada na equação (15.20), vamos subs
tituir a definição do tensor do campo eletromagnético e escrever:

1 ^Xa^api^a^o ^o^a)[^X^p + ^ Ja AzL - - (15.23)
1671
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No cálculo de dL/d(dj(Av),é preciso ter o cuidado de não esquecer nenhum termo. 
Existem quatro termos diferentes, conforme podemos ver no seguinte cálculo explícito:

dL 1
^Xa^op ( ^na^vo-^Xp ^no^va^Xpd{dHAv) 1671

+ ^vpFaa-ô^ôvXFaa) .

Em virtude da simetria de 8fiu e da anti-simetria de F ^ todos os quatro termos são 
iguais, e a derivada fica:

dL 1 r 1 r 
471 ^ 471

(15.24)<9(^AV)

A outra parte da equação de Euler-Lagrange é:

dL 1
= -Jv ■ (15.25)

dAv c

Portanto, as equações do movimento do campo eletromagnético são:

(15.26)

Estas equações são equivalentes à forma covariante das equações não-homogêneas 
de Maxwell (10.23).

15.4 INVARIÂNCIAS E LEIS DE CONSERVAÇÃO

Uma propriedade fundamental, provada por E. Noether em 1918, é a de que 
as propriedades de simetria da lagrangiana implicam na existência de quantidades 
conservadas. Por exemplo, se a lagrangiana não contiver explicitamente uma dada 
coordenada, então o momento canónico correspondente é conservado. Analogamente, 
a invariância da lagrangiana sob deslocamentos temporais ou translações espaciais
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implicará na conservação da energia e do momento. Vamos discutir explicitamente 
o teorema de Noether no contexto dos campos eletromagnéticos.

A simetria por translações refere-se aos efeitos de uma transformação infini
tesimal da forma:

xp -> Xp =xp + Ap (15.27)

onde Apéum quadrivetor infinitesimal constante. Esta translação no espaço-tempo 

é ilustrada na figura 15.2. Uma transformação de coordenadas x —> x'

i

*3

Figura 15.2

substitui o campo Av (x) por uma descrição correspondente A^(x') relativamente 
ao novo sistema. Teremos então uma invariância se o novo campo A'v(x') satisfizer 
as equações de movimento (15.20), do mesmo modo que Av(x). Para isto, é 

necessário que a densidade de lagrangiana L tenha a mesma forma funcional nos 
dois casos. A invariância pode ser implementada impondo a igualdade das ações: 
A = A\ onde A é dada pela equação (15.21), sendo:

;
1

;

A \V'A L[A v(x )>d H&v>x'p\dAx' . (15.28)

Aqui V\ representa o volume do espaço quadridimensional referente ao sistema 
transladado.

O efeito sobre A A - A' -A devido à transformação (15.27) pode ser encontrado 
mais facilmente, mudando as variáveis de integração em (15.28) para as mesmas 
variáveis que aparecem na equação (15.21). Tendo em vista que uma translação
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não distorce os elementos de volume, temos que d4x' = d4x e a região de inte
gração pode ser descrita da mesma forma para A e A'. Além disto, sendo que a 
translação não modifica o sistema físico, a invariância requer que Ay (d)= Av(x). 
Analogamente, devemos ter também djtAy = dJlAv, visto que dft = dJt para variá
veis que diferem apenas por uma constante. Assim,

=

:
- J (â X | (x), Av, xp + A p ] - Av (x), d ]}AA = jj.Av,Xp (15.29)
-

representa o resultado de uma translação no espaço quadridimensional. Sendo 

Ap infinitesimal, podemos escrever o integrando como:

/ \ 
dL

ap (15.30)dx
PJA

onde o índice A indica que a diferenciação opera apenas com respeito à depen
dência explícita de A com x. No decorrer da integração em (15.29), Av(x)ed 1tAv 
irão variar, de forma que é conveniente introduzir a variação:

dLdL dL dL 9p(Vv) ■9 = 3 pAv +dxpjA + dÁv (15.31)3(3p Av)3 xp

Tendo em vista que por hipótese Av(x) satisfaz as equações de movimento 

(15.20), dL/dAv, na equação (15.31) pode ser substituído por 3?i[0X/9(0?í Av)], 
com o resultado de que:

dL] dLdL
+ dp d pAv (15.32)

3(3^^v)dxp 
P J A

dXp

Usando esta expressão em (15.29) e impondo a condição da invariância transia- 
cional teremos a condição:
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dL1 (Cxd^ LSW- dpAv = 0 .AA-Ap (15.33)
d{d,Av)

Sendo que a equação (15.33) deve ser satisfeita para variações arbitrárias Ap, 
obtemos então a relação:

(15.34)Wmp = 0
5

onde o tensor canónico 3íjtp é definido por:

!
dL dpAv - Lôpp .^Ps (15.35)

d(dpAv)

íi

A anulação da quadridivergência deste tensor representa uma lei de conservação. 
Consideremos agora a interpretação da quantidade conservada 3í)ip no caso de 
um campo eletromagnético isolado da matéria, descrito pelo primeiro termo da 
equação (15.22). Usando a relação (15.24), podemos escrever então o tensor 9PJip 
na forma:

Mpp = ~ Fvfl dpAv 4- õppFlp (15.36)

A relação Fpv = dpAv-dl/Ap = -Fvp permite a substituição de dpAv, levando à equação:

= Fyy M 
471 pp 4tc

FVp dyA^— -1 . 7? p _i.1^ p2 ,
W 4n 1 V* yp 4 °HPÍ (*P ^ (15.37)

onde T}tp é precisamente o tensor de energia-momento do campo eletromag
nético, dado pela equação (10.49). Vamos considerar o efeito da quadridivergência 

na equação (15.34), sobre o último termo em (15.37):
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dM{FVpdvAp)-dpdv(FvpAp) dp(Apd vFvp) • (15.38)

O último termo se anula em consequência da equação de Maxwell (15.26) para 
o campo eletromagnético livre. O primeiro termo no lado direito da equação 
(15.38) também se anula em virtude da anti-simetria de F :

dpdv[FvpAp) = dvdp (^/iv-Ap) = [Fvp Ap) •

=
-
. Consequentemente, a anulação da quadridivergência (15.34) implica:-

d;rw = o (15.39)

que é exatamente a equação da continuidade (10.50) para o caso de um campo 
livre, quando a densidade de força fp se anula.

Mostramos portanto que a conservação da energia-momento resulta em 
consequência da invariância por translações temporais e espaciais. Note que, se 
tivéssemos considerado apenas uma translação temporal ( A 
as componentes T?í4 na equação (15.33) seriam identificadas. Como vimos na 
equação (10.51), estas descrevem a densidade de energia do campo eletromag
nético e o seu fluxo. Analogamente, o momento linear é conservado porque as 
leis de Maxwell se aplicam igualmente nas diferentes localizações no espaço 
homogéneo. Uma análise semelhante mostra que a invariância por rotações 
devida à isotropia do espaço implica na consçrvação do momento angular do 

campo eletromagnético.

= 0 ), somente: 1.2.3

i
í

I
•-
;

I
: 15.5 HAMILTONIANA PARA O CAMPO ELETROMAGNÉTICO.

:
Consideremos a componente ^4 do tensor canónico ?ífip dado pela relação 

(15.37). Usando a expressão (10.51) e as equações de Maxwell, podemos escrever 
que [ver o problema 15.7]:

<

1

1; (15.40)^44 “
871
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Integrando esta equação sobre o espaço, o segundo termo no lado direito não 
dará qualquer contribuição para um campo localizado, pois se transforma numa 

integral de superfície no infinito, onde todos os campos e potenciais se anulam. 
Obtemos deste modo a hamiltoniana para o campo eletromagnético:

HA=s;í[lEHT*Af]A • (15.41)H =

A equação (15.41) é uma expressão para a energia total do campo eletromag
nético. Em seguida, vamos confinar o campo a uma caixa de dimensão L Tomaremos 

as condições de contorno de forma que os campos sejam periódicos com período 

Lnas três dimensões espaciais. Este método leva, conforme veremos, a uma repre
sentação dos campos que é facilmente quantizada.

Em vista da periodicidade das condições de contorno, podemos expandir E 

e A numa série de Fourier em termos das funções:i

fu(d = ^u*'kr (15.42)

onde ek A (\ = 1,2,3) representam vetores unitários de polarização. As condições 

de contorno restringem k aos valores: k = (2k/L) (lx+ m y + n z), com l, m, n re
presentando todos os inteiros positivos e negativos.

Desta forma, podemos escrever que:

A(r,<) = VÍjc Xf*,a(r)?u(0 (15.43)
k,X

E(r,<) = V4n^fw(r)/»w(/) . (15.44)
M

As funções da equação (15.42) satisfazem as relações auxiliares:

V f VxfM =*kxf= iV f (15.45)k,X k,X k,X
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Vamos aplicar estas relações a um campo de radiação, que é puramente trans
versal. Escolhendo um calibre onde = 0, podemos então tomar V • A = 0, V • E 
= 0. Neste caso k • ek A = 0, e portanto a soma sobre as possíveis polarizações incluirá 
apenas duas componentes, e^, e eft2, para cada k, onde ekX é perpendicular a k. 
Conseqúen temente:

^ X f/t, 1 ” 2 k,2 (15.46)

Para o primeiro termo da hamiltoniana (15.41), devemos calcular:

1 JlE| ^ x - I X ^ k' ,X'Pk,Xpk' ,X'
4n k,X k',X'

^ k,X k',X'

ek',X' Pk,xPk',X' \d3xe/(k-k')-r (15.47)
A,A ‘:

II *k',X'Pk,Xpl',X'8{k-V)eA,X *
A,A A',A'

onde usamos a propriedade da função delta (B.6). Substituindo a somatória sobre 
k de acordo com a correspondência: L“3X = (2tc)-3 \ (Pk e e usando a ortonor-

A
malidade dos vetores de polarização, obtemos que:

^3
— [IeIVx4t:ji 1

E*',A^*,AK',A'5(k-k')A,A ■
(2tc) A,A'

^Y,\dikEkX ^kxPk.xPl,^ (15.48)

(2n) A,A'

sXÍ^^aKa = XXKa|2 •L3

(2^r a A A=

Calculando analogamente o segundo termo da hamiltoniana, obteremos [ver o 
problema 15.8]:
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i ;=i
(15.49)

Consequentemente, a hamiltoniana pode ser escrita na forma:

»4sí(m!+‘2u2)
* k A=1' >

(15.50)

Cada termo na equação (15.50) é o mesmo que a hamiltoniana para um oscila- 
dor harmónico. Assim, o campo de radiação pode ser considerado equivalente 

a um conjunto de osciladores harmónicos.
A equação (15.50) possibilita uma transição apropriada para a eletrodinâ

mica quântica, onde as variáveis canónicas p e q são quantizadas, tornando-se 
operadores de absorção e criação de fótons. O princípio de incerteza permite a 

criação momentânea de um fóton virtual y e a sua subsequente absorção pelo • 
elétron, conforme mostra a figura 15.3.

Y

e~ e~ e~

Figura 15.3

Este processo radiativo modifica a estrutura eletromagnética do elétron, de 

modo que o seu fator g-terá correções em relação ao valor 2 previsto pela equação 
de Dirac. Cada vértice de interação da figura (15.3) é proporcional à carga do elé
tron, de maneira que a correção correspondente será da ordem a - e^/hc — 

1/137,04, onde a é a constante de estrutura fina. As correções radiativas na eletro
dinâmica quântica, associadas aos processos que envolvem vários fótons virtuais, 
levam à seguinte previsão para o momento magnético anómalo do elétron:

\2 z _.\3
---0,3284781 -g + 1,195 - (15.51)

^2 2 TC \ 71)
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Este resultado tem uma excepcional concordância com o valor experimental men
cionado na equação (11.47), sendo a diferença relativa da ordem de uma parte 

108!!em

PROBLEMAS

1. Mostre que a lagrangiana relativística para uma partícula carregada (15.7) 
conduz, via as equações de Euler-Lagrange, à equação da força de Lorentz:

dp=q E + — x B
dt c

(Use a derivada convectiva d/ dt = (d/dl) + v • V e as definições-padrão dos 
campos em termos dos potenciais.)

-i

2. Mostre que, para uma partícula em movimento num campo eletromagnético, 
a velocidade v pode ser expressa em termos do momento canónico P [veja 
equação (15.8)] através da relação:

;
!

cP - qA
v = 1/2\2

P - — A 2.2+ m~ c
c

3. A hamiltoniana é definida em termos da lagrangiana como:

H = P-\-L .

Usando a expressão para v obtida no problema anterior, mostre que a hamilto
niana para uma partícula em movimento num campo eletromagnético é:

^(cP- qA)2 + m2c4 + q<&H =.
■

;
4. Considere a densidade de lagrangiana correspondente a um campo escalar 17:

,
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í £ = -[<?,, 77 <9/( 77+ /TÍ72

í
(a) Mostre que a equação de Euler-Lagrange é dada por:

(□ — A^2) 77 = 0= 1
li

i

(b) Verifique que a solução com simetria radial é:

■

—Ur
í(k r-fi)/) £___

*7 = * r

Esta forma descreve um campo escalar de Yukawa.

5. (a) Mostrar, a partir do princípio variacional, que as lagrangianas que só
diferem por uma derivada total em relação ao tempo de uma função das 
coordenadas de posição e do tempo são equivalentes, no sentido de que 
levam às mesmas equações de Euler-Lagrange de movimento.

(b) Mostrar explicitamente que a transformação de calibre A —» Ap + <5^ dos 
potenciais na lagrangiana das partículas carregadas (15.7) gera apenas uma 
outra densidade equivalente.

6. Uma outra densidade de lagrangiana para o campo eletromagnético é:

1 1
doApdaAp + ^ Ja^aL- —

(a) Deduzir as equações de movimento de Euler-Lagrange. Sob que hipóteses 

estas são equivalentes às equações de Maxwell?

(b) Mostrar explicitamente que esta densidade de lagrangiana difere da 
(15.22) por uma quadridivergência. Esta quadridivergência afeta a ação ou 
as equações de movimento?
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7. Usando as equações de Maxwell para o campo eletromagnético livre, deduza 
as seguintes relações para as componentes de F d^A^.

Fv,dvA, =V • (OE)

MFWÁd„A, = -i V •

FVJdvA4 =i - — (cD£.)-(Vx<DB).
c dl

8. A partir das relações (15.43) e (15.46), verifique a equação (15.49).

9. A lagrangiana de Proca é:

FapFap ~ ““ AaAa + “ JaAa
1L = —

1671 c

onde }i = myc/â, e my denota a massa do fóton. Usando as equações de Euler- 
Lagrange, mostre que as equações de movimento são:

1

1

d„(Fvli) + H2Av=^Jv

No calibre de Lorentz e no limite estático, para uma carga q puntiforme em 
repouso na origem, só não é nula a componente temporal A4 = /<í>. Mosti*e 
que neste caso a solução da equação de Proca tem a forma:!

:
O(r) = qe pr/r

i

O fator exponencial altera o caráter do campo magnético da Terra de forma 
que se pode estabelecer um limite muito estrito para a massa do fóton, a 
partir de dados geomagnéticos.
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10. Considere campos eletromagnéticos livres de fontes e confinados numa região 
localizada no espaço.

(a) Mostre que o tensor: Mppv = xp Tpv - xy Tpfl> satisfaz a equação de con
tinuidade: dp Mpitv = 0.

(b) Mostre que, quando p e i^são ambos índices espaciais, conclui-se a con
servação do momento angular do campo eletromagnético:

|(rxg) + V.(?xr) = 0í

onde g é a densidade de momento do campo e ?éo tensor de tensões de 

Maxwell. (Veja também o problema 4.14.)
!

5

í

;

I

j

;
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MONOPOLOS MAGNÉTICOS E A QUANTIZAÇÃO 

DA CARGA ELÉTRICA

16.1 INTRODUÇÃO

Durante um longo tempo, acreditou-se que a carga magnética não tinha 

existência real, sendo apenas um conceito auxiliar. Na sua famosa monografia De 

Magnete (1600), Gilbert, tendo em vista a impossibilidade prática de separar os 

pólos de uma barra imantada, negou a existência de pólos magnéticos isolados. 
A denegação conclusiva para este conceito veio com o trabalho de Ampère (1825), 
que considerava a corrente elétrica como sendo a única fonte do magnetismo. 
Em 1873 Maxwell, o fundador da teoria do campo eletromagnético, apoiou as 

idéias de Ampère, rejeitando a idéia de carga magnética.
Desta forma, parecia que este conceito era destinado a ter somente uma 

função auxiliar na ciência. Entretanto, em 1931 Dirac desafiou a idéia dominante 

sobre a ausência da carga magnética na natureza e reabilitou este conceito. Dirac 

fez uso da simetria contida nas equações fundamentais de Maxwell para o campo 

eletromagnético:

1 dE _ 471V x B - -V • E = Anp
c dt c

(16.1)

V x E + - — = oV • B = 0
c dt
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Na primeira linha destas equações, encontramos no lado direito as densidades 

de carga elétrica p e da corrente elétrica J. A simetria seria completa se em lugar 

de zero na primeira equação da segunda linha pudéssemos escrever a densidade 

de carga magnética 4itpm, e na segunda equação a densidade da corrente mag
nética (4n/c)Jm. No seu trabalho [Proc. R. Soc. (London) A133, 60 (1931)] Dirac 

escreveu: “Nestas circunstâncias seria uma surpresa se a natureza não fizesse uso 

desta simetria”.
O argumento de Dirac mostra que a simples existência de um monopolo 

magnético no universo ofereceria uma explicação sobre a natureza discreta da 

carga elétrica. Uma vez que a quantização das cargas é um dos mistérios mais pro
fundos da física, a idéia de Dirac tem um grande apelo. Por este motivo, ela 

estimulou uma intensa atividade de pesquisa, tanto experimental quanto teórica. 
Recentemente houve uma renovação do interesse nos monopolos magnéticos, 
sendo que estes são previstos naturalmente pelas modernas teorias unificadas das 

interações fracas, eletromagnéticas e fortes. Contudo, não existe ainda evidência 

experimental conclusiva para a existência de cargas magnéticas.

t

16.2 MONOPOLOS MAGNÉTICOS

Podemos restaurar a simetria entre os campos elétricos e magnéticos, se 

incluirmos uma densidade magnética pm e uma densidade de corrente Jw nas 
equações de Maxwell:

V E = 4np (16.2.a)

VxB = — J + i — 
J c dl

(16.2.b)
C

V•B = 4npm (16.2.c)i

1 <3B471V x E =----- - I -J m (16.2.d)
C dlC!

Agora, estas equações mostram uma simetria entre E e B, sendo invariantes sob 
a substituição:
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J J m (16.3)E-> B P Pm

B —> -E J m "J (16.4)Pm -» "P ‘=
:

Esta substituição é chamada transformação de dualidade. Apesar de esta gene
ralização das equações de Maxwell parecer perfeitamente plausível, ela contém 
certas dificuldades que aparecem ao expressarmos o campo magnético como o 
rotacional do potencial vetor:

B = V x A . (16.5)

Para ver por que isto pode conduzir a dificuldades, vamos integrar a equação 
(16.2.c) sobre o volume de uma esfera que contém um monopolo magnético g. 
De acordo com o teorema de Gauss, obtemos:

Jb • dS = 4ng j*VxA-dS = 47Cg . (16.6)ou

Agora, considere o lado esquerdo da segunda equação. Podemos calcular a integral 
de V x A sobre uma superfície esférica fechada, avaliando-a primeiramente sobre 
uma superfície aberta que consiste de uma superfície esférica, subtraindo um 
pequeno círculo de raio 8, conforme indica a figura 16.1.

Figura 16.1
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Em seguida tomaremos o limite ô—> 0. De acordo com o teorema de Stokes, 
a integral de V x A sobre esta superfície esférica “aberta” é igual à integral de A 

em tomo deste pequeno círculo:

5

:
JVx A-dS - A-á . (16.7)

õ-> 0

Se A for livre de singularidades, então o potencial vetor aproxima-se de alguma 
constante à medida que 8 tende a zero. O lado direito da equação (16.7) se reduz 
então a A * J dl, que é zero, isto é

|V x A • dS = 0 . (16.8)

Mas isto contradiz a equação (16.6)! Para evitar este problema, devemos admitir 
a existência de singularidades em A(r): qualquer superfície fechada em tomo de 

um monopolo magnético deve ter pelo menos um ponto em que A é singular de 
tal maneira que a integral de linha de A em torno da singularidade dá 4?tg quando 
8 > 0. Se imaginarmos que o monopolo magnético é circundado por uma sequência 
de superfícies esféricas concêntricas de raio cada vez maior, reconhecemos que 
os pontos singulares nestas superfícies formam uma linha que se estende do 
monopolo ao infinito, conforme mostra a figura 16.2. Esta linha de singularidades 
é chamada linha de Dirac do monopolo.

1

i
:

Figura 16.2

Por exemplo, o potencial vetor:
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.
; 1 + cos 6 *! A = -g (16.9)

r sen 0

produz, para 0 < 6< n, o campo magnético do monopolo [ver o problema 16.1]:
;

B=g^. (16.10)
r

Este potencial vetor tem uma linha de singularidades ao longo do semi-eixo positivo 

z, onde 0=0.
A expressão (16.9) corresponde de fato ao potencial vetor devido a um 

solenoide infinitamente delgado que está ao longo do semi-eixo positivo z, 
estendendo-se da origem até o infinito. Para um tal solenoide, as linhas de campo 

emergentes na extremidade inferior são radiais (veja figura 16.3), sendo análogas 

às linhas de um monopolo magnético. Esta semelhança entre os campos de um

Figura 16.3

solenoide infinitamente delgado e de um monopolo magnético não acontece ao 

longo do semi-eixo z positivo: aqui, o campo do solenoide é infinito, ao passo que 
o campo magnético do monopolo é finito. É importante enfatizar que este campo 

magnético é bem comportado, sendo apenas o potencial vetor singular ao longo 

da linha de Diraç. No contexto da eletrodinâmica clássica esta singularidade não 

tem implicações físicas, visto que somente o campo magnético é observável.
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16.3 QUANTIZAÇÃO DE DIRAC PARA A CARGA ELÉTRICA

Talvez a consequência mais fascinante da teoria dos monopolos magnéticos 
seja a condição de quantização para a carga elétrica, que resulta quando exami
namos o momento angular nos campos eletromagnéticos. Considere um monopolo 

magnético g e uma carga elétrica q, conforme mostrado na figura 16.4. De acordo 
com a equação (4.43), a densidade do momento nos campos é E X B/ (4nc). Este 
vetor é perpendicular a E e B. Portanto, na figura 16.4, o momento

:

i
j

* I

'

1 7

!

1

Figura 16.4

flui em círculos em torno do eixo z, produzindo um momento angular ao longo 
deste eixo, que é dado por:

l=HExBl |[(r ' B)E - (r ■ E)b]1dv =-----
4nc

dv (16.11)
4nc )

Para um monopolo magnético na origem, B = gr/r*. Substituindo esta forma na 

expressão (16.11), obtemos:

JUe-mjí*, .gL = — 
4nc

(16.12)

Vamos considerar a integração em termos das componentes de L. Com esta 
finalidade, escrevemos:
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_g_f£iA|V)
4 tec J 1 dx\r jí[‘£*g -M, ) dv = dvLk = r34 KC

Podemos integrar por partes, usando:

£ifi)= ' l r ,
d f E'Xh dE:xk

dx\ r

Desta maneira, obtemos:

J^-jdv - -^L. J it(V E)dv

J — (4np)dv .

g4 = 47CC
(16.13)

47tc J r
gÚS: -

Anc

I
A distâncias suficientemente grandes da carga elétrica, £ = çdQ, de modo que a
integral de superfície se anula por simetria. A densidade de carga para uma carga pun- 
tiforme </situada em azé:p = qÔ(r-az). A integral restante em (16.13) toma-se então:

Lk = - — í — <5(r - az)dv . 
cJr

(16.14)

As componentes Lx e Ly se anulam por simetria, sendo a única componente 

diferente de zero dada por:

_ g?Lz = (16.15)
c

Note que este resultado é independente da separação entre o monopolo mag
nético e a carga elétrica! De acordo com a mecânica quântica, vamos supor que 
a componente £zseja um múltiplo inteiro de h/2:

■
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:
1L. = —nti 

* 2
n = 0, ± 1, ± 2,... (16.16)i

>
i;

de onde resulta a relação:i

««a»*. (16.17)
2c\

i
I

Este resultado, chamado a condição de quantização de Dirac, leva à notável conclusão 
de que a carga elétrica é quantizada: para um dado g, q é proporcional ao inteiro n.

A regra de quantização (16.17) pode ser obtida também por um outro método, 
analisando o problema do movimento do monopolo num campo elétrico uniforme. 
Consideremos um campo elétrico uniforme E entre as placas de um condensador, 
como é mostrado na figura 16.5. É natural supor que o monopolo com carga mag
nética g move-se ao longo da órbita A A’ situada num plano normal ao vetor E 
(por analogia com o movimento de uma carga elétrica num campo magnético). 
A força de Lorentz atuando sobre a carga g que se move numa órbita circular com 
velocidade linear v será igual a:

^ = g|E|- •
c

(16.18)

No equilíbrio, esta força é compensada pela força centrífugaFc= Mir/R, onde M 
é a massa do monopolo e Ré o raio da órbita.

i
iT I i T

;ei

| ií ‘Í3Ê>*
T i i iii

i
ii i iii i r

E1

c3iT T i
i i i

nR2=S'i i i

Figura 16.5

Da igualdade FE = Fà encontramos que:

ii
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Mvc
E = (16.19)

Usaremos agora um resultado da mecânica quântica, de acordo com o qual o 
momento angular Lzde uma carga num campo elétrico estático e uniforme satis
faz a regra de quantização de Landau:

(n = 0,± 1,± 2,...)Lz = 2 nfi (16.20)

quando os efeitos associados ao vácuo são subtraídos. Sendo que Lz = MvR, a 
equação (16.20) leva a:

MvR = 2 nh (16.21)

Das equações (16.19) e (16.21), obtemos facilmente que:

2 hcE = (16.22)—9------ 71

R g

Notemos agora que o campo elétrico pode ser expresso em termos da carga sobre 
as placas do condensador de acordo com a fórmula:

(16.23)

*

onde 5 = rci?2 é a área da órbita e q é a carga distribuída nas placas do condensador 
sobre esta área. Substituindo (16.23) na equação (16.22) encontramos para a 

carga observável q a relação:

hc (n = 0,± 1,± 2,...) (16.24)q = n —
2g

I

; que está em completa concordância com a fórmula de Dirac (16.17).

:
'

\ ■ I
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Se substituirmos q= e e n- 1 na equação (16.24), encontraremos a unidade 

fundamental da carga magnética:i

cfi 137 
ê = w- = -^re (16.25)

2e 2

Usando este resultado, vemos que a força magnética entre dois monopolos é maior 

do que a força enu'e dois elétrons por um fator:

: i(l37)2^ 4.692 . (16.26)
e2

A partir desta relação, podemos estimar que o raio de um estado ligado formado 

por um par monopolo-antimonopolo será menor do que aquele do átomo de 

Bohr por um fator da ordem de IO"4. Esta distância é extremamente pequena, 
sendo da ordem do raio clássico do elétron!

:

■

16.4 INTERAÇÃO DA CARGA MAGNÉTICA COM A MATÉRIA

Supondo que os monopolos magnéticos existam na natureza, devemos indagar 

sobre a maneira pela qual eles poderiam ser detectados.
Para responder a esta questão, vamos observar inicialmente que, analogamente 

à carga eléuica, a carga magnética deve satisfazer também uma lei de conservação 

[ver o problema 16.4]. Em outras palavras, os monopolos só podem ser criados aos 

pares, isto é, um monopolo e um antimonopolo, e aniquilados também aos pares.
Assim, podemos supor que um par de monopolos pode ser produzido numa 

colisão de altas energias entre as partículas, como, por exemplo, entre fótons e 

prótons. Nestes processos a energia envolvida deve ser maior que o dobro da 
energia de repouso Mc2 do monopolo. Entretanto (veja a próxima seção), de 

acordo com as teorias unificadas das partículas elementares, a massa de um 

monopolo é da ordem de 1014 GeV/c2. Esta energia é muito maior do que aquela 

produzida pelos mais poderosos aceleradores existentes na atualidade. Por isso, 
as pesquisas experimentais foram concentradas na detecção de monopolos mag
néticos que poderiam ocorrer naturalmente nos raios cósmicos extremamente 

energéticos que incidem sobre a Terra.

■

í

;

■

:

-
iI
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Figura 16.6

Um cios métoclos básicos utilizados nestas pesquisas estuda os traços de ioni
zação produzidos por monopolos que interagem com a matéria. Para estimar a 
intensidade de ionização produzida neste caso, consideremos um monopolo g 
passando por um ponto Pao longo da reta AB, conforme indica a figura 16.6.

Por analogia com uma carga elétrica cujo movimento com velocidade v produz 
um campo magnético B ~ vE/cy haverá um campo elétrico E ~ vB/ c gerado pelo 
movimento do monopolo. Sendo o campo magnético do monopolo B » g/1? 
quando este se encontra à distância bdo ponto P, o campo elétrico que atuará na 
posição Pserá da ordem:

=
!

i

:

:

E.&- (16.27)
cb2 '

A ionização é proporcional à energia transferida pela partícula em movimento 

na matéria aos elétrons do meio. De acordo com a equação (12.9), esta energia 
é proporcional ao quadrado do campo elétrico da partícula e inversamente pro
porcional ao quadrado da sua velocidade. Consequentemente, a ionização pro
duzida por um monopolo no ponto Pserá proporcional a:

\2f vê íHê)~ (16.28)

cb2J v2

Vamos comparar esta expressão com a ionização produzida em P por uma 
carga q passando ao longo da reta AB. Sendo o campo elétrico da carga E » q/tr, 
teremos:

11
(16.29)

9 9,4v~ v~b

:
!

:
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É importante notar que a ionização produzida por um monopolo é independente 
da sua velocidade. Portanto, o traço de ionização deixado por um monopolo nas 
emulsões fotográficas será muito pronunciado e uniforme. Por outro lado, para 
uma partícula elétrica carregada, tendo em vista que a sua velocidade diminui ao 

longo da trajetória, a ionização deverá aumentar.
Em 1975, uma experiência realizada por B. Price [Phys. Rev. Lett. 35, 487 

(1975)] teve um resultado positivo para um candidato ao monopolo. Um dispo
sitivo experimental consistindo de um detetor de Cherenkov, que mede as velocidades 
das partículas, e de placas com emulsões nucleares foi colocado com o auxílio de 
um balão a grandes altitudes. Observou-se um evento cujas características de ioni
zação estavam em concordância com a relação (16.28), correspondendo a um 
monopolo magnético com carga g = cã/e.

Uma outra experiência realizada por Cabrera em 1982 [Phys. Lett. 48, 1387 
(1982)]também teve indícios positivos da existência de um monopolo com 
carga g = cã/2e (veja o problema 16.8). Experiências deste tipo estabeleceram 

um limite superior para o fluxo de monopolos incidentes sobre a Terra, da 
ordem de 10-10/cm2s. Portanto, se os monopolos magnéticos existem, eles 

devem ser muito raros.

í •

!
!

16.5 MONOPOLOS MAGNÉTICOS NA FÍSICA DE PARTÍCULAS ELEMENTARES

Apesar da falta de evidência experimental conclusiva, existem fortes razões 
teóricas para a existência de monopolos magnéticos. Estas decorrem de idéias 
gerais sobre a unificação das interações fundamentais. Durante as últimas décadas, 
houve grandes progressos na compreensão das forças fracas e fortes entre as 
partículas elementares.

As interações fracas são responsáveis pelos processos da radioatividade e da 
transmutação do hidrogénio em hélio no interior das estrelas. As interações fortes 
providenciam a força de ligação dos nêutrons e prótons nos núcleos atómicos. 
Estas forças têm um alcance muito curto, da ordem de IO"13 cm.

Apesar das diferenças óbvias, existe um mecanismo comum que caracteriza 
as interações eletromagnéticas, fracas e fortes: cada uma é mediada pela troca de 

partículas com spin 1, chamadas bósons de calibre. Estes bósons são diferentes 
nos três casos. Eles são denominados glúons no caso da interação forte, bósons 
W e Z na interação fraca e fótons no caso da interação eletromagnética. Todos 

estes bósons obedecem, entretanto, ao princípio unificado da invariância de cali
bre, discutido no capítulo 4, tendo por isso um comportamento físico análogo. 
Weinberg e Saiam conseguiram unificar as interações fracas com a eletrodinâmica 

quântica, propondo em 1967 uma teoria eletrofraca das interações. Esta teoria 
foi posteriormente generalizada, englobando a teoria das interações fortes conhe-

i
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cida por cromodinâmica quântica (veja, por exemplo, o livro de P. Davies citado 
na bibliografia).

A propriedade comum destas três interações de partículas, que podem ser 
descritas usando os bósons de calibre, sugere uma profunda unidade entre elas. 
Nesse sentido, o conceito crucial é que as intensidades de acoplamento destes 
bósons com as partículas elementares variam com a distância. Isto é muito simi
lar à noção intuitiva da blindagem dielétrica na eletrodinâmica. No caso de um 
dielétrico, uma carga positiva colocada no material tende a atrair as cargas nega
tivas e repelir as cargas positivas, polarizando as moléculas adjacentes. Esta 
blindagem tende a tornar a carga efetiva menor a grandes distâncias. Vice-versa, 
vindo de uma região distante, vemos que a carga elétrica efetiva aumenta gradual
mente à medida que a distância da carga diminui. Na eletrodinâmica quântica, 
um efeito análogo acontece mesmo no “vácuo”. Isto ocorre porque o “vácuo” é 
um meio dinâmico repleto de pares elétrons-pósitrons. Estes pares podem ser 
polarizados analogamente às moléculas no dielétrico, levando a uma blindagem 
da carga elétrica.

No caso das interações fracas e fortes, que são não-lineares, descobriu-se que 
os bósons de calibre correspondentes têm um efeito de antiblindagem sobre as 
cargas fracas e fortes. Deste modo, estas cargas efetivas diminuem gradualmente 
a curtas distâncias. Este comportamento é indicado na figura 16.7. É um fato

ii

!

O :gs !ForteJS
Cl,o .<

Ponto de unificação

Fracoi i
i
i

1/127 - - Elétrico
i
i

10 ~13 d(cm)10 "28

Figura 16.7

notável que, se estas interações forem extrapoladas, elas serão unificadas numa 
só interação a uma distância extremamente curta da ordem d0 = 10 28

G. t’Hooft mostrou [Nucl. Phys. B79, 276 (1974); B105, 538 (1976)] que as 
teorias unificadas contêm necessariamente partículas estáveis que possuem carga 
magnética, isto é, monopolos magnéticos. Estas aparecem como soluções inde-

cm.
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pendentes do tempo com energia finita das equações não-lineares dos campos. 
Portanto, a existência dos monopolos magnéticos é uma consequência muito geral 
da unificação das interações fundamentais. A massa destes monopolos magnéticos 

é calculável, sendo da ordem

i

M---- ----- 10Mw (16.30)i prótoncd0

Tendo em vista a sua enorme massa, qualquer monopolo que possa existir 
hoje deve ter sido produzido nos primórdios da existência do universo, quando 
este era extremamente quente. De acordo com o modelo de “Big-Bang”. 
intervalo inicial Àl = 10~35s o universo era tão quente que colisões de partículas 
com energias da ordem 1014GeV ou maiores ocorriam frequentemente. Estas 

colisões poderiam produzir monopolos magnéticos. Uma vez produzidos, a sua 
abundância no universo poderia ser reduzida somente pela aniquilação de pares 

monopolos-antimonopolos. Em virtude da expansão do universo, esta aniquilação 
não foi completa, de modo que um certo número de monopolos poderia existir 
até hoje. O fato de os monopolos observáveis serem extremamente raros pode 
ser indicativo da forma pela qual ocorreu a evolução primordial do universo.

Embora o estudo teórico dos monopolos magnéticos possa levar a conexões 

surpreendentes entre a física de partículas e a cosmologia, vale a pena lembrar 
neste ponto as palavras de Faraday: “Nada é maravilhoso demais para ser verdade, 
se for consistente com as leis da natureza, mas em tais questões a experiência é o 
melhor teste”.

no

PROBLEMAS

1. Mostre que, para 0 < 0 < n, o potencial vetor:

1 + cos 6 *A = -g
rsen0

determina o campo magnético (16.10) para um 
com

monopolo. Verifique que, 
esta escolha de A, a linha de Dirac está ao longo do eixo z positivo.

2. Mostre que, na notação tensorial quadridimensional, as equações (16.2) 
podem ser escritas na forma:
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4 71 47Ed F = — Jvu J v
C

dnFvn =—Kv
c

onde K„ = (Jm, icpm) e Fflv = (l/2i) £}tuap Fa(3, com o tensor totalmente anti- 
simétrico e definido por:fivap

se jivap for uma permutação par de 1,2,3,4 
se jivafi for uma permutação ímpar de 1,2,3,4 

0 quando pelo menos dois índices são iguais

1
-1£)iva$ <

3. A transformação de dualidade mencionada nas equações (16.3) e (16.4) é 
um caso especial da seguinte transformação geral:

E —> E cos 0 + B sen G B —> -E senG + B cos G

p —» p cos G + pm sen G Pm -»-P sen 0 + pm cos 6

J -» J cos 6 + J,„ sen0 J,„ ->-J sen0 + J,„ cos 6»

onde 6 é um parâmetro real arbitrário. Mostre que as equações (16.2) são 
invariantes sob esta transformação de dualidade.

4. A partir das equações modificadas de Maxwell (16.2), deduza a seguinte lei 
de conservação para as cargas magnéticas:

+ V-J,„=0 .
dl

5. Considere um monopolo como um solenoide extremamente comprido e 
delgado, cpjmo ilustrado na figura 16.3. Para que o solenoide não seja detectado 
experimentalmente, é necessário que a fase da função de onda quântica de 
uma partícula que é transportada em torno do solenoide seja igual a 1. Esta 
fase pode ser escrita como:
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■cã =1 •exp -

Mostre que esta condição leva à condição de quantização de Dirac (16.17).

6. Considere o movimento de uma partícula com carga elétrica ql e carga mag
nética gj no campo de uma partícula fixa na origem com carga elétrica q2 e 
carga magnética g2.

(a) Mostre que a equação de movimento da primeira partícula é:

mJt = (?1?2 + glg2)^J + (?lg2 - ?2gl ) J X ~

(b) Tomando o produto vetorial da equação de movimento com r, mostre 
que a quantidade vetorial:

■;(?ig2-?2gi)- 
c r

L = r xm\-

'
é uma constante de movimento. Esta constante de movimento é o 
angular do sistema.

momentoí

(c) Mostre que a quantização da componente do momento angular ao longo 
da linha que conecta as partículas leva a:

(?2gi -q\&) = \nn<:

e verifique que esta condição de quantização mais geral inclui a equação 

(16.17) como um caso especial.

7. Considere uma transformação de Lorentz do campo de um monopolo mag
nético estacionário. Determine os campos magnéticos e elétricos para um
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monopolo em movimento, descrevendo qualitativamente as linhas do campo 

elétrico.

* 8. Mostre que em consequência da equação (16.2.d), uma corrente de mono
polos gera um campo elétrico que satisfaz a relação:

c

Assim, um fluxo de monopolos cria uma força eletromotriz numa espira que 
circunda o fluxo de monopolos. Esta propriedade foi usada por Cabrera 
numa experiência para a detecção de monopolos. Ele utilizou uma bobina 
supercondutora, onde circulam as correntes geradas pela força eletromotriz. 
Considere uma bobina contendo A espiras, e suponha que um monopolo 
magnético executa um movimento oscilatório com frequência v através da 
bobina. Se o monopolo contém uma carga g = dí/2e, determine a força eletro
motriz média na bobina.

9. O acoplamento efetivo a(r) na eletrodinâmica quântica é descrito aproxi- 
madamente pela seguinte expressão:

acc{r) =
1 + (2a/37t)ln(r/tf0)

onde a^l/137éa constante de estrutura fina e^éo raio de Bohr. Estime 
o valor numérico do acoplamento efetivo a(d0), onde d0 é a distância de 
unificação das interações eletromagnéticas, fracas e fortes.
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Apêndices

Apêndice A
A. Fórmulas Vetoriais

O objetivo deste apêndice é apresentar um resumo da análise vetorial, 
contendo fórmulas úteis para as aplicações na eletrodinâmica. Note que A, B, 
C são campos vetoriais arbitrários, sendo que <J> e ip denotam campos escalares 
arbitrários.

Al. RELAÇÕES VETORIAIS

A • (B x C) = B ■ (C x A) = C • (A x B) (A.1)

A x (B x C) = (A • C)B - (A • B)C (A.2)

v x vy = o (A.3)

V • (V x A) = 0 (A.4)

V x (V x A) =V (V • A) - V2A (A.d)
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V -(y/A) = A- Vy/ + y/V • A (A.6)

V x (y/A) =Vy/ x A + y/V x A (A.7)

i
I

V (A ■ B) = (A • V)B + (B ■ V)A + A x (V x B) + B x (V xA) (A.8)=
I |
_=

V • (A x B) = B • (V x A) - A • (V x B) (A.9)
:
=
I=

V x (A x B) = A (V • B) - B(V ■ A) + (B • V)A - (A ■ V)B (A. 10)
■

i í

A2. RELAÇÕES INTEGRAISi
-

Se Vé o volume limitado por uma superfície fechada S, com da = hda onde 
néo versor normal externo a da, então:

í VJv Ia (Teorema da divergência)• Adv = • da (A.11)

j^Vy/dv = <J> y/da! (A. 12)
; i

J*^ V x Adv = j>da x A• i (A. 13)t .

Jk(0VV + V<I> • Vy/jdv = O da -Vy/ (identidade de Green) (A. 14)

Se S é uma superfície aberta limitada pelo contorno C, cujo elemento de 
linha é dl,

js(Vx A) -da = §A-dl (Teorema de Stokes) (A. 15)

da x V y/ = | y/dl (A. 16)
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A3.>lS relações diferenciais

i
Coordenadas cartesianas (x, y, z)

. ao .ao .ao
e* a* + e^ dy+e* dz iV® = (A. 17)

3A 3A—- +—- +—- 
dx dy dz

íV A = (A. 18)

a2o a2o a2o
dx2 + dy2 + dz2v2o = (A.20)

Coordenadas cilíndricas (p, 0, z)

_* 3® . 1 3® . 3®
v*=e^+eVãí+e-a7 (A.21)

1 d-Aí, 3a+---r-^ + —-
P 30 3z

1 3 K)V A = (A.22)
p3p

, 3z 3p J
1 ãA, 3A0 

Cp^p ap azVx A = ê + e*

AO (A.23)

30P

IAÍ 9®1 _l_a^® 3^®
p. 3p ^ 3p, p2 302 3z2V2® = (A.24)
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Coordenadas esféricas (?; 6, (f>)
i
i

1 (9®_. „ <9® . 1 (9® ^ . (A.25)I r sen 6 d(j)

i1 «9 11 <9 (sen# + (A.26)V-A = lrsen# d(j)r2 rsenO de {

^ (seneA^,)- —

(rA«) +

1 :eV x A = êr +
d(j)r sen # <?#

1 1 <9 (A.27)+ e0 rsen# d(j) r dr

+ è,± j-(rA»)- dAr
de

1 <?20>d^A | 1 d
dr. ) r2sen# dO

1 d 2 #0 r —V2<D = sen 0 —— + (A.28)
r2sen2# d(j)2r2 dr de

i
;

I

!
'



Apêndice B 

B. Função Delta

Frequentemente, encontramos a necessidade de discutir os efeitos rela
cionados com cargas localizadas, descritas como elementos puntiformes. Para 
descrever estas situações, é útil introduzir a função delta de Dirac. Esta função se 
anula, exceto quando seu argumento é zero:

S(x - x'j = 0 X ^ x' (B.l)

senclo a integral desta função multiplicada por J[x') dada por:

| /(*') S[x - x')dx' = /(x) (B.2)I
:
:
I

Em três dimensões podemos escrever que

<5(r - r') = <5(x - x') S(y - y') <5(z *') (B.3)

/(r')S(r-r')*/ = /(r) (B.4)
todo espaço

Vamos apresentar algumas propriedades adicionais da função delta:

5(/)^ = <5(x)dx 

J V{x)8[f[x)-y\dx V(x) (B.5)

\df/dx |
J/(x)=y

A função delta pode ser representada em termos de sua transformada de 

Fourier como:

1 - J A'(r~rVfc .5(r-r') = (B.6)
(2ti)

I
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■ Usando esta representação, vamos provar a importante relação:

1
V2-=-47t<5(r) .

r
(B.7)

Para isso, escrevemos a função l/r em termos da sua transformada de Fourier:

- = . (B.8.a)

Invertendo esta relação, temos que:

1! c(k) -íkrdv (B.8.b)
(2tt)

|

Nesta fórmula, integramos primeiramente com respeito ao ângulo, escolhendo 

o eixo polar na direção do vetor k:

J 0 T Jo

1c(k) = -ikr cos 6sen 0d6
(2n)

í 1 2e'h ) dr
(2nf k2(2n)

Substituindo este resultado em (B.8.a), temos:

-— f— ^v2 J k2
i •,krd3/t . (B.9)
r (2")

Aplicando o laplaciano nos dois lados desta equação, obtemos:

1 2 fv2- = ,kTd-‘k .
(2tc)r
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Consequentemente, usando (B.6), vemos que:

^-(2ti)3 5(r) =-47t5(r) .1V2 i
(2ti)r

:Esta equação pode ser expressa numa forma mais geral como:

1 = -47t5(r-r') .V2 (B.10)
r - r'

!
que se reduz a (B.7) transferindo a origem para r'.

i

i

;

■

!
!

‘í

:
|
í

!
|

!

s
i



!•

Apêndice C
C. Polinómios de Legendre

Os polinómios de Legendre Pn(y) satisfazem a equação diferencial:

|
dp„— (1—z^2)<m L1 ' dn + n(n + l)PM = 0 . (C.l)

i i

Vamos expandir Pn (y) numa série de potências. Como queremos que Pn(y) 
sejam finitos para valores de //.entre 0 e 1, consideramos somente potências posi
tivas de y:

i

i -

i! !

i oo

Pn(P')='LAnjPl ■ (C.2)

/=0

; O primeiro termo da equação (C.l) leva então a:

oo oo

— (l — Ai2) 
d/i ’ dn

dP„
(C.3)

1=0 1=0

A primeira soma no lado direito desta equação pode ser reescrita notando 
que os primeiros dois termos se anulam:

oo oo

1—2

1=0 1=2\ i (C.4): oo

=2X«(*+2)(/+iy .;
1=0

Usando este resultado em (C.l), encontramos a seguinte relação entre os 
coeficientes:

i •

oo

XK+2(* + 2)(z + 1) -1(1 + 1) + A,hl n(n + l)]n‘ = 0 . 
1=0

(C.5)

I
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Igualando a zero os coeficientes das potências de pl, temos a seguinte relação de 
recorrência:

A,./+2 _ Z(/+l)~w(w + l) 

(Z +1)(/ + 2)
(C.6)

A,/

Para determinar as funções Pn(p), vamos considerar primeiramente o caso 
em que n é par. Vemos imediamente que, se /é ímpar, não existe nenhum valor 
de / tal que /(/+ 1) - n(n+ 1) se anule. Assim, se existem termos ímpares, à medida 
que / aumenta, a razão Atil+2/Anl se aproxima de 1. Isto cria problemas quando 
p = 1, porque a série vai divergir neste ponto. A única solução para este problema 
é colocar A , = 0, £ois neste caso todos os termos ímpares irão desaparecer. Nãon,l
há problema com as potências pares de /. Quando chegamos ao termo / = n, a 
razão A = 0 e a série termina. Concluímos que, se 
?2 for par, Pn(p) contém somente potências pares de p. Quando ?ié ímpar, podemos 
usar um argumento idêntico para mostrar que Pn(p) terá apenas potências ímpares 

de p.

/A„, se anula. Assim An,l + 2 »,»+2

De acordo com a convenção de normalização Pn(l) = 1, e sendo P0(p) uma 

constante, vemos que:

f0(m) = i ■ (C.7)

Em seguida notamos que Px {p) é proporcional a p. Assim, usando a nossa con
venção, temos:

Pi{») = H ■ (C.8)

Para obter P2(p) devemos usar a relação de recorrência (C.6) para obter
A22/A2Q:

A,2
A>,0 2

Escolhendo A() 0 de acordo com a nossa normalização temos:
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(C.9)

Indo para P3(;/), achamos primeiramente que:
13 :

i1 i
A 53,3

3^3,1
ij

Fixando As ] pela convenção, encontramos:

5/J.3 - 3/ií

PÁ^)= 2 (C.10)

i

j

Para provar a propriedade de ortogonalidade (3.27) consideremos a equação:i

f,v-'W£ *: + n(n + l)Pn(/i)[£Í4 = 0 (C.11):
I

i!
que é válida em virtude da equação diferencial (C. 1). Integrando o primeiro termo 
por partes obtemos:

;:

dPn,{íi) dPn(n)í,(>-"■) dn=n(n + l)^Pn.(n)Pn(n)dti . (C.12)
d/l dfl

Em seguida vamos escrever uma equação correspondente com nerí trocados. 
Subtraindo estas relações, obtemos:

[n{n+\)-n'{n' + \)]\['Pn.(ii)Pn{li)djl = 0 . (C.13)

Para obter a normalização da integral quando n = rí, vamos escrever:

II
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an + btW/Ofa=/(»)= (C.I4)
cn + d

onde expressamos o fator de normalização J{n) em termos das constantes a, b, c 
e d na forma indicada em (C.14). Estas constantes podem ser determinadas cal
culando explicitamente o lado esquerdo da equação com o auxílio das relações 
(C.7 - C.10). Encontramos assim que:

d = 1 .c = 2b = 2a = 0 (C. 15)
r

'
= Desta maneira, obtemos a relação de ortogonalidade dos polinómios de 

Legendre:

(Cl 6)

>
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Apêndice D 

D. Funções de Bessel!:
■;

i

As funções de Bessel são soluções da equação diferencial:

d2R ■R dR. ( 9 9\ r» ní- + u— + [u* -n*)R = 0 . 
du ' '

u2 (D.l)
du

Vamos expandir R(u) numa série de potências em torno do ponto u = 0:
■»

i;'
i

: oo

R{u) = ubYjakuk . (D.2.a)
1 /í=0

í I Então:

idR f/t 
ir = Hk+b)ahu
uu k=0

k+b-1 (D.2.b) v>

^ ^ = X(^ + b)(k + b -l)ahuk+b-2 (D.2.c)
du2 A=0

Substituindo (D.2) na equação diferencial (D.l) obtemos:

+ b^k + b - 1 )ak + [k + b)ak +1u2 2 H]m /£+* = 0 (D.3)- n
k=o

Sendo as várias potências de u linearmente independentes, os coeficientes 
de cada potência devem se anular, resultando:

^(k + b)(k + b - l) + (ã + b) -n2jaA + ak_2 = 0 . (D.4)

L-
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Notando que a_2 = 0, obtemos para k = 0 a relação:i
1

b2-n2 =0 (D.5)

cujas soluções são:

l\ = n> 0 h2 = -n (D.6)

Para o caso k = 1, temos:

[{b+if 2 al=0 . (D.7)- 71

[Assim, oj = 0 para as duas soluções b\ e b2.
Se usarmos ^ = nna equação (D.4) obtemos:

ak-2 ak-2 (D.8)ak = - k(2n+ k)(tz+ /e)2 - n2

que é a relação de recorrência para a equação de Bessel. Como a\ = 0, esta equa
ção requer que todos os a k com k ímpar devem se anular. Desse modo, vemos 

que k é restrito a valores pares. Substituindo k= 2A na equação (D.8), A será um 

número natural e

°2Ã-2 (D.9)a2X ~ ~ 2~A(n+A)

Assim:

*0A = 1 ; «2 — 22 -l(n + l)

a9 «oA = 2 > ^4 “ 2a-2(n + 2) ^22 j2 -l-2(n + l)(n+2)
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1'
tendo em geral que:

(-i)\i

(D. 10)
<*2A =“ 22A A !(n + l)(n + 2).... (n + A)

Portanto, no caso b} = n a solução é:

/?,(«)=u- y v «2AV ^7022;lA!(w + l)(n + 2)....(n + A)

oo: :
(0.11)

:

Com a convenção aQ = 1/(2” n!), R^u) torna-se a função de Bessel de
ordem n:

(-ifoo??

2"n\^n 2A
22AA!(n + l)(rz + 2)...(n + k)U

(D.12)

(-i)A f \2An oos
v*/ A=0 A!T(A+n + l)U

A solução para &2 = -n é:

“I y (~I)A [u
2) âA!r(A-n + l)U

n2AW oo

(D.13)

A solução geral da equação de Bessel é usualmente escrita em termos das funções 

Jn(u) e Nn(u), onde a função de Neumann Nn (u) é dada por:

/„(M)cosn7t~7_„(tt)
*■(«) = (D. 14)

senrat
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Se inteiro, é claro que Nn(u) é linearmente independente de Jn(u). No 
limite n—> inteiro, pode ser mostrado que Nn(u) continua sendo linearmente 
independente de J„(u).

As funções de Bessel Jn(u) são regulares na origem, onde têm uma variação 
da forma:

n1 U
u< 1 . (D.15)r(ra +1) U

As formas assintóticas destas funções são:

tík n
JÁu) u> 1 . (D.16)COS U---------

2 4

As funções de Bessel têm portanto na região assintótica uma variação senoidal 
com amplitude decrescente. A região de transição entre as formas dadas pelas 
equações (D.15) e (D.16) ocorre na região n.

Por outro lado, as funções de Neumann são singulares na origem, onde:

o / >
— In “ 
n {

(n = 0)
2 J

N„{u)~ (D. 17)

T{n)(2 V (n ^ 0)
n \u)

Elas têm as seguintes formas assintóticas:

nn 7t
K(v) . (D.18)U---------~

2 4

A partir das formas assintóticas (D. 16) e (D. 18), podemos ver que cada função 
de Bessel tem um número infinito de raízes. As primeiras raízes das funções de 

Bessel J0 e são dadas na tabela seguinte:



406 • Princípios de Eletrodinâmica Clássica
i-

2a raizFunções de Bessel 1 a raiz 3a raiz 4a raiz

I!
2,405 5,520Jo 8,654 11,792

J] 3,832 7,016 10,173 13,324

Mencionamos a seguir algumas propriedades úteis das funções de Bessel:
■

£[■/,(»)]=«/»(«) .:!
(D.19.a)!■

í Esta equação pode ser verificada diretamente a partir das séries (3.57):
li

d / T \ d u? 
du v du 2

4 6 3 U5U U u
232! + 252!3! 22 + 24 (2 !)2 -- u-

2 + (V2Tu 1 - (u/2) =uj0 m
(2 O2

Integrando a equação (D. 19.a) obtemos a relação:

\uj0{u)du = ujl(u) . (D.19.b)

As funções Jn(u) satisfazem as relações de recorrência:

Jn-1 (M) + Jn+1 (“) = — Jn («)
íí

(D.20.a)

dJn{U) (D.20.b)

Estas podem ser verificadas diretamente a partir da representação (D. 12) 
para as funções de Bessel de ordem n.

f I
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Para determinar a condição de ortogonalidade satisfeita por estas funções, 
vamos denotar a n-ésima raiz de Jn por kma, isto é: Jn (km a) = 0. A equação diferen
cial satisfeita por Jn (kvp) é:

i d ( dj„(kmP)) (
pdP{p dp J+ <■" (D.21)

Se multiplicarmos esta equação por pjn{km,p) e integrarmos entre 0 e a,
obtemos:

i!

d (dJÁtA 
dp Ç dp J

2 >
^JPjn(**'P)jn(*J>)4P = 0 •

1
dp +

(D.22)

+

Uma integração por partes, combinada com o fato de que pjn{knp) se anula 

em p = 0 e p = a, leva ao resultado:

2 A
~~2 Pjn{KnP)UKp)dP = 0 
P J '

n djn(kmp) djn(kmp)í dpdp

Se escrevermos agora a mesma expressão, com os índices me m' trocados, e 
subtrairmos estas expressões, obtemos a condição de ortogonalidade:

(*£ - kl)\lpJn{K,p)jn{K:p)dp = 0 . (D.23)

A partir das relações (D.20) e usando a equação diferencial, encontramos 

que a integral normalizada das funções de Bessel é dada por:

a2JlpJn{kmp)jn{K-p)dp = — J?l+1(kma)S (D.24)nwi
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