Capitulo 10

Introducdio & Inferéncia
Estatistica

10.1 Introducdo

Vimos, na Parte 1, como resumir descritivamente varidveis associadas a um ou mais
conjuntos de dados. Na Parte 2, construimos modelos tedricos (probabilisticos), identifica-
dos por parametros, capazes de representar adequadamente o comportamento de algumas
varidveis. Nesta terceira parte apresentaremos os argumentos estatisticos para fazer afirma-
¢Oes sobre as caracteristicas de uma populacdo, com base em informagoes dadas por amostras.

O uso de informagdes de uma amostra para concluir sobre o todo faz parte da atividade
didria da maioria das pessoas. Basta observar como uma cozinheira verifica se o prato
que ela esta preparando tem ou nao a quantidade adequada de sal. Ou, ainda, quando
um comprador, apds experimentar um pedaco de laranja numa banca de feira, decide se
vai comprar ou ndo as laranjas. Essas sao decisdes baseadas em procedimentos amostrais.

Nosso objetivo nos capitulos seguintes é procurar dar a conceituacao formal a
esses principios intuitivos do dia-a-dia para que possam ser utilizados cientificamente
em situacdes mais complexas.

10.2 Populacdo e Amostra

Nos capitulos anteriores, tomamos conhecimento de alguns modelos probabilisticos
que procuram medir a variabilidade de fenomenos casuais de acordo com suas ocor-
réncias: as distribuicdes de probabilidades de varidveis aleatérias (qualitativas ou quan-
titativas). Na pratica, freqiientemente o pesquisador tem alguma idéia sobre a forma da
distribuicdo, mas ndo dos valores exatos dos parametros que a especificam.

Por exemplo, parece razoavel supor que a distribuicido das alturas dos brasileiros adul-
tos possa ser representada por um modelo normal (embora as alturas ndo possam assumir
valores negativos). Mas essa afirmacio néo é suficiente para determinar qual a distribuicio
normal correspondente; precisariamos conhecer os parametros (média e variancia) des-
sa normal para que ela ficasse completamente especificada. O propésito do pesquisador
seria, entdo, descobrir (estimar) os parametros da distribuicio para sua posterior utilizagio.
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Se pudéssemos medir as alturas de todos os brasileiros adultos, teriamos meios
de obter sua distribuicao exata e, dai, produzir os correspondentes parametros. Mas
nessa situacdo nio teriamos necessidade de usar a inferéncia estatistica!

Raramente se consegue obter a distribuicdo exata de alguma varidvel, ou porque
isso é muito dispendioso, ou muito demorado ou as vezes porque consiste num pro-
cesso destrutivo. Por exemplo, se estivéssemos observando a durabilidade de lampa-
das e testdssemos todas até queimarem, nao restaria nenhuma para ser vendida. Assim,
a solucédo € selecionar parte dos elementos (amostra), analisa-la e inferir propriedades
para o todo (populacio).

Outras vezes estamos interessados em explorar relacdes entre varidveis envolven-
do experimentos mais complexos, para a obtencdo dos dados. Por exemplo, gostaria-
mos de obter resposta para a seguinte indagacdo: a altura que um produto € colocado
na gondola de um supermercado afeta a sua venda? Observe que para responder a
questdo precisamos obter dados de vendas com o produto oferecido em diferentes
alturas, e que essas vendas sejam controladas para evitar interferéncias de outros fato-
res que nao a altura. Nesse caso ndo existe claramente um conjunto de todos os ele-
mentos para os quais pudéssemos encontrar os parametros populacionais. Recorrer a
modelos para descrever o todo (populacgdo) facilita a identificacdo e solugdo do pro-
blema. Nesse exemplo, supondo que as vendas V, do produto oferecido na altura A (h = 1
representando baixo, h = 2 representando meio e h = 3 representando alto) segue uma
distribuicao préxima a normal, ou seja, V, ~ N(u,, 0%, o nosso problema passa a ser o
de verificar, por meio de dados coletados do experimento (amostra), se existe evidén-
cia de igualdade das médias u,, U, e y;. Note que, em nossa formulagao do problema,
supusemos que as trés situagdes de alturas resultam observagdes com a mesma variancia
o?. Essa suposicdo poderia ser modificada.

Solugdes de questdes como as apresentadas acima sao o objeto da inferéncia estatistica.

Dois conceitos basicos sdo, portanto, necessdrios para o desenvolvimento da
Inferéncia Estatistica: populacdo e amostra.

Definicdao. Populagao é o conjunto de todos os elementos ou resultados sob investiga-
cao. Amostra é qualquer subconjunto da populagéo.

Vejamos outros exemplos para melhor entender essas definicdes.

Exemplo 10.1. Consideremos uma pesquisa para estudar os saldrios dos 500 funcio-
narios da Companhia MB. Seleciona-se uma amostra de 36 individuos, e anotam-se
os seus saldrios. A varidvel aleatdria a ser observada é “salario”. A populacao é
formada pelos 500 funcionarios da companhia. A amostra é constituida pelos 36
individuos selecionados. Na realidade, estamos interessados nos salarios, portanto,
para sermos mais precisos, devemos considerar como a populacdo os 500 saldrios
correspondentes aos 500 funcionarios. Conseqiientemente, a amostra sera formada

pelos 36 saldrios dos individuos selecionados. Podemos estudar a distribuicdo dos
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saldrios na amostra, e esperamos que esta reflita a distribuicdao de todos os saldrios,
desde que a amostra tenha sido escolhida com cuidado.

Exemplo 10.2. Queremos estudar a proporcdo de individuos na cidade A que sdo
favoraveis a certo projeto governamental. Uma amostra de 200 pessoas é sorteada, e a
opinido de cada uma é registrada como sendo a favor ou contra o projeto. A populacdo
consiste de todos os moradores da cidade, e a amostra é formada pelas 200 pessoas
selecionadas. Podemos, como foi visto no Capitulo 5, definir a varidavel X, que toma o
valor 1, se a resposta de um morador for favoravel, e o valor 0, se a resposta for
contraria ao projeto. Assim, nossa populacao pode ser reduzida a distribuicao de X, e
a amostra serd constituida de uma seqitiéncia de 200 zeros e uns.

Exemplo 10.3. O interesse é investigar a duracdo de vida de um novo tipo de lampada,
pois acreditamos que ela tenha uma duracdo maior do que as fabricadas atualmente.
Entao, 100 lampadas do novo tipo sao deixadas acesas até queimarem. A duracdo em
horas de cada lampada é registrada. Aqui, a varidvel é a duracdo em horas de cada
lampada. A populacédo é formada por todas as lampadas fabricadas ou que venham a ser
fabricadas por essa empresa, com o mesmo processo. A amostra é formada pelas 100
lampadas selecionadas. Note-se que nesse caso nao podemos observar a populacao, ou
seja, a distribuicdo da duracao de vida das lampadas na populacdo, pois isso corresponderia
a queimar todas as lampadas. Assim, em alguns casos, nao podemos observar a popula-
¢éo toda, pois isso significaria danificar (ou destruir) todos os elementos da populagao.
Esse problema geralmente é contornado atribuindo-se um modelo tedrico para a distri-
buicdo da varidvel populacional.

Exemplo 10.4. Em alguns casos, fazemos suposicdes mais precisas sobre a populacao
(ou sobre a variavel definida para os elementos da populagio). Digamos que X represen-
te o peso real de pacotes de café, enchidos automaticamente por uma mdaquina. Sabe-se
que a distribuicao de X pode ser representada por uma normal, com parametros U e c*
desconhecidos. Sorteamos 100 pacotes e medimos seus pesos. A populacdo serd o con-
junto de todos os pacotes enchidos ou que virdo a ser enchidos pela médquina, e que
pode ser suposta como normal. A amostra serd formada pelas 100 medidas obtidas dos
pacotes selecionados, que pode ser pensada como constituida de 100 observacgoes feitas
de uma distribui¢ao normal. Veremos mais adiante como tal amostra pode ser obtida.

Exemplo 10.5. Para investigar a “honestidade” de uma moeda, nés a lancamos 50 vezes
e contamos o nimero de caras observadas. A populacdo, como no caso do Exemplo
10.2, pode ser considerada como tendo a distribuicdo da variavel X, assumindo o valor
1, com probabilidade p, se ocorrer cara, e assumindo o valor 0, com probabilidade 1 - p,
se ocorrer coroa. Ou seja, a populagcao pode ser considerada como tendo distribuicao de
Bernoulli com parametro p. A varidvel ficara completamente especificada quando co-
nhecermos p. A amostra sera uma seqiiéncia de 50 nimeros zeros ou uns.
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Exemplo 10.6. Ha razoes para supor que o tempo Y de reacdo a certo estimulo visual depen-
da da idade do individuo (esse exemplo sera usado nos Capitulos 15 e 16). Suponha, ainda,
que essa dependéncia seja linear. Para verificarmos se essa suposicao € verdadeira, obtive-
ram-se 20 dados da seguinte maneira: 20 pessoas foram selecionadas, sendo 10 homens e 10
mulheres. Dentro de cada grupo de homens e mulheres foram selecionadas duas pessoas das
seguintes faixas de idade: 20, 25, 30, 35 e 40 anos. Cada pessoa foi submetida ao teste e seu
tempo de reacao y foi medido. A populacdo poderia ser considerada como formada por todas
aquelas pessoas que viessem a ser submetidas ao teste, segundo o sexo e a idade. A amostra
é formada pelas 20 medidas, que estdo apresentadas na Tabela 15.1.

Observacoes:

(i) Os trés dltimos exemplos mostram uma ampliacido do conceito definido de populacéo,
ou seja, designamos agora a populacdo como sendo a funcdo probabilidade ou fun-
¢do densidade de probabilidade de uma v.a. X, modelando a caracteristica de interesse.
Esse artificio simplifica substancialmente o problema estatistico, exigindo no entanto
uma proposta de modelo para a varidvel X. Nesses casos simplificaremos a lingua-
gem, dizendo: “seja a populacido f(x)”. Por exemplo, “considere a populagdo das
alturas X ~ Mu, 6?)”.

(ii) Essa abordagem, por meio da distribui¢do de probabilidades, utiliza muitas vezes o
conceito de populacdo infinita continua, exigindo um tratamento matemadtico mais
cuidadoso. E mais facil apresentar os problemas e solucées por meio de populacdes
finitas. E o que faremos muitas vezes. Entretanto, é importante que o estudante aprenda
a trabalhar com o conceito de modelo, explorando o caso de “populagdo Ax)”.

10.3 Problemas de Inferéncia

Como ja dissemos anteriormente, o objetivo da Inferéncia Estatistica é produzir
afirmacdes sobre dada caracteristica da populacdo, na qual estamos interessados, a
partir de informacdes colhidas de uma parte dessa populacdo. Essa caracteristica na
populacao pode ser representada por uma varidvel aleatdria. Se tivéssemos informa-
cdo completa sobre a funcdo de probabilidade, no caso discreto, ou sobre a fun¢do
densidade de probabilidade, no caso continuo, da varidvel em questdo, ndo teriamos
necessidade de escolher uma amostra. Toda a informacao desejada seria obtida por
meio da distribuicdo da varidvel, usando-se a teoria estudada anteriormente.

Mas isso raramente acontece. Ou nao temos qualquer informacgdo a respeito da
variavel, ou ela é apenas parcial. Podemos admitir, como no exemplo das alturas de
brasileiros adultos, que ela siga uma distribuicdo normal, mas desconhecemos os
parametros que a caracterizam (média, variancia). Em outros casos, podemos ter uma
idéia desses parametros, mas desconhecemos a forma da curva. Ou ainda, o que é
muito freqiiente, ndo possuimos informacdes nem sobre os parametros, nem sobre
a forma da curva. Em todos os casos, o uso de uma amostra nos ajudaria a formar uma
opinido sobre o comportamento da variavel (populacio).
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Embora a identificacdo e a descricdo da populacdo sejam fundamentais no proces-
so inferencial, é comum os pesquisadores dedicarem mais atencdo em descrever a
amostra do que a populacio para a qual serdo feitas as afirmacoes. E imprescindivel
que se explicite claramente a populacdo investigada.

Neste livro estaremos mais preocupados em trabalhar com popula¢des descritas
por modelos do que com populagdes finitas identificadas por elementos portadores de
uma caracteristica de interesse. Portanto, na maioria das vezes, iremos nos referir a “po-
pulacdo X", significando que a varidvel de interesse X, definida sobre a populacao-
alvo, segue uma distribuicdo f(x). Nosso problema de interesse passaria a ser o de
fazer afirmacoes sobre a forma da curva e seus parametros.

Alguns exemplos simples nos dardo uma nocao dos tipos de formulagoes e proble-
mas que a inferéncia estatistica pode nos ajudar a resolver.

Exemplo 10.5. (continuacdo) Voltemos ao exemplo da moeda. Indicando por X o ni-
mero de caras obtidas depois de langar a moeda 50 vezes, sabemos que, se tomados
alguns cuidados quando do lancamento, X segue uma distribuicdo binomial, ou seja,
X ~ b(50, p). Esse modelo é valido, admitindo-se ou nio a “honestidade” da moeda, isto
é, sendo ou ndo p = 1/2. Lancada a moeda, vamos supor que tenham ocorrido 36 caras.
Esse resultado traz evidéncia de que a moeda seja “honesta”? Para tomarmos uma
decisdo, podemos partir do principio de que a moeda ndo favorece nem cara nem
coroa, isto é, p = 1/2. Com essa informacao e com o modelo binomial, podemos
encontrar qual a probabilidade de se obterem 36 caras ou mais, e esse resultado nos
ajudaria a tomar uma decisdao. Suponha que a decisdo foi rejeitar a “honestidade” da
moeda: qual é a melhor estimativa para p, baseando-se no resultado observado?

Descrevemos ai os dois problemas bésicos da Inferéncia Estatistica: o primeiro é
chamado teste de hipoteses, e o segundo, estimacdo. Nos capitulos seguintes, esses
problemas serdo abordados com mais detalhes.

Exemplo 10.4. (continuacéo) As vezes, o modelo teérico associado ao problema ndo
é tdo evidente. No caso da méquina de encher pacotes de café automaticamente, diga-
mos que ela esteja regulada para enché-los segundo uma distribuicdo normal com
média 500 gramas e desvio padrao de 100 gramas, isto é, X ~ N(500, 20%). Sabemos
também que, as vezes, a mdquina desregula-se e, quando isso acontece, o tinico
parametro que se altera € a média, permanecendo a mesma variancia. Para manter a
producéo sob controle, iremos colher uma amostra de 100 pacotes e pesa-los. Como
essa amostra nos ajudara a tomar uma decisdao? Parece razoavel, nesse caso, usarmos
a média x da amostra como informacdo pertinente para uma decisdo. Mesmo que a
maquina esteja regulada, dificilmente x sera igual a 500 gramas, dado que os pacotes
apresentam certa variabilidade no peso. Mas se x nao se afastar muito de 500 gramas,
nao existirao razoes para suspeitarmos da qualidade do procedimento de producdo. S6
iremos pedir uma revisao se x — 500, em valor absoluto, for “muito grande”.
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O problema que se apresenta agora € o de decidir o que é préximo ou distante de 500
gramas. Se o mesmo procedimento de colher a amostra de 100 pacotes fosse repetido
um ndmero muito grande de vezes, sob a condicdo de a mdquina estar regulada, teria-
mos idéia do comportamento da v.a. x , e saberiamos dizer se aquele valor observado é
ou ndo um evento raro de ocorrer. Caso o seja, é mais fécil suspeitar da regulagem da
maquina do que do acaso.

Vemos, entdo, a importancia nesse caso de se conhecer as propriedades da distri-
buicao da variavel x.

Exemplo 10.6. (continuacao) A descricdo matematica da v.a. Y: tempo de reacao ao
estimulo é um pouco mais complexa. Podemos supor que esse tempo, para uma dada
idade x, seja uma v.a. com distribuicdo normal, com média dependendo da idade x, ou
seja, podemos escrever

Y ~ NMu(), o9).

A linearidade expressa no problema pode ser incluida na média p(x) da seguinte maneira:

U = o+ Bx.
Voltaremos a esse modelo no Capitulo 16. Outra maneira de escrever as duas
relacbes anteriores é

Ylx ~ Ma + Bx; 0?).
Leia-se “Y dado x".

Podemos, por exemplo, estimar os parametros o e 3, baseados na amostra de
20 dados. Ou podemos querer investigar a possibilidade de f ser igual a zero,
significando que a idade nao afeta o tempo de reacao. Novamente, os dois princi-
pais problemas de inferéncia aparecem aqui: estimacgdo e teste de uma hipétese.
Um outro problema importante em inferéncia é o de previsdo. Por exemplo, consi-
derando um grupo de pessoas de 40 anos, poderemos prever com o modelo acima
qual serd o respectivo tempo de reacao.

Repetir um mesmo experimento muitas vezes, sob as mesmas condi¢des, nem
sempre € possivel, mas em determinadas condicdes é possivel determinar teoricamen-
te o comportamento de algumas medidas feitas na amostra, como por exemplo a mé-
dia. Mas isso depende, em grande parte, do procedimento (plano) adotado para selecio-
nar a amostra. Assim, em problemas envolvendo amostras, antes de tomarmos uma
decisdo, teriamos de responder a quatro perguntas:

(a) Qual a populagio a ser amostrada?
(b) Como obter os dados (a amostra)?
(c) Que informacoes pertinentes (estatisticas) serdo retiradas da amostra?

(d) Como se comporta(m) a(s) estatistica(s) quando o mesmo procedimento de esco-
lher a amostra é usado numa populagao conhecida?

Nas secoes e capitulos subseqiientes tentaremos responder a essas perguntas.
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10.4 Como Selecionar uma Amostra

As observagoes contidas em uma amostra sao tanto mais informativas sobre a popula-
¢do quanto mais conhecimento explicito ou implicito tivermos dessa mesma populacao.
Por exemplo, a andlise da quantidade de glébulos brancos obtida de algumas gotas de
sangue da ponta do dedo de um paciente dard uma idéia geral da quantidade dos glébulos
brancos no corpo todo, pois sabe-se que a distribuicdo dos glébulos brancos é homogeé-
nea, e de qualquer lugar que se tivesse retirado a amostra ela seria “representativa”. Mas
nem sempre a escolha de uma amostra adequada é imediata. Por exemplo, voltando ao
Exemplo 10.2, para o qual queriamos obter uma amostra de habitantes para saber a opi-
nido sobre um projeto governamental, escolhendo intencionalmente uma amostra de 200
individuos moradores de certa regidao beneficiada pelo projeto, saberemos de anteméao
que o resultado conterd um viés de selecdo. Isto €, na amostra, a propor¢do de pessoas
favoréveis ao projeto devera ser maior do que no todo, donde a importancia da adocao de
procedimentos cientificos que permitam fazer inferéncias adequadas sobre a populacéo.

A maneira de se obter a amostra é tao importante, e existem tantos modos de fazé-lo,
que esses procedimentos constituem especialidades dentro da Estatistica, sendo Amostragem
e Planejamento de Experimentos as duas mais conhecidas. Poderiamos dividir os procedi-
mentos cientificos de obtencdo de dados amostrais em trés grandes grupos:

(a) Levantamentos Amostrais, nos quais a amostra é obtida de uma populacio bem definida,
por meio de processos bem protocolados e controlados pelo pesquisador. Podemos, ainda,
subdividi-los em dois subgrupos: levantamentos probabilisticos e nao-probabilisticos. O
primeiro redne todas aquelas técnicas que usam mecanismos aleatorios de selecao dos
elementos de uma amostra, atribuindo a cada um deles uma probabilidade, conhecida a
priori, de pertencer a amostra. No segundo grupo estdo os demais procedimentos, tais
como: amostras intencionais, nas quais os elementos sdo selecionados com o auxilio de
especialistas, e amostras de voluntdrios, como ocorre em alguns testes sobre novos medi-
camentos e vacinas. Ambos os procedimentos tém suas vantagens e desvantagens. A
grande vantagem das amostras probabilisticas é medir a precisdo da amostra obtida,
baseando-se no resultado contido na propria amostra. Tais medidas ja sdo bem mais
dificeis para os procedimentos do segundo grupo.

Estao nessa situacio os Exemplos 10.1 (conhecer os salarios da Cia. MB), 10.2 (identificar
a proporcao de individuos favoraveis ao projeto), 10.4 (pesos dos pacotes de café) etc.

(b) Planejamento de Experimentos, cujo principal objetivo é o de analisar o efeito de uma
varidvel sobre outra. Requer, portanto, interferéncias do pesquisador sobre o ambiente
em estudo (populacdo), bem como o controle de fatores externos, com o intuito de
medir o efeito desejado. Podemos citar como exemplos aquele ja citado sobre a altura
de um produto na géndola de um supermercado afetar as vendas e o Exemplo 10.6.
Em ensaios clinicos em medicina, esse tipo de estudo é bastante usado, como por
exemplo para testar se um novo medicamento é eficaz ou ndo para curar certa doenga.

(c) Levantamentos Observacionais. aqui, os dados sdo coletados sem que o pesquisador
tenha controle sobre as informagdes obtidas, exceto eventualmente sobre possiveis
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erros grosseiros. As séries de dados temporais sdo exemplos tipicos desses levanta-
mentos. Por exemplo, queremos prever as vendas de uma empresa em fungao de ven-
das passadas. O pesquisador nao pode selecionar dados, esses sao as vendas efetiva-
mente ocorridas. Nesses casos, a especificacdo de um modelo desempenha um papel
crucial na ligacao entre dados e populacao.

No caso de uma série temporal, o modelo subjacente é o de processo estocastico; pode-
mos pensar que a série efetivamente observada é uma das infinitas possiveis realizacées
desse processo. A populagdo hipotética aqui seria o conjunto de todas essas realizacoes, € a
série observada seria a amostra. Veja Morettin e Toloi (2006) para mais informacoes.

Neste livro iremos nos concentrar principalmente em levantamentos amostrais e, mais
ainda, num caso simples de amostragem probabilistica, a amostragem aleatoria simples,
com reposicdo, a ser designada por AAS. O leitor podera consultar Bussab e Bolfarine
(2005) para obter mais detalhes sobre outros procedimentos amostrais. Um breve resumo
sobre alguns planos é dado no Problema 37. Nocdes sobre planejamento de experimentos
podem ser vistas em Peres e Saldiva (1982).

1. D& sua opinido sobre os tipos de problemas que surgiriam nos seguintes planos amostrais:

(a) Para investigar a proporcéo dos operdrios de uma fébrica favordveis & mudanca do
inicio das atividades das 7h para as 7h30, decidiu-se entrevistar os 30 primeiros ope-
rérios que chegassem ¢ fébrica na quarta-feira.

(b) Mesmo procedimento, sé que o objetivo é estimar a altura média dos operdrios.

(c) Para estimar a porcentagem média da receita municipal investida em lazer, enviaram-
se questiondrios a todas as prefeituras, e a amostra foi formada pelas prefeituras que
enviaram as respostas.

(d) Para verificar o fato de oferecer brindes nas vendas de sabdo em pé, tomaram-se
quatro supermercados na zona sul e quatro na zona norte de uma cidade. Nas quatro
lojas da zona sul, o produto era vendido com brinde, enquanto nas outras quatro era
vendido sem brinde. No fim do més, compararam-se as vendas da zona sul com as da
zona norte.

2. Refazer o Problema 7 do Capitulo 8.

10.5 Amostragem Aleatéria Simples

A amostragem aleatdria simples é a maneira mais facil para selecionarmos uma amos-
tra probabilistica de uma populacao. Além disso, o conhecimento adquirido com esse
procedimento servird de base para o aprendizado e desenvolvimento de outros procedi-
mentos amostrais, planejamento de experimentos, estudos observacionais etc. Comece-
mos introduzindo o conceito de AAS de uma populacgao finita, para a qual temos uma
listagem de todas as N unidades elementares. Podemos obter uma amostra nessas condi-
coes, escrevendo cada elemento da populacdo num cartdo, misturando-os numa urna e
sorteando tantos cartdes quantos desejarmos na amostra. Esse procedimento torna-se
invidvel quando a populacdo é muito grande. Nesse caso, usa-se um processo alternativo,



