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Espacos curvos e o transporte paralelo
Exemplo de transporte paralelo na esfera
A derivada covariante

Leitura: Capitulo 2 até 3.4 do Carroll
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EXEMPLO DA AULA PASSADA: ESFERA 2D (+ 1D=TEMPO)

* Nosso primeiro exemplo de “espaco-tempo curvo” é a
esfera (1+2)D:

ds? = — c’dt? + R*(d6? + sen’ 0dp?)
S RO

« A equacao da geodésica nessa esfera se
escreve:

d*x? [ d-xt g* i
D i e 4 R?sen? 6

['5, = —senfcosf

1
F/C’fl/ - Eg (a'u gl/g + al/ gO'//l = aO' g//ll/) ) 9 COS 9
B =l
sen @

(Todos os outros [ — 0)
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EXEMPLO DA AULA PASSADA: ESFERA 2D (+ 1D=TEMPO)

* Vimos na aula passada que uma geodésica
(“movimento livre”) nessa esfera € um grande
circulo

Mas uma questao ainda mais interessante (e geral)
seria: o que acontece com um vetor qualquer que
é transportado ao longo de uma curva qualquer?

Ou seja, vamos supor que temos um observador
se movimentando por uma trajetéria qualquer, e
esse observador carrega consigo um “vetor" —
digamos, um giroscopio. O que acontece com
esse vetor?
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TRANSPORTE PARALELO

* O movimento ao longo de uma trajetéria

x*(1) pode ser denotado pelo vetor

tangente a curva:
ut(A + di)

ax

e

ur ,

» Se essa curva for uma geodésica, a
relacao entre u#(4) e u*(A1 + dA) é dada
pela Equacao da Geodésica:
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TRANSPORTE PARALELO

* Mas o vetor V¥ também é transportado, e modificado, ao
longo da curva:

Voh = o Vi)
ut(A + di)

* A pergunta é: qual equacao podemos usar para
expressar

dvt  VFQ+di) — V()

dA dA

= PR

* Podemos comecar a pensar nesse problema partindo do
principio de que o produto escalar seja um... escalar! Ou
seja, que isso € um invariante:

o Vil =g, e Te

Essa “norma" deveria permanecer constante ao longo
do movimento. Vamos ver onde isso nos leva.

VH(A + dA)




AULA 11 - 13/04/2020

TRANSPORTE PARALELO

* Se esse produto escalar se conserva ao longo da
trajetoria, temos que:

d

d_/l <g/w VH u”) = ()

* Abrindo essa expressao temos

_dg, d V¥ du”

=

VEu® + 9 T u” + < %

d/

* Mas ja vimos na aula passada que:

dg,uy ag,uy dxo-
= = 66gw u

dl  oxc di

= (gayFZ‘M 35 gﬂaF§y> u

(0

ut(A + di)

VH(A + dA)
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TRANSPORTE PARALELO

* Substituindo essa ultima expressao na
equacao de cima, e usando a equacao da

Geodésica para du”/dA, temos:
ut(A + dA) VE(A + dA)

* Agora preste bem atencao: os dois termos
indicados se cancelam! Para ver isso, vamos

trocar v & a e / — o no ultimo termo:

% g/wrgﬁ u®u’ = v+ gﬂaFl‘fﬂ u‘ul = v+ gWF,‘fa kT
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TRANSPORTE PARALELO

* Ficamos entao com a expressao:

s G L dv” v
O=g, 1 u’Vu +gﬂyﬁu

ub(A+dA)lf V(A +dA)
mas trocando a <> yu no primeiro termo temos:

il “ oY O U av” 1%
O=g, 1 ,u"V'u +gﬂyﬂu

dv*
=2 gﬂvuy Fﬁauava‘F_ =0
dA

dV¢ = —T* u°V®da

* Assim, chegamos na Equacao do Transporte Paralelo:

dVH
A
F’l;.a MG V — O DETALHE: A EQUACAO DO

dﬂ, TRANSPORTE PARALELO VALE PARA

QUALQUER TRAJETORIA, NAO APENAS
PARA GEODESICAS!
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EXEMPLO DE TRANSPORTE PARALELO

Um primeiro exemplo de transporte paralelo
pode ser visto no caso do espaco mais
simples que temos até o momento: a esfera

2D (vamos tomar R — 1 por simplicidade)

Em geral, o exemplo que se vé “por ai” é
como a figura ao lado.

Percebemos algo muito estranho: o mesmo vetor, levado direto ao
Polo Norte, resulta diferente se esse mesmo vetor for levado primeiro
até o outro meridiano, e depois transportado até o Polo Norte!

Porém, apesar desse exemplo estar correto, essa ilustracao nao nos
diz o que acontece de um modo mais geral, quando nao vamos até o
polo (Sul ou Norte).
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EXEMPLO DE TRANSPORTE PARALELO

» Vamos agora dar um exemplo de como se
faz o transporte paralelo de um modo bem
mais geral

» Para o problema ficar um pouco mais
simples, vamos iniciar no ponto %, ou seja,

(=), o — U

* A partir dai, vamos definir dois caminhos muito simples:

1. (A) Vamos subir pelo meridiano até 6 = 6, ; depois, vamos

(B) andar pela latitude ¢p =0 = ¢ = @y

2. (B) Vamos andar pelo equador até ¢ = ¢,; depois, vamos

(A’) andar pelo meridiano até 0 = 6’f
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EXEMPLO DE TRANSPORTE PARALELO

* Vamos supor um vetor inicial qualquer:

NESTE EXERCICIO PODEMOS
VM o { } IGNORAR A DIMENSAO TEMPORAL:
5 ELA NAO FAZ NADAI
(1) (D) (l)

* Vamos comecar pela trajetéria A. Podemos
denotar o ponto inicial como 4 =0, e o
ponto final (0 = Hf) comoA =1

* A trajetéria A pode entao ser escrita como:
xX ={0(D) =n/2+A0X1,p(4) =0} , com A0 =0, — 7/2

* Assim, o vetor tangente da trajetéria é:
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EXEMPLO DE TRANSPORTE PARALELO

* Vamos agora resolver as duas equagoes do
transporte paralelo (usando 8 — x!, p — x?):

dVl Pl va dVl r ol o |
| FaﬂV = e I V*u,

dV?
d)

2 ok
FalV Uy

2o, B
FaﬂVuA—

s 0 7
Vo= Vo Yo
u = [A6,0)

* Mas Fiu = () para qqr a, logo a primeira equacao diz que:
Lo — senficol

dv!
— = , € portanto V! = const. = Vg.) F%z — F%l — ﬁ
dA sen 0

* A segunda equagdo é um pouco mais complicada, mas resulta em:

dv? A% cosf _, : T o
—— = A—— = — V<A@ , cujasoluciago é V<(0) =V%sen 6
d do sen 6 @)
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EXEMPLO DE TRANSPORTE PARALELO

 Portanto, obtivemos que, ao transportar o

vetor V¥ ao longo da trajetéria A, resulta
em:

VF(inicial) = {Vg) ; V(%} — {Vg) V2 sen! O}

(1)

Mo LYO VO
Yo < Vo Vo)
| A

M 0 7 -1
V(i) = {V(i) : V(i) A ef}
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EXEMPLO DE TRANSPORTE PARALELO

» Agora vamos partir do ponto final da
trajetdria A e iniciar na trajetoria B.

* Podemos novamente denotar o ponto
inicial como 4 =0, e o ponto final (¢ = ¢/

como A = 1.

* A trajetdria B pode ser descrita como:

Xt = (60) = 0, p(A) = g X 4]

* Assim, o vetor tangente da trajetéria é:
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EXEMPLO DE TRANSPORTE PARALELO

* Vamos novamente resolver as equacoes do
transporte paralelo:

i =
7 e

4
i B e 0
- @
dE i e o
Z : e d d I/tg = {O ’ ¢f}
. Apés um pouquinho de algebra, e tomando — — G
d de I —  sceidcond
0
F%z =4 1_%1 =—
JV! sen 0
—_ seanc:os@fV2 =
dA

I 1 a2

2 ok
FaﬂV“uB =

as duas equacoes se reduzem a:

LEMBRE-SE: NA TRAJETORIA B, O
ANGULO 0 PERMANECE CONSTANTE EM
0 =20

f

dA sen 9f
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EXEMPLO DE TRANSPORTE PARALELO

* Vou deixar a resolucao desse sistema (simples!!)
por conta de vocés. A resposta é:

Vé — Vg) X cos(¢ cos ) + V(ql‘.’) X sen (¢ cos 0y)

V? x cos(@ cosB,) — V2% x sen (¢ cos6 ]
sen ef [ (i) (gﬂ f) (1) (gﬂ f)

* Ou seja, no ponto final do percurso B o vetor assume a expressao:

A Vg.) X cos(@y cos 0f) + Vé’) X sen (¢ cos 0)

V2

e 7 835l
R 0 [V(l.) X cos((pf COS Hf) V(i) X sen ((pf COS Qf)]
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EXEMPLO DE TRANSPORTE PARALELO

* Agora vamos tomar o outro caminho: partindo
do ponto de inicio, primeiro vamos por B’,
pelo Equador.

* Se vocé escrever as equagdes do transporte
paralelo, vai ver que elas sao triviais, e que:

u _ fv0 vy v BB
Vit= {V(i)’V(i)} — {V(l.),V(i)}
» Se agora vocé subir pela trajetéria A’, resolvendo as

equacoes do transporte paralelo naquele caso vocé vai
encontrar que, apds ser levado pelo segundo percurso:

V¥ > (Vg VE X sen™! 67
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EXEMPLO DE TRANSPORTE PARALELO

. E evidente (veja slides anteriores) que o
mesmo vetor, quando transportado pelos
dois caminhos diferentes, acaba sendo
transformado para algo diferente,
dependendo do trajeto.

* Vocé também poderia imaginar que, ao
transportar o vetor por um circuito
fechado, ao retornar para o ponto inicial
esse mesmo vetor tera se transformado.
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EXEMPLO DE TRANSPORTE PARALELO

* Se vocé tiver paciéncia e fizer uma expansao em
série de Taylor, tomando A0 — 0 e ¢, = Ap — 0,
vai ver que:

b — M 1 1
AVE= Vel S (WS Vi SGADA g

Se vocé tiver ainda mais paciéncia de fazer esse
célculo para qualquer quadrilatero na esfera,

partindo de qualquer ponto 6, (o que fizemos aqui
foi para 0, = n/2), vocé vai encontrar que:

AVH — {Vg), - Vg)} X sen 6y, AG Agp

AREAI

Note também que o circuito completo, comecando
por (2) e tomando o caminho inverso de (1),

corresponde a esse AV¥ acima
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EXEMPLO DE TRANSPORTE PARALELO

* Se retornarmos as dimensdes espaciais

usando o raio da esfera (R), o que
encontramos é que

AV ~ (algo) X (V) X AA

Num espaco plano (Euclideano), esse
“algo" é zero.

Num espaco curvo, esse “algo” é a
curvatura, a marca registrada de que esse
espaco nao é Euclideano.
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METRICA, VETORES E DERIVADA COVARIANTE

Vamos agora nos lembrar da relacao que obtivemos entre a métrica
no referencial localmente inercial (y, no qual a métrica é a de

Minkowski) e a métrica num referencial qualquer (x):

_ 0yioy
-y oxH oxV

o S OUsgls, v godxide =u ,dy: dy”

De fato, em qualquer outro referencial x’ temos:

ds o g 0

Isso significa que a métrica em dois referenciais diferentes (x e x’)
esta relacionada por:

o ox® ox”
~ ap ox'# ox'v

/
Euv
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METRICA, VETORES E DERIVADA COVARIANTE

* A relacao entre dois referenciais quaisquer estd embutida nas
expressoes acima:

ox’# 0 X% o
T i — B —
ox“ ox'"  ox'H ox“

* Agora uma pergunta valida seria: suponha que calculamos o

gradiente de um escalar qualquer ¢, primeiro no referencial x:

W9

o oxk

* Como esse gradiente se transforma? Pela relacdo acima, e usando
que ¢’ = ¢ é um escalar, temos que:

00 dx’ 00 dx“
Al = e . => A Aa
P ooox'r  Ox'# ox® £ ox'H
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METRICA, VETORES E DERIVADA COVARIANTE

* O que acabamos de encontrar é algo muito importante: ha
apenas dois tipos de vetores fundamentais,
ox'* 0 ox o

Tipe 1o = dx. . e lipo 2 =
dr O%H - Ox s g’

e Um vetor é dito covariante se ele se transforma como d/0x* :

(O que chamavamos de “vetores duais”)

* Um vetor é dito contra-variante se ele se transforma como dx*:

ox'H

Vit U K 2 V¢ (O que chamavamos de “vetores normais”)
xa'
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METRICA, VETORES E DERIVADA COVARIANTE

* Os objetos acima vivem em dois espacgos vetoriais distintos,
que sao duais entre si: o espaco tangente, e o espaco
cotangente.
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METRICA, VETORES E DERIVADA COVARIANTE

* Os objetos acima vivem em dois espacgos vetoriais distintos,
que sao duais entre si: o espaco tangente, e o espaco
cotangente.

No espaco Euclideano (plano), esses dois espacos sao idénticos.
Essa distingao, portanto, sé faz diferengca num espaco curvo!
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A DERIVADA COVARIANTE

» Agora vamos um pouco além: o que ocorre quando tomamos
derivadas de um vetor, em vez de um escalar?

0A

Vd [ ] //l Vd [ ]
. Serd que o objeto O = 3 também se transforma da maneira
xl/

1 1 & ALE? e s ?
certa ou seja, como, por exemplo, S/w = AMBU :

* Sabemos como cada parte se transforma, portanto podemos escrever:

gt o dd r Udn? 9 o] dx
Q,U —_— = e Aﬂ
P axv ox 0x®  dx axe \ Ox'H

[ oxl 0Ag 0° x”

C0xXY OXF OxE  OXHOXV

Ap

* O primeiro termo é o que esperamos, mas o segundo nao! E agora?...
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A DERIVADA COVARIANTE

* Para avancar, vamos lembrar que quando encontramos algo assim
(segunda derivada de uma coordenada com relagcao a outra) foi
justamente quando introduzimos a nocao das conexdes. Em termos das

coordenadas no referencial localmente inercial (y), temos:

dxZ oyl

a

e oyP OxHoxv

* Mas agora cabe a pergunta: e num referencial x’ ? Como I se transforma?

e Ox'® aZyﬂ
M oyB ax'Hox'Y

* Abrindo essa expressao e simplificando-a (exercicio!), chegamos em:

: 5 OK... AFINAL, T
ax/a axd ax ax’a a X'H NAO E UM TENSOR!
o = I’ +
121% / / ol / / ERA ALGO ASSIM QUE
oxP ox'H ox' oxP ox't ox'v TINHA “SOBRADO" NA EXPRESSAO

PARAQ =0 A |

Hv v
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A DERIVADA COVARIANTE

* Entao agora podemos usar essa expressao para “compensar” o termo que sobrou
de 0, =0,A, . Note que:

Y
5ﬂ

ox'® ox°® ox* 5 ox'®  9*xP’ ox’
B [Y + X A},
3 oxP ox'm oxv 4 oxP ox'H ox'v

* Portanto, podemos escrever:

e Al — 0x° ox* % A
HE T Ox'k oxlv ok P 3

- Agora, lembre que: Podemos fazer esses

dois termos cancelarem!
dA . 9 gyl 04, 02 xP

= o p
gxb T dxVdil gyt gxldx’”
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A DERIVADA COVARIANTE

 Explicitamente, temos:

0x% 0xP 0Ay 0x% ox’ 5
[ A7 = : I A,
5 oxV ox'# dx*  ox'M ox'v ©°*

 Redefinindo os indices acima, temos:

=t A

uvt ‘o

= ~ B il
dx"V o0x'# 0x® ox'tgri

o xV

0A, o
= oA ] = = 44
0 xV L ox"v ox'm \ dx“ G

» Portanto, o objeto:

/
(5/\” ) . 0x oxP 0A, 0x* ox”

0A

H o £
= = [,4, se transiorma como (DyAﬂ> =
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A DERIVADA COVARIANTE

Assim, encontramos o operador da derivada covariante, que faz
com que um objeto tal como:

0A, :
= £ =il

seja um tensor (no caso, um tensor covariante de rank 2).

Um calculo totalmente anélogo leva a definicao da derivada
covariante de um vetor contra-variante:

WL

el B
o xV

- / 0x® 0x'P
Exercicio: demonstre que (Dy V”) — e
XV 0x

(D, V")
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A DERIVADA COVARIANTE

Obs 1: Derivada covariante de um escalar:

D,p=09,¢ (ouseja: nesse caso temos a derivada normal)

Obs 2: Derivada covariante de um tensor duplamente

covariante:

D a Q,ul/ = aa Q,uv = rg,u Qay -3 Fcaw Q,ua

Obs 3: Derivada de um tensor duplamente contravariante:

DY = g N g | o

Exercicio: demonstre que esses objetos sdao de fato tensores
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A DERIVADA COVARIANTE

Corolario: derivada covariante da métrica

Da Sy o aa Suy — Fg,u 8ov ng 8uc
Mas veja as suas notas da Aula 10, pg. 15:
0 8y = I B

o
au 8ov vg,ua

Portanto, obtemos que D, g,, = 0, identicamente! Mas por que isso acontece???

Ora, isso tem que ser verdade: se um tensor é zero num referencial, ele tem que

ser zero em todos os referenciais. E claramente temos um referencial “especial”,
onde nao sé a métrica é constante, mas as conexbes se anulam — certo?...

Esse é justamente o referencial localmente inercial !!!

Nele, g,, = 1,, e I' = 0. Portanto, nesse referencial temos que (Da gﬂy> — 0.

RLI
= 0!

Logo, em qualquer referencial temos que D, g,
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O TRANSPORTE PARALELO REVISITADO

» Vamos agora voltar a expressao para a derivada covariante de
um vetor “normal”:

-V

D, V¥ = + I Ve
oxV

« Considere essa derivada projetada ao longo de uma trajetoria x:

ax oVH* dx* d-x5
Ve = + I Ve

. 0x d4 = d7

» Se quisermos exigirmos que o vetor nao seja alterado ao longo
da curva X, o que queremos é que:
PDYe o dax-

=—D,V¥=0
i Jl

dav
— = el e Ve — o) (Eq. do Transporte Paralelo!!)
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O TRANSPORTE PARALELO REVISITADO

* Ou seja, o transporte paralelo e a derivada
covariante sao no fundo a mesma coisa: ambos
garantem que as normas de vetores,
transportadas de um lugar para outro em cima
de uma variedade (espago curvo), devem ser
preservadas:

2 (gauv) = —=luvl] = 0
e U — === Elg7 —
T di

Em outras palavras, o transporte paralelo e a
derivada covariante permitem conectar a
geometria de um ponto para outro em um
espaco curvo, transportando produtos escalares,
ortogonalidades, etc.
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PARA A AULA QUE VEM (15/4)

* Nova lista de exercicios em breve (hoje ou amanha)

* Leitura: S. Carroll, Capitulo 3 (tudo que vocé conseguir!)




