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Prefacio

A Profa, Carmen Lys Ribeiro Braga (1923-1989), foi uma das mais notdveis
docentes do nosso instituto. A palavra docente é aqui entendida no sentido do
verndculo: “que ensina”. Ministrou durante muitos anos os cursos de Fisica-
Matematica e de Métodos de Fisica Tedrica, contribuindo para a formacéo de
varias geragbes de estudantes de Fisica e Matematica. Suas notas de aula,
aqui editadas, atestam o alto nivel das disciplinas por ela ministradas. Com
sua edigdo acreditamos apresentar um texto adequado a um curso bésico de
Fisica-Matematica, voltado ao que se poderia denominar “Fisica-Matemaética
classica” (para uma referéncia complementar, vide pégina vii}.

Alguns aspectos de um curso de Fisica-Matemadtica poderiam moderna-
mente ser ministrados sob outro ponto de vista mais avancado: toda a teoria
das fungdes especiais adquire outro significado se vista sob o prisma da Teoria
de Grupos (para uma referéncia, vide pagina vii). Esse ponto de vista nao
nos parece, entretanto, adequado a um primeiro contacto, que deveria visar
aplicagoes mais bdsicas, como por exemplo, a Eletrodindmica, & f)ptica, ou a
Teoria do Calor. Era essa também a visdo da Profa. Carmen e, como o leitor
poderd constatar, uma boa parte das aplicagées & Eletrodindmica Cléssica,
usualmente tratadas em cursos de pds-graduagao serd encontrada aqui. Sua
abordagem, porém, contrasta com o tratamento conceitualmente inadequado,
consistindo de um “amontoado de receitas”, presente até mesmo emn diversas
referéncias classicas.

Alids, o tratamento de numerosas aplicagdes da teoria sempre foi uma
caracteristica marcante das aulas da Profa. Carmen, sem ddivida em parte por
influéncia do seu grande mestre, o Prof. Laurent Schwartz (1915-2002). Essa
caracteristica domina todo o texto, em particular, os notéveis capitulos sobre
funcdes de Green e sobre a teoria elementar de distribuig@es, excepcionalmente
ricos em importantes aplicagdes nao-triviais (para uma referéncia, vide pagina
vii). ’

A mencdo & docéncia, feita acima, nao significa que a Profa. Carmen nao
tenha exercido atividades de pesquisa, também em alto nivel. De fato, ela
publicou pouco, em parte devido a seu carater timido e a uma forte auto-
critica. Entretanto, o seu trabalho “Transformation de Fourier des Distribui-
tions Invariantes” (Rev. Bras. Fis. 11, 67-120 (1981)) é notével e, na opinido
de seu mestre Laurent Schwartz, ird permanecer. Sua tese de doutoramento
intitulou-se “Sobre os Funcionais de Jaffe”, IFUSP (1971). Um de nés (W.
F. W.) presenciou quando o Prof. Jorge André Swieca (1936-1980), presidente
de sua banca de doutorado e, de hébito, muito econémico em elogios, afir-



mou que o seu trabalho era muito mais claro e transparente que o de Jaffe.
Acrescenta-se ainda um bonito trabalho sobre séries formais e distribuicdes,
com M. Schonberg (“Formal Series and Distributions”, C. L. R. Braga e M.
Schénberg. An. Acad. Bras. Cie. 31, n. 3, 333-360 (1959)). O alto nivel
do curso por ela ministrado refletia, assim, como ndo poderia deixar de ser,
grande maturidade cientifica.

O material aqui apresentado procede de notas de aula da Profa. Carmen,
distribuidas a seus estudantes em diversos cursos, notas essas que elaborou ao
longo de vérios anos com apoio de colegas. O processo de transcricio envolveu
algumas poucas corregdes menores ¢ a inclusio de algumas notas explicativas,
preservando a vivacidade pedagdgica dos textos originais ~ dedicados primor-
dialmente & leitura e estudo de seus alunos — sem carregar esses textos com
a precisao propria a tratados sisteméticos. O nicleo central do presente livro
sao os dois capitulos finais, dedicados &s fungdes de Green e & Teoria das Dis-
tribuigdes, ambos dotados de qualidades raramente encontradas na literatura.

Nos tltimos anos de sua vida, acometida de doenca grave, a Profa. Car-
men foi assistida, com amizade e nobreza, por alguns colegas e ex-alunos que
a admiravam. E nossa expectativa que a publicacdo desse curso contribua
4 perpetuacio da sua memdria e & preservacio de uma cultura educacional
legitima - em um pais em que as contribuigdes mais importantes sdo rapida-
mente esquecidas.

Esperamos que o presente texto seja 1til a docentes e estudantes! Tendo-a
conhecido bem, podemos afirmar que é a essa ultima qualidade que ela teria
atribuido o maior valor.

Agradecemos, por fim, & Profa. Ana Regina Blak, por gentilmente auxiliar-
nos na coleta dos textos originais, e & Sra. Silvana Maria Ramos de Oliveira e
a0 Sr. Pedro Tavares Paes Lopes, por auxiliar-nos na digitacdo de uma parte
do material.

Sédo Paulo, mar¢o de 2006 Walter Felipe Wreszinski
Instituto de Fisica José Fernando Perez
Universidade de Sao Paulo Domingos Humberto Urbano Marchetti

Joao Carlos Alves Barata
Editores



Contetido e Leituras Complementares

O corpo central do texto versa sobre solugdes de equagdes diferenciais de
interesse em problemas fisicos. Os dois primeiros capftulos abordam a fungao
gama. e a solugdo de equagdes diferenciais ordindrias pelo método de Frobenius,
sendo portanto preparatérios para os capitulos seguintes. O terceiro capitulo
contém uma abordagem introdutdria & teoria das equagdes diferenciais parci-
ais, apresentando uma classificagao de equagdes de segunda ordem ¢ 0 método
de separacio de varidveis.

Os dois capitulos seguintes, os capftulos quatro e cinco, tratam da equagao
de Laplace em coordenadas esféricas e cilindricas, respectivamente. Sao in-
troduzidas as funcdes de Legendre, as fungdes de Legendre associadas, os
harménicos esféricos, as funcdes de Bessel e de Neumann c¢ sio estudadas
suas propriedades bésicas. Aplicagbes & Eletrodindmica e a propagacao de
calor séo discutidas.

Virios exercicios envolvendo um conjunto maior de aplicagdes sao propos-
tos no final de cada capitulo ou em meio ao texto.

Os dois dltimos capitulos, mais elaborados, tratam do método da funcao
de Green para a resolugdo de diversos problemas da Fisica-Matematica e da
teoria das distribuicdes. O sexto capitulo aborda inicialmente o problema
de Sturm-Liouville, passando em seguida a problemas em mais que uma di-
menséo, com dominios limitados e ilimitados. Usos de transformadas de Fou-
rier no céleulo de fungdes de Green sio também explorados com a finalidade
de discutir funcdes de Green causais em problemas de propagagao de ondas.
Esse capitulo serve também de motivagao para o desenvolvimento da teoria
de distribuicoes, apresentada no capitulo seguinte.

O capitulo sete contém uma excclente introdugdo elementar a teoria das
distribuicdes. Inicialmente séo apresentados algumas nogoes ¢ exernplos. Dis-
cute-se a cxtensdo da nocéo de derivagdo a distribuigdes ¢ seu uso na solugao
de equagdes diferenciais, fazendo referéncia ao capitulo seis. Em seguida a
nocio de convergénecia é estendida a distribuigdes. E introduzida a nogdo
transformada de Fourier de distribuicdes e sdo estudadas suas propriedades.

Cooncluimos esta apresentacdo com uma pequena lista de sugestes de lei-
tura complementar. Qutras sugestdes, mais especificas, sao apresentadas no
final dc cada capitulo.

Como texto complementar, voltado & teoria das séries e transformadas
de Fourier e suas aplicacbes, mencionamos “Andlise de Fourier e Equagoes
Diferenciais Parciais”, do Prof. Djairo Guedes de Figueiredo (Projeto Euclides,



IMPA, 1977).

Para um tratamento de funcdes especiais do ponto de vista de teoria de
grupos, veja N. Ya. Vilenkin, Representations of Lie Groups and Special Func-
tions, Kluwer 1993,

Como estimulo dqueles estudantes que venham se interessar por aplicacoes
mais avancadas (por exemplo, aos estados coerentes em Mecinica Quéntica),
recomendamos A. M. Perelomov, Generalized Coherent States and their Ap-
plications, Springer Verlag, 1986. Para aplicacGes & teoria das representacdes
do grupo de Lorentz, vide I. M. Gelfand, R. Ya. Minlos e Z. Y. Shapiro, Re-
presentations of the Lorentz Group and their Applications.

Para um tratamento recente da Eletrodinamica Clissica e da ()ptica que
incorpora o tratamento natural da teoria de distribuigbes, nesse espirito, su-
gerimos G. Scharf, From Electrostatics to Optics — a Concise Electrodynamics
Course, Springer Verlag, 1994,

Os editores.
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Capitulo 1

Funcoes Gama, Beta e Psi

1.1 A Funcao I'(2)

A. fungdo I'(z), z = x + 4y, embora raramente admita uma interpretagao
fisica, aparece com freqiiéncia em problemas fisicos, relacionada com outras
fungées com sentido fisico direto. E muito usada para exprimir resultados
numeéricos de cdlculos.

A funcio I'(z), quando Re(z) > 0, pode ser definida pela integral de Euler:

o
I(z) :/ et dt, (1.1.1)
0

que converge uniformemente para Re(z) > 0, como se pode ver facilmente: se
D<a<z< <o, entao

|t25—11 — tl‘—l S

logo,

20 1 oC )
/ let¢* 7t dt < / e_tto"_ldt—l-f et P dt
0 0 1

1 o} ]
< / to‘_ldt—i—f e ttftde .
a 1

A segunda integral converge para qualquer valor de 8 enquanto que a pri-
meira converge sé se o > 0. Assim, ['(z) fica definida por (1.1.1) no semi-
plano, Re(z) > 0. Mais ainda, e™* é uma fungdo continua de ¢ e t*~! ¢ uma
funcdo analftica. Conseqlientemente, I'(z) é uma fungio analitica no semi-
plano Re(z) > 0 e suas derivadas podem ser obtidas por derivagio sob o sinal
de integracao

T(z) = foo e * L n(t) dt (1.1.2)

0

1



2 Cap. 1. Fungdes Gama, Beta e Psi

(derivando formalmente a integral converge uniformemente em ) < o < x <
B < o).

Da definiggo (1.1.1) tira-se imediatamente I'(1) = 1 e prova-se por inte-
gragao por partes e induggo finita que ['(n + 1) = n! para n inteiro > 0. Para
ver isso, vamos integrar I'(z + 1) por partes:

o0 o o0
z+4+1) = / e Mt = —eH? +z/ e t* 7 dt
0 0

0

de modo que
Fz+1) = 2I(2) . (1.1.3)

Em particular, isso implica
I'n+1) = n!

para todo n € N, n > 1. Assim I'(z) é uma generalizacdo do fatorial®.

Usando a relacdo (1.1.3) n vezes, obtemos
Nzdn) = (z4+n—-1)(z4+n-2) - 2I(2),

ou seja, ( )
Fz+n
(=) = (z4+n—1){z4+n-2) --- 2~ (1.1.4)

- Como I'(z + n) estd definida para Re(z +n) > 0, ['(2) fica definida pela
férmula (1.1.4) para Re(z) > —n. Como n é arbitrario, a férmula (1.1.3)
prolonga analiticamente I'(z), exceto a z = —n (n = 0, 1, 2 ...) que séo pdlos
simples de I'(z). O residuo de I'(z) no pélo z = —n é dado por

lim (z4+n)l(z) = 2"

Z——n 7!

Assim I'(z) ¢ uma fungéo analitica no plano complexo infinito exceto a z =
0, —1, =2 ..., que sdo pélos simples (diz-se que ['(z) é uma fungao meromorfa).

Pela mudanca da varidvel ¢ = u? a integral (1.1.1) converte em

[a.0]
D(z) = 2/ e~ 2L gy (1.1.5)
0

'Um célebre teorema, devido a H. Bohr e J. P. Mollerup, garante que a funcao gama
¢ a Unica fungdo cujo logaritimo é convexo que satisfaz (1.1.3) e (1) = 1. Vide, e.g., R.
Courant and F. John, “Introduction to Calculus and Analysis”, Vol. I, Springer Verlag,
3erin. 2000 NEEs



1.2. Qutras Definigdes 3

"

Usando (1.1.3) com z = §, obtemos I‘(z) para z semi-inteiro:

)= D) () - - B
( |

onde foi usada a notagao (fatorial duplo):

donde se tira

DI

) Yoy =

2n-1! = 1.3-5.--(2n—1),

2n)!! = 2.4-6---(2n).

1.2 OQutras Definicoes

H4 outras definicdes de I'(z) titeis na obtengéo de algumas de suas proprieda-
des. A primeira é como limite infinito (FEuler)

z

|
I'(z) = lim il

i (1.2.1)

Para mostrar que (1.1.1) e (1.2.1) s&o equivalentes lembremos que
t n
et = lim (1 - —> ,
N0 7n

T 'f' n
I'(z) = lim (1-;) =l dt .
8]

n—0o n

portanto

n + n
A integral ['p(z) = / (1 - E) t*~1dt pode ser calculada por partes:
0

ntzn ') ' n—1
r) = (1-4) & +i/ -8 ra
1 [ !
=_/ (1__) ¥ dt
2 Jo n
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Apds n integragoes obtemos

n!

T
T — z+n—1
n(2) n”z(z-{-l)n'(z—l—n—l)/g t a

l py2+n 1
_ nln _ nln (12.2)
nvz(z+ 1) (2 +n) z(z+ 1) (z+n)

e, comparando a (1.2.1), vemos que provou-se o0 que se queria provar.

A segunda defini¢io (devida a Weierstrass) 6 sob a forma de produto infi-
nito uniformemente convergente

1 e z z
oy = #e” —Jen, 1.2,
o0 ze H (l + n) e n, (1.2.3)

n=1
onde < € o limite da seqiiéncia
1 1

wo= 1+t -1

U totet - n(n)

quando n — oco. A constante v vale 0,577215665... e é chamada constante
de Euler-Mascheroni.

Invertendo a férmula (1.2.2) temos

1 = n_z — —Zln(‘ﬂ) zZ ( z
In(z) ol 2z 1) (z4n) = ze (1+z)(1+§)" 1+n)
— (T3t i-in(n) I (1 . f) .
=1 s
Assim,
1 = lim 1 = ze’yz ﬁ (1 _I_ E) 6_5
I(z)  noooly(z) . ,

provando (1.2.3).

Pela definicéo (1.2.3) vé-se que ﬁ ¢ uma funcdo inteira, isto é: que I'(z)
nao tem zeros. Nota-se também que ['(2*) = (I'(z))*.
A definigao (1.1.1) ndo pode ser usada quando Re(z) < (. Uma repre-

sentagao integral de I'(z), védlida para todo z e que coincide com a de Euler
quando Re(z) > 0 é a de Hankel:

— 1 —t (—im ) (2—1)
=) = 2isen(7rz)/ce (e778) at,



1.3. Fungdo Beta 5

onde C' € um caminho aberto com extremos ockic que envolve a origem numa
vez. C’ é um caminho C deformado. Vide Fig. 1.1.

c
C >

/\ > ©+ic
K/ < - © —-ic

Figura 1.1. Os caminhos de integragio C e C'.

1.3 Fungao Beta
A fungdo B(p, q) é definida pela integral
1
B@,@::/,ﬂ*u—wﬁ*du Re(p) > 0, Re(g) > 0. (13.1)
0
Por mudanca de varidavel, obtém-se representacdes integrais equivalentes a

(1.3.1):

W T

Bp, q) = 2/2(cos0)2p“1(sen9)2qﬂ1d9, t = cos? 8, (1.3.2)
0
oo upt U |

As fungdes beta e gama s&o ligadas pela férmula

qu)=EEM&Q (1.3.4)

L{p +q)
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que, para Re(p) > 0, Re(g) > 0 assim se prova:

(o8} o
[{p)L(q) = 4/ e_“2u2‘°_1du/ e M1y
0 0

— —(u?+v?), 2p—1, 2g—1
= 4 jj e U v dudv .

uz0,u>0

Usando coordenadas polares u = 7 cos v =  senf obtemos
C(p)(e) = Tp+q)Bp, q) .

A férmula (1.3.4) prolonga B(p, q) para a regido Re(p) < 0, Re(g) < 0
desde que p e ¢ ndo sejam inteiros negativos ou zero.
Podemos usar (1.3.4) para estabelecer a chamada férmula dos complemen-
tos para a funcao gama:
-

T(z)T(1 — z) = o (1.3.5)

véalida para z néo-inteiro, que pode ser escrita em forma mais simétrica pela
substituicdo z — z + 1/2:

1 1
r (5 — z) r (5 + z) = cosq(:rz) com z # semi-inteiro .

Usando (1.3.4) e (1.3.3) temos:.

ge] uz—l

M1 -2) = Bz, 1 —2) = /

du .
01+’Lbu

Esta integral (para 0 < Re(z) < 1) se calcula pelo método dos residuos. A
funcio "‘i:zj para z fixo, é uma fungao multiforme tendo u = 0 e « = co como
pontos de ramificagdes e u = —1 como pélo simples. Consideramos o caminho
fechado C cujas porgdes (1) e (2) (vide Fig. 1.2) séo infinitamente vizinhas
do eixo real positivo. Na regido delimitada por C o integrando compde-se de
uma infinidade de ramos uniformes distintos, j& que por defini¢io, w*~! =

elz=tloglu) — olz=1)lIn |u+i0+2ikn] 51 4o g & o argumento principal: 0 < 8 < 2q.

Escolhemos o ramo principal, isto é, aquele em que log(u) toma sobre (1)
valor real. Assim, sobre (1)

w1 — e(z—l]ln]u[ - I,u’z—l



1.3. Funcio Beta

NP

Figura 1.2. Os segmentos de integragao v, I, (1) e (2).

e sobre (2)

w1 = e(z—l)[ln|u|+2m] — iuiz—le(z—l)Z'i*rr.

Pelo teorema, dos residuos?,

/“z_ldu = 2ietE—1m

= lim ‘/M+/@+/R wdu e2im{z~1}|
¢—0 ¥ 1+u r 1—[—u €

R—co 1 + u

A primeira e a segunda integrais tendem para zero nos limites € — 0,

2Vide e.g., V. Churchill, “Varidveis complexas e suas aplicagdes”. McGraw-Hill do Brasil,
(1975).
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R — o0, quando 0 < z < 1, j& que

/. uz—l i < 27r6$627r!y| < Ot

oy 14+ 1—¢

/ urt du| < M < COR*l.
T 1 -+ u R —_ 1 ~

As Integrais sobre (1) e (2) contribuem nos limites ¢ — 0, R — oo para o
resultado:

Tru™ T 1) = gminl) — ginl=D) = sen(nz)

/00 Ui 2miet™(z—1) 2mi ™
0

para 0 < z < 1. Temos, pois

™
Fz)l{l—-z) = —— ara 0 < Re(z) < 1.
Eri-2) = s (2
Lembremos que I'(2)T'(z — 1) é uma fungdo analitica no plano complexo finito,
exceto para z inteiro. A fungio mn:;) também ¢ analftica nessa regido. Como

as fungdes coincidem na faixa 0 < Re(z) < 1, podemos concluir que elas
coincidem na regiao comum de analiticidade. Portanto, a férmula (1.3.5) é
vélida para todo z finito ndo inteiro.

Outra férmula bastante til é a férmula de duplicacdo de Legendre:
2z—1

7/

()0 (z + %) — (2. (1.3.6)

Esse resultado pode ser estabelecido com o auxilio da funcéo beta:

B(z, z) = L) foltz—l(l—t)z—l dt .

[(2)T(z) 1 +1 - 2 /1 1
['(2z) 22z—1 /_1 (1-57) $ T 931 0 (1=57) s

Fazendo s% = u tem-se

Pl 1t a1, -1 B(z 3)
F(2Z) = 222_1/(1—“11) 1 _ 12 .
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de onde se deduz .
I'(z) I'(3)

[(22) 221D (24 1)

ou seja,
222-1p(2)r (z + %)
Nz .

Por um argumento similar, poder-se obter uma generalizagao (devida a
Gauss) da férmula de Legendre:

I'(2z) =

n—1

1 n—
I'(z)I' (z + 5) T (z + T) = (277)71 nE=" I'(nz), (1.3.7)
paran =2, 3, 4,....
1.4 A Fungao ¢
A fungao ¢¥(z) ¢ definida por

W(z) = zi%logl"(z) - FF/((;) . (1.4.1)

Tomando o logaritmo da férmula (1.2.3) e diferenciando, obtemos

. 1 & b4
/ — ey . — 1.4.2
¥(z) il +n2=1 MEFTHE (1.4.2)
de onde se conclui que (1) = —v (conseqiientemente (1) = —v) e que (z)

é meromorfa com pdlos simples a z = 0, —1, -2, ....

Diferenciando (1.1.3) obtem-se a seguinte equagio para (z):
. r
Wz +1) = —+9(z),

de onde se deduz

11 1
/ 1 :1 — _— e —_—
P{n+1) +2+3+ +n Y

onde ¥ é a constante de Euler-Mascheroni introduzida acima, de modo que
¥(n) ~ In(n) quando n — oc.
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Generalizando a definicao (1.1.1) da fungdo gama, definimos as fungdes
gama incompletas:

vz, a) = / el ar,
0
Re(z) > 0, a > 0,
Ho's)
[(z,a) := / et dt
a

de modo que y(z, a) +T'(z, a) =T'(z).

Muitas integrais podem ser expressas em termos das fungdes gama incom-
pletas.

Complemento. Este capitulo pode ser complementado com a teoria do
método de ponto de sela aplicado & func¢do gama, originando o desenvolvi-
mento assintético que generaliza a féormula de Stirling. Veja a seg¢ao 3.6 do
livro J. Mathews e R. L. Walker “Mathematical Methods of Physics”, W. A.
Benjamin, Inc. (1965). [NdEs|
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1.5 Exercicios

1. Expresse o coeficiente do n-ésimo termo do desenvolvimento de (1 + z)1/2
em série de Taylor a. em termo de fatoriais; b. em termo de fungoes gama;
c. em termos de duplos fatoriais.

2. Usando a fun¢ao gama mostre que

1
1
k
Inz dz = ——= k>-1.
/U:c nx dx G | >

3. Mostre que

/ :czne_”“’2dm=M— E, n>0, a>0.
—co D(n+1)227a™ | a ’

4. Mostre que
1 1 .
r (5 - n) r (5 + n) = (-1)"7, n inteiro .

5. Mostre que para y real, y # 0,

T(y))> = ——— Pl +iy)f = —2
Pal® = Sy Tl = s
e que
1 2 T
'F (5 Hy) " cosh(my)

6. A func¢ao de onda de uma particula espalhada por um potencial de Coulomb
puro é ¢(r, #). Na origem, a fungao é

$(0) = e T (i + ia)
onde @ > 0. Mostre que

2ma
| 2 _
BOP = e

7. Mostre que

-y =T1'(1) = /O h e fIn(t) dt = /O 'In (ln (%)) dt,
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onde v é a constante de Euler-Mascheroni.

8. Demonstre a validade das seguintes identidades:

T

I~ n=20,
1 2
> f (- )P do = (2n — 1)1
-1 n— 1N
Ti’-(m, n—l, 2, 3, e .
L n2 -
_ 2\ _ o2ntl (n!) _ 9 (2n)! _ :
b. f_l(l Y de = 2 Grr D) = 2ne n=0,1,2....
1 1
o [ A+ora-afde = 2B, B41).
-1
’ NN
d. r—o HB-2)tdr = (- a)Pte! .
fa oo (F=a) I'(p+4q)
g & T(etyr (g — atl
e. / __,u_z__ du = 1 ( 2 ) (’3 2 ) )
o (1+u?)f 2 T'(8)

Sugestdo no caso e.: substituicio ¢t = v? /(1 + u?).

9. Mostre com o auxilio da fun¢ao beta que

s

/~z dz = D<a<l
. (z—az)-9(z—t)*  sen(ra)’ '

10. Mostre que

e /2 JF T (o
f (cos @)™ df = / (send)"df = ~\/2—— ~—<%
0 0

TE+)
(. ;“1)” . n impar,
_ g(n ;1!1)” 1t pat-
11. Mostre que
-/:1 BT~ dr = (2%‘?[1—!),? , s inteiro > 0.
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12. Mostre que para todo inteiro & > 0
. 1 1
Plk+1) = _~,f+1+§+---+g,

onde ¥(z) = 1;((;)) e v é a constante de Euler-Mascheroni.

13. Mostre que

o0
P’(p)z/ et () dt = (po {14+ s g — )
0 2 p—1

p inteiro > 1.

14. Escreva os dois primeiros termos da séric de Laurent de I'(z) na vizinhanca
de z = —n, onde n é um inteiro > 0.

15. O simbolo de Pochhammer (a), ¢ definido como
(@) = ala+1)---(a+n—1), {(a)o = 1, com n inteiro >0 .
a. Expresse (a), em termos da fun¢io gama.
b. Expresse j—a(a,)n em termos da fungéo psi.

16. Mostre que para a integral de Dirichlet vale

H Pyt dA = Blptl g+l
A p+qg+2

3

onde a drea de integracdo A é o tridngulo formado pelos eixos Oz, Oy e pela
linha z +y = 1.



Capitulo 2
O Método de Frobenius

2.1 Pontos Singulares de uma Equacao Diferencial

G’rande nimero de equagdes da Fisica-Matemética conduzem a equagdes
diferenciais do tipo:

Alz)y" + B(z)y' + Cla)y = 0, (2.1.1)
onde A, B e C sfo fungdes de z para a < z < b.

O problema da construgéo de solugdes para a equagdo (2.1.1) foi parcial-
mente resolvido por Frobenius. Embora a teoria geral seja complicada, apre-
sentaremos uma versao simplificada deste método admitindo que as fungdes
A(x), B(z) e C(x), supostas sem fator comum, sejam analfticas na vizinhanca
de um ponto zq € [a, b], isto é, que sejam desenvolviveis em séries de Taylor
em torno de zg, com raios de convergéncia nao-nulos.

Se A(zo) # 0, zo ¢ dito ponto ordindrio da equagdo (2.1.1). Neste caso, as
fungoes p(z) = Bgm) e q{z) = 4E % também podem ser desenvolvidas em séries
de Taylor em torno de zy, com raios de convergéncia nao-nulos.

Se A(zo) = 0, diz-se que zg é ponto singular da equagdo. Neste caso p(x)
e g() tornam-se infinitos quando # — zq. H4 dois tipos de pontos singulares:

1. Se p(x) e q(z) divergem para = — xp mas (z — zp)p(z) e (z — 20)%q(z)
permanecem finitos, diz-se que zp € ponto singular regular ou ponto
singular néo-essencial (P.S.R.).

2. Se (z—zq)p(z) ou (z —z¢)%g(z) ndo permanecem finitos quando = — o,
diz-se que zg é um ponto singular irregular ou ponto singular essencial
{(P.S.E).

A andlise do caso x — oo é feita substituindo-se x por % na equagio
¥ +p@)y +qlz)y = 0 (2.1.2)

e estudando-se o caso ¢t = 0. Se ¢t = 0 for um ponto ordinério, singular regular
ou singular essencial para a equagio

a2y 1\ dy 1
4 3 — Y =
t §o) [275 p( )} I +g (t) Yy 0 (2.1.3)

15
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entdo z = oo serd dito, respectivamente, um ponto ordindrio, singular regular
ou singular essencial para a Eq. (2.1.2).

O quadro a seguir apresenta as equagbes diferenciais mais comuns da
Fisica-Matemadtica e os seus pontos singulares:

Nome Expressio P.S.R. P.S.E.
Osc. har. sim. v’ +wiy =0 - 00
Legendre (1 -2ty -2z +1{l+ 1)y =0 -1, 1, o0 -
Bessel 22y +xy + (22 =)y =0 0 20
Hermite y" —2zy' + 20y =0 - 00
Laguerre oy’ +(l—z)y' +ay =10 0 0
Chebyshev (1—z22)y"’ —xy’ —n?y=0 -1, 1, -
Hipergeom. z{x ~ 1jy” +{(1+a+bdz—cy +aby=0| ~1, 1, 00 -

2.2 Método de Frobenius

O método de Frobenius consiste em admitir a existéncia, na vizinhanca de um
ponto ordinario ou singular regular, de uma solugdo em forma de série

y(z) = Zan (= - )", (2.2.1)
=0

onde os coeficientes a, e o indice s sdo incdgnitas a serem determinadas pela
equacio’.

Se zg ¢ um P.S.R., muitas vezes convém multiplicar todos os termos da Eq.
(2.1.2) por (z — z)? (sem perda de generalidade podemos supor que xg = 0):

2%y 4+ ap(z) - zy + 22q(z)y = 0. (2.2.2)

'E possivel demonstrar por primeiros principios que em uma vizinhanga de um ponto
ordindrio todas as solugdes sdo analiticas, ou seja, da forma (2.2.1) com s = 0 e que em
uma vizinhanga de um ponto singular regular sempre existe ao menos uma solugéo da forma
(2.2.1). Nesse caso, pode haver também, eventualmente, uma segunda solucdo com uma sin-
gularidade logaritmica adicional, como encontraremos adiante. Vide J. Sotomayor, “Ligdes
de equagdes diferenciais ordinarias”. Projeto Euclides, IMPA. (1979). [NdEs]
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Como z = 0 é um P.S.R., temos que zp(z) e 22q(z) sdo desenvolviveis em
séries de Taylor em torno de xg = 0:

zp(z) = Z ™, zlq(z) = Z Bmx™ .
m=(

Temos ainda

o
iy = Z an(n +s)(n+s— 1)z .
n=0
Substituindo todas essas séries na Eq. (2.2.2), multiplicando as séries termo a
termo e reunindo os coeficientes de cada poténcia de x, obtemos uma equagdo
da forma

3 An(s)a™* = 0. (2.2.3)
n=0

Como a Eq. (2.2.3) deve ser satisfeita identicamente, numa vizinhanca de
* 2 =0, os coeficientes A, (s) devem ser nulos. O coeficiente de z® é

Ao(s) = apls(s — 1)+ aos + o] -

Supondo ap # 0 obtemos da imposigio Ap(s) = 0 a equagio dita equacdo
indicial
s{s—=1)+aps+ Gy = 0. (2.24)
que tem, em geral, duas raizes (denominadas indices) denotadas por s; e sa.
Se z = ( for um ponto ordindrio, entdo ag = fp = 0 e as raizes serdo sy =1 e
59 — 0.
Se z = 0 é um ponto ordindrio ou um P.S.R. devemos ter A,(s) = 0 para
n > 0 e s = s ou s; (somente para estes valores espera-se achar solugles da
forma (2.2.3)). Daf obtém-se férmulas que ddo, em geral, a, em termos dos
coeficientes precedentes ag, a1, ..., an—1 (férmulas de recorréncia). Fixando
arbitrariamente ag determinamos sucessivamente a1, a2, ..., Qn—1, enfim,
determinamos pelo menos, uma solugdo

0
nie) = oY anfa)a

n=0
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Lzemplo 1. Seja a equagio de Bessel de ordem v onde v é um parametro real:
x?yli _|_$y/+ ($2 . U2)y = 0, (225)

para a qual z = 0 € um P.S.R. Tentando a solugéo

fe o]
y = E tan:cn—l—s
n=0

a equagao se converte em

oC o0 .
Z anl(n + )% — 32"+ 4 Z anz 2 = 0, (2.2.6)
=0 n=0
A poténcia mais baixa neste desenvolvimento & z5. A equacao indicial ¢, pois,
=2 =0 S51=V e 8y=—u,

A poténcia mais baixa seguinte é 251! cujo coeficiente é:

af(l+s)? =% = 0.

Como s = v devemos ter a; = 0 (a menos que s = —%, €aso em que podemos
ter a; = 0).
A ultima somatéria em (2.2.6) também se escreve, trocando-se n por n— 2,
X
an._.2 $n+s .
n=2

Juntado csta série com a primeira em (2.2.6) e igualando a zero os coeficientes
da série resultante, obtemos as relacdes de recorréncia

an—2 An—2
- = — > 2 2.2.7
fin (n+s)2—12 n{n +2s)’ = ( )
de onde resulta
ay = a3 = -+ = gy, = 0, para n impar ,
2.2,

(—=1)"ap (2.28)

Qg = para n par = 2r .

2ret(r +s)(r+s—1)---(1+s)’

Escolhendo a raiz s = v, obtemos uma, solucéo

o
yi(z) = z¥ ZaQr 2",
r=0
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Com
o (-1ya
2r — 2 '
2 r!(r+1/)(1"—|—z/~1) {1+v)
A segunda raiz s = —v também fornece uma solugio

(o]
ya(x) = ¥ Y by 2™,
=0

nem sempre distinta de y;(z).

Devemos enfatizar o seguinte: a solug@o em série obtida pelo método de
Frobenius deve convergir na regido de interesse. Podemos determinar o inter-
valo de convergéncia pela aplicagio de testes de convergéncia, por excmplo, os
testes de D’Alembert, de Gauss, da raiz etc?.

A questdo da existéncia da solucdo foi parcialmente resolvida pelo teorema
de Fuchs:

Teorema de Fuchs. Se z = 0 é um ponto singular para a equacio (2.2.2) e se
$1 € s9, as solugbes da equagdo indicial (2.2.4) com s; > s9, forem reais, e se
p = min(p;, p2) for o menor dos raios de convergéncia das séries de zp(z) e
z?q(z), entdo num dos intervalos —p < z < 0 ou 0 < z < p existe uma solugio
do tipo:

yi(z) = |z|*

1+ i an(sl):r”] . (2.2.9)

n=1

A segunda solugéo serd dada por:

a) Se s; — sy ndo for inteiro, nem nulo, entao

ya(z) = |of* [1+Zan(52) 'E”} : (2.2.10)
n=1
b) Se g1 = 39, entao
yo(z) = y(@)In o)+ |2 bals1)z™ . (2.2.11)

2Em verdade, sob as hipdteses aqui tratadas, pade-se mostrar, de primeiros principios, a
convergéncia das séries sem recorrer a tais testes. Vide J. Sotormayor, “Licdes de equagdes
diferenciais ordindrias”. Projeto Euclides, IMPA. (1979). [NdEs]
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¢) Se 53 — 83 = N, um inteiro positivo, entdo

y2(z) = ayi(z)In|z| + |z|* [1+ ZGR(SQ) m”] : (2.2.12)

n=1

Os coeficientes a,(s1), an{s2), bn(s1) € cn(s2) e a constante a podem ser
obtidos substituindo a série na equagéo (2.2.2). A constante a pode vir a ser
zero. Cada uma das séries dos itens a), b) e c) converge pelo menos para
lz| < p e define uma fungao que é analftica em = = 05.

QOutra forma de se obter a segunda soluc¢do, conhecida a primeira, é ten-
tar uma solugéo do tipo: y2(z) = u(z)yi(z) e determinar u(x) substituindo
y2(z) na equagio diferencial’. Esta substituicio reduz a ordem da equacio
diferencial e nos d4:

ule) = e[ p z)de’]
@ = [ ' (2:2.13)

Ezemplo 2. Vamos procurar a segunda solugdo da equagdo de Bessel (2.2.5)
no caso em que v = ( (equagéo de Bessel de ordem zero):

2y’ +zy +2%y = 0.

A primeira solu¢éo é dada por:
o0 1)7-
n(z) = Jolz) = Z s : (2.2.14)
(rh)?
r=1"
conforme o Exemplo 1.
Neste caso a equacio indicial nos dd duas raizes iguais s; = s = 0.

A segunda soluggo, de acordo com o teorema de Fuchs, serd dada por:

yo(2) = Jo(z)Inlz|+ > bpa™. (2.2.15)

Derivando y2 duas vezes e lembrando que Jo{z) também é solucio da
equagao, obtemos
o0

Zn(n—l)b z +annm +Zb g2 4 2 Jh(z) = 0.

n=2 n=1 n=1

*A demonstragio deste teorema pode ser encontrada nos pardgrafos (4.5) e (4.6) do livro:
W. E. Bayce e R. C. Di Prima: “Elementary Differencial Equations and Boundary Value
Problems”. J. Wiley (1976).

*Esse método é conhecido como métado de redugio de D’Alembert. [NdEs]
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Substituindo Jo(z) pelo seu valor dado por (2.2.14), obteremos

(o0}
, 2 r 2
bra+2%bpa? + ) (nby +bpg) 2 = —22 22?
n=3
Do lado direito sé aparecem termos pares e, portanto, do lado esquerdo teremos
by = b3 =b5;=--- =0,

Teremos tamhém by = 2

27 ©

2(=1)r+ (2
(2"')2 bor +bar—2 = W ; r=23,4.

Podemos extrair dai que:

by = o (142 bo = o (1424
1T 922 D) © 6= paree 273

e por inducéo finita é fécil mostrar que o termo genérico bs, serd dado por:

ondeHn.—(1+ + ..+ 2 )

Substituindo by, em ys obtemos a segunda solugao para a equagao de Bessel
de ordem zero.

n+l
ys(z) = Jo(z)In|a| +Z#$Zn’

Geralmente se usa como segunda solugao da equagao de Bessel uma com-
binacdo linear de yy e Jy, ou melhor,

2
No(z) := - {yz(m) +(v—1In 2)Jg(m)i] \
onde v € a constante de Euler-Mascheroni e vale

v o= JLI%O(Hn—ln(n)) = 0,5772...

z > 0.

A solucéo geral da cquacio de Bessel de ordem zero para © > 0 ¢é
y(z) = co(z) + caNo(z)
sendo ¢; e ¢y constantes.

Complemento. Uma boa referéncia complementar para esse capitulo é o
capitulo Linear Differential Equations de E. T. Whittaker e G. N. Watson
“A Course of Modern Analysis”, Cambridge University Press, (1963). Veja
também o capitulo V de J. Sotomayor “Li¢des de Equagdes Diferenciais Or-
dindrias”, Projeto Euclides, IMPA, (1979). [NdEs]
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2.3 Exercicios

1. Resolva a equagao de Legendre

pelo método de Frobenius em torno de z = 0, obtendo duas solugdes em série,
uma para cada raiz da equacao indicial (e tomando a; = 0). Mostre que ambas
as séries divergem para = £1, a menos que A seja um inteiro > 0, caso em
que uma das séries converte em um polinémio.

2. Resolva a equacio diferencial de Hermite
y' —2zy + 2ay = 0, —0 <z <00,

pelo método de Frobenius em torno de z = 0 e selecione o convenientemente
de modo a converter uma das séries em polinémios.

3. Ache uma solugao para a equacdo diferencial de Laguerre
ey +(1—z)y +ay = 0, >0,
e escolha a de modo que a série se converta em um polinémio.
4. Resolva a equacio diferencial
Caty paty —2y = 0

pelo método de Frobenius. Mostre que uma, das séries é finita. Ache uma
férmula para a segunda solugdo.

5. Considere a equagéo diferencial

(1—a2®)y —ay' + Ay = 0.

a. Quais sd0 os pontos singulares dessa equacgio?

b. Resolva a cquagdo pelo método de Frobenius (em torno de z = 0) e
ache os valores de A tais que uma das solucbes seja analitica nos pontos
singulares. Mostre que essa solugao é um polindmio.

6. Uma boa aproximagao para a interagdo entre dois nucleons é o potencial

mesonico
e—'Ot.'E

V=A (A<0).

T
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Construa uma solugo para a equacgdo de Schrodinger unidimensional

R d?

— Y+ (E-V)Y =0

2m dz? ( )
usando a maior raiz da equagdo indicial. Calcule somente os trés primeiros
coeficientes nao-nulos.

7. Usando o teorema de Fuchs determine a solucao da equacao de Bessel de
ordem 1 (ou seja, para v = 1). Calcule somente os trés primeiros termos
nao-nulos.
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Capitulo 3

Equacoes a Derivadas Parciais

3.1 Classificagao

Um grande nimero de problemas fisicos, quando formulados em termos ma-
temdticos, conduzem a equagdes diferenciais parciais, freqiientemente lineares
e de segunda ordem. Damos a seguir uma pequena lista das equagdes mais
importantes da Fisica-Matemdtica:

a) V%) =0 (equacio de Laplace),
b) V2% = g(z,v, 2) (equagio de Poisson),

¢) Vi + Mp = 0 (equagio de Helmholtz),

1 0y
K ot

, 1 8%y
e) Vi = Zap (equacdo de ondas livres),

d) V¥ = {equagéo da difusdo ou da condugfo do calor),

£y V) + h—T(E —V(z, y, 2))¥ = 0 (equagdo de Schrédinger independente
do tempo),

g} O + k* (equacio de Klein-Gordon),

onde o operador O, chamado D “Alembertiano, é definido como

1 6%
_ u2_ 9
o=V c? Ot?

e V2 é o operador Laplaciano que, em coordenadas cartesianas retangulares,
tem a forma ) ) )

0 el 0 6

a2 oy? 8z2 ’

As funcdes g(z, v, z) e V(x, y, z) sdo, em geral, conhecidas. As solugdes
das equagdes diferenciais parciais devem satisfazer certas exigéncias chama-
das condi¢bes de contorno (ou condi¢des de fronteira). Observemos que, nos

v? o=

25
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casos das equages de Helmholtz (c) e de Schrodinger (f) 86 existem solucdes
satisfazendo as condigdes de fronteira se as constantes A e £ tomarem valo-
res especiais chamados autovalores (as solugdes correspondentes chamam-se
autofungodes).

As equagbes diferenciais parciais apresentadas, no caso de duas varigveis
independentes, sdo casos especiais da equagdo linear homogénea de segunda
ordem geral:

8%
2
dx? + Ba:rc')

0% B2 oY oY
” + (Jay2 + 2E$ + QFEE +Gy =0, (3.1.1)

cuja forma se parece com a da equacio geral de uma cbnica

A

Ax2+QB:cy+Cy2+2E:c+2Fy+G = 0.

Essa equagao representa uma hipérbole, pardbola ou elipse quando B2 —
AC >0, =0, < 0, respectivamente. Usa-se uma classificag@o semelhante para
a equacao diferencial (3.1.1) e diz-se que ela é

* uma equagdo hiperbdlica se B> — AC > 0,
* uma equagdo parabdlica se B? — AC = 0,

e uma equacdo eliptica se B2 — AC < 0.

Por exemplo, a equagio de Laplace-Poisson (em duas varidveis) é do tipo
eliptico, a equagdo das ondas é do tipo hiperbélico, a equacio do calor e do
tipo parabdlico. As equagdes em que o0s coeficientes A, B e C sdo varidveis
podem ser de tipos diferentes quando se passa de uma regiao para outra.

Uma classificagio andloga, porém mais complicada, pode ser feita no caso
de trés ou mais varidveis independentes. Conserva-se a terminologia bidimen-
sional e verifica-se que a equacéo das ondas & hiperbdlica em qualquer nimero
de varidveis, da mesma forma que a equacao de Laplace ¢ eliptica e a equagéo
do calor é parabdlica.

Para cada tipo de equacio existe um problema de contorno bem-posto,
isto ¢, o problema de determinar a solugio (iinica e estdvel) de uma equacio
Dy =g,

onde D indica o operador diferencial

8 5? 52 8 8
=+ 2B + O + 2B 4 2F 2
o+ 2B 05+ 57+ 2E 5, t o+ C

4 dz
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(vide (3.1.1)), satisfazendo a condicdes de fronteira dadas.

As condigdes de fronteira mais encontradas nas aplicagoes fisicas sao:

1. Condigdo de Dirichlet: é dado o valor 1|5 da soluco sobre a fronteira
Y de uma, regido limitada €.
2. Condicao de Neumann: é dado o valor g—w‘ da derivada normal da
2>

solucao sobre a fronteira ¥ de uma regido limitada 2.

L o o
3. Condicao intermedidria: é dado o valor [TP‘I' h(z, vy, 2)8—1#] sobre a
iy

fronteira X.
As condigdes de Dirichlet e de Neumann sdo as mais indicadas para acom-
panhar uma equagio eliptica. Se a regido 2 for ilimitada (a fronteira ¥
é aberta), qualquer dessas condicdes é insuficiente, havendo necessidade
de uma condic¢io de comportamento no infinito.

4. Condicoes de Cauchy: é dado o valor de ¢ e de % sobre a fronteira

(aberta) de uma regido ilimitada. As condigdes de Cauchy sao as mais
convenientes para as equagdes hiperbdlicas. '

Para as equacgdes parabdlicas podemos dar uma condigéo de Dirichlet ou
uma condicio intermedidria sobre a fronteira aberta de uma regiao ilimitada.

Para a resoluciao de um problema de contorno homogéneo (isto €, equagéo
homogénea com condigbes de contorno homogéneas) e muito usado o método
de separagdo de varidveis, que consiste em admitir solugdes da equagdo que
sao produtos de fungdes dependendo cada uma de uma varidvel independente
e supor que a solugdo do problema pode ser obtida por superposi¢ido dessas
solucdes.

Como ilustracao, consideremos o seguinte exemplo. Vamos obter a solugio
da equagao da corda vibrante

&u 1 0%
R <z < — t 1.2
522~ B 0<z<L, —x<t< o, (3.1.2)
cujas extremidades sdo fixas
u(0, t) = u(L, t) = 0 (3.1.3)
e que satisfaz as condigoes de Cauchy (condigbes iniciais)
du ’
u(z, 0) = p(@) o (z, 0) = P(z). (3.1.4)

ot
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Tentemos satisfazer a equagdo com solugGes do tipo u(z,t) = X{x)T(t). Ob-
temos X L v
X 2T
Notando que primeiro membro dessa equagao € independente de ¢ e que o
segundo membro ¢ independe de z, igualamos ambos os membros a uma cons-
tante arbitrdria A (denominada constante de separagio). Deduzimos de (3.1.5)

duas equacGes diferenciais ordindrias com coeficientes constantes

(3.1.5)

X"—AX =0 (3.1.6)
T — AT = 0 (3.1.7)

que sabemos resolver. Precisamos, porém, garantir que a solugio u(z,t) =
X(z)T(t) satisfaz a condigdes de contorno homogéneas

w0, t) = X(0)T'(t) = 0
W(L, 1) = X(LYT() = 0
para todo ¢. Tomando T'(¢t) # 0 devemos ter

X(0) = X(L) = 0. (3.1.8)
Apresentam-se agora trés casos possiveis: A > 0,A<0eA=0.

1. A=04d4a
X(z) = Az + B,

donde, usando (3.1.8), encontramos A = B = 0, 0 que resulta na solugao
trivial u(z,t) = 0.

2. A>0 (A =w?). A solugio de (3.1.6) ¢
X(z) = Asenh(wz) + B cosh(wz) .

As condigdes (3.1.8) acarretam de novo A = B = (), portanto, a solugio
trivial.

3. A <0 (A=—-w?) A solucdo é
X(z) = Asen(wz) + B cos(wz) .

A condigio X(0) = 0 acarreta B = 0; a condicio X (L) = 0 im-
plica sen(wZ) = 0 ou seja, w = nw/L, n inteiro. A solugdo é, pois,
X(z) = Asen(nmz/L), n=1,2,3, ... (exclufmos n = 0, que resultaria
na solugdo trivial e n < 0, que d4 origem as mesmas solugdes ja obtidas).
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. . 2,2 -
A constante A estd, pois, restrita aos valores —"7— e as solugdes ad-
missiveis sao

un(z, t) = sen (%) (Cn cos (ant) + Dy sen (nzvt)) )

comn =1, 2, 3,.... Cada solugdo u,(z, t) representa um movimento possivel
da corda. Esses tipos de movimento chamam-se modos normais de vibragao.

Nenhuma dessas solugdes satisfaz, em geral, as condigdes iniciais escolhidas
arbitrariamente. Como a equacéo (3.1.2) é linear, a combinagao linear

w(z, 1) = i sen ("—?3) (On cos (n?t) + Dy sen (”th)) (3.1.9)

n=1

também é uma solu¢do e as constantes C,, e D), podem ser escolhidas de modo
que sejam satisfeitas as condigdes iniciais

u(z, 0) = plz) = iC‘nsen (E%:E) \

n=1L

2000 = w60 = 350 (7F) o (%)

As constantes C,, ¢ D, sdo determinadas como coeficientes das séries de
senos das fungdes ¢(z) e ¢:(x), respectivamente, no intervalo 0 <z < L:

2 [f nwL
Cp = Z/o (x) sen (—L-) dx ,

2 [ nwL
D, = p—_ A ap(m)sen(T) dz .

(3.1.10)

Como se sabe, estas formulas resultam das relagoes de ortogonalidade e
~ . (N
normalizacdo do conjunto de fungdes sen (T) n=1,23,. =

/OL sen (222 sen (712 g — { O semAn g1

9

A solugéo do problema proposto é, portanto, dada pela série (3.1.9), onde
Cn e D, sio dados por (3.1.10). Evidentemente, a série (3.1.9) deve convergir
e ser duas vezes continuamente diferencidvel, termo a termo, em relagdo a z e
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a t. Isto impde severas restrigdes as fungdes o(z) e ¥ (x). Contudo, costuma-se
supor a validade do método e justifici-lo a posteriori.

O método de separacio de varidveis nio é sempre aplicdvel. A separabili-
dade de uma equagio néo depende s6 de sua forma, mas estd também ligada
ao sistema de coordenadas usado.

Sabe-se que a equacio de Helmholtz
V3% +Mp = 0, X constante,

¢ separdvel em 11 dos 14 sistemas de coordenadas mais comummente usados.

O sistema de coordenadas cartesianas retangulares é particularmente con-
veniente para regides do espaco com simetria retangular. J4 para regides
com simetria esférica e cilindrica sfio mais indicadas as coordenadas polares
esféricas e cilindricas, respectivamente.

Quando as coordenadas esféricas sio usadas, a separagdo de varidveis de
V? d4 origem & chamada equacao de Legendre associada

m2

1—22

(1 -2y — 22y + [l(l +1)— } y =0 (3.1.12)

€ se as coordenadas cilindricas sdo usadas é a equacao de Bessel
2y +ay + (22 —mPy = 0 (3.1.13)

que aparece.,

Ocasionalmente, aparece em problemas fisicos a equagao de Hermite
Y’ — 22y +2ay = 0 (3.1.14)
ou a equagao de Laguerre associada

ey’ + (l+k—2)y +ay = 0. - (3.1.15)

O método de separacio de varidveis freqiientemente leva a equacdes dife-
renciais ordinarias, com coeficientes varigveis que, acompanhadas de condigdes
de contorno convenientes, geram conjuntos de fun¢odes ortogonais.

3.2 O Método de Separaciao de Variaveis

O método de Frobenius discutido no capitulo anterior se aplica para as equagdes
diferenciais unidimensionais. Para se obter solugoes de equagdes diferenciais
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lineares a derivadas parciais utiliza-se do método de separagdo de varidveis,
quando isto for possivel. Este método permite transformar a equacdo dife-
rencial a derivadas parciais num conjunto de equages diferenciais lineares
ordindrias de segunda ordem.

Se a equacao diferencial é n-dimensional, o método permite escrever n
equagoes diferenciais ordindrias com a introdugéo de n — 1 constantes adicio-
nais, determinadas conforme as condigbes de contorno impostas as solugoes.

As condicdes de contorno e o tipo de simetria apresentado sao fundamen-
tais para a escolha das varidveis independentes para a aplicagdo do método.
Por exemplo, a equagao de Schrédinger com um potencial Coulombiano, por-
tanto apresentando uma simetria esférica, é sohivel por separagio de varidvel
quando as varidveis independentes séo as coordenadas polares esféricas e nao
o é quando se usam coordenadas retangulares.

Para o caso de uma particula livre a equagao de Schrédinger é solivel tanto
‘em coordenadas retangulares como em coordenadas polares. O que determina
a escolha das varidveis neste caso sdo as condigdes de contorno impostas ao
problema.

Consideremos a equagio de Helmholtz bidimensional.

P e, v+ 2 e )+ K (e ) = O (3:2.1)
ol @ W)+ 5af@y Jy) =0, 2.

onde k é uma constante real e positiva. Essa equag@o diferencial é sohivel pelo
método de separagio de varidvel tanto em coordenadas retangulares como em
coordenadas polares no plano. Vamos supor que queiramos obter solugbes
cujas condicdes de contorno estejam definidas sobre os lados de um retdngulo
no plano zy. Nestc caso usamos as varidveis retangulares.

Escolhemos uma solu¢do na forma

fl=, y) = glz)h(y) - (3.2.2)
Introduzindo na equagao (3.2.1), obtemos
42 d )
h(y) gz 9(@) + 9(2) gz hly) + g(z)h(y) = 0. (3.2.3)
Dividindo-se por g(z)h(y) e rearranjando os termos, obtemos

2 2
E%i,—jg?h(y) St E(%gx—zg(x) . (3.2.4)
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Como fungGes néo constantes de varigveis independentes podemos ignalar am-
bos 0s membros a uma constante
2 2
R = A e <
e obtemos duas equagdes diferenciais ordinérias
d? d*
a7 =MW = 0, Zog@) + (8 + Nglz) = 0

e as solugbes dependem das condicdes de contorno impostas ao problema.

Se as condigbes de contorno sio impostas sobre um circulo de raio 7,
introduzem-se coordenadas polares no plano (vide Fig. 3.1}

x = 7cos(f), y = rsen(f)
e transforma-se a equagio diferencial, numa equagao diferencial nessas varidveis.
Um simples célculo nos permite escrever '

0 senf & 15} d cos@ O
— = Cosf— —

dx or r 86’ 8y or r 09

5?2 R ? 18 1 8°

02 5 T e T e TraE

}J

\9

Figura 8.1, Coordenadas polares no plano.

=

A equagao diferencial se transforma em

2
5ol 0) 4B, 0) = 0

9 10
Had 9)+;87f(7“, 9)+r—2c’9_—



3.2. O Método de Separagao de Varidveis - 33

e o procedimento a seguir para obter as solucdes é o mesmo do caso anterior.

o e . 2 2 9 . - .
A expressio diferencial 38—25 + % = V? ¢ o Laplaciano bidimensional. Em

trés dimensoes:
H* B2 H?

2‘——_ ——— ———
vi= 8m2+3y2+3z2'

Em um sistema de coordenadas curvilineas (g1, ¢z, ¢g3) pode-se escrever:

z = 2(q, @2, @), ¥ = yla, 9 @), z= z2q, ¢ g).

Um sistema de coordenadas é dito ser um sistema de coordenadas curvilineas
ortogonais se o quadrado da distancia entre dois pontos vizinhos for dado por

(ds)? = (h1)*(dq1)? + (h2)*(dga)? + (h3)*(da3)? .

Como veremos em exemplos, muitos sistemas de coordenadas usados na prética
s80 ortogonais. Em um sistema de coordenadas ortogonais os fatores da escala
h1, hy e hs sdo dados por:

oz\? [oy\® [8z\’
N (9T 9y 9z L1 9
(i) (qu) +(3qi) +(8q1-> , i=1,2 3.

Pode-se mostrar que o operador Laplaciano em um sistema de coordenadas
ortogonais é dado por

G h (2 (0, 0 (i), 8 (e 0)]
hihohs |0q1 \ h1 Oq 0g2 \ ho O gs \ hs 9g3/)|

Como dissemas, a equacio de Helmholtz tridimensional pode ser resolvida
pelo método de separacao de varidveis em vérios sistemas de coordenadas cur-
vilincas ortogonais. No que segue apresentamos alguns exemplos em sistemas
de coordenadas ortogonais de interesse.

o Coordenadas polares esféricas

As coordenadas polares esféricas sao definidas por
t = rsenficosp, y = rsenfsenp, =z = rcosf,

com0<r<oo 0<8<7weld <y <27 Vide Fig. 3.2

Tentemos uma solugao para a equagio de Helmholtz que seja da forma

W(r, 8, ) = R(r)O(0) () -
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Figura 3.2. Coordenadas polares esféricas.

A equagio de Helmholtz V%) = —k%y fica

1d [ ,dR 1 d do 1 4%
7 ( a:) o0t (mwengz@) e (ma?) o

= —k’RO® ,
ou seja,
sen’d d [ ,dR send d de 1d*® 29 9
= (202 il Rl A .
R dr(r dr)+ 6 d9(sen9d9>+¢dcp2 7 sen’d
Reordenando esta. expressio, ficamos com
sen’d d [ ,dR send d do 1d%0
a [ 2ah sent a ad Krlsen?0 — =42
R ar (r d’r)+ e (sen9d9)+ et = —g

O primeiro membro é funcio de 7 ¢ @ e o segundo s6 de « . Portanto,
p 1 4
vode-se escrever — 192 — m2 com m constante. A solu¢ao desta equacéo é
I T dp » q

®(p) = asen(my) + beos(mep) ,
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com a e b constantes arbitrérias. Esperane que a solucdo seja periddica em ¢
de periodo 2.
®(p +2m) = P(p)

e, portanto, m deve ser um nimero inteiro.

Introduzindo esta constante de separacio e rearranjando a equagio obtem-

1d { ,dR senf d de
o | L @ 2,2 a a2 _
sen@[ R ('r dr) + k*r } R dB( n9d9> m 0,

ou seja,

se

LA (pdRY oo _ 1 d (0N
R dr dr T T Osend do SRV 1 sen?d ’

Novamente, as varidveis podem ser separadas
1 d [ odR 9 9
Rdr (r dr) =,

1 4 sen@d@ + m* = @
O senf) df g sen2f  °°
Obtendo-se assim trés equagdes diferenciais ordindrias para cada grupo de
constantes de separacdo m? e @.

A soluco mais geral seria da forma:

o(r, 0, 9) = > Ro(r)Ogm(8) Pnle)

onde a soma se da para m’s inteiros e sobrc conjunto de valores admissiveis

de Q.

e Coordenadas cilindricas circulares

As coordenadas cilindricas circulares séo definidas por

= pecos(p), y = psen(p), z = z,

com 0 < p < 00,0 < @< 2m, —oo < z<co. Vide Fig. 3.3.

Nesse caso, tem-se

hi=hy =1, hy=hy=p, hg =h; =
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Figura 3.8. Coordenadas cilindricas circulares.

e a equagao de Helmholtz fica

2 - 10 5_¢> 1% %
Vw_pé‘p(pé‘p T Fegr e = TRY

O Ansatz 9 = R(p)®()Z(z) levarias as equagdes:
1 2z
Z dz?
1de 2
O dp?
1d dR) ( 9 m2>
-—— o5~ ) +tla+k——]|R = 0,
pdp (p dp 02

onde « e m? sdo constantes de separacgao. Novamente, m deve ser um nimero

inteiro. A equagdo em p é uma equacio de Bessel.
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e Coordenadas parabdlicas

As coordenadas parabdlicas em trés dimensdes séo definidas por

v = ngcos(o), y = nEsen(), z = =(n—£).

2
As superficies £ = constante sdo paraboléides de rotagao em torno do eixo Oz
positivo. As superficies n = constante sio paraboldides de rotagao em torno
do eixo 0z negativo. As superficies ¢ = constante sdo semi-planos passando
por Oz. Vide Fig. 3.4

\) eixo de simetria

& = const.

/ x 1 = const.

Figura 8.4. Coordenadas parabdlicas.

Nesse caso, tem-se
o= he = (€Y, by = by = (P, hs = hy = .

O movimento relativo elétron-préton do dtomo de hidrogénio € descrito
pela equagio do Schrodinger:

52
~- VYV = By,
2p
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Ze?
onde V(r}) = — ¢ o potencial Coulombiano e (& a massa reduzida.
T

Esta equagéo 4 separdvel quando escrita em coordenadas polares esféricas
ou em coordenadas parabdlicas.

Em coordenadas parabdlicas, escrevendo ¢ = F(&)g(m)® () obtem-se equacdes

da forma:

L d°0 m*, m inteiro
—_— - — Int
D dyp? ’ ’

114d [ df m?  2uF

f’éEE(g_&)"?+ et =0

11d ( dg\ m® 2uE ,

g2 ) = o 2= = 0

gndn (n n) TR T ’

onde C) + Cs = %Eeg.

As duas dltimas equagdes sdo iguais a menos das constantes Cre(Cse
podem ser resolvidas diretamente. As constantes C1 e C5 sdo determinadas
levando em conta as condigdes de contorno (convergéncia da funcédo de onda
no infinito). ‘

A resolugdo deste problema nos leva 3 condicdo

uZ2et
27121)2 !

onde p e um nimero inteiro positivo, denominado mimero quéntico princi-
pal. Os valores de F para diferentes p corresponderiam a diferentes niveis de
excitagdo do dtomo de hidrogénio.

Complemento. Uma complementagio importante deste capitulo é uma in-
trodugao elementar ao método das caracteristicas. Veja a secao 8.2 do livro
J. Mathews e R. L. Walker “Mathematical Methods of Physics”, W. A. Ben-
jamin, Inc. (1965). Veja também a discussio mais precisa da unicidade do
problema de valores inicial e de fronteira (e, em conseqiiéncia, de seu cardter
bem-posto) para as equagdes de calor, das ondas e de Laplace em “Anélise
de Fourier e Equagdes Diferenciais Parciais”, de Djairo Guides de Figueiredo,
Projeto Euclides, IMPA (1977). [NdEs|



Capitulo 4

Laplaciano em Coordenadas
Esféricas

Estamos interessados em resolver a equacao
V3 + k% = 0 (4.1)

pelo método de separacgdo de varidveis. Esta equagdo ¢ bem mais geral do que
parece pois, se

e k2 =0, aeq (4.1) é a equagio de Laplace,

e k2 > 0, a eq. (4.1) é a equaciio de Helmholtz (ou equacio das ondas
estacionérias),

s k2 <0, aeq. (41) é a equacio de difusio (parte espacial).

Existem onze sistemas de coordenadas em que a equagio (4.1) é separavel.
O sistema de coordenadas polares esféricas e o de coordenadas polares cilindricas
s80 08 que encontram maiores aplicacoes em Fisica.

4.1 Equagao de Laplace em Coordenadas Esféricas

Vamos escrever a equagdo (4.1) em coordenadas esféricas:

10 (L00\ 1[ 1 0 ( op\ 1 8] ,
7‘—25’; (T‘ 5)4‘7—2 {m% (sene—a—a— +mal—¢2 +kY = 0, (4'1'1)

onde 0<r<o0,0<f<meld<p< 2.

Tentemos solugdes da forma

Y, 8,¢) = R(r)Y(0,¢) .
Temos -

1d (2R Y RQY+k2RY =0, (4.1.2)
72 dr dr

39
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onde ) denota o operador diferencial parcial:

Y = L 9 seﬁay +——1 QQX
~ send 560 06 sen2 dyp?

Dividindo a eq. (4.1.2) por RY e multiplicando por 72, obtemos
14d 2dR
Rdr dr

1d [ ,dR 22 _ —Llou _

com A uma constante, de onde resultam as equacdes

)+ QY + k%% = 0,

ou seja

QY +AA+1) = 0, (4.1.3)

Ld (,dR\ o,
= . 4.1.4
Ea (r dr)+k AA+1) 0 ( )
Se k* = 0, a equagéo (4.1.4) tem por solugio geral
1
_ A
R(T') = Ar +Bm

O caso k? # 0 serd considerados mais tarde.
Para resolver (4.1.3) usamos, de novo, a separacio de varidveis, com
Y(0,0) = 0(8)2() .

Obtemos, apds divisdo por O e multiplicacido por sen?d,

send d de —1d*®
— — Dsen?d = — = - = m?,
5 de(enﬁd())—l—)\(/\-i— ) sen & dp? m”,
com m uma constante, de onde vém as equacoes
>® '
d? +m?® = 0, (4.1.5)
d doe 9 9
senO@ <sen9?i—f—)—) +[AA+Dsen’d —m?]O = 0. (41.6)

A equacido (4.1.5) tem por solugdo geral

Qo) = Aoy + By
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sem==0¢e¢ _ .
Bn(9) = An™ + Bpe '™
ou
Bn(ip) = Crncos(mip) + Dy sen(mep) |
se m # 0.

A interpretagao de (r, 6, ¢) como potencial nos leva a impor a periodi-
cidade da fungio ®(i) {com periodo 2x). Para isso devemos ter 4p = 0 e m
inteiro (podemos nos restringir a m inteiro > 0).

Para resolver a equagdo (4.1.6) fazemos a mudanga de varidvel x = cos &,
pela qual @ (8(z)) = y(z) obedece & equagdo
2

1—z2?

(1—-2%)y =22y + |AA+1) - }yzo, -1<z<1, (@.L7)
que é chamada “equacio de Legendre associada”. Note que (4.1.7) envolve
duas constantes, uma totalmente arbitraria A e a outra restrita aos valores
inteiros m. ’

E possivel que o problema considerado apresente simetria azimutal, isto é,
que @(r, 0, p) = %’J(T; 0)’

Neste caso ®(;p) deve se reduzir a uma constante, isto &, m deve ser zero.
Para m = 0, a equagdo (4.1.7) se converte na equagéo de Legendre

(1-2%)y" =22y + XA+ 1)y = 0, -1<z<1. (4.1.8)

Podemos construir solugdes da equagdo de Legendre, na vizinhanca de
z = 0 (ponto ordindrio), quer pelo método de Frobenius (Capitulo 2, pégina
15), quer pela representagéo de y por uma série de Taylor:

y(z) = Y anz”. (4.1.9)
n=0

L sdo

(n—=XA)(n+A+1)

= CFCES) an, n>0. (4.1.10)

As fédrmulas de recorréncia

Qn+2

A solucéo geral de (4.1.8) serd dada por

o0 oC
y(z) = E asy 27 + Z agrpr
=0 =0

1Obtidas pela substituicio de {4.1.9) na equagéo {4.1.8). [NdEs]
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A série de poténcias pares envolve a constante arbitraria ag e a série de
poténcias impares envolve a;. Para qualquer A as séries convergem para jz| <
1, mas divergem para |z| = 1.

A interpretacio fisica de ¥(r, 8, ©) nos leva a procurar para a eq. (4.1.8)
solugdes limitadas no intervalo —1 < z < 1. Podemos ter uma solugio limitada
(mas ndo duas) somente no caso em que A é um inteiro | > 0 (a escolha
A = —I —1 d4 origem & mesma solugdo). Se ! for par (Impar) toma-se a1 = 0
(ap = 0) solugio se reduzird a um polinémio de grau {. A constante arbitraria
restante pode ser determinada impondo-se a condigdo y(1) = 1. O polinémio
de grau ! assim determinado chama—se polindmio de Legendre e indica—se por
Pi(z).

4.2 Polindmios de Legendre

Das férmulas de recorréncia (4.1.10) e da escolha

o (-2 0 . a (—1)E12 (4 1)
D2 (/) P AU DA/
resulta
1 (—1)ntD/2 (14 n)!
B(z) = = : Al 1>0
i) 2 ?; n! (4 n)/2)1 ({1 - n)/2)!:L ' -
e, pela substituicilo n =1—-2r, r =0, 1, ... [{/2], onde
[Z] /2 se { é par,
2 (1-1)/2  selé impar,
vem v ]
2
T' (2Z — 27") [—2pr
= 4.2.1
Be) 212 ! T (4:2.1)
de onde resulta a férmula de Rodrigues
1 d !
Pl(x) = ﬁ@ (132 — ].) ’ [ = 0, 1, 2, cee (422)

que é muitas vezes usada como definicdo de Pi(z). Da férmula (4.2.2) resulta,
com auxilio da férmula de Leibnitz

d El: 0 du dTw

dzt (w-w) = il - Mdat  dzi-T

(4.2.3)
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onde u, v sdo fungdes derivdveis arbitrdrias, os valores® Pj(£1) = (£1)%.

e Polinbémios de Legendre de grau mais baixo

Os primeiros polindémios de Legendre sao:

Pfz) = 1,

Pz) = =,

i) = 3(37~1)

Py(z) = -;—(5:c3—3:1:),
Py(z) = %(35934-3093%3).

¢ Paridade dos poliné6mios de Legendre

Para todo z e todo [ vale

B(—z) = (-1)' Az) .

¢ Ortogonalidade e normalizagao do sistema {F{z), { =0, 1, ...}

Usaremos a férmula de Rodrigues para calcular as integrais
1
fa = [ Pa@R@ds,  Va 120,
-1
primeiramente para n # [ e depois para o caso n = {.

1. Seja n # 1, ou melhor, n < {. Integremos

1 Lo l
Ly = 2n+l—n1u/_1D (- 1)" D' (z? - 1) da

por partes n vezes (D = d/dx). Obtemos

1 ! _ I
Iy = W/_1D2"(x2—1)” D (2?2 - 1) dx .

*Esses valores de P(x) nos pontos = 1 podem também ser provados, por indugéo,
usando as relagdes de recorréncia dos polindmios de Legendre, apresentadas mais adiante
(péagina 46). [NdEs]
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Sabendo que

DM (22— )" = (201,
e que

pi-n-1 (x2 . l)l =0,

para x = x1, conclui-se que I,; = 0 paran < I. (Se n > [, chega-se
a Iy = 0 trocando-se n e I). Assim, os polinémios de Legendre sdo,
dois a dois, ortogonais no intervalo [—1, 1], o que era de se esperar visto
serem os Fj(x) autofungdes da equagio de Legendre, sujeita as condicbes
Py(£1) finitos?.

2. Sejal=n. Apds n integragdes por partes, obtemos

Iy, = Mfl (:n?—l)n de ,

2271 (nr)2 -1
que vale*

(2n)!

(2n)t 221 9
22 ()2

Bin+1,1/2) = T @n+1)! ~ 2n4+1°

Conseqlientemente, para todos n, [

H

1
2
/_1 Bl iz de = 5 7 du (4.24)

Essas sao as relagdes de ortogonalidade dos polindmios de Legendre.

e Funcao geratriz dos polinémios de Legendre

A fungdo g(z, t) = (1 — 2zt + tQ)_l’/ ? quando desenvolvida em poténcias
de ¢, para [t| < 1, tem por coeficientes os polinémios de Legendre

T Z Pl e (423

Prova. Para |y| < 1, y = 2zt — ¢?, tem-—se

Z 22” (n' v

n=0

=

3Esta propriedade segue da Teoria de Sturm-Liouville para operadores diferenciais auto-
adjuntos a qual inclui a equacio de Legendre com as condigdes de fronteira indicadas. [NdEs]
*Aqui, B{a, 8) = D{a)T(8)/T(a + B) é a fungio beta de argumento o e 3. [NdEs]
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com N
no__ ; an (_..1)7‘ n! n—r yntr
r=0
Portanto,
n
1 _ i (2n)! (=1)" n! 2z
V1= 2zt + {2 vl =l (n — 1)

Com a mudan¢an =r +m = m =n —r, vern

(m/2}

( I)T (zm 27’)' m—2r m
.
2Lt+t2 Z ; il (m—2r)!(m—-'r)!x
A expressao entre colchetes se identifica com P, (z) através de (4.2.1). o

Veremos adiante que [P, (z)| < 1 para |z{ < 1. Portanto, a série (4.2.5) ¢
absolutamente convergente para [¢| < 1.

Se [t} > 1, entdo |1/t < 1, logo®

. 4.2.6
m Z t“+1 (42.6)

e Interpretacao da funcao geratriz dos polinédmios de Legendre

O potencial eletrostdtico ¥ no ponto P de coordenadas (z, y, z), de uma
carga pontual g localizada no eixo 0z (vide Fig. 4.1) é

g 1
Ameg Ty

¥(z, y, 2) =
Em coordenadas polares (com ¢ o dngulo entre o vetor P e o cixo 0z)

b, 6) = : .
dmeg /72 + o2 — 2racosf

Para r < a, tém-se, através de (4.2.5):

P(r, §) = 4Wgoazpn(cos€) (g)n . (4.2.7)
n=0

—1/2 —1/2

®Observe que (1 — 2zt + t°)

=t (1-2=/t+1/t*)" " [NdEs]
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I

P(x, y, 2)

Figura 4.1. O ponto P{z, y, z), o dngulo 8 e as distincias a, 1 er. A
posicdo da carga tem coordenadas (0, 0, a) e a distancia Fuclidiana desta ao
ponto P € denotada por ry.

Para r > a, tém-se, usando (4.2.6):

dareqr

P(r, ) = g ZPH(COSG) (%)n . (4.2.8)
n=0

Com o auxilio da expansio (4.2.5) encontramos os valores

P2n+l(0) = 0, P2’n+1(0) - (_l)n%:_n?%{,
Pru(0) = (—1)”%%, Pl = 0.
(4.2.9)

e Relagdes de recorréncia dos polinémios de Legendre

Os polinédmios de Legendre satisfazem as seguintes relacoes, ditas relacoes
de recorréncia, por permitirem calcular recursivamente os polindmios /7,. Es-
sas relacoes podem ser provadas, por exemplo, através da formula de Rodrigues
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ou com uso da funcdo geratriz, como indicado adiante.
Py +P,_1~22P,—-PB, = 0, n>1, (4.2.10)
m+DFPr—2n+zPy+nP, 1 = 0, n>1, (4.211)
nPy,—xzP,+P,_, = 0, n>1, (4.2.12)
P, —zP,—(n+1)P, = 0, n>0, (4.2.13)
PP .- 02n+1DP., = 0., n>1_, (4214,

(1-—2®)P,—nPyy—nzP, = 0, n>1. (4.215)

A primeira destas relagdes decorre da fungio geratriz, através da derivacéo

em relagdo a x:
g 3 1 9g

= =% = ¢g
Oz g g% Oz g

o1 =
Substituindo e por 1—2zt+t% e g por Z Pp(z)t" e igualando os coeficientes

n=0
de t". A segunda relagio vem da derivagio de g em relagio a ¢:
dg 3
- = -1 .
3 = &=ty
A terceira vem de® 8 9
9 1+ 99
t— = (z—t)== .
ot (z—1) Oz

As demais relagtes s@o obtidas por derivagio, substituicio etc.

O conjunto {Py(x), n=0, 1, ...} forma um conjunto ortogonal completo.
Fungoes arbitrdrias f(z), de quadrado integrdvel no intervalo [—1, 1], podem
ser desenvolvidas em série de polinémios de Legendre:

flz) = > a b)), (4.2.16)
=0
com L
2
o= 22 [ @R e

®Combinado as duas equacdes anteriores. [NdEs]
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No calculo de a; podem ser usados, quer a férmula de Rodrigues, quer as
férmulas (4.2.12).

e Aplicagbes

1. Potencial eletrostatico no interior da esfera de raio R (onde nao existem
cargas), quando o potencial na superficie esférica é (R, 6, @) = f(0).

O potencial obedece & equacao
Vi =

naregiéoogr<R,Og6gﬂeO§<p§27resatisfazacondigé,ode
contorno

(R, 0, o) = f(0).
As solugdes fisicamente aceitdveis sao

Ayt Py(cos 6) ou By 7~ P(cos8) .

z

mas r~t~1 diverge na origem, portanto, devemos ter B; = 0. Entdo, 1/ é

da forma D e
Y(r, 8) = ZA;T‘P;(COSG).
1=0
Como 9(R,8) = f(8), temos
(2
= ZA; R Py(cosb) .
=0

Pela substitui¢io z = cos 8, f(#{(x)) = g{x), temos a série de polindmios
de Legendre

glz) = Z a; Py(z),

com

_ AR = 21“] (z) Pi(e) dz . (4.2.17)

A solugdo do problema é, pois,

<(r,0) = Za( (£> Py(cos ),

com q; dado por (4.2.17).
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Analogamente, o potencial no exterior da esfera (n&o existindo cargas
livres) serd dado por

Ps(r,8) = Zag (;—) Py(cosb) .

(=0

Determinemos o potencial interno e externo no caso

14 se0 <0 <72,
f6) =
-V osew/2< 8L,

Sendo f(z) uma funcéo {mpar, os coeficientes a; se anularao para [ par
(pois o integrando serd uma fungéo impar) e para ! impar teremos

a = (2[—&—1)[)1 f(z) P(z)dz

_ (25+1)V/01P;(m)d:c.

A integral pode ser calculada usando a férmula de Rodrigues ou entao a
relacdo de recorréncia (4.2.14). Usando esta iltima forma, vem

1
q =V (Pz+1(f€)—Pz—1(1‘))l0 :
Usando o fato que P{1) = 1 para todo I e devido & (4.2.9), vem entdo

ag = V (Pu-1(0) — Par41(0)) = 0

agp1 = V (Pa{0) — Pypa(0))

B Caent (20 + 2)!
— V(( 1) 27 ( 1)z+122H2 ((l+1)[)2)’

que pode ser transformado em (prove!):’

B i . (2{ — !
a91—1 — (—1) (4l T 3)(—2?-+—2)-'~‘V .
TAquinll=n-(n—2) (n—4)----- 3-1lsenimparen!!=n-(n—=2)-(n—4) - - 4.2

se n par. [NdEs]|
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O potencial interno (r < R) serd dado por:

Z a1 (—) o Py 1{cos )

- Vg (-4 + 3)%&% (;;-)M Pyei(cosb)

3r 773 11
= V{§§P1<C050)_§']¥P3(C059) 16R5P’(COS€)}

O potencial externo (r > R) serd dado por:

oo R 2042
§) = ZagH.l <?) Py i1(cos 8)
=0

e} 2142
= Vg —~1)! (4l +3) 8?4_2;” <?> Py y1(cos 6)

3 2 6
= V{2R2P1( 9)—§§-P3(0030)+1(15R6P(cos&)}Jr

2. Determinar o potencial eletrostdtico devido a um anel de raio ¢ uniforme-
mente carregado com uma carga ¢. Vide Fig.4.2.

Fora do anel o potencial deve satisfazer & equacio de Laplace

pois ndo hd cargas nesta regido. A solucdo desta equacdo, como vimos
no exemplo anterior, é dada por

>0
G(r, 6) = 3 (Ar' + Bir ™) Pi(cos) .
1=0
Para r > a os coeficientes A; devem se anular pois lim s (r,6) = 0.
700
Neste caso

P> (r0) = ZBzT"l"ng(cosG).

=0
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<

Figura 4.2. Anel de raio a uniformemente carregado no plano zy centrado na
origem. O dngulo 8 € o raio r.

Para determinar os coeficientes B; podemos calcular ¥(r, ) sobre o
€ixo z, ou seja r = z e # = 0, e comparé—lo com o valor dado pela lei de
Coulomb

q 1 _ g 1
dmen 22 + a® dmepz /1 + a?/2?

q o0 a ! o 1
- 471'50;:2(;) R(0) = ;Bzz A

Temos, portanto,

_ qd R(0)
dreq F(1)
Como, por defini¢do P(1) =1 e devido'a {4.2.9), temos
ga® ., (29)!
(—1 5 -
dareg 22s (1)

B?s-H =0, BZ& =

Portanto, o potencial para » > a sera dado por

balr0) = —93 (12 (2)” Prsfeost)

dmregr prd 228 (3[)2 T
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e Representacio integral dos polinémios de Legendre

Os polindémios de Legendre estdo definidos para todo nimero complexo z
pela férmula de Rodrigues

1 d» n

Pulz) = L (2o,

n(2) 2nn! dzn (z 1) '

n=_0 1, 2, .... Usando a férmula integral de Cauchy
M) = 2 / _ I

Fz) 2mi Jo (t— z)ntt dt

para f(t) = (t2—1)", obtemos a seguinte representagio integral
1 2 -1)"
Pu(z) = - 4 (4.2.18)

omi Jo

onde C é qualquer caminho fechado em torno do ponto z, orientado no sen-
tido positivo (anti~horério). Essa é a chamada representacido de Schléfli dos
polinémios de Legendre.

Podemos deduzir de (4.2.18) outra representagdo integral. Seja C a cir-
cunferéncia de centro z e raio l(zz — 1)1/ 2‘. Fazendo a mudanga de varidvel

t = z4+V22 1€,
0 < ¢ < 2w, obtemos

|

2(t— 2) (z+ Va2 — 1003(,9) ,

dt = i(t—2)de.

Portanto, substituindo em (4.2.18) obtemos

2r
P(z) = L (z +vz%2 — 1cos go)n dy . (4.2.19)

27T0

Esta é a representacao de Laplace para os polinémios de Legendre.

Podemos deduzir de (4.2.19) um interessante resultado. Seja z = z,
Tomando o médulo de P, (z), temos

1 2T n
Po(z)| £ — z+iv1—2z2cosp| dp.
2 0 (Pn

Z

<1
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Como

‘m—#i\/l—x?cosw‘ = /22 + (1 —2Dcos2p <1,

obtemos a majoracao
|Pa(z)] < 1.

Esta majoracao que garante a convergéncia absoluta da série

f: Po(z)t"

n=0

para |t| < 1.

e A segunda solucgao da equacao de Legendre

Quando se resolve a equagdo de Legendre de ordem n pelo método de
Frobenius {Capitulo 2, pdgina 15), obtem-se uma solugdo polinomial, a saber,
P, (z), e uma segunda solugdo em forma de uma série divergente para |z| > 1.

Muitas vezes é conveniente obter uma segunda solugio em forma fechada.
Para isso, tenta—se resolver a equacao

(1 =2y’ —2zy +n(n+ 1y = 0

com uma. funco y(z) = P,(z)v(z). Substituindo na equagio, obtemos para
v a seguinte equagao

(1 —22)Po” + [2(1 — 22 P, — 22P ' = 0

cuja solucio geral &%

® 1
@ =0 [ G a o

onde C1 e Cy sdo constantes arbitrdrias. Escolhendo C7 = 1, Cy = 0 e
zo = 00, obtemos uma segunda solugéo @ (z) chamada de funcédo de Legendre
de segunda espécie, cuja definicdo é

. dt .
%) = 20 [ Gy
Nota—se que, para |z| — oo, Qp{z) = O(z™"~ 1) Para n =0 e 1, temos
< 1 1. z+1
Qalz) = /z mdt =3 111; ,

®Note que esta equagio também pode ser escrita como [(1 — :rz)P,fv’]l = (0. [NdEs]
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°o 1 z. z+1
Ql(z)mz/z mdt _51113-—-1_1

e assim por diante.

Observa—se que as fungbes @), (z) apresentam singularidades logaritmicas
nos pontos z = %1.

4.3 Funcoes Associadas de Legendre

Consideremos a equagao associada de Legendre
2

m

Observemos que, se u for uma solugdo da equacdo de Legendre

(1 -2y’ — 2+l +1)y = 0, (4.3.2)

. " X .
a funcdo v = —— obedece & equacdo
dz™

(1 =z = 2z(m+ 10"+ (I —m)(+m+1v = 0. {4.3.3)

Isto se obtem derivando a equagéo (4.3.2) m—~vezes com o auxilio da férmula
de Leibnitz (4.2.3), pagina 42.

Seja y = (1— mz)m/z v. Substituindo v = (1 —332)_m/2y na equacgio
(4.3.3) e cancelando o fator (1 — z%) -m/ ? achamos que y{z) satisfaz a equacgio
(4.3.1).

Escolhendo u(z) = P{z), obtemos uma soluc¢io regular para a equagao
associada de Legendre

m/2 del

dz™

y(z) = FMz) = (1-37)

(z) (4.3.4)

m > 0, chamada funcio associada de Legendre. Se exprimirmos Fj(z) pela
férmula de Rodrigues, temos outra forma para P™(z):

m/2 1 dlle

2
le(x) = (1 -z ) %dxl—l-m

(e>—1)" . (4.3.5)
Podemos definir, para m > 0,

—m/2 1 dl—‘m 2 !
o gt &Y

P (z) = (1-27%) (4.3.6)
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Vé-se, através de (4.3.4) ou (4.3.5) e (4.3.6) que P™(z) =0 ¢ P, ™(x) = 0 se
m > l. Ent&o, podemos ter P/"(z) nao identicamente nulo para — <m <.

E claro que P™ ¢ PT™ obedecem a mesma equagéo diferencial e que P~
também ¢ uma solugdo regular de (4.3.1). Temos pois,

Pr™(z) = AP™Ma)+ BQPE),

onde Q" indica uma segunda solugdo de (4.3.1) independente de P*. Ora,
o Wronskiano W{u, v; z) de duas solucdes da equacdo (4.3.1) é da forma
W(u, v; z) = C/(1 —2?).°

Se u e v sdo linearmente independentes (C' # 0), «w € v ndo podem ser
ambas regulares nos pontos z = £1. Portanto @}* (qualquer que seja) ndo é
regular para x = £1. Assim,

P™x) = AP (2) . (4.3.7)

A constante de proporcionalidade A é obtida com o auxilio da férmula de
Leibnitz aplicada a ambos os membros de (4.3.7), tomando-se z = 0:

m (L —m)!

P ™M) = (-1)" GTmy

PM(z) . (4.3.8)

¢ Funcido geratriz dos polinémios de Legendre associados

Existe uma fungao geratriz gz, t) para Fj", a saber,

2\ym/2
@m) _ (1—=2?) ZP}H-m

2mml (1 — 2zt 4 ¢2)™ /2

YEscrevendo a equagdo (4.3.1) na forma auto adjunta

oy 1) — m _ .
==t + [+ - 25 v = 0.
temos, para duas solugdes u © v,

0=u[t-a®] —v(1- 2]

2

= [u(l —2®) —o(1— 2],
isto 6, u(1 —z2)v’ —v(1 — 2®)u’ = C. De onde se conclui

C

4 . i ’ —
Wiy, v; ) = w' —u'v = 1=

[NdEs]
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a qual, por ndo ter um sentido fisico, raramente é usada.

¢ Relacoes de recorréncia dos polinédmios de Legendre associados

Existe para os polinémios de Legendre associados uma grande variedade
de férmulas de recorréncia, entre as quais a seguinte:

1/2

(2n+1){1—=2*) /" P™

= (n+m)(n+m+ )P —(n—m+1)(n+m+2)PITL.

Também relevante é a propriedade de paridade dos polindmios de Legendre
associados
Pp(—=z) = (-1 PM(=)

assim como seus valores nos pontos £1: P™{+1) = 0se m £ 0 e P3(£1) =
(£1)" {em virtude da defini¢do).

e Ortogonalidade dos polinémios de Legendre associados

Usando a férmula de Rodrigues e a férmula (4.3.8), calculemos

1
n o= [ A@erEdas

1
= %f_l PiMz) P ™ (x) dz

11 1 gt L, adT
= i |, g @V g (02 @

_ (_1)m 1 1 1 dn 0 1'n, dl
= A oo e & ) g

( 2—1)ldx

(apds m—integracbes por partes). Continuando, obtemos

_1\ym 1
n- EL [ rwa@e - LA wa

Essas sao as relacoes de ortogonalidade dos polindmios de Legendre associados.

Em coordenadas esféricas, (4.3.9) se escreve

.
/ P (cos8) P/ (cos 8) senf df =
0

2

[+m)! 2 ,
Ez i mgsﬁ St (4.3.10)
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Uma fun¢do arbitréria f(z), de quadrado integrével em [—1, 1], pode ser
desenvolvida em série de Pi*(x): para cada m pode-se escrever

> ap P (z)

n=m

onde

2 + 1(n—m)!
moo_ m
Qn = 9 n+m)1/ f P

4.4 Harmdnicos Esféricos

Na separagdc de varidveis da equacdo de Laplace em coordenadas esféricas
aparecem as funcoes Y (8, @) = P*(cos @) ™%,

Chamam-se harmonicos esféricos as funcdes esféricas

2041 [(I—m)!

m ) — (—_1\™ m 1M
}/2 (91 (1‘9) ( 1) 4,”_ (l—i—m)‘ P[ (COSQ) e )

1=0,1,2 ...om= —, ..., 0, .., L.

E fécil verificar que o sistema Y;™(8, ) é ortonormal na superficie da
esfera, isto é, que valem as relacdes de ortogonalidade dos harménicos esféricos

I{l' - /}/zm(e (10) Yi;m/(e 9‘9) d = & O (441)

onde df? = sen@ df de.

O fator de fase (—1)™ incluido na definicdo de ¥;™ chama-se fase de
Condon—Shortley. Esse fator é dispensdvel, mas torna—se particularmente con-
veniente em certos cdlculos da Mecédnica Quéantica (por exemplo, na teoria do
momento angular). :
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¢ Exemplos de harmoénicos esféricos

1
Y90, ¢) =

Vi’

/3
Ylo(97 ‘P) = 4—7;0050 ’
1 3 i
Y1 (8, ©) = g’;senﬁe )
-1 3 _ip
Y7o, o) = gsenﬁe ,

5 [ ; 1
Y28, ¢) = o <g cos® § — 5) etc.

e Série de Laplace

Parte da importancia dos harménicos esféricos reside na propriedade de
se poder desenvolver qualquer func¢io f(8, ¢), de quadrado integrével na su-
perficie da esfera, em uma série de harmdnicos esféricos ¥;™(f, ) (série de
Laplace):

o !
f(9> (19) = Z Z cl'rnYén%ea ‘1‘9)

: (4.4.2)
=0 m=—1
€on1

~ [ 16, 0¥7@ a0

Por vezes é 1itil o desenvolvimento de f(6, ¢) em séries de harménicos esféricos
pares e impares (nao-normalizados)

Y8, @) =

(8, v) =

P™(cos ) cos(meyp) , (>0, m=20,1, .

P (cos @) sen{me) , 1>0, m

i{/““me <P)+(

Z AZmYl +(0 ©) +BZmY 20, v )
{=0 m=1

(4.4.3)
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onde
A = 27r l+m)|/f(9 ©) @0, ©)dQ (4.4.4)
paxam=0,1,...,0, e
B, = 2+il-m) f £6, @)Y (0, ¢) 9 (4.4.5)
27r l+m
param=1, 2, ..., L

Voltemos ao problema de resolver a equagdo de Laplace
V2@’J(T, 91 (10) =0 s
na esfera r < R, com condig@o de contorno

V(R 0, ©) = [0, ¢).

A solucédo é dada, quer por uma série de harmdnicos esféricos

w8, 0) = > Zczm( ) Yo e, (a4

com .
= [ 16, Y0 P,
quer, por uma série de harmonicos esféricos pares e impares,

P(r.0, ) = Z (R) {Z A Y +(9> @)+ Z Blel—(e ‘P)} :

=0 m=1

com Ay, € By, dados por (4.4.4) e (4.4.5).

e O teorema de adigido de harmoénicos esféricos

Sejam N(a, 3)e M (6, ) dois pontos sobre a superficie da esfera (unitéria)
e v o dngulo entre as diregtes que eles definem. Existe a seguinte relagao entre
os angulos v, a, 3, 6 e @

cosy = cosc cosf + sena senf cos{p — G) ,

a qual pode ser obtida tomando-se o produto escalar entre os vetores N(a, 5)
e M0, ).
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Considerada como fungéo de € e @, a fungdo Fj(cos v) pode ser desenvolvida
em série de harménicos esféricos

Pi(cosy) Z Z enm(a, B) Y (0, 0)

n=0m=-n

Contudo, por razdes que daremos adiante, sé figuram nesta série termos

com n = I z

Pycosy) = Z amle, B) Y™ (0, @), (4.4.7)

m=—1

Com
o = [ Pilcos) 0, ) do
Em particular,

ao = [ Fieosy) T30, 9) a2

Consideremos o sistema (z/, ¢/, P ) em que 02’ coincide com a direcéo definida
por N(a, 4) . O ponto P tem, no novo sistema, as coordenadas ¢, ', com
b = . Y (6, ) se exprime como combinagio linear de Y(¢/, ¢'):

l
Y70, o) = > anvie, ¢) . (4.4.8)
q=—l

Entéao,

Clyy, = Z a;q/Pl cosG)Yq ¢, ') d’ .
g=—1 B

Y06, ¢) = 1/ 2 Pi(eos0)

e as relagbes (4.4.1), obtemos

Usando a definigao

= 21 ag (4.4.9)

Suponhamos agora que M tenda para N, isto é, que 7y tenda para . Entéo,

Y, B) Za Y20, ©)
=1
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2l+1 l—q et
Y (0 s‘D = \( (l+q)l 1)6 gy

Mas

- 2 _
Como P/(1) =0 parag#0e PP(1) = 1, obtemos Y"™(a, B) = l4+ ! agg
17
e, portanto,
T = T (e, B . (4.4.10)
10 241 i ’ T
Levando (4.4.10) a (4.4.9), temos
47
= Yy ,
de onde vem, finalmente,
4 N
Peosy) = gy m‘;_lnm(a, BYY™(0, ©) . (4.4.11)

Esta é a chamada férmula, ou teorema, de adi¢ao dos harmoénicos esféricos.

Outras formas do mesmo teorema sao:

Py(cosy) = Z (Z e )1 ™(cos o) P["(cos 9) @B - (4.4.12)
Pcosy) = Pcosa)P(cosd)+

123 U s ot =) 0429

O teorema da adicio é particularmente \til para se exprimir o potencial no
ponto P = (7, f, ¢), de uma carga elétrica ¢ situada no ponto Q= (a, o, 9):

o0 {
v 0,9) = 3 (8 T D e AV p) (4a14)

47T6 T
a =0 m=—1

para r > a, e expressdo andloga para r < a.
Daremos agora uma justificativa para (4.4.7). Observemos, antes de tudo,
que um harménico esférico ¥Y;™ é a solucdo da equagao

1

Y= 0.
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Em particular, isso é verdade para PP(cos8). Em relacio ao sistema de eixos
(z', 'y ') em que 0z’ coincide com ON,  é o dngulo polar, logo

{1+ 1)

rt?

v'% P(cos ) + Py(cosy) = 0.

Passando dos eixos (2', y/, 2’) para os eixos (z, y, 2) por meio de uma rotagao
no espaco em torno da origem, F(cos+y) sofre a transformacio

B(COS",’) = Z Z Can-r:n(By 99) = f(g) ¢)7

n=0m=—n

. 2 oA . .
enquanto que o Laplaciano V'? e a distancia '? ficam invariantes

{1+ 1)
.2

VAf + f=0.

A equagdo acima s6 é satisfeita se em f(0, ) s6 aparecerem termos com

n = 1. Assim fica justificada a combinagao linear (4.4.7).

¢ Exemplos de aplicagido da férmula de adigdo

1. E dada uma distribuigéo de carga:

Are " gen0 cos2p, 0<r<R,
plr, 0, @) =
0, r> R,

onde A e o sdo constantes. Ache o potencial eletrostitico em um ponto
interior & distribui¢éo de carga.

Sabemos que o potencial eletrostético é dado por

1 1 ) /
e 6, - / p(r', §,¢") 2 dr’ dQ

( & dreo Jv /r2 + 712 — 201/ cosy (

(4.4.15)
coml . l
1 1 e )

= — |} PFicosvy),
\/7’2 + 1% — 2rrf cos v rs g (r> ( )

onde r< = min(r, ') e r» = max(r, '). Pelo teorema da adigdo (4.4.11)

{
4 T TEEEY
131(0087) = 2 + § : Yim(9,7 QO’) Ylm(9~ (P) .

1 m=-—I
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Devemos decompor a parte radial da integral (4.4.15) em duas partes:

R r R
[ dr’...z/dT’...+/ drl...
0 0 T

Para r’ < r, temos

_ - A3
®y(r, 0, p) = 47rf022l+1r1+1 Z Yo, ¢ / dr'r e

/ dVY (@, ') sen®d’ cos 2 .
Inicialmente, resolvemos a parte angular. Como

f—e—

5 ” 5 i
2 n2p L2 ,_2 2n —2ip,
Yy = —~—96ﬂ_350n fe e Y, " = ———967T336n Be "%,

temos

fdQ' Y@, ') sen®d’ cos 2¢
_ /87 A o v2igl o —pr 4
8w
=\ (5z25m2+0125 : ),

A parte radial fica (com ! = 2)

r 5 ’
I(r) = /d’r' e
0

3

e [ i rt 20 r' L0 ' | 120 120 ’
€ o a2 a3 al ad ab

0
integrando sucessivamente por partes. Entao,

B0, 0, 0) = ooy 32 G (V0.0 + Vi (0,0)

I(r
= A (3) sen?6 cos 2.
060 T
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Para v’ > 7, temos

q):)(?“ 9 g) _ _A" > 47 1[ Z Ym 6 (’9)/ dr' 'I“l_l+2 e-—a.r/
R 4meg = 2l+1 ool

/ dQ Y@, ') send’ cos 2’ .

A parte angular se resolve como no caso anterior. A parte radial fica
B

R -1
/ d,rfe~a-'r' — _e—ar’ - = (e—ar . e—-aR) )
- oY ’ «@
Portanto,
A r? ; v
Do(r, 6, ) = =T (e — e7) sen®d cos 2p .
Bep o
Finalmente,
d = & + .

2. Potencial devido a uma carga total ¢ uniformemente distribuida ao longo

de um anel de raio a, perpendicular ao eixo 0z, com centro no ponto
z =b. Vide Fig. 4.3.

O potencial no ponto P sobre o eixo 0z (z = r) é dado por

Yir) = 2 !

I
dmeg /12 4 ¢2 — 2rccos

onde ¢ = a? + b°. Expandindo a raiz no denominador, temos

)= 255 (2) s

parar > ¢, €

v(r) = 4’/T€(]C§( ) Beosa),

=0
para 7 < c.
O potencial em um ponto @ = (r, 8, ¢) fora do eixo 0z é calculado
assim*0
1 [ 1
¥(r, 0) = o
dwey 27 Jqo /72 +c? — 2rccosy

Y Aqui, v é o Angulo formado entre os dois vetores 0Q e ON, onde N = (¢, @, ) é um
ponto sobre o anel carregado. [NdEs]
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Figura 4.3. O anel uniformemente carregado de raio a, 0§ pontos P,Q eN,
o0s angulos « e v e as disténcias b e c.

(devido a simetria da carga, ¥ néo depende do dngulo ¢). Se expandir-
mos a raiz no denominador, para r > ¢,

, g e~y 1 2
W(r, 0) = 4W€Drl§%(;) 5 |, @6 Bieos)

e usarmos o teorema da adigdo (4.4.13), obtemos

[e's]
: _ g A% ,
w(r, 8) = 4wsor§ (7) Py(cosa) P(cos @) ,

j& que a integral
1 2
o /s dg cos (m(p — B)) = dm,o -

Analogamente,

Y(r, 8) = d Z (%)l Py(cos ) P{cos 8} ,

para r < c.
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4.5 Exercicios

1. Demonstre por indugao finita a férmula de Leibnitz
l

d It d d-r
) = Z;)r!(z—r)! (ﬁ“) (de ”) '

=

Mostre a equivaléncia da férmula de Rodrigues (4.2.2) com a definicdo (4.2.1)
dos polindmios de Legendre.

2. Mostre que
dZn

m(iﬂz 1% = (2n)!,

e que

d
T (z~1)) =0

para todo r < {em x = +1.
3. Prove as relagoes de recorréncia (4.2.10)-(4.2.15) da pégina 47.

4. Demonstre com auxilio do Teorema de Rolle que o polinémio de Legendre
de grau ! tem precisamente [ zeros entre —1 e 1.

5. Mostre que

fl 2(1 — 2P (@)PL(z) dz = 0
-1

a menos que m =n=+ 1.

6. Determine o potencial elétrico do sistema indicado na Figura 4.4 (qua-
drupélo linear).

+q ~2q q
._
= ‘“a Z_

T
®
Y

z

Figura 4.4. Quadrupdlo linear.

7. A amplitude de uma onda espalhada em Mecénica Quéantica é dada por

f(8) = i(?l + 1)et sen(8;) P(cos 6) ,
1=0
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onde § é o angulo de espalhamento, { ¢ o momento angular e §; é o deslocamento
de fase produzido por um potencial central. A secdo de choque total é

s
Tt = 27r/ |F()]* send df .
0

Mostre que

o0
ot = 4wy (2 +1)(sen(8;))” .
=0

8. Um sdélido esférico de raio a tem a superficie mantida & temperatura
Ty(cos §)2. Determine a temperatura no interior do sélido.

9. Um sélido hemisférico tem a parte esférica de sua superficie mantida a
temperatura Ty, enquanto que sua superficie plana estd & temperatura zero.
Dectermine a temperatura no interior do sélido.

10. Considere um disco condutor de raio « eletricamente carregado com carga
total g. A distribuicdo de carga sobre cada face da superficie do disco é

q

olp) = ————,
(e) dmar/a? — p?

com p* = z? + % Mostre que o potencial produzido pelo disco no espago na
regido r > a ¢

g <= (="
— n+ 1

(;)  Pon(cos®) .

11. Calcule o potencial eletrostdtico V(r, #) devido a uma esfera condutora
neutra de raio o colocada num campo elétrico uniforme E = Egk Como
condicdes de contorno use que o potencial na esfera deve ser constante (pode-
mos escolher essa constante = 0) e que o potencial no infinito (r — o) é igual
a0 valor nao-perturbado pela esfera, isto é,

V(r, 8) "=~ —Egrcos8.

Calcule também a densidade superficial de carga induzida na superficie da

esfera:
ov

o = € ——
ar r=a
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12. Duas esferas concéntricas de raios 2a e a, respectivamente, estio divididas
em dois hemisférios pelo mesmo plano. O hemisfério superior da esfera interna
e 0 hemisfério inferior da esfera externa séo mantidos a um potencial V', cons-
tante, enquanto que os outros dois hemisférios sio mantidos a um potencial
—V. Determine o potencial na regifio definida por a < r < 2a.

13. Uma esfera oca de raio interno a tem o potencial na superficie especificado:
o=V, p) Prove a equivaléncia das duas formas de solugdo para o potencial
interno a esfera:

- a(a® — r2 Ve, o
$(8) = (4 )/ @, #) 77 4
T/ (r?+ a® - 2ar cos(y))

onde dQ' = send’ df'dy’, e cosy = cos § cos §' + senf send’ cos(ip — ¢’ ), e

Mﬁ=§iiAm&YWWw%

=0 m=—1
onde Ay, = [Y™™(¢', oYV (&, @) dSY.
14. Temos que Y (6, ¢) o cos#. Mostre que
YO0, OO0, ¢) = AV, 0) + BYUL(6, ), (45.1)

onde A ¢ B sdo coeficientes indepéndentes de 8 e ¢. Sugestdo: calcule o
comutador [cos§, D™|, onde D = Ec_-g“s_e e use uma das relacées de recorréncia
para 0s polinémios de Legendre.

Usando (4.5.1), mostre que
[T Y6, Y0, @ = o
ando ser que ly = l1£1, my = my (regras de selecio). Acima, d? = senf dbdp.
15. Os chamados polindmios de Laguerre sdo definidos por
LiNz) = 1Fi(=[n—m], m+1, 2),
onde 1Fi (o, v, z) é a funcdo hipergeométrica confluente, solugdo regular de
W+ (y -2 —ou = Q.

Mostre que as autofungdes (ndo-normalizadas) do dtomo de hidrogénio (po-
tencial de Coulomb V(r) = —2%, o > 0, e massa do elétron mg) podem ser
escritas em coordenadas esféricas como

Unim (7, 8, ) = pte P2 L2EH OV Y™, )
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sendo .que p = Jr/n, onde 8 = z—mﬁz‘ﬂ Qual é o intervalo de variagao de cada
um dos niimeros quanticos n, I e m? Qual é a degenerescéncia de cada nivel
n?



Capitulo 5
Funcoes de Bessel

5.1 Equacgao de Laplace em Coordenadas Cilindricas

* A equagido de Bessel

A. equacdo de Laplace em coordenadas cilindricas é V2(r, 6, 2) = 0, ou
seja,
& 18 106 &
S e TS A R [P =
[87"2 T te dip? + 3z2] v, 0, 2) = 0.
Podemos resolvé-la por separagio de varidveis ¥(r, 8, z) = R(r)®{(p)Z(z) e
obtemos as equagoes

Z"+ X7 = 0, (Xreal), (5.1.1)
" +m?e = 0, (5.1.2)
PR 4 rR + (A% -mP)R = 0, (5.1.3)

Se escolhermos —A? em (5.1.1) as solugdes sao

Z(z) = Ae™ 4 Be ™ = asenh(Az) + bcosh(Az) ,

®(p) = Ccos{my)+ Dsen(myp) .
Substituindo Ar = z em (5.1.3) se obtem tomando y(z) = R(z/\)
‘,Ezyu + o:y’+ (xQ _mQ)y =0,

que € a equacdo de Bessel de ordem m.

Se escolhermos +A% em (5.1.1) as solugdes sdo
Z(z) = Acos(Az) + Bsen(\z) ,

®(p) = Ccos(my)+ Dsen(my) ,
e a terceira equacao fica
22y +ay — (22 +mPy = 0, (5.1.4)

que é a equacao de Bessel modificada de ordem m. A escolha de A e de m é
imposta pelas condigbes de contorno dadas pelo problema.

71
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5.2 Funcoes de Bessel de Primeira Espécie

Seja a equacdo de Bessel de ordem v (v real ou complexo) dada por

L2

ey +ay + (2 )y = 0,
ou, equivalentemente,
z(zy' ) + (2 — ¥y = 0. (5.2.1)

Uma solucéo em termos de séries de poténcias pode ser obtida tomando-se
{método de Frobenius, vide Capitulo 2, pagina 15)

-
y@) = ) ans™t".
n=0

Substituindo-se y por esta série na equacgio de Bessel obtemos a seguinte
equagao indicial;
-1 =0 ou s=zv.

O coeficiente a; = 0 e todos os coeficientes de indices impares sao nulos. Os
coeficientes de indices pares séo obtidos pela relagao
Gp—2
Up = —— 55— > 2
e todo coeficiente de indice par pode ser obtido em termos de ag. Lembrando
que I'(p+ 1) = pL'(p), os coeficientes podem ser escritos, para s = v:

o = agl'(1 + v) o aol'(1 +v)
2 U2T(2+v) ‘ WUT(B + 1)’

o a0F(1+U) . n
9 T TR0 ) am = (=)

a(]F(l + U)
nl22nMn+1+v)

E a série solugdo ¢é da forma

y = apz'T(1+v) [I‘(ll-l—u) - I‘(21+y) (g)2+] )

ou ainda

v = (92:_) F+) [1“(1)1“(11 Ty T r(z)rzz iy (5)+ ] ’
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pois I'(1) = T'(2) = 1. Se tomarmos
1
PTA+0)’

a série solugdo da equacdo de Bessel de ordem v assume a forma

ag =

[rid T\V N v+
v = sy (o) e ) rrarer )

e se denomina funcdo de Bessel de primeira espécie de ordem v e é indicada
por J,(x), isto &,

0 (_]_)n z\ 2ntv
Julz) = T; 2! T(n+v+1) (5) ' (5:2.2)

Esta série converge para todo intervalo finito (absoluta e uniformemente).
Assim, a fungdo J,(z) estd definida para todo valor de xz, real ou complexo.

Quando v € ndo-inteiro, a segunda solugdo da equagao de Bessel pode ser
obtida pelo método de Frobenius tomando-se s = —v. A série solugdo serd

entao
_ oC (__1)n T\ 2n—v
J_.V(I) h Z ! T(n—v+1) <§) '

Quando v é nao-inteiro J, e J_, sfo duas solugdes linearmente independentes
da equacio de Bessel!.

Ezercicio. Calcule o Wronskiano W (u, v) das duas solugées J, e J_, da
equacdo de Bessel e mostre gue

sen{vm) .

W(J, J_,) = —2 (5.2.3)

. =
Isso demonstra que para v ndo-inteiro J, e J_, sdo linearmente independentes.
Porém, quando v € um inteiro v = m, J, e J_, sao linearmente depen-
dentes e
Jom(z) = (=1)"In{z) . (5.2.4)
Vide (5.2.9), adiante.
A solucio da equagiio modificada de Bessel de ordem v, ou seja, z%y” +
zy’ — (22 +v2)y = 0 (vide eq. (5.1.4)) pode ser obtida de modo anélogo. Assim,

[eo]

1 TN 2ntv .
Li@) = 2, Ml(n+v+1) <§) (5:2:5)

n=0

'Quando v é nao-inteiro ambas as fungdes possuem na origem uma singularidade tipo
ponto de ramificacio. Se v > 0, entdo, além disso, J_, diverge na origem. [NdEs]
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¢ definida como a fungdo de Bessel modificada de ordem v.

Ezercicio. Verifigue as seguintes relocdes:

a)
I(z) = e ¥ /2] (iz) . (5.2.6)

b} Quando v = m, inteiro,
I_n(z) = In(x).

c) W(l,, I._,)= ﬂlﬂ%ﬂ, 0 que pode ser obtido diretamente de (5.2.3) e
de (5.2.6). |

¢ A funcao geratriz da fun¢ido de Bessel

A funcio g(z, t) = e@/DE=1/t) desenvolvida em série de Laurent na
varigvel t definird as fungdes de Bessel de ordem inteira na varidavel x. De
fato,

o8
/=17t _ Z ()™ (5.2.7)

n=—0oQ

wrer = (SR D) (S @ T) . e

r=

Assim, para um dado s obtemos um t"* com n > 0 de:

T\ nts n+$ s
(5) ' (nt—l-s) (=1) ( ) t_l

e o coeficiente de " serd

Para n < 0,
= (_1)5 N 28—n B
Z sl(s —n)! (5) = Jnlz)
s=0

Como n é inteiro, (s —n)l — co paras=20, 1, ..., n—1 e a série em J_,(x)
comega efetivamente em s — n. Assim, fazendo a substituigdo s — s +n

= (1

Tl = Sty (3) = UM (529)
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Observagdes: 1) As expressdes J, e J_, podem ser ampliadas para n nao-
inteiro. 2) A funcdo geratriz para I,(z) é

ef (i Z In( (5.2.10)

n=—oo

e Relacoes de recorréncia das fungdes de Bessel

Derivando g(z, t) parcialmente em relagio a t obtemos:

0 1
9 _ (z/2)(-1/1)
(%g(as, t) 5% (1 +a )

Entao, 0
Jum1(@) + Ju (@) = T Jule), (5.2.11)

que se obtem de (5.2.11), de g(z, ¢) e da equahzagao dos coeficientes das
poténcias iguais de ¢.

Diferenciando g(z, t) parcialmente em relagio a = obtemos:

0 1 1
—alx = =t 2] e&/D-1/1)
81:9(:1’) t) 2 (t t) € b}

mas

- X o0
%9(% o= Y Ju@tt e AV = R g (@)t

n=—0o n=—oc

Logo, por equalizacdo dos coeficientes das poténcias iguais de t segue que a
segunda relacdo de recorréncia:

Jn—1(z) — Jnpi(z) = 2J0(2), (5.2.12)
Ezercicio. Verifique diretamente da definicdo que

Jh(z) + Ji(z) = 0.

Somando as relagdes de recorréncia (5.2.11) e (5.2.12) e dividindo o resul-
tado por dois, tem-se

Jn1(z) = an(m)+J;(m). (5.2.13)
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Multiplicando (5.2.13) por z", temos:

4w h@) = 2 ale) (5.2.14)
Subtraindo (5.2.12) de (5.2.11) e dividindo o resto por dois

Jusr(@) = ZJu(®) = (@) - (5.2.15)

Multiplicando (5.2.15) por z~™ temos

d

e (a7 (2)] = —2 " Jnga(x) . (5.2.16)

Ezercicio. Verifique as seguintes relacées de recorréncia para as fung¢des mo-
dificadas de Bessel 1.,(z):

() = L@+ L),

I'(z) = I,,_l(:r)wgfy(l’), : )
5.2.17

(@) + L) = 20),

Ia(z)y—Ipa(z) = 22[,,(.%) .

Erercicio. Todo conjunto de fun¢des Z,(x), com v ndo necessariamente in-
teiro, que satisfaga as relagées de recorréncia (5.2.11) e (5.2.12) € de fungdes
de Bessel. Verifique! Sugestdo: use a relagdo (5.2.13) e diferencie-a em
relacdo a x.

¢ Representacgao integral da fungao de Bessel

Se na funcio geratriz g(z, t) = &/ = Z Jn(z)t"™ substituirmos

. n=-—0co
t = ¥ obtemos
. w 7
g0 = 3 o(@)en = Jofa) +2{ Ta(z) cos(20) + Ju(z) cos(46) + - |
n=—c0

42 [Jl(m) sen(0) + Js(x) sen(30) + - - ] . (5.2.18)
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12 send

Separando-se a parte real da imagindria de e segue:

cos(zsenf) = Jp(z)+2 Z Jon () cos(2n8) ,

sen(zsenf) = 2 Z Jon—1(z)sen((2n — 1)0) .

As fungdes sen e cos sdo ortogonais. Assim:

™

w 'ty
/ cos{nf) cos(m@) df = §5m,n, / sen(nf) sen{md)dd = gém,n
0 0

para m e n inteiros positivos e o zero excluido. Introduzindo-se as propriedades
de ortogonalidade do seno e do co-seno na parte imagindria obtida da separagao
de 5" podemos verificar que

1 [ _ Jn(z), n par

;./0 cos(z senfl) cos(nd)df = { 0, n fmpar (5.2.19)
L sen(xsend)sen(nd)dd = 0, " par (5.2.20)
T Jo Ju(z), n impar

Somando-se (5.2.19) e (5.2.20), obtemos

Kis
%/ [cos(:usen@) cos(nfl) + sen(msenG)sen(nE’)] do = Jp(z),
0
isto €
Jn(z) = :1r_/ cos{nd — xsen(d)) dd , n=2~0123, ... (5221
T Ja

Ezercicio. As representacoes da fungdo modificada de Bessel I, (z) sao obtidos
de modo semelhante ao utilizado para obter o representag@o integral da funcao
de Bessel Jo(x). Verifique que

Iopp(z) = —l—/ﬂcosh(xcos(ﬁ))cos(Qn@)dQ, (6.2.22)
T Jo

, 1 /™ |

Lpga(z) = — / senh(z cos(6)) sen((2n + 1)0)d8 . (5.2.23)
i 0
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5.3 Fungoes de Neumann (Bessel de 22 Espécie)

Sabemos que para v ndo-inteiro J_, é uma segunda solucio da equacdo de
Bessel de ordem v. Para v = n (inteiro), a segunda solugao que indicamos
pelo método de Frobenius apresentava uma divergéncia na origem.

Consideremos, para exemplificar o que afirmamos, uma equacao de Bessel
de ordem zero:

zu' +u' +zu = 0. (5.3.1)

Uma solugao desta equagdo é certamente v = Jp(z). Entao,
2"+ v v = 0. (5.3.2)

Multiplicando (5.3.1) por v e (5.3.2) por u e subtraindo as equacdes, obtem-se
z(u’v —v"u) + u'v — v'u = 0, ou seja,

d _
T [z(v'v—2'u)] = 0, oqueimplica =x(u'v—v'u) = B (constante) .
Assim,
u'v —v'u B oin d (u) B
= e— @) S , —— — = ——
v2 zv?’ SR e \ L o2
Logo,

YN
v Ty

onde A é também constante. Como v = Jy, tem-se

wex) = Anz)+ Ba) [ oo

A e B sendo constantes arbitrdrias. Mas,
e, entio,

e u valerd, entao,

(2) = Adola) + Bo(a) {ma+ &+ 25 4
u(z) = Adp(z olz) {Inz + o + o2
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que define uma segunda solugdo da equagio de Bessel para v = 0.
Consideremos a funcéo N, definida por
Ju(z) cos(vm) — J_,{z)

N, =
g sen(vm)

(5.3.3)

que ¢, obviamente, solugdo da equagio de Bessel de ordem v (para v néo-
inteiro), pois é uma combinacdo linear das solugdes. A expressio do lado
direito de (5.3.3) é indeterminada quando v = n (inteiro). Se calcularmos o
ginr%l N,(z) obteremos, aplicando a regra de L’Hospital,

OJ(x) (- )naJ_,,(:c)
v v
As fungdes N,(z) e Nyp(z) sdo denominadas fungdes de Bessel de sequnda

espécie, ou fungdes de Neumann.

Na(z) = lim NV, (x) = H (5.3.4)

v=n

A funcdo Np(z) obtida como lim N,{z) é solu¢do da equacio de Bessel de
ordem n. De fato, se L(v) é um operador diferencial definido como

2 d2 d 2 2
2 d2 d 2 2

Como
L) = L(n)+ (n? — v?)

e L(v)Jy,(z) = 0, tem-se, portanto,

L(n)Jap(z) + (n* = v*)Jeu(z) = 0. (5.3.7)
Diferenciando-se esta expressdo em relagdo a v, obtemos
O (x) B 2 2y, 010 ()
L{n)—24 50 (z) = 2vdgp(z) + (V" —n )—8—;—(9:) (5.3.8)
Mas, :
0J.(x) B n0J-u(z)
ErN(e) = i) | T - (2]

e, usando (5.3.8), tem-se

L(r)N,(z) = 2w [J,,(x) - (—1)”'J_,,(.q,-)}

y=n

+ (2 —n?) {_____&g,im) - (—1)”—8‘]3;(3;) } .



80 Cap. 5. Fung¢les de Bessel

Para v = n o primeiro termo se anula, pois J,(z) = (—1)"J-n(z). Parav =n
o segundo termo se anula devido ao fator (v? — n?). Logo L(n)N,(z) = 0.
Este fato comprova ser N, solugio da equagdo de Bessel de ordem n. Assim,
a solugao mais geral para qualquer v (inteiro ou néo) pode ser escrita como

y(z) = AJ,(z)+ BN,(z) .

As funcoes J, e N, sfo linearmente independentes, inclusive para v = n. Para
comprovar esse fato calcule o Wronskiano W(J,,, N,) e obtenha

2
Wy No) = —. (5.3.9)

Verifique também que N_,(z) = (—1)"N,(z). Assim, toda solucio de (5.2.1)
para v = n é da forma
AJp(z) + BNy(x) . (5.3.10)

e A funcio de Bessel modificada de segunda espécie

A equacio \
d’y  ldy v

14— = 311

i oo <+w2>y 0. (5:3.11)

para v ndo inteiro, tem duas solugdes linearmente independentes I,(z) e
I_,(z). Quando v = n, inteiro, I,(z), obtida pelo Método de Frobenius,
fornece uma solucido. A outra solugido pode ser obtida pela fungdo K, (x) de-
finida pelo limite quando v — n (inteiro) da funcéo K, (z), dada pela relagao

K(z) = ——[I_(z) - L(z)] . (5.3.12)

2sen(vm)

Assim,

Ka(z) = lim K, (z) = (—;)” [BIE;/(:E) B 8[551:)] -

Ezercicios. 1) Demonstrar que o Wronskiano de I, e K, é W(I,, K,) = 1/,
quolquer que seja o valor de v (real, inteiro ou ndo).

2} Demonstre que K_, = K, (Yv).
Sendo I, e K, linearmente independentes para qualquer v, a solugao geral

de (5.3.11) serd
y(a) = AL (z)+ BKv(x) . (5.3.13)

Observagdo: Para todo v real, N, é singular na origem. Se v = n (inteiro),
Ny tem singularidade logaritmica na origem e Np(z) para n > 0 tem uma

v



5.3. Func¢bes de Neumann (Bessel de 22 Espécie)

singularidade =" In z e, adicionalmente, uma singularidade como ™"

a origem (vide egs. (5.3.14) e (5.3.15), adiante).

Partindo-se de

No@) = ~ L) = (1P E) )

podemos obter o desenvolvimento em série de N, (z). Para n = 0

No(w) = ZJo(z)n (—)——Zwmﬂ)( (5

onde a fungdo ¥ foi definida na Sec@o 1.4, pdgina 9, e tem-se

IM{(m+1) _1+1+ +1
T(m+1) 2 m

plm+1) =
onde

n—0o0 K12

1
v = lim (1+§+---+1—Inn> =~ 0,577215

é a chamada constante de Fuler-Mascheroni. Para n > 0

-1

Np(z) = an(:c) In (923-) - i:;w (g)Qm—n

m!

_1)m . ’,
_ ;%m[@(er 1) + 9(m + n + 1)] (5

Exercicios. 1) Resolva o equacdo de Bessel
d*y  lady 12
By (2,

para v = 1/2 e verifique que a solugdo geral €

2
=4/ —(4 B .
y(z) 1/ p— (Asenz + B cosz)

2) Para v =n+1/2 determine Jy,1/2(7) e J_n_l/g(ﬂ:).'

_ 2 ni1/2 " rsenzx
Jap12{z) = - :Ld:c ( = ) e

Jon—12(z) = \/7"+1/2 (ra’z) (Cojm)'

T ) 2m+n

81

préximo

(5.3.14)

(5.3.15)
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5.4 Séries de Fourier-Bessel

Seja a seguinte equagio de Bessel
2y'(2) + 2y’ (2) + (22 - pPYy(z) = 0. (5.4.1)

Uma solucao é dada por y(z) = Jp(z). Consideremos a seguinte mudanga de
varidvel '

z = ax, zd—yaam{dy]=m@
dz d(azx) dz
e a equacdo (5.4.1) ficard z%y”(z) + zy'(z) + (a’z* — p*)y(z) = 0, ou
z(zy' (2)) + (a2® —p*)y(z) = 0 (5.4.2)
e a solucdo serd dada por Jy{az) =: u(z). Assim,
z(zv' (z)) + (a’z® - pPlu(z) = 0. (65.4.3)
Consideremos ainda a seguinte equagio de Bessel
z(wy'(z)) + (*2® —p*)y(z) = 0 (5.4.4)
cuja solugao é J,(bx) =: v(x), isto é,
z(zv'(z)) + H*2® — p*)u(z) = 0. (5.4.5)

Multiplicando (5.4.3) por v e (5.4.5) por u e efetuando a subtragdo (5.4.3) -
(5.4.5) obtemos

%(’UZ’UI —uzv') + (a® — b*)zuv = 0. (5.4.6)

Integrando esse resultado entre 0 e 1 temos
1
(vzeu — uzv’) \(1) + (a? — b2)/ zuvdz = 0. (5.4.7)
0
Em z = 0 vale vzu’ — uzv’ = 0. Em 2 = 1 segue que

Jp(ax) = Jpla) . Jpla) = 0

u

=1

v o= Jp(bz)

= J) o Sy = 0

r=1

se e somente se a ¢ b forem zeros de Jp.
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Se a e b forem zeros de J, restard de (5.4.7)
1
(a? — bz)/ zuvdx = 0
0
e se a # b seque disso que
L :
f zdplaz)Jp(br)dz = 0, (5.4.8)
0

ou seja, as funcdes Jy(az) e Jp(bz) so ortogonais no intervalo [0, 1] com
respeito a funcdo peso z, caso a e b sejam zeros distintos da fungao J,(z).

De um modo geral, se k1, ko, ..., k, s@o raizes distintas, positivas, da
equagdo Jy(ka) = 0, isto é J,(kna) = O paran = 1, 2, ..., n, as fungbes
yn(z) = Ju(k,2) sBo ortogonais no intervalo [0, a] com respeito & fungdo peso
z. Com efeito,

a
(k? - k,fn)/ J(kz)J, (kmz) x dz
a

a

— [J,,(k:c)d—dx—J,,(km;n) - J,,(kmm)%nfy(k:c)]

4]

e como J,(kna) = 0, segue
"
(k% —k2) / J(kx) T (kmz) zdz = Emad,(ka)J,(kna) . (5.4.9)
0
Fazendo k = k, com k, # k., segue

a
/ Jo(kx)J (kpmz)xdx = 0 paran #m desde que J,(kna) =0 .
0

Diferenciando (5.4.9) com respeito a k tem-se

QL a
2k / T (kx) T, (k) 2 de + (K% — kZ) f T (k) (kmz) 2 da
0 0

= kpma?J(ka)J, (kma) .
Para k = k,,,, segue

/ Q(Jy(kmw))z rdr = w (5.4.10)
o ,
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Este resultado, e a ortogonalidade, podem ser sumariados na seguinte ex-
pressao:

a 271 37 2
/ Ty o) J, (k) x do = Ew[i"g“ﬂam,n. (5.4.11)
0

Essas sao as relagdes de ortogonalidade das fungbes de Bessel.

e Zeros de fungoes de Bessel e Neumann

Os seguintes resultados relativos &s raizes da equagao Z,(() = 0 com
Z,(¢) = AJ, () + BN, (¢) podem ser provados.

a) Z,(¢) = 0 s6 pode ter raizes simples exceto, caso v > 0, para { = 0.
b) Se v é real, J,(¢) tem uma infinidade de zeros reais.
c) Sev > —1, J,(¢) ndo tem zeros imagindrios (e I,,({) ndo tem zeros reais).

d) Se v > —1, entre duas raizes consecutivas de J,({) = 0 existe uma e
somente uma raiz de Z,41(() =0 .

e) Z,(¢) =0, bem como N,(¢) = 0, tem wma infinidade de zeros reais.

o Série de Bessel

Seja f uma fungdo arbitraria, integravel no intervalo [0, a}. A série

flr) = iam,n Im (ammj (5.4.12)
n=1

a

é o desenvolvimento de f{r) em série de Bessel de ordem m, sendo Jpp (0 n) =
0 e sendo a,,, » 0s coeficientes de Bessel de ordem m, dados por

Emn'T

Oy = m/;rjm( a )f(r)dr. © (5.4.13)

¢ Fungoes de Bessel de terceira espécie

Defina-se

HWY = J,+iN, e H? .= J, —iN, (5.4.14)
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como as funcdes de Bessel de terceira espécie, ou fungdes de Hankel. Demonstra-
se que

e, por (5.4.14)

N L

» Comportamento assintético para z — oo

O comportamento assintético para x — oo das fungbes de Bessel de pri-
meiro, segundo e terceiro tipo, normais ou modificadas, resume-se ao seguinte:

2 2v+1
Jo(z) ~ ;Ecos(:cw VZ 7r>,

2 2v+1 \
Ny(x) ~ —sen (3:— v 7r>,

2 1
HV® (g) ~ %exp <ii [:z:— y: W]) ;

Iu(-r) ~ \/Q’/T—.’L' e” >
(-
Ky(z) ~ % ®

5.5 Funcoes de Bessel Esféricas

A equagéo de Helmholtz escalar em coordenadas esféricas é

19 [ .00 1 9 o 1 8 :

- il _ — B b =0, {551

r2 Or (T or ) T 2 eeng 56 \ ™0 ) T r2(send)? dp? T =0 )
onde (r, 6, ) sdo as coordenadas esféricas. Se A = 0 a equagdo se reduz a de

Laplace. Sendo A # 0, admitamos que a solu¢do possa ser colocada na forma
¥ = R(r)Y (8, ¢). Com tal substituigao resultam as seguintes equagdes:

(r*RY + (W2 - )T = 0, (5.5.2)

QY +uY = 0, (5.5.3)
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onde p é uma constante de separacdo e onde o operador 2 é dado por

1 (‘3 8 1 2
= (sene ) (sen9)26<,a

Se fizermos w(r) = /7R(r) em (5.5.2) obteremos a seguinte equacio

,',,2&'// + 7"(.-)/ +

AT~ ¢

1
Ar? — - —4—> w=10 (5.5.4)

e fazendo em (5.5.4) s = VAr

d*w dw 1
’)d2+ "d_‘"'*—(s _M_Z>w=0' (5.5.5)

A equagao (5.5.5) pode ser reconhecida como a equagao de Bessel de ordem
v = u+ i, cuja solugdo geral ¢ dada por w = AJ,(s) + BN,(s) e assim,
voltando as coordenadas originais,

R(r) = AJ,,(\/XT)JFBNV(\/XT)} ,

d
\/F
com v = (u+ )l/ 2 ¢ onde A e B s@o constantes arbitrdrias. Escrevendo
p=1{l+1) tem-se v? = (1 +1/2)% e a equago (5.5.3) fica

QY +1(1+1)Y =0,
cuja solugdo sdo os harmoénicos esféricos.

A solucdo geral da equagdo de Helmholtz serd entao

. 1
Voam = O [AJ1+1/2(\/X7") + BN1+1,/2(\/X7")] %

X [C‘P{”(cos 0) + D@ (cos 0)} [E cos{mep) + Fsen(mtp)] , (5.5.6)

com A # 0, A, B, C, D, E e F sendo constantes.

As condicdes de contorno poderéo eliminar parte das constantes. Por exem-
plo B serd igual a zero se ¢ for regular na origem etc.

As fungdes de Bessel esféricas séo definidas a partir de Nyyq/0 ¢ Jjoyyo
como solugdes da equagdo de Bessel

22y 4+ 2y 4+ (22 - 11+ D)y
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sendo dadas por

Jifz) = \/%JHI/Q(-T)’ (5.5.7)

s

i) = 43 Mapl@ = G L@ (559)

|

Com auxilio de (5.5.7) e (5.5.8) obtemos

seny

jolz) = ——, (5.5.9)
1 d\! senz
— lf_2= =
afz) = ( mdm) — (5.5.10)
1 d\ cosz
— _pi{ =%
n(z) = -z ( md:c) — - (5.5.11)

Em analogia com o que ocorre com as fungdes de Bessel, as funcgdes de
Bessel esféricas satisfazem relacdes de ortogonalidade. Se Ay, satisfazem
5i{\im) = 0 entdo as fungdes j;(Apnr) satisfazem

! . . 1 .. 9 T 2
/‘; P23t M) gt i) dr = B 1)) by = Z)T;;{ zl+1/2()\zn,)] Srm,n
1 , 2
= 5 L ()] bmyn (5.5.12)

Essas sdo as relagoes de ortogonalidade das fungdes de Bessel esféricas.

Como aplicagdo de (5.5.12) procuremos as autofungdes normalizadas do
Laplaciano na esfera » < a, sujeitas & condicdo de se anularem na superficie
esférica r = a. Estas véo ser

1 /2 1 r
a 0. ) = =4/ </\.m— mg, . 5.5.13
Yirm(r, 0, ¢) \f o0y (Aing) Y0, 9) (5.5.13)
¢ 0s respectivos autovalores serdo A2 /a%.

Com auxilio destas autofungbes podemos construir a fungio de Green
G(¥, ¥') do problema
VIR =g



88 Cap. 5. Fungdes de Bessel

na estera r < a, com a condigao f(a, 8, ¢) = h(f, ¢) (para a definicio da
nogao de fungao de Green, vide Capitulo 6, pdgina 97). A funcio de Green
G(7, 7') satisfaz a equacio

VEG+ G = §(F—7)

e a condi¢do G(7, 7') = 0 quando |F| = a pode ser escrita como uma série nas
autofungées v, y m dadas em (5.5.13) (vide (6.3.2)):

i (%7) (%) 0, A,

. 2 AZ
1=0 m=—In=1 (Jr+1(Nm)) (kz - ;zm)
(5.5.14)
e Funcgoes de Hankel esféricas
Define-se
\ T 1 . .
() = 4/% H) (@) = dn(@) +ing(z)
mw 2 . .
WP(@) = 5 Hp(@) = jul@) —ina(a) .
Para estas funcoes, temos as férmulas
1 d\" [e®
(1) R N el z
ha'(z) ' ( scd:c) (x)’
1 d\" [e =
(2) - [
Rl (z) ’L:L(mdr)<w>.
As fungoes de Bessel esféricas modificadas sdo definidas por
; - "T 5
in(z) = Tu(x) = N%Inﬂ/z(x) ) (5.5.15)

Fn(z) = —inh%n(m) = -\K%Kn+1/2($)~ (5.5.16)
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5.6 Aplicacoes a Problemas de Contorno e Auto-
Valores

Eremplo 1 — Potencial no interior de um cilindro.

Achar o potencial ¥(r, 8, {) no interior de um cilindro finito 0 < r < a,
0 <o <2 0<{ < h, sabendo que, na superficie do mesmo, o potencial é
dado por

'lr/)(a> ®, (:) = fle, Q) @, 0) = glp, 1), e w(?ﬂ 2 h) = (¢, ’r) .

O problema pode ser dividido em dois problemas mais simples. Seja ¢ = u+v
com

Viu =0 Vi =0
u(a, ¢, ) = 0 , v(a, @, ) = [l Q)
(@) § ulr, 9, 0) = g(r, ¥) (B § vlre 0 = 0
’LL('F, 12 h) = l(?“, ©) v(r, o, k) = 0

As solugbes separadas de cada problema séo R(r)®{p)Z(X(). A constante de
separacdo A2 pode ser > 0 ou < 0. O primeiro sinal (A? > 0) dd origem &
equacdo de Bessel e o outro (A? < 0) d4 origem & equagio de Bessel modificada.

Para o problema (a) as solucdes limitadas e univalentes sdo (A\? > 0)

Um,n(ry @, {) = Jm(Am,ar) [A cos(myp) + B sen(me)] [C senh(Am,»(¢ — )]

pois somente as funcoes de Bessel possuem zeros reais com Ap n = 0, n/a,
sendo o, 0 n-ésimo zero de Jn,(x) para £ > 0 (ou seja, G, Sd0 as raizes
de Jn(x) = 0 para z > 0).

A solucdo geral serd, pois, da forma

ulr, £, ¢) = DY Comn Jm{Am,ar)senh (A, (¢ — dim,z)) cos(mip)

m=0n=1

+ Z ZEm,n Jm(/\m, n"') Senh(Am,n(C - fm,n)) Sen(””‘ﬁ) ,

m=0n=1
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ou também, equivalentemente, da forma

u(r, @, () =

Z Z Jm(Am,n7) [Crm,n s€nh (A, 7€) + D, c08h(Ap, n()] cos(mep)

m=0n=1

+ Z Z Jin(Am,n?) [Em, nsenh(Am, nC) + Fon n cosh{An, ()] sen(mep) .

m=0n=1

Temos duas condi¢des de contorno para determinar as constantes ém, 7 ﬁm, -
Emn e Fypno As condigdes para ¢ = 0 fornecem

g(ry ©) = > Am(r)cos(mp) + > Bm(r)sen(myp),  (5.6.1)
m=0 m=1

k(r, ) = Z A; (r) cos(mep) + Z By, (r) sen(me) . (5.6.2)

=0 m=1

As fungdes Ap (1), Bm(r), AL, (r) e Bl (r) sdo determinadas como coeficientes
da série de Fourier. Por outro lado,

oo
Ap(r) = Zﬁm,nJm(/\m,nr)’

n=1
m —
Bp(r) = me,n Im{Am,nT) ,
n=1
A’ (7) = Z (-é“m: n Senh()‘m,nr) -+ —Bm,n COSh()‘m.nT)) Jm(/\m‘ 'n'r) ’
n=1
Bl(r) = Z (Em nsenh(Qm or) + Fiy nCOSh(/\m,nT))Jm(/\m, nT) .

3
I
A

Estes coeficientes podem ser calculados. Primeiramente determinamos Dy, n
e Py n e depois Oy € By . Assim, fica determinada a solucdo. As séries
{(5.6.1) e (5.6.2) chamam-se séries de Fourier-Bessel.
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Para o problema (b) as condigdes homogéneas nos impde a escolha de A2 <

0. Assim, R(\r) = I, (Ar) e Z{A{) = sen (Tg) e uma solucdo particular para
o problema serd

ma(rs €)= I () son 55 U, cos(ng) + B, cos(me)]

A solugéo do problema é

vir, ¢, () = i ifm (%) sen <E;—Lr£) (A, n cos{mip) + B, n cos(mip)] .

m=0n=1

A condigdo v(a, ¢, () = f(p, ) determina os coeficientes Apm n € By n
pois

flo, ) = Z Am(¢) cos(mp) + 3 Bun(C) sen(mep)

m=0 m=1
com
kad nwa nwg
m(C) = ;Am n Im (_h—) s3€en (T‘) )
ad nwa nmw(
Bn(¢) = T;Bm n Im (T) sen (T)

de onde vem

B 2 h nw(
Bm,n - hfm(%g)A Bm(g)sen (T) dC

Exemplo 2 - Resfriamento de um cilindro infinito de secao circular a.

Achar a temperatura u(7, t) de um cilindro infinito, de segéo circular de
raio a, primitivamente mantido & temperatura f(r) e cuja superficie é mantida
4 temperatura ug (sendo f(r) > ug para 0 <r < a).

A temperatura u serd solucio da equacgdo do calor 9u — kV?%u, onde k =
P G G ot
k

26 sendo k a condutividade térmica, p a densidade e ¢ o calor especifico do
material.
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Aqui, a equagao se reduz a

10u  O%u  10u

10w Ow, lou 5.6.3

K Ot a2 7 or ( )
pois u(7, t) é independente de ¢ e . Portanto, u = u(r, t) e as condigdes de
contorno sao u(r, 0) = f(r) e u(a, t) = up para todo t > 0.

As condigBes para u(7, t) ndo sdo homogéneas, mas v(r, t) = u(r, t) — up
¢ solugao da equagéo (5.6.3) e satisfaz as condigdes v(r, 0) = f(r) —up =: g(r)
e v(a, t) = 0 para todo ¢t > 0.

Procurando uma solugdo da forma wv(r, t) = R{(r)T'(¢) obtemos duas
equagoes

T =T = 0, .. T{) = CeM

R'(r) + %R’(r) —~AR(r) = 0,

onde A e C sdo constantes arbitrdarias. Como devemos esperar, por razoes
fisicas, que v — 0 quando t — oc, devemos ter A = —u? < 0. Assim,

T() = Ce™ e RY0)+R() +pPR) = 0

e, portanto, R(r) = AJo(pr). Aplicando as condices de contorno, as solucdes
particulares sao da forma,

up(r, t) = AnJo(unr)e_“%“t._

com (n, = 0gn/a, pois Jo(una) deve ser nulo (agn é 0 n-ésimo zero de Jo(z)
para x > 0). Assim, obtemos a solugio geral

o0
vir, t) = ZAnjg(pnT)e_“%"'t,

n=1

onde 0s A, sdao determinados pela condigao

o(r, 0) = g(r) = f(r) =0 = > AnJoltinr)

n=1
e, portanto, pelas relagdes de ortogonalidade de Jg,

2 a
Ao = ey ), U = vl ol
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A solugdo u(r, t) é, pois,

[o o]
u(r, t) = ug+ D Apdo(pnr)e #ot

n=1

Exzemplo 8 — Vibragdes transversais na membrana circular,

Sabe-se que os pequenos movimentos transversais de uma membrana fina,
flexivel e plana sujeita somente a forgas de tensdo, obedecem & equagao de
ondas

i
S =V,

onde ¥(r, @, t) é o deslocamento transversal do ponto P(r, ¢) no instante ¢.
Se a membrana tiver a forma circular e for fixa pela borda, entao ¢ satistaz a
condicio de contorno 1(a, ¢, t) = 0. Um movimento particular da membrana
serd determinado pelas condicdes iniciais ¥(r, ¢, 0) = f(r, ¢) e %—‘f(r, v, 0) =
g(r, ©). Seja ¥(r, ¢, t) = ul(r, @)T(T). Levando isso a equagdo de ondas
obtemos duas equagoes

T'(t) + (MW)*T(t) = 0, .. T(t) = Acos(vt)+ Bsen(lvt),
Viu+Mu = 0, com ufa, ) = 0.
Resolvendo a dltima com u(r, ) = R(r)®(w), obtemos
R{r) = Jn(Ar),
<I>(c,9‘) = A’ cos(my) + B'sen(mep) , meZ.
Como u(a, @) = 0 tem-se Jn(Aa) = 0 e, portanto, A = Appn = Gmn/a, sendo

Qmn O N-6simo zero de Jy,(z) na semi-reta z > 0. Cada A, corresponde a
um modo normal de vibragao:

Yn(r @, t) = In(AmaT) [Amn cos(m) + Bmn sen(mcp)] X

X {Cmn cos(Amntt) + D sen()\m.nvt)] .

Cada modo normal tem a freqiiéncia

Amn?  Omal

f mn =

ot  27a
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A solugdo geral serd

P(rs e, ZZwmn('r , B) .

m=0n=1

Agrupando as diversas constantes, teremos

f("": ‘P) = Z Z IiAanm()\mrﬂ) COS(WMP) + anjm()\mnr) Sen('m,(p)]

o(r, @) = ZZ[(Dmn)\mnv)Jm()\mnr)cos(mgo)

+ (BmnAmat) Jn(Amnr) sen(map)J .

Caimos novamente em séries de Fourier-Bessel, cujos coeficientes podem ser
determinados como no Exemplo 1.

Os valores de A? para os quais o problema tem solugéo néo trivial (u # 0)
chamam-se autovalores do operador Laplaciano V2 com a condicio de Dirichlet
u(a, @) = 0. As solugdes correspondentes chamam-se autofuncdes.

Ezemplo 4 — Autofuncdes do Laplaciano no circulo.

Determinar as autofuncdes do Laplaciano no cfrculo de raio a que se anulam
na circunferéncia do mesmo, isto ¢, que resolvam V2 f+A\2f = 0 com f(a, ¢) =
0. As autofungdes séo

- >
fron = Jm()\mn'f’){ cos(my) } para m >0

sen{miy) m >0

Os seus autovalores sdo A2, = o2 ,,/a% Observe-se que estas fungdes sao
ortogonais no circulo. Podemos normalizd-las. As autofuncdes normalizadas
Sa0

1 Jo(Aonr) V2 Jm,(/\m,nr){ cos(myp)

ZONRT ] ¢ m>0.
a/r T(an) av/m Jip(mn) | sen(me) } param =

Exemplo 5 ~ Autofungées do Laplaciano no setor circular 0 <r <a, 0 < ¢ <
.
As autofungbes normalizadas do operadbr Laplaciano V2 no setor e nulas
nos bordos sao
2 JV” (/\V”' m?) sen (E (P) ;
a I, (cw, m) ¥
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n € N, onde v, = n7/y, Av,m = Qu,m/e e onde oy, m € 0 m-ésimo zero de
Ju.,(z) na semi-reta z > 0.

Ezemplo 6 — Autofuncdes do Laplaciano no cilindro 0 <r < a, 0 < ¢ < 27,
0<¢<h.

As autofuncdes de V2 no cilindro e nulas na superficie total do mesmo séo
as solucdes da equacio V2u + Mu=0em 0<r<qa, 0<p <27, 0<(<h
com as condigoes ula, ¢, ¢) = u(r, v, 0) = u(r, ¢, h) = 0. Procurando
solugdes na forma u(r, @, () = R(r)®(p)Z(() teremos

PR 4R + (M - u®yr? - m?R = 0,
" +m2® = 0,

Z' v ytz = 0,
onde —p* e —m?
540

sa0 constantes de separacdo de varidveis. As solucoes possiveis

R(r) = Adn(or), P(p) = Ccos(my) +»Dsen(m<,o),

2(¢) = asen(u¢) + beos(ul),

m & N, onde 6% = A2 — u%. Pela imposi¢ao das condigdes de contorno devemos
ter 0 = opmp = amnfa, b=0e p = = Ir/h, 1 € N, onde amn € 0 n-ésimo
zero de Jy,(z) para z > 0. As autofungdes s@o, pois,

Im(Omnr) sen (%g){ cos(mp) } para m=0

sen(my) m >0

Os autovalores sao

2 )
N2 Oy T
T a2 R

Ezemplo 7 — Autofuncées do Laplaciano na esfera de raio a.

Pesquisemos as autofuncdes do Laplaciano na esfera de raio a e centro O
que se anulam na superficie da mesma, isto é, as solugdes de V2¥(r, 8, ¢) +
Map(r, 8, p) =0 com ¥(a, 8, ¢) = 0. Escrevendo ¢(r, 8, ¢) = R(r)Y (0, ¢)
obtemos duas equacoes

PR+ 2rR + [Mr—1l(l+1)R = 0,

; 2
[1 a(sen@»é)-‘r L0 +l(l+1)}Y;

— = . 0
senf 96 of sen2f Qg2 ’
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onde ¥; é qualquer dos harménicos esféricos ¥;*(6, ¢) com {m| <. Com a

substituigdo R{r) = f{r)/\/r temos a equagio de Bessel de ordem {+1/2, com
solucdo

%JH-I/Q()\T) + “51

Excluindo Ny;19 por ser divergente em r = 0, as autofungdes procuradas sio

J; A
'Ulmn 7°> ) = LU?/(;,Z-“L)}T”(& 99)7

R(r) = Niyayz (Ar) .

com Ayp = Qpp, sendo o, o n-ésimo zero positivo de Jiyy j2(x). As auto-
fungoes 1y, m n(r, 0, ) sdo ortogonais na esfera:

/ VZ m, n"wbl’ xey dv =
r<a

a 2m pw _
(/o rdipsa(Auar) g ol pr) dT)/(} A Y™, )Y (0, ) sen(d) do dy

()l
2

5ll’ 6mm' 571?7,’ .



Capitulo 6

Funcoes de Green

6.1 Introducao

Sabense da Eletrostdtica que, na presenca de cargas distribuidas com densi-
dade p(7) sobre uma regido €} do espago, o potencial satistaz & equagao de
Poisson

1
VH() = ——o(F) (6.1.1)
0
(em unidades MKS) e é dado por
» 1 p(™")
[ = g 1.2
() dmeg _/Q |7 — 7 dr (6.1.2)

Sabe-se também que, no caso de uma carga pontual g, localizada no
ponto 71, o potencial é
. 1 Q1

) e —_— 6.1.
() dreg |7 — 71| (6.1.3)

Este resultado pode ser generalizado para N cargas pontuais ¢;:

N
(f 1 gi
- —3 . 6.1.4
V) = e & -7 (6:14)

A substituicio de cargas pontuais discretas por cargas distribuidas com
densidade p(7), conduz & integral (6.1.2).

Uma dedugio formal deste resultado é facilitada pelo uso da “funcao”
§(z — ') de Dirac, cuja definico usual é

Sz—2') =0 se x #
Sz —z') = oc se x =
[ s =)@ = 1), (6.05)
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para toda funcdo f(z) continua a z = /. Tal func¢@o ndo existe no sentido
usual de func¢do, mas pode ser interpretada corretamente como distribuicgao
(vide Capitulo 7, pdgina 143). Esta defini¢do se estende ao espago tridimensi-
onal R®:
(=7 =0 se 7 F# 7
T

S(F—7") = oo se !

/ §(F = 7Y f(F)dr = (7).
R3

Convem notar que §(#—7") é fungéo par do argumento, isto é, que §{7—7"') =
§(F — 7).

Interpreta-se fisicamente §(7 —#’) como a densidade de uma distribuigéo
de cargas constituida de uma carga pontual unitéria localizada no ponto 7.

A carga pontual g = —eg no ponto 7' é descrita por —eg §(7~7') e d4 origem
ao potencial (i) = I = Por conseguinte, a fungdo G(r, 7') =
1

satisfaz & equacao
4 IT — 7 quag

V2G(F, 7)) = §(F — 7). (6.1.6)

Ora, uma solugao da equacdo de Poisson pode ser obtida com o auxilio dessa
fungio G(7, ')

BF) = / oA g /G(* Fp(F) AR (6.1.7)

dmey Jo |F— 7|

Com efeito, aplicando-se V2 a ambos os membros de (6.1.7), tem-se
1

Vi o= - VQGP #)p(F') di’
4]

= = sy a =~

Assim, a fungdo (7)) definida por (6.1.7), é uma solugdo da Eq. (6.1.1).

Diz-gse que a fungdo G(7, 7'} = ¢ uma funcdo de Green para a

CAr [P =7
equagdo de Poisson.

O método da fungao de Green pode ser estendido a operadores diferenciais
parciais bem mais gerais.

Seja D o operador diferencial parcial linear

= Y am(z —L (6.1.8)

8 ML P ]



6.1. Introdugdo 99

com x = (21, ..., Zp) €E RY,m={(my, ..., my) € Z", |m|=m1+ - + my,
onde a;,(x) sio fungdes diferencidveis.

A equacio diferencial parcial linear ndo-homogénea

Df(z) = g(z), (6.1.9)

onde f(z) e g(x) s8o fungdes definidas sobre um aberto € de R™, pode
ser resolvida com o auxilio de uma funcgéo de Green, isto é, de uma funcéo
G(z, z') de dois pontos z, 2’ € £, verificando a equagéo

D,G(z, ') = §(z—2), (6.1.10)

onde D, indica que D opera sobre a fun¢do de z ficando o ponto z’ fixo.
Com efeito, qualquer solucgdo particular da Eq. (6.1.9) se escreve formalmente

flz) = /QG(J:, z')g(z") da’ (6.1.11)
porquanto
Df(z) = /Q D.G(z, 2)g(z') da’ = g(z) .

Diz-se, entao, que G{z, z') é uma possivel fun¢io de Green para a equagdo
(6.1.9) ou para o operador D . Assim, a pesquisa das solugdes da Eq. (6.1.9)
se reduz & pesquisa das fungbes de Green da mesma equagdo, ou seja, das
solugbes da Eq. (6.1.10). Duas fungbes de Green da mesma equacao diferem
por uma solugdo da equacgdo homogénea associada Dh =0

Freqiientemente, o que se quer ndo é uma solugio qualquer da Eq. (6.1.9),
mas a solugdo particular da equacgio verificando condicoes de contorno, da-
das sobre a fronteira do dominio 2, e que podem ser homogéneas ou nao-
homogéneas (entre as condi¢des de contorno incluimos, como caso particular,
as condicoes iniciais). Chama-se fungdio de Green do problema a solugio da
Eq. {6.1.10) que verifica as condigbes de contorno homogéneas corresponden-
tes. Em termos desta fun¢do de Green, a solugao do problema se escreve

flz) = f Gz, 2Ng(z") dz' + h(z) , (6.1.12)
Q
onde h(z) é asolucio da equagao homogénea Dh = 0 que satisfaz as condigdes
nao-homogéneas.

Nos nos limitaremos a considerar equagdes diferenciais parciais lineares de
segunda ordem. A forma geral de uma equagado com n varidveis independen-
tes, que é linear nas derivadas de segunda ordem é

n 8211, ou ou
L _ou ey, 222 11
Z Az,;l 856(911:_1 o (mla y Tny U 8m1 amn) (6 3)

i,j':
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onde os A;; sdo funces analiticas nas varidveis zi, ..
varidveis independentes a equagdo tem a forma

., Zn . No caso de duas

&y 5u 8%y 8'u 5‘u

(6.1.14)

Uma tal equacao se classifica em hiperbélica, parabdlica ou eliptica em um
dado ponto (z, y) conforme o discriminante A = B>~ AC seja A >0, A =0
ou A < 0, respectivamente, nesse ponto (vide pdgina 26). Uma equagio é
dita hiperbdlica, parabdlica ou eliptica numa regiao 2 do plano, se for desse
tipo em cada ponto de (2. Exemplos tipicos dessas equagdes sao:

2 2
a) Equacdo da corda vibrante: % % - gf; =0 (hiperbdlica).
Pu 1 8u
3 lor: ——s = — o Slica).
b) Equagdo do calor 2 = T 5 (parabdlica)
32u 8215

¢) Equacao de Laplace: —— =0 (eliptica).

82

Para cada tipo de equagfo existe um tipo de problema de contorno bem -posto
(isto €, com solugéo tinica e estavel).

Os problemas apropriados para as equagdes elipticas, em dominios limita-
dos, sao o problema de Dirichlet e 0 de Neumann. O primeiro consiste em
determinar a solucéo da equagdio Df = g, sob a condigdo f = ¢ sobre a
fronteira 2 da regido Q. O segundo consiste em achar solugdo da mesma

equagio, sob a condigado —— =4 sobre a fronteira ¥ de Q. Se a regido de

. o~ 7 . o P .
for ilimitada, a condigdo de Dirichlet ou de Neumann ¢ insuficiente, havendo
necessidade de uma condicao de comportamento no infinito.

Para as equagdes hiperbdlicas o problema mais indicado € o problema de

. - 0 : :
Cauchy, que consiste em dar duas condicdes, f = g e 8—£ = 1) sobre a fronteira
(aberta) de uma regido ilimitada.
Para as cquagoes parabdlicas, basta dar uma condi¢ao de Dirichlet ou uma
condicao de Neumann sobre a fronteira aberta de uma regido ilimitada.

Os métodos para obtencdo da funcio de Green variam segundo o tipo de
problema proposto. Em geral, a fungéo de Green é continua para uma equagdo
eliptica mas é uma fungéo generalizada (distribui¢dio) para uma equacéo hi-
perbdlica.
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6.2 Funcao de Green na Teoria de Sturm-Liouville

Consideremos o operador diferencial de segunda ordem

d d

L . [p(:c)a} + q(z) , | (6.2.1)

onde a < z S b, as funces p(z), p'(x), g(x) sdo fungdes continuas, reais e
p(z) > 0.

Investigaremos as seguintes equacdes diferenciais envolvendo L:

Lu+ X vu = 0, (6.2.2)
Lf+kof =g, (6.2.3)
LG+ kwG = §(z—12'), (6.2.4)

onde A e k sdo constantes e w(x) é uma funcdo real continua, positiva para
a<z<b.

Nos chamados problemas regulares o intervalo (a, b) ¢ finito e p(a),w(z)
sdo > 0 para a < z < b. Um problema é dito singular se o intervalo (a, b) é
infinito ou se uma das fungdes p(z), w(z) se anula para * =a ou z =b.

Nos problemas regulares, cada uma das equagdes (6.2.1)-(6.2.2)-(6.2.3)-
(6.2.4) é acompanhada de um par de condigdes de contorno homogéneas da
forma

Bo(y) = ony(a)+oay'(a) = 0,
Byy) = Byd)+ /() = 0, (6.2.5)

onde a1, ap, B1 e [ sdo constantes reais e |ai| + o) > 0, [B1] + |62 > 0.

O problema de Sturm-Liouville consiste em resolver a Eq. (6.2.2) com as
condigbes (6.2.5). Este problema sé tem solucdo néo-trivial para determinados
valores de A chamados autovalores. Para cada autovalor A\ existe uma solugdo
uy(z) (determinada a menos de uma constante), chamada autofuncdo.

e Propriedades das autofunc¢oes e autovalores

Listemos as propriedades bésicas das autofungdes e autovalores de proble-
mas de Sturm-Liouville regulares.

1) Os autovalores sao reais.
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2) As autofuncbes correspondentes a autovalores distintos s@o ortogonais,
com peso w(z), isto &,

/b uy (@) u, (2)w(z)de = 0 se AFE

3) Existe uma infinidade numeravel de autovalores reais A, e o inico ponto
de acumulagdo desses autovalores é 400 (o nimero de autovalores nega-

tivos ¢ finito; quando ¢(z) > 0 e ajaz <0, 8102 > 0 ndo hé nenhum
autovalor negativo.

4) O conjunto das autofungdes do problema de Sturm-Liouville regular é
completo, para a classe das fungdes f(z) tais que

b .
/ f(@)Pw(z)dz < oo, (6.2.6)
onde a integral deve ser interpretada no sentido de Lebesgue.

Diz-se que uma autofuncio estd normalizada se
b
/ |un (2)|? w(z)dz = 1
[23

Qualquer funcédo f(z) satisfazendo (6.2.6) pode ser desenvolvida em série

flz) ~ Zan un ()

cOom

Coay = /Ib F(@)un(z) wz) dz . (6.2.7)

Admite-se que a funcéo d(z — z’) tenha um desenvolvimento deste tipo, ja
que podemos dar um sentido a integral

b
/ Mz — 2Nun(z)w(z) de = w(@)ua(z) .

Assim, tem-se

Sz —2') = w(@) ) un(z)un(z) . (6.2.8)
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No caso w(z) = 1, esta férmula (relagdo de completeza) fica

Sz —2) = Zun(z’)un(:ﬂ) )

Consideremos a equagdo nao-homogénea
Lf(z) + kw(z)f(x) = g(z), (6.2.9)
acompanhada das condicoes de contorno

Ba(.f) =0, Bb(f) = 0. (6210)

Se a constante k que figura na equagdo néo for um dos autovalores do
problema de Sturm-Liouville, a solugéo do problema (6.2.9) é vinica e é obtida
através da funcdo de Green do problema, isto €, de uma fungdo continua
G(z, z'), que satisfaz & equagao.

LG(z, ') + kw(z)G(z, z') = §(z —2), (6.2.11)

x, 2' € (a, b), e a8 condigdes

Com efeito, a fungdo definida por

b
flz) = / Gz, = )g(z")dz' (6.2.12)

satisfaz obviamente &s condigdes (6.2.10) e, além disso, tem-se

b
Lf(z) +kw(z)f(z) = / [LG(:L‘} ') + kw(z)G{z, :c’)]g(:c’)d:c’

b
= [ se =g = o(o),
.
de modo que f(z)} é a solugéo (tinica) do problema (6.2.9).

¢ Construcao da funcao de Green do problema de Sturm-Liouville

Discutiremos agora dois métodos de construgio de fung¢des de Green em
problemas de Sturm-Liouville unidimensionais: o método das autofungdes e o
método direto.
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A - Método das autofuncgoes

Seja un, n € I, o sistema ortonormal completo das autofuncdes do pro-
blema de Sturm-Liouville, correspondentes aos autovalores A, . A fungéo de
Green G(z, 2’) pode ser desenvolvida em uma série de tais fungdes:

) = ch(m un (z
nel

Levando em conta a equacéo (6.2.11) e usando (6.2.8), obtemos

LG(z, ') + kw(z)G(z, =) = ch(.r’)[k — Anw(z)un ()

nel
') Z un(z)un(z)
nel
ou seja, Z el )k — Anlun(z) = L 5{z —z'). Comparando as séries no
w(z')
primeiro e no segundo membro vem
/ un (z')
C = —,
@) = An

Portanto, G(z, z') admite o seguinte desenvolvimento bilinear

i o
m@d)=§:%@£ﬂﬂ. (6.2.13)
nel

Observa-se que G(z, z') é indefinida se k& for um dos autovalores A,,.
Nota-se também que G(z, z'), para k real, goza da propriedade de simetria

Gz, ') = G2/, z) . (6.2.14)

Ezemplo 1. Funcio de Green da equagio das oscilagoes forcadas
d*f
d$2

com as condigdes f(0) = f(L) =

+kf =9, 0<z<L,

As autofungdes normalizadas do problema

2
du+)\u—-0 u(0) = (L) = 0,
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. 2 nEE . ~
SA0 Uy = T sen-—L—, n =1, 2, 3, ... e os respectivos autovalores sao
2,2
new
/\nZ“fz—',’n/: 1, 2, P

A funcéo de Green do problema é, pois,

g & sen (n_?zi) sen (?)

Glz, ') = fz s : (6.2.15)

B - Método direto
Retomemos & equacdo (6.2.9). Observamos que, se z = z', a fungdo de
Green obedece & equagio homogénea,
LG(z, ') + kw(z)G(z, z') = 0, z#£z . (6.2.16)

Entdo, se fi e fo forem solugdes linearmente independentes da Eq. (6.2.16),
G(z, z') se exprime, em cada um dos intervalos (a, z'), (2, b), como com-
binagéo linear de f; e fa:

Gl(wt m/) = lel+c’2f2) a < x < mia
G(mla .’L'Q) =
Gofz, 2y = Difi+Dofa, ¥ <z <b,

sendo que G1 e Go dever@o satisfazer as condigoes

(1) Ba(Gl) =0,
(2) By(G2) =0.

Seja u a solugdo (dnica) do problema
Lu+kwu = 0, ula) = —ag, u'(a) = o
e v a solugdo do problema
Lv+kwv = 0, v(b) = =B ; V(b) = B .
E claro que Bo{u) =0 e By(v) = 0. Temos, pois,

Gi(z, ') = Au(z), a <z <
Gz, ') =
Go(z, ') = Bu(z), <z <b

Imporemos a G(x, ') duas condigées adicionais:
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(3) Continuidade de G(z, z’) no ponto z':
Gz, &) = Go(, 2') .
{4) Descontinuidade de primeira espécie de G'(z, z') no ponto z’, com

()

salto o =

G, o) — G (', &) = ek

Acima, G’ refere-se & derivada parcial de G(x, z') em relacio a .

As condigoes (3) e (4) determinam as constantes A e B:

Au(z) = Bu(@) - B = zg;:; , (6.2.17)
Alu(@) (z') — o (& (e = ;Ez; . (6.2.18)

A expressao entre colchetes é o Wronskiano de v ¢ v no ponto z'. Logo

_ U(ml) B u(z')
4= p(m’)W(u, v, x') ’ 8- (@YW (u, v, :L") . (6.2.19)

Verifica-se facilmente que o produto p(z)W(u, v, z) é uma constante:
multiplica-se a equag¢do Lu + kwu =0 por v ¢ a equagdo Lv + kwv =0 por
u e subtrai-se uma da outra. Obtém-se (pW) = 0 ou seja pW = C. Se u
e v forem dependentes, C' = 0. Neste caso a funcido de Green é indefinida.
Para C' # (0 a expressdo para a funcéo de Green é

W) L
Gz, z') = ¢ . (6.2.20)
@;ﬂm—), <z <

Ezemplo 2. Equacao de Poisson unidimensional

2
e 0
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com as condigdes: ®(0) = 0, ®(1) = 0. A funcéo de Green do problema
obedece & equagao \

&G,

W(m, ) = oz —2),
e as condigdes G(0, ') =0, G(1, ) =0,0< 2/ < 1.

A solucdo geral da equacio homogénea é Az + B. Escolhamos u(z) =
e v(z) = (z —1). O Wronskiano W(u, v, «) é 1 e p(x) =1. Portanto,

z{z'—1), 0 <z < 2

Gz, z') =
dxz—-1), 2/ <z <1

A solugao do problema é

z 1
®(z) = —}—(x - 1)/[; ' p(a)dz’ — %x/x (z' — V)p(a)da’ .

€0

A expressdo (6.2.20) para a fungéo de Green ainda vale se o intervalo (a, b)
é infinito ou semi-infinito ou se p(xz) =0 para z =a ou para £ =b.

Ezemplo 8. Funcao de Green que obedece & equagao

£2G 246G L(E+1)

dr? =z dz z2

com a > 0, £ inteiro e > 0, 0 < = < o0, e as condigdes, G(0, z') = 0,
G(oo, z') = 0.

A equacéo homogénea

G = d(z—-a),

£ 2a_ueen
dz?2  z dx 2

f=0, I<z <0,

tem por solucio geral f = Azl + Bz ¢ 1. Tem-se u(z) = z° e v(z) = z7?
j4 que u(0) = 0 e v{co) = 0. Por outro lado, p(z) = 2* e W(u, v, z) =
~(2¢+ 1)z~2. Portanto, a fungéo de Green é

¢ _1—£—1

ztz , O<z <o,

1

Gz, ) = ———
20+1 m/fx—é—l .'

x>,

O método direto também se aplica a outros tipos de condigdes, como por
exemplo:
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a) se p(a) = p(b) e as condigdes de contorno sdo periddicas
Gla, ') = G{(b, 'Yy G'(a, ') = G'(b, 2').
Neste caso, a expressdo de G néo é dada por (6.2.20) mas por

Cifi+Cafe, a <z < af
Gz, ') =

Difi+Dyfs, 2/ <z <b

onde C1, Cy, Dy e Dy sdo determinadas pelas condigbes de contorno
e pelas condigdes (3) e (4).

b) Condigdes iniciais
Gla, z') =0, G'(a, 2')=0.
Neste caso, a fungdo de Green é da forma

0 se a <z <2
Gz, ') =
Difi+Dofo se ' <z < b

e ndo goza da propriedade de simetria.

Exemplo 4. Movimento de uma particula ao longo de uma reta, sob a agéo de
uma forga dirigida segundo a reta. A particula parte do repouso, na origem.
O deslocamento satisfaz a equagao de Newton

m— = flz), 0<t<co,

e as condiges iniciais u(0), ©/(0) = 0. |

A funcho de Green satisfaz

2
m‘ii—g— = §(t—t), GO, ) = G'0,¢) = 0.

Usando o método direto, obtem-se

0, 0

IA

t <t

Gt t) = ¢, .

m
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Portanto,
br—t
(t) = — 2 .
u(t) /0 — (&) dt

Observa-se que o deslocamento no instante t depende apenas da forga agindo
antes de t, como dever-se-ia esperar pelo principio da causalidade (as causas
devem preceder os efeitos).

6.3 Funcoes de Green em Varias Variaveis. Dominios
Limitados '

Se o operador diferencial D for auto-adjunto, a funcio de Green do problema
Df{z)+kf(z) = g(=x), zeQ C R", (6.3.1)

com condigles de contorno homogéneas, é dada pela expanso bilinear

ooy Uy (2 U () .
G(z, o) = ZW, (6.3.2)
m
com m = mi, Mg, ..., My € onde uy,(z) sdo as autofungdes normali-

zadas em §! de D, sujeitas &s mesmas condigdes homogéneas; A, sao os
correspondentes autovalores.

Ezemple 1. Fungdo de Green da equagao de Helmholtz no disco 0 <r<
a, 0 < 8 < 2w, sujeita s condigdes Gla, 8, r', ') =0 e G(r, 6, v, &)
limitada no disco. '

As autofuncdes do problema
V3ulr, 8) + Xu(r, 8) = 0, 0<r<a, 0<6 < 2r,

u(a, 8) =0 com u(r, #) limitada, sdo

(s 6) = I O} { 000 } ,

sen(m @)
m = 0,12 ...en = 1,2, 3, ... eos autovalores sio A2, = o, /a?,
onde qmn € 0 n-ésimo zero da funcdo de Bessel Jy,, no semi-eixo real positivo.
As autofuncdes normalizadas séo

1 Jo(Aon?) 1 /2 T (A7) cos(m 0)
a7 T e e Sy § o ©39



110 Cap. 6. Fungdes de Green

Portanto, a funcéo de Green é dada por

oA oC N ’
G(r, 6, 7', 0) = QL Semy I (Amn) Jm (Amn; )zos(nzf?) cos(m#)
asm m=0Q n=1 [J'r,n (amﬂ)] (k - ’\mn)

2 i i I Ama®) Jon Amn™’) sen(m 8) sen(mf’)
a?n m=1n=1 [an(amn)]2 (k% =A%) 7

(6.3.4)

onde, -
o = 2 se m>0
™11 se m=20

Ezemplo 2. Funcao de Green da equacio de Helmholtz na esfera 0 < r < a,
0<80<m0<y < 2r, sujeita as condi¢oes de ser limitada para 0 <r <a e
de se anular para r = q. '

‘As autofuncdes normalizadas do Laplaciano na esfera sio
' 2 Je(Aenr)
Ug r, 6, = 4= ———Y"(0, , 6.3.5
s 0,9) = 4/ 55 LT, ) (6:3.5)

onde Y;" s@io os harménicos esféricos normalizados e j; a funcio de Bessel
esférica de ordem £, com Ay, = agn/a, sendo que ap, é 0 n-ésimo zero de j;
- no semi-eixo real positivo.

A func¢do de Green é, portanto,

0 co . , ’ m SwTAT Y

G(T,Q,(p._ 7",6’,(,0’) — _%_ Z Z Z .72(>\En'r>.7'é</\£n?" )Y:g (92 (,0)12/,2 (9 ) \p) '
=0 m=—¢ n=1 [jf-t-l(a'lfn)] (k? — /\g.n)

(6.3.6)

e Fung¢ao de Green na teoria do potencial

A equagio de Poisson

Vi = - £, (6.3.7)
€0
pode ser integrada com o auxilio da segunda identidade de Green, ou teorema
de Green: 5 5
/Q (uV? — oV2u) dr = /S (u 5% —v %) ds, (6.3.8)

onde Q é uma regido do espago limitada pela superficie regular fechada S

% = f-gradu; @ ¢ a normal exterior e v e v s@o fun¢des regulares definidas
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em +.5. Admitimos a validade deste teorema mesmo se uma, das funcdes
néo é regular, mas a outra é.

—

Tomando u = () (solugdo da Eq. (6.3.7)) e v = G(F, #'), sendo esta
uma possivel funcao de Green da Eq. (6.3.7), isto é, uma solucdo particular
da equacao

ViG(F, 7)) = 87 —F), (6.3.9)

obtemos, usando o teorema de Green,

WF) = — i G(F, #\p(i™") dF" +
Q

/¢ ) 2% (5, 7 as —/Gv“, )2 ) ds'

que é a solugio geral da equagao de Pmss‘on em termos de uma funcao de
Green arbitraria. Nota-se que se p(7) =0, ¢ se reduz a

O '
14 13
/ w—an, s’ — / -GS’ (6.3.10)

que € a solucao mais geral da equacéo de Laplace. Com relagio a esta equacio,
colocam-se dois tipos de problemas:

a) Problema de Dirichlet: Determinar a solugio (limitada e univalente) da
equacdo V2% =0 em €, conhecendo-se seu valor sobre S .

b} Problema de Neumann: Determinar a solugio (limitada e univalente) de
V2 =0 em Q, conhecendo-se o valor sobre S de 8y/dn .

Usando—se a identidade

div (¢ grad @) = ¢V + (grad ¢)2

e 0 teorema de (Gauss, obtemos

| ¢
ad
f (grad ¢)°d o
: o
de onde se conclui que ¢ = 0 ou - = 0 sobre S acarreta ¢ = constante

n
em 2. Isso implica a unicidade do problema de Dirichlet, mas a solucdo do
problema de Neumann ¢ determinada a menos de uma constante aditiva.
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~ . o , oY
Niao se pode, pois, fixar arbitrariamente 3 e n a0 mesmo tempo, so-

n
bre S. Devemos portanto, eliminar uma das integrais de superficie da ex-
pressao (6.3.10).

No problema de Dirichlet, basta impor que G(7, 7’} = 0 para 7 ou
7le S.
. .. 0G - )
No problema de Neumann, a condigao T = 0 sobre S é incompativel
n
com a equacdo (6.3.10), da qual resulta, através do teorema de Gauss, a

8G
condicao / %ds = 1. Podemos escolher o =K . K= i, onde S|

an o |51
1
é a area de §. Levando —8% = I—S—l a equagdo (6.3.10), obtemos
W(F) = Vg /G@— ds’ (6.3.11)
on! ‘

- 1
onde ¥g = K] /S (7 )ds é o valor médio de () sobre a superficie S.

e Problema de Dirichlet para a esfera pelo método das imagens

Seja S a superficic da esfera de raio a e centro 0. A fungao de Green
para o interior de S, que se anula quando 7 ou 7 estiver sobre S ¢ da forma

1
1 ——— +h(7, 7), (6.3.12)

com V2h(F, 7') =0.

A primeira parte de (6.3.12) representa o potencial no ponto P, de coor-
denadas 7, criado pela carga g = —¢g, no ponto Q(7'). Pelo método das
imagens, h(7, 7') serd interpretada como o potencial devido a carga ¢ (ima-
gem) no ponto Q'(7") exterior a S, sendo ¢' e Q" determinados de modo a
satisfazer a condigao

Para maior simplicidade, escolhemos o ponto @ sobre o eixo 0z. As
coordenadas esféricas de Q, @' ¢ P sdo respectivamente (d, 0, 0), (d', ¢, ")
e (r, 0, v). A funcéo de Green se escreve, entao

GF, ) = 2 z :
’ dmeg | V72 + d2 — 2rdcosf \/Ar2 +d'? — 2rdcosy
(6.3.13)
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Figura 6.1. Fungdo de Green. O método das imagens.

Para a definigio de v e das demais grandezas, vide Figura 6.1.
Para r = a devemos ter,

!

q q

+ = 0.
Va2 +d? —2adcos@  \/a? + d? — 2ad cos

Usando a funcio geratriz podemos expandir cada uma destas funcoes em série
de polinémios de Legendre:

qz E[;TPg(cosé?) +q Z pras) Py(cosvy) = 0. (6.3.14)
£=0 =0
Pelo teorema da adigdo temos
Pylcosy) = Py(cos ) Py(cos8)

%—%P}”(cos 6P (cos §) cos(m(p — ¢')) . (6.3.15)

14
+QZ

m=1
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Levando (6.3.15) a (6.3.14) e igualando a zero os coeficientes correspondentes
a. Py (cos 8) cos(m(p — ¢')), obtemos
¢

qag—f—l + q dg+1 PE(COS 01) O ) (6316)

(l—-m)! , o
T+ m? d,e+1sz(COS ) =0, (6.3.17)
paral = 0,1, 2, ...em = 1, ., £. A expressdo sé se anula se cos(8') =

+1, isto é para (9 = 0 ou ¢ = w. Da expressio (6 3.16) se obtém, para
cos(@’ )=1,

7.4 / d
St =0 g i ( 0),
d ,a d d a
q2+qd12:q(ﬁ—gﬁ):0 (¢ = 1),
de onde se tira
/ 2 / a
dd' = a®* e ¢ = —54 (6.3.18)
Para cos(f’) = —1, obterfamos, de modo anélogo
¢ = 24, dd' = —a®,

d
0 que € um absurdo. Portanto @' deve estar sobre a semi-reta OQ).

Com as substituigoes (6.3.18) e g = —¢g, a fungio de Green (6.3.13) fica

GF, ) = —— 1 Ca 1
7 4m \ V12 4+ d? — 2rd cosf d\/T2+d’2~2rd’ cosf ]
' {6.3.19)
Supondo o eixo ) arbitrdrio, esta férmula pode ser escrita
1 1 a 1
) = -5 6.3.20)
G(Tj T ) 4’IT ([F""F’l T'f l"_"—'f"”|) y ( /
2
onde 7| =7r" = 97
r

As posigdes das cargas real e virtual podem ser invertidas. Por conseguinte,
a funcdo de Green para o exterior da esfera tem a mesma forma (6.3.20).

A solugéo do problema de Dirichlet para o interior da esfera se escreve

() = [ o) (g-g)wds,
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onde
(20 .12 1
or' ) . 4m or' | \/r2 + 12 — 2rr’ cos(a)
L 1 }
7"\/7"2 + 12— 2rp cos(a) ) pimg
_ 1 a? — r?
372
dma (7‘2 + a2 — 2ar cos(a)) /
Portanto,
2_ .2 i 7
do(7) = & =) /¥, &) sy’ (6.3.21)
A 3/2 ’
[7*2 +a? — 2ra cos(a)il

onde ¥ & um ponto interior a esfera e f(#', ¢') = ¥(7) para r' =a.

A integral (6.3.21) chama-se integral de Poisson. A solugao do problema
de Dirichlet em questio, para o exterior da esfera se obtém do mesmo modo e
se acha

’l,b(] (F) = 4 9

o) | [ 10, @) -

. 3/
72+ a2 — 2ra cos(a)}

e Fung¢io de Green na equacao de Helmholtz

A equagdo de Helmholtz ndo-homogénea
V) + K2 F(F) = g(F), TeQ (6.3.22)

pode ser integrada, com o auxilio do teorema de Green:

v Ou
2, _ o2 - &2
/Q(uv v—oVou) dr /s (uan UBn) ds .

Usando esta férmula com uw = f(7') e v = G(¥, 7'), sendo esta uma
fungdo de Green arbitraria para a equagdo (6.3.22), obtemos para solugao
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geral de (6.3.22).
- oy oy gt _n O N,
f(m = /G('r,r Yg(F") dr +/f(r Y=—G(F, ') ds
Q S on’

L oonOf /
—_/SG(T, e ds' . (632)

Para o problema de Dirichlet, a fungdo de Green é a que se anula para
r=a.

6.4 Dominio Ilimitado. Condicao de Radiacao

Consideremos a equagdo de Helmholtz no dominio ilimitado a < r < oo,
0<80<2m —o0 < z < oo (exterior de um cilindro de raio a).

Lembremos que a solugdo da equagio
ViR =g, (6.4.1)

¢ a amplitude das vibragdes forgadas induzidas por umas forga F(7, t) pe-
riddica no tempo, isto &, F(7, t) = g(7)e"’. Essas vibragbes obedecem &
equacao das ondas

1% iwt

2 VY= e

A fungio (7, t) pode néo ser, no estdgio inicial do processo, rigorosamente

periédica mas no decurso do tempo toma a forma 1 = fe**, onde f obedece
&4 equagdo (6.4.1) com k = w/c. As fontes, representadas por F, podem
gerar ondas cilindricas que, a grandes distdncias, podem ser aproximadas por

1 .
ondas planas cuja amplitude decresce com -\—/—_ . As ondas divergentes, que se
s T

propagam das fontes (localizadas numa regido finita do espaco) para o infinito
w(r — ct) w(r + ct)
7 V2

Pode-se ver que as ondas divergentes sdo caracterizadas pela condigéo

sao da forma e as ondas convergentes, da forma

rlLl’Igo\/; (%{— wikf) =0, (6.4.2)

que é a chamada condicio de radiagao de Helmholtz e Sommerfeld.
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Para as ondas convergentes, a condigao é
lim \/F(?i-i-ikf) =0
r—00 or

FEzemplo 1. Fungio de Green da equagéo de Helmholtz no exterior do circulo
de raio a, sujeita & condi¢do de ser nula para r = a e & condicdo de radiagao.

Escrevendo a Eq. (6.4.1) em coordenadas polares

&G 180 1 8% §(r—1") . ,
FER =) L oe-o)

e desenvolvendo a fungdo G em série de Fourier na varidvel ¢,

+ kG =

o
Glr, 6,7, 8) = o m;wc etml
obtemos
Cra(r, 7', 6)
AT (Er) Ny (ka) — Npp(kr) I (ka)] , a<r <r' < oo
— e—z‘me’

B Jn(kr) + C Ny (kr) a<r <r<oo
Jm sendo as fungodes de Bessel e IV, as fungdes de Neumann.

Impondo-se a condicio de radiagdo somos levados a tomar C' = —iB. Com
efeito, para r — o0

Im(kr) o~ \/%cos (kr' —(2m + 1)11'/4) ,

Np{kr) ~ \ -7;%; sen (kr - (2m + 1)7r/4) ,

. 2 . e
HP (kr) = Jmkr) =i Np(kr) ~ %e—m—%@mlhﬂ.

O termo e multiplicado por ek ¢ responsével pelo fator ¢!
que caracteriza as ondas divergentes. Determinando A e B pelas condicgoes

usuais, obtemos a fungéo de Green:

1 & o HS2 (k)
‘ ooah = Lm(@ f) Hm o \ N (T ) ’
G(r,0, +,0) = 4m=§_; o [Jm,(kr ) N (k) — Jog (ki) N (e )],
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para a < v’ < 7 < 00 e expressdo transposta para a < r < r’. Esta
férmula também pode ser escrita

. o]
]

G(r, 0,1, 6) = —7 > €m0 g (o) T (fer')
m=—00
)
+ 3 gl 9')Hm)EkT>J (ka) HE (kr') (6.4.3)
m—-—oo k

Vamos tomar o limite a — 0: a segunda série desaparece, devido & constante
2 . .
H,(n)(ka) no denominador. Em seguida, facamos r’ — 0. Achamos

G(r) = ".Z O (kry (6.4.4)

que € a funcéo de Green para todo o espago representando uma onda divergente
no infinito.

Ezemplo 2. Funcio de Green para a equacio de Helmholtz no exterior da
esfera de raio a.

Vamos construir a fungdo de Green G para a equagao
Vif+ K =

com a condicdo de se anular na superficie da esfera e mais ainda, de repre-
sentar no infinito uma superposicdo de ondas divergentes. A fungdo de Green
G(r, 8, ¢, 7', &, ©’) obedece & equagdo

2 2
8¢ 208G 1 8<sen68G> L_8G o

R = D9 00 7‘2 sen? § Op?

_ O{r =160 - 0")6(p — )
B 72 send

. (6.4.5)

comaSr<oo,0§9§7reO§cp§27r.
Podemos desenvolver a 'fungao G, como fungdo de 6 e ¢ em série de

harménicos esféricos Y™ (€, ¢):

00 £

G, 0, 0.7, 0, ¢) =3 > Cunlr, v, 0, ) Y0, @), (6:456)

£=0m=-¢
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onde os coeficientes Cy,, obedecem & equagédo

2 41 - §(r =
Cé’m+;cgm+ i:k2~ (:2" )]Ggm = Y M¢, w’)m@;gf—), (6.4.7)

ou seja, a equacio
20 + 21 Cpy + (B2 — (6 + 1)] Com = YO, @)6(7 — ')

e as condi¢des: Cpn = 0 para r = a ¢ Cype™? contém um fator da forma

flr—ct)

. Por conseguinte,

-
Cemn =
A[jg(kr)ng(ka)—jg{ka)ng(kr)] , a <r <7 < oo,
Y, )
B je(kr) + Cnyg(kr) a <7 <7 < oo,
(6.4.8)

J¢ e ny sendo as fungdes de Bessel esféricas e de Neumann esféricas, respecti-
vamente.

Lembrando que

T

1 ¢ | e
Jelkr) ~ = sen (kr - —;) , ny(kr) ~ —I:_r cos (k-r — g) ,

para r — 0o, vemos que, para termos ondas esféricas divergentes no infinito,
—~tk({r—ct)
e ki

que séo caracterizadas pelo fator ———— , devemos ter ' = ¢B. Portanto,
r

Aljethrna(ka) = je(kane(kr)]
Com = Y70, ) ,
BHY (kr)

0 que também se escreve

A [jelkr)hg? (ka) Jela) ()|
Com = Y0, &) . (649)
B (kr)
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Determinando A ¢ B da maneira usual, obtemos

Oém =
B [jg(m)hg”(ka) — Ge(ka)n! (Jw)] Wi (kr'y, e << < oo
Y, ¢') B
Wy

thy (ka) (e (ka) — Gk Ger') | AV (hr), 0 <77 <7 < 00

A funcdo de Green, representando ondas esféricas divergentes no infinito,
é, pois,

Glr, 0, ¢, 7', 8, @) = —i > S Gelkr'y b (kr) YO, 9T) Yi™(6, )

(1) (1)
+ZZ Z Je(ka)h, 1()]4: i)y (fer)
{=0 m=—¢ (k )

para a <1’ < r < 0o e expressio transposta para @ <7 <7’ < 0.

Y70, &) Y0, ) (6.4.10)

Se passarmos ao limite a — 0, a segunda série desaparece por causa dos
hgl) (ka) no denominador e a funcdo de Green para todo o espago, represen-
tando ondas csféricas emergentes no infinito é

£
Gir, 8, ¢, v, ¢, = ——LZ Z Felkr)h k'r)Yg (8, p)YO, &),

=0 m=—¢
(6.4.11)
para 0 <7 <r <.

Por fim, se localizarmos a singularidade na origem, isto é, se tomarmos
r’ = (1, obtemos a fun¢io de Green

Glr) = —=h{ (k) , (6.4.12)
i 1 —ikr
que tem, para ¥ — 0o, o valor limite ——e .
4rr
Mostraremos, na Secao 6.6, pagina 122, que, na verdade, a funcao
1 )
Glr) = ———e | 6.4.13
(r) py— ( )

¢ uma funcio de Green para a equagdo de Helmholtz representando uma onda
estérica divergente no infinito.



6.5. Funcio de Green da Equagdo do Calor. Autofungdes 121

6.5 Funcao de Green da Equacao do Calor. Auto-
funcgoes

Consideremos a equacéo do calor

T V=0 7ES >0, (6.5.1)

acompanhada da condigdo de contorno:
f(F,t) = 0 para 7S
¢ da condicdo inicial:
F70) = o).

Sejam uy(7), p = (£, m, n), as autofungdes normalizadas de V? em 1 tais
que up(7) =0 para 7€ .5, e A, os respectivos autovalores.

Podemos expandir f(7, t) em série de tais autofungdes

FE 0 = Y coltuplr) (6.5.2)
P
em particular, para t = 0, temos
f(7 0) = Zcp UP<T
P
onde
¢)(0) = /ﬂ o7V (7) dV . (6.5.3)

Substituindo a séric (6.5.2) na equacio e levando em conta a equagdo V2, +
Apup = 0 obtemos

]t (?;tp( B+rept) =0 o glt) = %(O)e_APkt .

Substituindo esse valor de ¢,(t) em (6.5.2) obtemos

FR ) = Y e, (0)u,(F) =

= fQ (") {Z e ke up (7 Yup(

77)} av’ .
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Portanto, definiremos
G(F, ™, t) = Y ek, (Fyuy (7)H(t) (6.5.4)
b

como a funcdo de Green para a equacgdo do calor. Aqui H{¢) (a funcgdo de
Heaviside), definida por

1, set>0
H(t)~{0, set<Q

foi inserida para indicar que G(7, 7, t) =0 para ¢ < 0.

Observa-se que G obedece & equagio

1 aG 2 - — .y
o = VIG = 67— 7)) (6.5.5)

[6(t) vem da derivacao de H(t): H'(t) = &(¢t)].

6.6 Funcoes de Green e a Transformacao de Fourier

Seja D um operador diferencial parcial com coeficientes constantes e conside-
TEMOS a equagao

DG(z, 2') = §(z—2') 2,2/ €eQCR". (6.6.1)

Duas fungdes de Green da mesma equagio diferem por uma solucio da equagio
homogénea h(z, z'), de modo que uma funcéo de Green de um problema de
contorno se decompoe em soma

Gz, 2') = Gi(z, ') + h(z, 2), (6.6.2)

de uma funcao de Green qualquer, que pode depender 86 das diferencas das
varidveis z, z'' (portanto, podemos tomar z’ = 0) e de uma solugio da
equacdo homogénea

Dhiz, 2"y = 0.

Uma solucao particular da equacao

DGi(z) = (z), (6.6.3)

1ss0 € possivel pois os coeficientes do operador D séo constantes. [NdEs]
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em todo o espaco R™ pode ser obtida por transformacao de Fourier, que con-
verte a Eq. (6.6.3) em uma equagio algébrica

PO = (6.6.4
onde G1(£) ¢ a transformada de Fourier n-dimensional de Gy(x):
Gr(e) = —= ] 0 (0) d = FGi(a)
(Vam)r Jre
onde € = (&1, ..., &), do =dzy - dap, (z, € = 0161 + ... + Tp&p e P(E) 6

um polindmio nas varidveis £ determinado pelo operador D.

A transformada de Fourier da fungdo d(x) é

1 e, g, - L
oD Rné(m)e d o

Se P(£) ndo tiver zeros reais, a solugdo da BEq. {6.6.4) serd

~ ' 1 1
G1{§) = W—P—(g )

e a funcio de Green G1(x) serd obtida pela transformagdo de Fourier inversa
de G1(§)

- i O |
Gile) = o [ A 0Tk (6.65)

Se P(&) tiver zeros reals, entdo a integral (6.6.5) serd divergente mas,
em certos casos, um sentido poderd ser dado & mesma, de acordo com certas
convengoes.

Com o fim de facilitar a sua aplicagao, daremos uma lista das principais
propriedades da transformacao de Fourier cldssica para o caso n=1.

Indica-se por L!'(—oc, oc) a totalidade das fungdes f(z) definidas sobre
a reta R! e com valores complexos, tais que

/OO |f(z)ldz < oo, (6.6.6)

-0

isto é, tais que
B
lim |f(z)|dx existe .
A—oc A

B—oco
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Para toda f(z) € L*(—co, o0) define-se a sua transformada de Fourier
g = F [ pela férmula

g(&) gy (6.6.7)

Igualmente define-se a transformada de Fourier conjugada h = . f de f pela

formula
hE) = = / f (6.6.8)

s Propriedades béasicas da transformagao de Fourier g(§) = & f(x)

As seguintes propriedades sdo satisfeitas pela transformagao de Fourier:
1) ¢{€) é uma fungdo continua, limitada ¢ |£1|1m g{&) =0,
—00
2) Ffm)(z) = imEMg(€),  m inteiro > 0,
3) F [z f(z)] =im g™ (€), m inteiro >0,

1) Ff(kz) ='li,clg<§/k), k real #0,

f
flw—a) =e"g(¢), areal,
Fe
(

A ddltima propriedade diz que a transformagao de Fourier converte um
produto de convolugdo em um produto de transformadas. Por produto de
convolugido de duas fungdes f e g entende-se a funcdo f * g definida por

F9)e) = <= [ fOge=t)dt = 2= [~ jle—tgw @ 609

Vo

A transformada de Fourier conjugada de uma funcao nem sempre corres-
ponde a transformada dc Fourier inversa, isto ¢, nem sempre acontecc que
se (&) = Ff(x) entdo f(z) = Fg(€). Primeiro, pode acontecer que nio
exista (ZFg)(z). Mesmo que esta exista pode néo coincidir com f(z) por-
quanto, se modificarmos o valor de f(z) num ndmero finito de pontos, o
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valor de sua integral de Fourier ndo se modifica. Mas se f(z) for continua e
g(&) € L} {—o0, oc) tem-se

FIFf =FFf=7f.
Nesse caso a transformagao de Fourier conjugada é a transformacao de Fourier
inversa.

Na prética, diz-se que f(z) tem uma transformada de Fourier toda a vez
que for possivel atribuir um sentido, ainda que simbdélico, & integral (6.6.7).

Em particular, pode a integral existir apenas no sentido de valor principal,
isto é, pode nao existir

Ao
B—co

B .
lim / flxye *Sdx
—-A
para A independente de B, mas existir

B
lim / fl@)e ™ du
~B

B—oo

que é o chamado valor principal da integral, denotado por VP f_DOOO flz)e ™ da.

Em geral, pode-se usar uma transformacio de Fourier generalizada baseada
na teoria das distribui¢bes, a qual goza das propriedades cléssicas listadas
4 pagina 124, com excegdo da primeira, e que verifica a férmula FIf =
FZ f . Essa transformacio é aplicdvel a fung¢des com crescimento polinomial

1
no infinito e a funcdes singulares do tipo 4, §’ etc. Tem-se Fé(z) = —(—.

V21

e Funcoes de Green obtidas por transformagdo de Fourier

Ezemplo 1. Seja a equagio ndo-homogénea

2
%émsz' =g, ~o<z<oo (k>0) . (6.6.10)

Uma funcéo de Green particular G(z—z') é obtida resolvendo-se a equagao

26,
5 kG = §(@) . (6.6.11)

A transformada G(¢) de G(z) obedece & equagio
1

(- -E)G(E) = Nl
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dond
onde B 1 1

O =-Zmere

o [ arme

Essa integral pode ser calculada por residuos e se obtém

Portanto,

—kx
T se z>0
G(.’Zﬁ) = — ?

ekx
2%k’

e

se <0

ou seja, G(z) = —Le_km.

Assim uma funcgéo de Green é

Glz, ') = —%e“k“*m/[, (6.6.12)

e qualquer outra é da forma

Glz, o) = —;Ee—klw—w’_ |+ A(a)e ™t + B(a')ek® .

£

Ezemplo 2. Fungdo de Green para a equagao de Helmholtz.

A equagao é

d*f

dm2+k2f_g’ —0 <z <00,

e a funcdo de Green G(z) obedece & equagio

a2G

= + k%G = §(x) . (6.6.13)

A transformada de Fourier G(£) verifica
(~€* +K)G(E) =

Portanto,

- 5l

1

0= e
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Precisamos dar um sentido & integral

1 00 eicc{

em que o integrando possui dois pdlos reais =% . A integral em {(6.6.14) é uma
integral mal definida, mas podemos interpretd-la como valor principal:

1 oo giwd
Obtemos
1 +sen(kz), z>0
G(.’IJ) = Q_k ’
' —sen(kz), <0
ou seja .
Glz) = — sen(klz]) . | (6.6.15)

2k

Assim, uma funcéo de Green é

Gz —2) = 5% sen(k|z —z'|) ,

e a fungao de Green mais geral é

1 3 .
G(:E, 3;’) = ﬂ Sen(ki:c—:r’l) +A($/)ezk:c +B<$f)e~1km N

A integral (6.6.14) pode ter diferentes interpretacdes, cada interpretagio
correspondendo a uma fungdo de Green. Pode-se assim obter a fungao dc
Green correspondente a certas condigdes assintéticas.

Para exemplificar, consideremos o espalhamento quéntico unidimensional,
de um feixe de particulas por uma barreira de potencial V{z), nulo fora de
uma regigo limitada (a, b). A equagéo para este problema é a equagao de

Schrodinger independente do tempo:
B2 d*y

—— —— h = / 6.16

s V@Y = By, (6.6.16)

onde m é a massa da particula, E é a energia (> 0}, i é a constante de
Planck dividida por 27 . Com as substituigoes
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a equagao fica
@ + k% = q(z)y (6.6.17)
727 . .6.
Podemos representar o feixe incidente de particulas, dirigido da esquerda para
a direita pela onda plana €% enquanto que os feixes refletido e transmitido

sfo representados, respectivamente, pelas ondas planas e % e ¢t
A solugdo de (6.6.17) serd
» b
bla) = ¢ 1 [ Glo, (et do (6.6.13)
2]
ondc a integral representa o efeito do potencial de espalhamento. A funcao
' b
Van(®) = [ Gla, 2ale')ola) do
a

obedece & equagao (6.6.17), de modo que

@ esp 2
02 + k% tesp = para z €& [a, b,
isto &,
AT L Be T para >0
leesp = _ . .
Ce* 4 Be ™% para x<a
Como tesp = A e para z>b e Yesp = De ™% para z < a, queremos

que a funcdo de Green satisfaga as condigdes

~ e T para z— —co
Gz, ') —

~ e*T  para z — +oo

que devem ser levadas em conta quando for interpretada a integral (6.6.14).

Por exemplo, a integral pode ser tomada ao longo da curva descrita na
Fig. 6.2, que serd fechada por cima se x > 0 por baixo se z < 0.

Pelo método de residuos obtemos

b ikle]
G(z) T

isto é, ,
Gla o) = —gp e, (6:6.19)
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o W
-k NP

Figura 6.2. Curva de integra¢do a ser fechada por cima se © > 0 e por baizo
se x < Q.

que satisfaz as condicBes exigidas. Se tivéssemos dado outra interpretagio a
(6.6.14), a saber, sc escolhéssemos o caminho descrito na Fig. 6.3, teriamos
obtido a funcdo de Green

7 .
G - —ik|x|
('E) 2k € ?
ou seja, )
G N b ikfr—a]
(z, &) = e I (6.6.20)
que ndo satisfaz as condigbes exigidas.

- . L
— :

Figura 6.3. Curve de integragdo a ser fechada por ¢ima se x > 0 e por baizo
se z <0.

Ezemplo 3. Funcdo de Green para a equagio tridimensional de Helmholtz.

A equacdo para a func¢do de Green é
V2GQ(F) + K2G(F) = §(F) . (6.6.21)

Por uma transformacio de Fourier esta equagio se transforma em

3
2 AR — ! = _ | .
(—p? + E2)G(F) = Ty 7 2 ._ (6.6.22)

. PR ! !
cuja solugao é G(p) = _<\/§)3 p?—k? ]
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G(r) seréd definida pela integral

el = 07 e 6.6.23
(T)“_(2W)SL3 pg_kg fndC' (2)

Diferentes sentidos podem ser dados & integral (6.6.23) cada um deles cor-
respondendo a uma func¢do de Green. Em qualquer caso temos

1 &) 02 T
G(’T‘) = —-(—2-1-.‘.)—327‘(/(; ) m <A CZTPCOSQSGH(G)OIO) dp

_ 1 /co ;02 ei-rp _ e—irp dp
@2r)? Jo P*—k*  irp

1 2 [ psen(rp) 1 ©  pelrp
ot 2 b — WAy
(2m)2r /0 p? — k? dp An?r /OO p? — k? ?

Se quisermos uma fungao de Green que, associada ao fator e “* repre-
sente uma onda emergente no infinito, devemos calcular a integral acima ao
longo do caminho (r > 0) descrito na Fig. 6.4. Obtemos,

i eirh 1

2 . = irk .
2y 2Tk 5 dmr ©

G(r) =

-k

y
®

Figura 6.4. Caminho de integracio para wma fungdo de Green que represente
uma onda emergente no infinito.

A funcdo de Green desejada €, pois,

G(F, ) = —— - gl (6.6.24)

Ar]F 7
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Figura 6.5. Caminho de integra¢io para uma funcdo de Green que represente
uma onda convergente do infinito.

Outra funcio de Green pode ser obtida através do caminho (r > 0) des-
crito na Fig 6.5. '

Assim, obtem-se
1

G(T) = _4_71'7" e-‘-'ikr"
ou seja,
— — 1 —ik|F—7" '
G{F — 7)) = preE—TL k= (6.6.25)

A semi-soma? de (6.6.24) e (6.6.25) ainda é uma fungio de Green:
. 1 .
G(F ~7'|) = —-—=—=cos (k|F — 7]) . (6.6.26)

- dn|7 — 7]

Ezemplo 4. Funcdo de Green para a equagdo de Laplace
VIG(F) = 8(F)..

Por transformacdo de Fourier tridimensional obtemos

~ 1 ~ 1 1
— 2G o = . G = — —_ .
P G(p) Wt (p) or 7
Portanto,
1 e“ﬁﬁ)
Y o= - de dnd
60) =~ [, S ddnde
. 1 2 [*sen(rp), 1
= Gy ], P =

2 A gemi-soma de dois nimeros @ e b é (a + b)/2. [NdEs]
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j& que a integral definida / Sen—(rp) vale % Assim, obtemos uma funcao
0 P
de Green .
Q(|7 — —/ = —— 6.2
(|7 — 1) prE— (6.6.27)

Exemplo 5. Funcgdo de Green retardada para a equacdo da corda vibrante.

A cquaglo para a funcio de Green é

1 BQG 8%a
VEE gz — 0@

A sua transformada de Fourier bidimensional 5’(5 , T) obedece & equagio

(V24 )3 T = o
7
Logo,
e V2 1
Conseqlientemente,

. 12 o » oo et
G(.’D, t) = —(2w)2[m6 (/_xm(ﬁ')df

Como queremos uma funcio de Green retardada, isto é, identicamente nula
para t < 0, devemos escolher, para interpretar a integral

/oo eit*r i
— T
2 2772 ?
—co 77— 6 V

o caminho C passando por baixo dos pdlos ££V ¢ fechando-sc no semi-plano
superior para t > 0 e no semi-plano inferior para t <0 (Fig. 6.6).

Obtermos assim,

dr = 2x%

o0 eit‘r Bit{V _ e—it§V
/_ o T2E2VZ 26V ’

Por conseguinte,

ce 8= L, ¢

S o 00 Li(x+ViE) _ —if(z—Vi)
vV 217r/ e e de .
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t>0

.
.

Figura 6.6. O caminho C passando por baizo dos pélos £&V e fechando-se
no semi-plano superior para t >0 e no semi-plano inferior para t < 0.

Interpretando as integrais como “valor principal” obtemos

. _ V.. e AL, w0
Gz, t) = Z[e(m+Vt) ez —=Vi)| , »onde e(u) = { 1 w<0
Como t > {0, temos

v l—elz—Vt), se >0
elz+VE)+1, se <0
Como
Hu)+H(—u) = 1 e H(u) —H(—u) = eu),
pois ' ’
1, u>0 J O, u>0
H(“)“{O, wu<0 © H(_u)_{l, wu<0
obtemos '
v HVt—=z), se >0
T HVt+2), se z<0
ou seja,
Gz, 1) = %H(t)H(Vt— ) .
Finalmente,
! no_ Vv ’ ! N
Gret{lz — 2/, t—t") = EH(t—t)H Vit—1)— |z -2}, (6.6.28)

que representa o movimento elementar da corda no ponto x, no instante £, de-
vido a uma pequena perturbacio ocorrida no ponto z’ e no instante ¢ anterior
a t, de acordo, portanto, com o principio de causalidade.
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Pode-se também definir a funcéo de Green avancada

rd

Galz— o, t—t) = %H(t’ - tJH(V(t’ ) — |o ~ 1"[) ,
que nao temn sentido fisico3.

Ezemplo 6. Fungdo de Green para a equacio de D’Alembert.
O potencial escalar ¢(F, t) da Eletrodindmica obedece & equacio de
D’Alembert ndo-homogénea
1 8%
c? o2

1
V% = —p.
€0

A equac8o para a func¢io de Green §

102G . -
7 5a (7 1) - VEIG(F, t) = 8(F)8(¢) .

Sua transformada de Fourier quadridimensional 5(5, 7) obedece a equagio
algébrica

1

(2m)2

(7 = )G, ) =

Portanto,
c? 1
(2m)2 72 — 2p2

Invertendo a transformacio de Fourier temos

. CQ ‘(_' _') OC eitT
AN W7, §
G(r, t) G ./IR3 e (-/-oo sy d'r) dédnd .

O principio da causalidade (isto é, efeito ocorrendo apés a causa) nos
leva a procurar uma fungdo de Green retardada Giet(F — 7', t — '), que é
identicamente nula para ¢ < ¢'. Para que G(r, t) seja identicamente nula
para ¢ < 0 vamos interpretar a integral

/oo eit‘r J
— —dr
2 2,2 )
—c T —C7°p

como sendo a integral complexa ao longo da curva descrita na Fig. 6.7, que
se fecha no semi-plano superior se ¢ > 0 e no semi-plano inferior se t < 0

é(p, T) = -
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/ t>0

.
Yy
]

Figura 6.7. A curva se fecha no semi-plano superior se t > 0 e no semi-plano
inferior se t < 0.

(neste caso a integral ¢ identicamente nula, pois, o caminho de integragdo nao
contorna nenhum polo).

Para t > 0 obtém-se

00 eztr itpc itpc
/ 5 53 dr = 27rze ¢
oo TA—C5p 2pc
Conseqlientemente,
2 fe'e] 30 k] ipte —ipte
e 21 2mi et — etfr R
reslrs 1 (@m)" 2 ir /0 ( p )( p )p g

¢ % iplret) | ® ip(ret)
- ip(r+ct) g ~ip(r+ct) 4,
) [ o [ e g,

co co
. / eip(?‘—ct) dp - / e—-'ip(‘r-“ct)dp
0 Q
_ c /OO eip(r‘-i—ct) dp _ /OO eip(r—ct) dp
872 | J oo oo )

Lembramos que 6(u) = ?

T logo
1 [

du) = 5 ePdp .
o

3Par violar o principio de causalidade: ela representa 0 movimento elementar da corda no
ponto  no instante ¢ devido a uma pequena perturbagio ocorrida no ponto z’ e no instante
t' posterior a t. [NdEs]



136 Cap. 6. Fungdes de Green

Agsim, :
c

Gree(r, £) = —4—7”—{5(?" Fet) — §(r — ct)}

Mas, como t > 0, §(r + ct) = 0, portanto

. 1 ./ 7
Gret(r, t) = —I—Eﬂr —ct) = ?4—7;5 (t— E) 7

é a funcdo de Green procurada. Ela pode ser interpretada como o potencial
escalar devido & passagem de uma carga pontual ¢ = —eg pela origem no
instante ¢ = 0. O efeito ¢ retardado, isto ¢, sé existe para ¢ > 0.

Observa-se que Gret(r, t) néo é uma funcdo mas uma distribui(;éo Vé-se
que essa distribuigdo é nula no exterior ¢ no interior do “cone do futuro”?,
definido por

AtP—r?2 =0, t>0.

Podemos também definir uma funcdo de Green avangada
' 1 T
Galrt) = =6 (t+2),  t<o,
V(1 1) 4oy + c <

nula no exterior e no interior do “cone do passado” definido por
A2 —r? =0, t<0,

a qual ndo tem um sentido fisico imediato.
Gret + Ga,v

A semi-soma G = 5

também é uma funcéo de Green sem sentido
fisico imediato.

O potencial escalar ¢(7, ¢) correspondente & fun¢do de Green retardada

1 |7 — 7|
et([F =7, t—t) = o{t—t — —2 6.6.29
Guallr =7l =¥) = ), eex)
¢ o potencial retardado:

6(F, 1) = / I, = 1T = T/C) gor (6.6.30)
R3

dmeg |7 — 7|

que é para t <r/c.

*Fsse fato é por vezes denominado “principio de Huygens”. [NdEs]
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Ezemplo 7. Fungio de Green para a equacio do calor.

A temperatura u(z, ¢) de uma barra ilimitada em que o calor s6 se trans-
mite por condugao, obedece a equagao

1 ou G%u 1

I = o t), 6.6.31
—00 <z <oo,t>0, onde £ = % ¢ uma constante positiva [0 = condu-
tibilidade térmica, ¢ = calor especifico, A = densidade linear do material] ¢
plz,t) é a densidade das fontes de calor.

A funcdo de Green G(z, t) obedece & equagdo

186G &G

Procuramos uma fungéo de Green G(z, t) nula para t < 0. Seja é(f, t) sua
transformada de Fourier na varidvel z. G verifica a equagdo diferencial

dG 5 =~ kd(t)
— 4+ kG = . 6.6.32

Esta equagdo € homogénea para ¢ # 0; mais ainda é(f, t) =0 para t < 0.
Portanto,

= [ AePR e > 0

G@’t)"{o' se t <O
A funcio é(ﬁ, t) ndo pode ser continua a ¢t = O devido & presenca de
3(t) no segundo membro. Na verdade G(£, t) tem uma descontinuidade de

primeira espécie na origem com salto ¢ = —— . Com essa condi¢io obtemos

V2T

k
A = ——. Portanto,
27

Gle, 1) = \/%H(t)e‘fz’“.

Invertendo a transformacio de Fourier, devemos calcular a transformada de
2 4 . e 21, .
e~%" e daf deduzirmos Fe ¢ pela propriedade

Frke) = I%,‘g(rc/k).
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J4 Fe= calcula-se com o auxilio do teorema de Cauchy:

Fet = L /00 e & e g
27 S oo
(§+iz/2)?
e~ /4 poo g ) 22
= exp | — il — — d
— [ e (5 ving— 2 ) | ae
e /4 /oo-Hm/? ey e~:x:2/4 /oo e i o4
= e A e =
s —oo—iz/2 V21 J o \/§
Finalmente,
k ﬁ 2
Gz, t) = — X g% /4kt ara t>0,
(z, 2) T P
ou seja,
v k —z2 4kt .
ES — H{t)e %/ . 6.3¢
Gz, t) 1/ yy H(t)e (6.6.33)
1 ]. g2/ A et
Interpreta-se S Gz, t) = c_)\—H (t)e como a temperatura no ponto

x e no instante t resultante da presenca instantinea de uma fonte de calor
unitdria no ponto z =0 e no instante t =0,

Observa-se que, para cada t > 0, a temperatura é > 0 e é representada,

como fungao de z, por uma curva de Gauss. O médximo é, para z = 0, igual
1 v
a — t>0). At=0 atemperatura a x =0 é oc, depois, para
CAVdrkt ( )

1
t > 0, decresce com —

7

Complemento. Um bom complemento para o problema de Sturm-Liouville
¢ o capitulo IV de J. Sotomayor “Ligdes de Equagdes Diferenciais Ordindrias”,
Projeto Euclides, IMPA (1979). [NdEs]
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6.7 Exercicios

1. Construa a funcdo de Green, como série formal, para os seguintes proble-
mas:

2
a) %Hc?f:g, com 0 <z < L, sendo f(0) =0 e f(L) =
a2f

b)d2

+k%f =g, com —L <z < L,sendo f(L) = f(~L)e f/(L) = f(-L).

2
c) rf"+ f + (kzr—f-n:—') J =g com0<r<a,sendo f(0) = 0 e fla)
finito.
d) r?f+2rf + [k*r* 11+ 1)] f = g, com 0 < r < a, sendo f(0) finito e
Fa) =0 |

2. Construa a funcao de Green, em forma fechada, para os seguintes proble-
mas:

d [ df : .
I (xdm> g, com 0 <z <1, sendo f(0) finitoe f(1) =0

b) Eg? [(1 *:cz)j_ﬂ =g, com 0 <z <1, sendo f(0) = Oe f)=

ﬁJr [kQ—KHl)

©) dr? r2

Ae**" para r — oo,

]:g,com()gr<oo,sendof(0):06f(r)z

3. Construa a fun¢éo de Green, em forma fechada, para a equacio

de dG 2 9

e +2r ro (r? =1+ 1) G = 8(r —1')
no intervalo 0 < < a, sob as seguintes condiges: G(r, r') é finita na origem
e Gla, r') =0.

Resposta:

Ji(kr)
ji(ka)

Glr, v') = —k [jl(k-r')m(ka) - j,(ka)nl(m’)} ,

para 0 <r <r' < aq.
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4. Mostre que a funcio de Green do problema 2a, acima, pode ser represen-

tada por
!
. < Jo (aomr ) Jo (OL'Om%)
G(r, ") = =2 .
( ) Z (OL'O-m (Jl (O"Om)z)

n=1

com Jo{cgm) = 0.
5. Mostre que a funcio de Green da equacao de Helmholtz modificada
Vi —kf =g

no disco 0 < r < a, 0 < 0 < 2, que é finita na origem e nula em 7 = a ¢

Glr, 6, ', 0 = Ze%m” =) (k)[fm(kr) m(ka) — Im(ka)Km(kr')},

m“—oo (

\_/

parar < r'.

6. Mostre que a funcio de Green da equagio de Helmholtz modificada, no
exterior do disco de raio a, que se anula para r = a e para 7 — 00, €

'—1 > .. @ / K«rn(krf)

G(?‘,@, T‘/, 9’) = —27 Z e””'( -0 )m [I (}CT)Km(ka) m(]"’a)Km(‘l“r)]
M=—00 g

para r < 7. Tomando o limite para a — 0, obtenha uma funcéo de Green

para todo plano.

7. Determine a funcéo de Green para a equacgdo de Helmholtz no anel circular
a<r<b 0<8<2r, sujeita as condicdes G(a, 0, ', 8) = G(b, 8, ', 0') =
0.

Resposta:

G(r, 0, 7', 0") = 1 i im(6—0") [Jm(k‘r)Nm(ka) - Jm(ka)Nm(kr)}
0.7 dw L [l ) Vo (D) = T (0) Vo) |

X

[Tt Y N (0D) = Jon () N ()

parar < r'.
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8. Mostre que a fun¢éo de Green G(¥, ') para a equagio de Helmholtz
VG + kG = §(F—7")

no exterior da esfera de raio o, sob as condigbes: G(7, 7') =0 para ||f]]l =a e
7o gy T00 T ethr
G(r, 7) satistaz a condi¢éo de radiagao no infinito, isto é, G(7, ') =~

r
¢ dada por

G(Ta 97 ¥, Tla 9’7 99’) =

L)
Ry (kr) T, 1 ) 1 T
k30 S B D )i (e h ) ) [T P60
=0 m=— Ih }L )
para a < 7' <7 < co. Se passarmos ao limite para ¢ — 0 (quando os termos
com jg(ka)/h,(l (ka) desaparecem para todo !) e depois tomarmos »' = 0,
obtemos uma funcao de Green para todo o espago:

—ik {1) i 1 ik:
—hy k) = ——™
47 0 (k) 47r7"e

G(r) =
representando uma onda esférica emergente.
9. Construa a funcéo dc Green para a equag@o de Helmholtz modificada
VG +KG = §(r—7)

no exterior da esfera de raio a, sob as condigdes: G =0 parar =ae G — 0
para r — oo. Conclua, de modo andlogo ao do exercicio 8, que urna possivel
funcao de Green para todo o espago para essa equacao é

1 T
G(T) = —1‘7;6 . .

10. Mostre que a fungdo de Green para a equagio de Helmholtz na esfera de

raio a, sujeita & condi¢do de Neumann “a% = (), é dada por
r=a
- —k o~ gy Im(kT) T , . ,
G, ™) = 5y 3 emTE imlr i (ka) = g (b (k)]
m=—o¢
para r <71’

11. Determine a funcio de Green para a equacio V2f + kf = g na caixa
retangular 0 < 2 < a, 0 <y < b, 0 < z < ¢, sob cada uma das seguintes
condicoes:
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a. G =0 em cada face da caixa (condigfo de Dirichlet homogénea).

b. %—g = 0 em cada uma das faces da caixa (condigdo de Neumann ho-
mogénea — supde-se k& # 0).

c. G=0nasfaces 7 =0,y =0,z=0e 4 =0 nas faces z = a, y = b,
z = ¢ (condigdo intermedidria).

12. Calcule por transformagdo de Fourier a fun¢do de Green para todo o
espaco tridimensional da equacao de Helmholtz modificada
Vif—k'f =g.

Resposta:

1
G(T’) = -?4'-7}—1:8 kr .

13. Demonstre que a funcio de Green G(z, t) (solucdo elementar) para o

v e . 2,
operador de Schrodinger 26% + 38? é



Capitulo 7

Teoria Elementar das
Distribuicoes

7.1 Nogao de Distribuicao. Exemplos

Hé muito que as chamadas “fung¢des simbdlicas” vém tendo largo uso na
Fisica, onde sio tratadas ordinariamente como verdadeiras fun¢des, embora
ndo correspondem & nocéo cléssica de funcio. Um exemplo é a fungio d(z) de
Dirac, que ¢é assim definida:

a) §{(z) =0 para z # 0,
b) é(x) = oo para z =0,
c) / §(z) f(x)dz = f(0), para qualquer funcdo f(z) continua na origem.

Devemos enfatizar que essas trés propriedades, incompativeis com a nogao
cldssica de funcao e de integral, ndo definem §{z) como uma fungao no sentido
usual.

Costuma-se também interpretar d(x) como o “limite” de seqiiéncias de
fungdes continuas, com um pico bastante estreito e alto na origem, como por
exemplo,

Sn(z) =z
ou (nz) | o
sen(nx o
W = —" = — wht
() L 27 _ne

Essas aproximacoes sdo bastante tteis do ponto de vista fisico, mas pouco
satisfatérias, do ponto de vista matematico, j& que o limite usual de ambas as
seqiiéncias nao existe.

Pode-se mostrar, no entanto, que
xr

lim Sp(z)p(z)dz = (0),

—>
n—oo [ o

143
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pa)
VAV

Figura 7.1. Grdficos de Sp(x) (a4 esquerda) e Wy(zx) (a4 direita).

onde (,0(’1;‘) é qualquer funcdo continua na origem.

Viu-se mais tarde que as funges simbdlicas como a fungéo d(x) podem
ser corretamente interpretadas como funcionais lineares' ou formas lineares,
definidas sobre espacos lineares de funcoes, convenientemente escolhidos.

e O espaco 2
Indica-se por 2, a totalidade das funcdes p(z) definidas sobre a reta e com
valores complexos, tais que

a) sfo infinitamente derivéveis (isto é, tém derivada continua em qualquer
ordem),

b) sdo nulas fora de um conjunto limitado I, que depende dec cada ¢(x).
As fungdes p(x) de & chamam-se fungdes de teste e desempenham um papel
acessério nas aplicagdes, sendo em geral meros auxiliares de célculo.

N&o é de todo evidente que existam fungGes de teste nao-triviais. A se-
guinte fungdo é um exemplo de tais fungoes:

CXp (—1 -1:E2) , para|z| < 1
plz) = : (7.1.1)

0, para |z > 1

1Se V é um espago vetorial para um corpo de escalares K, entdo uma funcdo ¢ definida
om V assumindo valores em K é dita ser um funcional linear se £(au + 8v) = ab{u) + 5€(v)
para todos os vetores u, v € V e todos os escalares o, § de K. Na maioria das aplicagdes K
é o conjunto R dos nimeros reais {caso em que V é dito ser um espago vetorial real) ou é o
conjunto C dos nimeros complexos (caso em que V é dito ser um espago vetorial complexo).
[NdEs]
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E facil ver que 2 constitui um espago vetorial, pois a fungao ¢ = 0 estd
em 7 e se ¢ ¢y, estio em 7, entdo a combinagdo linear agp; + Fip2 também
estd em 2, quaisquer que sejam os nimeros complexos a e 3.

Introduzimos uma no¢ao de seqliéncia convergente em & dizendo que ¢, €
2 converge para 0 em 2 quando n — oo se:

a) existe um conjunto limitado 7, fora do qual todas as fungdes @, sao
nulas,
(p)

b) para cada ordem de derivagio, as derivadas ¢n’(z) convergem para 0
uniformemente, sobre todo intervalo limitado.

Como exemplo de seqiiéncia convergente a zero em &, temos

1e a? ] <
—expl — ara |z a
n P\l7ae—) P

on(z) = (7.1.2)

0, para |z| > a
Chama-se suporte de uma funco continua ao menor conjunto fechado em
cujo complementar (conjunto aberto) ela se anula.

Define-se, pois, o espaco 2 como a totalidade das fungdes infinitamente
derivéveis (de classe C™) sobre a reta e de suporte limitado (diz-se também
suporte compacto, pois, todo conjunto fechado e limitado € compacto).

e Distribuigoes

Chama-se distribuicdo todo funcional linear e continuo definido sobre 7,
isto ¢, toda aplicagio T' definida sobre 2 tomando valores complexos, que
seja linear e contfnua. Indica-se por T(y) ou por (T, ) o valor de T' para o
elemento ¢. A aplicagdo T é linear se

(T, a1+ Bpa) = alT, p1)+ BT, 92) (7.1.3)
q.q.5. @1, ¥2 € 2, a, B ntmeros complexos.

Diz-se que 7' é continua sobre Z se, para toda seqiiéncia {n} convergente
para 0 em 2, a seqiiéncia numérica (T, ) converge para (T, 0y =0.
e Exemplos

1) Distribuigio de Dirac. Indica-se por 8y o funcional linear que a cada @ € &
associa o niimero @(0):

{00, @) = 9(0), VeeZ. (7.1.4)
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Esse funcional é continuo, pois, se ¢, tende para 0 em 2 entdo ¢,(x)
tende para 0 uniformemente, logo ¢, (0) — 0, isto é §g é uma distribuicao, que
¢ chamada distribuigéio de Dirac na origem.

Do mesmo modo se define a distribuicio de Dirac no ponto a, como o
funcional

<00-'. QD) = ‘P(C’J), V(,,O 9.
2) Para cada p > 0 o funcional
(T, ¢} = ¢P(0), Vpe2, (7.1.5)

é linear e continuo, logo é uma distribuigdo. Veremos mais tarde que essa
distribuigdo deve ser interpretada como (—1)75®), onde §%®) ¢ a derivada de
ordem p da distribui¢éo de Dirac.

3) Toda fungao f(z) localmente integrdvel, isso &, tal que?

1@ (7.1.6)

existe para todo intervalo limitado 7, define uma distribuigio, indicada por f,
através da férmula

o = [ s, veeo, (7..7)

onde a integral converge sempre, em virtude de ¢ ter suporte limitado e ser
continua.

A linearidade da distribuico f é evidente; a continuidade se demonstra
tomando-se uma seqiiéncia ¢, convergente em 2 para 0. Entdo,

(s on)l < / (@) [on () ld2

onde I é o conjunto limitado, fora do qual todas as fungoes se anulam. Seja

My = max|pn(z)] .

Como ¢y, (x) converge para 0 uniformemente, M, tende para 0 quando n — oo.
Entao,

[1t@len@lds < 8, [ [7@lts — 0 paran— oo,
I J1I

%A integral em (7.1.6) e (7.1.7) é a de Lebesgue, que generaliza a de Riemann. Na maioria,
dos casos, podemos interpreté-la como integral de Riemann.
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Conclui-se, pois, que
(f, ¢n) — 0 paran— oo,

o que mostra a continuidade de f.

Duas fungdes f e g iguais quase sempre (i.e., iguais exceto num conjunto de
medida nula) definem a mesma distribuigdo. Reciprocamente, se duas fungoes
definem a mesma distribuicao, sdo iguais quase sempre (teorema).

Assim, a fungdo de Heaviside H(x)

1, >0
H(z) = { 0 ;(0 : (7.1.8)

define a distribuigio de Heaviside, qualquer que seja o valor atribuido a H{x)
no ponto z = 0.

Qualquer constante C' define uma distribuicao, pela férmula
© ) = ). (7.1.9)
—co

As distribuicoes, definidas por fungdes localmente integraveis, através da
integral (7.1.4), chamam-se distribui¢des regulares. Todas as outras, como dg,
sdo ditas distribuigdes singulares.

¢ Distribui¢bes em mais de uma variavel

Uma distribui¢do sobre R é um funcional linear e continuo sobre o espago
Z(R™) das funcdes infinitamente diferencidveis sobre R™ e de suporte com-
pacto. Uma seqiiéncia ¢, é convergente para 0 em Z(R™) se:

a) todas as funcgdes ¢, tem suporte contido no mesmo conjunto compacto
K c R,

b) as derivadas parciais %ﬂxp’ﬂ(x), i=1,2,...,n, p=0,1,2, ... convergem
uniformemente para 0, sobre todo compacto de R™.

e Interpretacao fisica de algumas distribuigoes

Algumas distribui¢bes podem ser interpretadas como distribuicdes de mas-
sas ou de cargas. Vejamos alguns exemplos.

1) A distribuicéo 6, representa uma distribuigao linear de cargas, com uma
Unica carga positiva, unitdria, localizada no ponto a.
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2)

3)

4)
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Um dipdlo elétrico, de momento +1, sobre a reta, localizado na origem,
serd, representado pelo funcional

(T, ¢) = lim ~ [ole) ~ 9(0)] = £/(0).

Representa-se, pois, o dipélo de momento +1 pela distribuicao
(T, ¢) = ©'(0). (7.1.10)

No espago R”, o dipdlo de momento m, orientado segundo a diregio 7,
¢ representado pela distribuicao
d¢

onde %5 = /- grady com ||7|| = 1.

Uma distribui¢@o de cargas sobre uma superficie orientdvel S, com den-
sidade superficial de carga f(z, y, z), é representada matematicamente
por

(T, o) = fs f(@ v, 2)ol, v, )dS (7.1.12)

onde g%ﬁ = 11 -grady, o vetor unitdrio 7 sendo normal a S em cada ponto.

Vamos indicar simbolicamente essa distribuigao por fd(g). Notemos que
fd(sy € uma distribuigdo singular, que néo deve ser confundida com a
distribuicao regular definida por f:

(1. 0) = [If He: v 2ole, v, 2)dudyds

Por um abuso de linguagem, dizemos que distribuigdo regular & uma
fungao. E claro que existem distribuicdes que ndo s@o fungdes. E com
esse sentido que dizemos que o conceito de distribuicdo generaliza o de
fungao.

Uma distribuicao de dipdlos sobre uma superficie S, com densidade de

dipélos f(z, y, z) , orientados segundo a normal & superficie, é interpre-
tada pela distribuigao '

(T, o) = Lf'(z, ”. z)g—ZdS’. (7.1.13)
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e Operacgdes com distribuigoes

A soma de distribuicdes e a multiplicacdo de uma distribuigdo por um
escalar, sdo assim definidas:

(Tl + 13, (10> = <T11 ‘P) + (sza (P>

(al, @) = ofT, ¢), (7.1.14)
Ve € Z,Va € C.

A totalidade das distribuicdes constitui um cspago vetorial em que o ele-
mento nulo é a distribuigao

(T, oy =0 Vo2,

que ser4 indicada por 0. Costuma-se indicar esse espaco por 2" (o espago dual
de 7).

Diz-se que duas distribuigdes 7' ¢ S sdo iguais se e 56 se

(T, 0) = (S,9), Vpe2.

s Suporte de uma distribuigao

Néo tem interesse (e nem sempre tem um sentldo) o valor de uma distri-
buic¢do sé num ponto. E muito importante, porém, a nogao de valor de uma
distribuicdo num conjunto aberto {2.

Diz-se que uma. distribui¢do 7' é nula num conjunto aberto € se (T, w) =0
para toda funcdo ¢ cujo suporte esté contido em (2.

Por analogia com o suporte de uma fungfio continua define-se o suporte
de uma distribui¢io como o menor conjunto fechado em cujo complementar
(aberto) ela é nula. Em outras palavras, K ¢ o suporte de T se ¢ sd se
(T, ¢) = 0 para toda ¢ cujo suporte estd contido no complementar de K. Por
exemplo, o suporte de z, 22 etc, ¢ a reta; o suporte de 9, € 0 ponto a.

7.2 Derivagao de Distribuicoes

Seja f(z) uma fungdo continua, com derivada continua f(z). Define-se a
derivada da distribuicio f de modo que ela coincida com a distribuigao definida
pela derivada usual f'(x), isto é, impGe-se que

U o) = A @) = /_ Z F(@)plz)dz | (7.2.1)
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onde o simbolo {f'} denota a distribuigio definida pela fungdo f', ao passo
que f’ indica a derivada distribucional de f.

Por uma integragio por partes obtem-se
(f’t 99> = _<f7 (P,> .

Define-se, entéo, para qualquer distribui¢do 7', a sua derivada 7" pela
féormula,

(T, 9) = ~(T, &) (7.2.2)
que tem um sentido, pois, ¢’ € @, T € Z'. Logo, o segundo membro define um
niimero associado a funcdo . Verifica-se facilmente que 77 ¢ uma distribuicao.

A operagao (7.2.2) pode ser repetida qualquer nimero de vezes: as distri-
buigdes sdo infinitamente derivdveis.

No caso de mais de uma varidvel, define-se uma derivada parcial pela

férmula
— = {7 X 7.9

Dessa férmula resulta que é sempre possivel inverter a ordem das derivagdes
parciais. Por exempilo,

2T _ T

8z0y ~ Oydx

No que segue estudaremos alguns exemplos de derivagdo de distribuicoes
em uma varidvel.

¢ Derivada funcoes com descontinuidade de primeira espécie

Seja f(z) uma fungéo formalmente integrivel e continuamente diferencidvel,
exceto no ponto z = a onde f(z) tem uma descontinuidade de primeira espécie.
Isso quer dizer que existem os limites & direita e & esquerda de f(z) no ponto
a:

= i ‘( . = I
file) = lim f(z),  f(a) = lim f(z),

com fi(a) # f_(a), mas o salto da fungdo no ponto a

oa = f1(a)— /_(a)
¢ finito.

Calculemos f’ pela férmula (7.2.2):

{(f', 0) = —(f, ¢) = _/_00 f(z)p (z)dx .
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A integral pode ser calculada por partes, desde que o ponto a ndo faga
parte do intervalo de integracao.

00 q—€ a-f-¢
/_ @@ = Eﬁr&{ [ @ @) b+ /H @) (2) da

+ / f @) () dw}

= lim [f(m) (9:)] + lim {f(:v so(w) / filz

e—0+

= lim [f(a~e)e(e) - f(a-+ Ipla) / f@)ela

e—(Q

= —oapla) = ({f'}: o) .
Na segunda igualdade usamos integracdo por partes e o fato que
ate

lim f{z)'(z)dz = 0.

e—0+ J,

Conclui-se, pois, que

(f' o) = ('} @) +0alda; @) -
ou seja
= {f"}+04ba . (7.2.4)

A descontinuidade de f manifesta-se na derivada generalizada de f sob a forma
de uma massa pontual igual ao salto.

Se f(z) tiver uma infinidade discreta de pontos de descontinuidade a;, com
saltos o;, a férmula (7.2.4) se escreve

P = {1+ o, -
Derivando (7.2.4) uma vez obtemos

f” = {f”} + o-afsa, + Sa(sa N (725)

onde s, é o salto da fungdo f'(z). J,' é a derivada da distribuigéo de Dirac no
ponto a:

(0, ©) = —¢'(a) .
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Aplicactes diretas das férmulas (7.2.4) e (7.2.5) nos dao
Hl = 50, f{, = ~(50

6/(33) = 250, ’SCI” = 250, (726)
d? .
) sen(k|z|) = —k?sen(k|z|) + 2kdy’ .

Acima, €(z) é o sinal de z, ou seja, vale —1 para z < 0 e 41 para z > 0.

H(z) = H{—x).

e A derivacdo de Injz|. Valor principal

A funcio In |z| é uma funcio localmente integravel®, mas a descontinuidade
a = = 0 ndo ¢ de primeira espécie. A derivada usual de In|z|, que é 1/z, nao é
uma fun¢io localmente integrdvel. No entanto In|z|, como distribuigio, tem
uma derivada que deve estar de algum modo associada a 1/z. Calculemos essa
derivada:

. |
(gnlel 0} = ~(nlal, &)

€

—€ ‘ 00
= — 111(1]1+{/ ln{;r|cp’(ac)d:c+/ 1n|o:|<,o’(:v)d:c}

€

= lim {ln(e)ga(e)—ln(e)cp(—e)-f—/_ de—l—/:o ﬁ(x—)dx} .

e—04 —eo T x

Temos
In{e)p(e) = In(e)p(0) + MEIH(G) .

Quando € — 0 tem-se elne¢ — 0. Logo

d
<a In|z|, ,9>

_ lim{go((})lne——cp((})lne—k /'_E @dwlw ﬂdx}

e—0 S I

= VP/ @dx. (7.2.7)

—C

®Lembrar que para o > 0 tem-se [ Inzdr = a(ln(a) — 1). [NdEs]
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O simbolo VP diante da integral quer dizer valor principal de Cauchy, cuja
significacao ¢ a seguinte:

Seja f(z) uma fungdo definida no intervalo [a, b] e ¢ um ponto desse
intervalo. Suponhamos que f(z) seja integrdvel nos intervalos (a, ¢ —¢) e
(c+ €, b) para todo € > 0. Diz-se que a integral

[ s

c—¢ b
/ flz)dx . f(z)dx

existe se cada uma das infegrais

tiver um limite para € — 0, ou seja, se a soma

b

/ e+ | fo)da

c+e
tiver um limite para € — 0 e ¢ — 0, com ¢ independente de €'

Se esse limite nao existir para € indebpendente de €, mas existir para
e = ¢ — 0, entdo diz-se que a integral [ f(z)dr existe no sentido de “va-
lor principal” e se escreve

VP / by = y_%{ / T f @)z + i f(x)d:c} . (7.2.8)

Observacdo. Como se vé por (7.2.7), embora 1/z ndo seja localmente in-
tegravel, existe uma distribui¢do associada a 1/x pelo processo do valor prin-
cipal, ja que o funcional

0 —+VP/ ﬁgﬂdx (7.2.9)
oo

é linear e continuo. De fato, seja ¢, uma seqiiéncia convergente para () em %,
os suportes de cada ¢, estando contidos no intervalo (—A, +A). Tem-se

o0 A A N
VP / @) g0 = o) VP / Elgdwrvp / (@) — on(0)
—A

—oc T —A et

O primeiro termo ¢ nulo porque 1/z é {mpar e, pelo teorema dos acréscimos

finitos,

on(z) — on(0)
Z

< max |, (2],
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de onde vem

o0
ve | fzﬂ@dzl < 2Amax g, ()],

— 00

que tende para 0 quando n — 0.

Denota-se a distribuicao (7.2.9) por VP (1). Temos assim o resultado

d 1 ,
%Inkc] = VP (5) . (7.2.10)

S&0 muito usadas em Fisica as distribuigdes de Heisenberg, definidas por

1 1 1
Tem-se v
So = 64456, VP (%) — —in(dy —5.).

e A derivagao de (Inz)4

Seja
flz) = (nz)y = { Inz, paraz >0

Derivemos f pela férmula (7.2.2)
. el
(Fh9h = =0 ¢) = —lim [ @) de
€

= 21_13(1} [@(O)Ine—l—/m@daﬁ] . (7.2.12)

€

Observa-se que na expressdo entre parénteses hd um termo divergente,
©(0)Ine, e uma integral divergente. No entanto, a expressdo deve ter um

limite finito para ¢ — 0, j& que define o valor, para a funcio ¢, da derivada
de uma distribuicio?.

E f4cil ver que o limite em questdo pode ser interpretado como a parte finita
da integral divergente | €°° @dz, no¢ao que foi introduzida por Hadamard.

1A fungdo (Inx). é localmente integrivel e, portanto, define uma distribuicdo. Lembrar
que para a > 0 tem-se [' Inzdz = a(ln(a) — 1). [NdEs]
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e Parte finita de Hadamard

Seja f{z) uma funcio integrdvel no intervalo [a + €, b] se € > 0, mas nao
integravel em [a, b]. A integral definida

b
Fle) = /+ f(z)de

néo tem um limite finito para € — (), mas pode acontecer que seja a soma de
termos que tém um limite finito para e — 0 e de uma combinagéo linear I(e)
de termos divergentes da forma e”(lne)”, onde p e v s80 nimeros complexos
tais que Re(p) < 0 e Re(v) > 0, excluindo-se o caso 4 = v = 0. A expressao
I(e), que é unica, constitui a “parte infinita” da integral divergente.

A parte finita da integral divergente f ‘f f(z)dz, segundo Hadamard é o
limite

lim { / i F(z)dz — I(e)} (7.2.13)

que existe e ¢ finito e que se representa por

PF /abf(m)d:c .

& b1
PF/ —dz = lim{/ —dw+1n(e)} = Inb.
o Z e—0 e &

Assim, podemos ver que o limite (7.2.12) é a parte finita de O°C' @ dz.

Com efeito, procuremos a parte infinita de F{e) = [~ 9% dz. Esta sé pode

provir de uma contribuigdo do extremo inferior, Ora, na vizinhang¢a de z =0,
©o(x) tem o comportamento assintdtico

Exemplo:

£L'2
plz) ~ 0(0) + ¢ (O + " (0) 5 + -

wlz)

Integrando £ sobre um intervalo pequeno, digamos, sobre (¢, a), a sendo
pouco maior que e, temos

Fle) = @(O)/ﬁa%d:c-{—cp'(())/: dx+-~'+/adem

x

Por af vemos que o tnico termo divergente é —p(0) In ¢, j& que todos os demais
ou sao independentes de € ou tendem para 0 quando € — 0. Achamos pois.
I{€) = —(0)In¢, 0 que nos autoriza a identificar (7.2.12) com PF [ % dx.
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A aplicagdo p € 2 — PF f > M dz é uma distribui¢do que serd designada

por PF( ( )) Temos pois, o seguinte resultado

d N H(z)
De modo andlogo acha-se
d _ H(—z)
Iz (In|z|)- = PF (T) , (7.2.15)
onde
_ g, para z > 0
(nfa])- = { In|z|, paraz <0

¢ PF (252} ¢ a distribuico
0
o — PF/ ) gy

Somando (7.2.14) e (7.2.15) tem-se

iln] | = PF(H(x))+PF<£{"(;—CC)) = PF G) '

Observa-se que PF (1) e VP (%) sdo a mesma distribuigao (vide (7.2.10)).

Se derivarmos (In z)4. mais uma vez obteremos o seguinte resultado

(Inz),", @) = - <PF (Hf)) so’>

- -l B2 domes [T

Quando ¢ — 0 tem-se #le) ~ ¢'(0) + @ A parte infinita de [ ‘P(T)d
€ €

é I(e) = (‘—D@. Vé-se que a expressao cntre colchetes contem, além da parte
infinita, um termo independente de €, a saber —’(0). Assim

<d(iPF (Hiw)>,go> — »—PF/O “"i ) 4o + 4/ (0)
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para toda ¢ € Z, ou seja,

d H
2 pr ( (= )) —PF ( (9’)) 5o’ . (7.2.16)
dzx T
Procedendo do mesmo modo com PF (5{(5}935 achamos
g (H(=2) _pr (HERY (7.2.17)
dx z 2

onde PF (H( 2) ) é a distribuicao

a,o-——%PF’/O ) 4 = tim {/_% ,z—@—w’(o)lne} .

oo X e—0+ —oc

Somando (7.2.16) e (7.2.17) obtemos finalmente

%PF( ) = —PF <;2) : (7.2.18)

Observa-se que PF (m%) néo pode ser obtida por meio do valor principal,
j& que os termos divergentes oriundos de cada integral néo se cancelam.

De modo geral funcdes como 1/ (m > —1), 1/(z* —a?), 1/(z — )™ etc.,
que nao sdo localmente integrdveis, também podem definir distribui¢oes pelo
processo da parte finita de Hadamard.

Tais distribuigbes singulares sdo chamadas “pseudo-fungoes” e sao desig-
nadas pelo simbolo da fungéo precedido do simbolo PF.

7.3 Multiplicagao e Divisao de Distribuicoes

Nio sé pode definir a multiplicacio entre duas distribuigdes quaisquer. E
facil de compreender essa dificuldade quando se lembra que o produto de
duas funcdes localmente integraveis nem sempre é localmente integrdvel (por

exemplo % . % =1

Nao obstante, é sempre possivel definir um produto multiplicativo entre
uma fungdio infinitamente derivdvel a(z) e uma distribuigao arbitrdria T', pela
férmula

(0T, ) = (T, ayp) . (7.3.1)
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que tem um sentido para toda ¢ € 2, ji que ap € Z. Essa definigéo é
sugerida pelo resultado

of ¢l = [ @@ = (7, o),
vélido para T = f.

A aplicacdo direta de (7.3.1) nos d4 os seguintes resultados:

) 1 1 )
a{z)d, = afa)d, , z"PF (:r_m> = PF (xm_n) (7.3.2)
para todon > 0 etodom > 1 (se m—n < 1 o stmbolo PF ¢ initil). Fora isso,
Q, sen > 1
el
z"oy’ = I (o) . (7.3.3)
n : sli—=n
(—1) =n dy 7, sen <l
Em particular, temos zdy = 0, zdy’ = —&; ctc.
Esse produto se estende a um nimero qualquer de distribuigdes Ty, ..., T}

desde que (k — 1) delas sejam funcdes infinitamente derivédveis, e goza das
propriedades usuais de produto, a saber, comutatividade, distributividade e
associatividade.

O produto o7 se deriva segundo a regra habitual da derivada de um pro-
duto
(@Y = T+ aT . (7.3.4)

Ha outros casos em que se pode multiplicar duas distribui¢des S e T, em
que S nao é tao regular como «(z) e 7 ndo é tao arbitrdria. O sentido a ser
dado ao produto S - T depende de cada caso.

¢ O problema da divisdo

£ um problema muito freqliente nas teorias das equactes diferenciais e inte-
grais. Trata-se de, dada a distribui¢do B e a fungio infinitamente diferencigvel
a(z), achar todas as distribui¢des 7" verificando

a(z)T = B . (7.3.5)

Caso a(x) ndo tenha zeros reais, a dnica solucao é

1

T=
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Quando o) tem zeros reais, uma solucdo particular é dada por

T = PF(%I))B

desde que o produto do segundo membro seja definido. Mas essa néo 4 a tnica
solugéo ja que a equagao homogénea

alz)T =

admite solugdes nao nulas na teoria das distribuicoes.

Por exemplo, dividir a distribuicao 1 pela fungéo z, consiste em achar todas
as distribuigdes T' tais que
2T = 1 (7.3.6)

Além da solugdo T = VP (%), existe uma infinidade de solugbes da forma

VP ( ) + by, (7.3.7)

onde ¢ é uma constante arbitraria.

Consideremos o problema mais geral

z"T = ofz) . (7.3.8)

A solucgo geral de (7.3.8) serd a soma de uma solugdo particular

T = o(z)PF (ﬁ)

"l = 0. (7.3.9)

com todas as solugdes de

Qualquer distribuicdo satisfazendo (7.3.9) s6 pode ter suporte localizado
na origem. Por um teorema de Schwartz, toda distribuigdo cujo suporte é a
origem € uma combinagdo linear unica de derivadas de dg:

= i ¢ 8"

p=0

Usando o resultado (7.3.3), devemos concluir que a solugdo mais geral de

(7.3.8) é
= ofz) PF( ) +}: ep 67,
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onde ¢y, ..., ¢h_1 S0 n constantes arbitrarias.

O aparecimento de constantes arbitrdrias é uma caracteristica do problema.
de divisdo, na teoria das distribuicdes.

O problema da divisdo, em mais de uma varidvel, é mais delicado, estando
relacionado com a mudanga de varidveis de que trataremos mais tarde.

7.4 Equagoes Diferenciais

A equagdo diferencial de ordem n

m an—1
ao(w)@TJral(x)WT—k---+an(m)T = B (7.4.1)
onde ag(z), a1(z), ..., a,(z) s@o fungdes infinitamente diferencidveis, B uma

distribuicao qualquer e as derivadas sfo interpretadas no sentido de distri-
buicdes, pode admitir trés tipos de solugdes:

1) Solugdo cldssica, quando 7' é uma funcio suficientemente derivdvel, de
modo que as derivadas no sentido usual existam, até ordem n (nesse caso
B também € uma fungao).

2) Solugdo fraca, se T' é uma funcdo nédo suficientemente diferencidvel para
que possa ser substituida em (7.4.1).

3) Solugdo distribucional, quando 7" é uma distribuigdo singular, que satis-
faz {7.4.1).
Qualquer um dos trés tipos de solucéio é uma solucdo generalizada de (7.4.1).
H4 um teorema relativo as solugdes cldssicas® que diz o seguinte:
Teorema - Se ag(z) nunca se anula e B é uma fungfo localmente integravel
as Unicas solugdes generalizadas de (7.4.1) sdo as solugdes cléssicas.
¢ Exemplos

Vcjamos alguns exemplos. Abaixo, ¢y, ¢p e ¢3 sdo constantes arbitrarias.

ar . . ., o ) :
1. z—— = 0. H{z) é uma solugio fraca, j4 que nio é diferencidvel no ponto

z = 0. Qualquer constante é uma solucdo cldssica. De modo geral,

5Vide L. Schwartz, “Théorie des distributions”, Vol. I and II, Paris: Hermann (1957-
1959). [NdEs]
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qualquer solugéo generalizada é da forma
T = cH+cy.
2 dT . o e =
z°— = 0. Existe uma solugdo distribucional T' = §3, uma solucéo fraca

x
T = H{z) e uma solugdo cléssica 7' = C (C constante). A solucio
generalizada mais geral é

T = 180+ coH +c3.

dT
3. z— = Jp. Existe uma solucdo distribucional 7' = —§y, mas a solucdo

dx

generalizada mais geral é
T = —bag+c1H+cy.

drT :
4, z— + AT = 0 (A > 1, X ndo-inteiro). Uma solugio distribucional &

Ty = PF(H(x)z ™). Outra é T = PF(H(—z)xz~*). Nio existe solucéo
cldssica. A solucdo geral é

T =T+1.
* F'uncoes de Green
Seja
dn drt
LT = ap(z )d—nT+a1( )d —— T+ -+ ap(2)T,
ao(z), ...,an(z) sdo funcdes infinitamente diferencidveis e ag(z) # 0 para
todo =z.

Diz-se que qualquer solugao generalizada da equacéo
LT = §(z-¢&), (7.4.2)

onde § € um niimero real fixo, mas arbitrario, é uma solugao fundamental do

operador L, com pdlo a £. Por exemplo, = E’ é uma solucao fundamental de,

42 .y sen()c|a: z'|) 4
dxZ 18 T g

Consideremos o problema de determinar uma solugéo particular da equagao
nao-homogénea

¢ solugao fundamental de ——5 + k? etc.

LT = B (7.4.3)
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sujeita a n condi¢bes arbitrdrias mas suficientes para especificar completa-
mente a solucao.

Chame-se funcao de Green do problema em questéo, a solugao fundamental
do operador L, com pélo a &, que satisfaz a n condigdes homogéneas do mesmo
tipo.

No caso de uma varidvel, a funcao de Green G(z, £) é uma solugdo fraca
de
LG(z, &) = 8z —-¢), (7.4.4)
isto é, uma solugao continua, mas néo suficientemente diferencidvel. Conclui-
se facilmente, da regra de derivagdo das distribuigdes, que G(z, ) e suas
primeiras n — 2 derivadas so continuas, mas que a derivada de ordem n — 1
tem uma descontinuidade a = — &, com salto ¢ = -0715

No caso de B ser uma funcéo integrdvel, com suporte limitado I, a solugao
do problema (7.4.3) é uma funcéo f(x) composta de duas partes

f(@) = fo(z) + h(z)

em que
fola) = /I Gz, €)9(E) dt (7.4.5)

satisfaz a eq. (7.4.3) com n condigdes homogéneas, ao passo que h(z) é a
solucdo classica de
Lh = 0. (7.4.6)

com as n condigbes ndo homogéneas do problema.

Um método de construcio da funcio de Green G(z, &) do problema, (7.4.3)
consiste em observar que G(z, £) é, no complementar do ponto , uma solugao
classica da eq. (7.4.6). Logo se exprime, tanto para z < &, como para
z > &, como combinagdo linear de n solugdes linearmente independentes da
equacdo (7.4.6). Cada expressdo envolve n constantes arbitrdrias. As 2n cons-
tantes serdo determinadas por:

a) as n condicdes homogéneas do problema,

b} as n condigdes de continuidade e descontinuidade que G ¢ suas derivadas
satistazem.

7.5 Convergéncia de Distribuicoes

Seja T, m = 1, 2, ..., uma seqiéncia de distribuicbes tais que, para cada
0 € @, {Ty, @) tenha um limite quando n — oo, que indicaremos por (T, ).
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Quando @ percorre 2, {T, ) é um funcional linear sobre 2, Nép é evidente,
mas demonstra-se (demonstracio bastante delicada) que (7', ¢) é continuo.
Temos, pois, uma distribuicao 7'

Define-se convergéncia de distribuigdes em 2’ dizendo-se que a seqiiéncia
de distribuicoes T, converge para T quando n — oo, se, para cada 4 € 2,
{Tn, @) converge para (T, ).

Aplica-se também essa defini¢ido ao caso de distribuigoes dependentes de
um parametro continuo a: T, converge para Ty, quando a — ay, se (T, @)
converge para (T,,, ) quando a — «g, para cada ¢ € 2.

o

Diz-se que uma série de dlstrlbuu;oes Z T, converge para I’ se as somas

n=1

ZT

n=

parciais

convergem para 1.

O seguinte teorema relaciona a convergéncia uniforme de fungdes local-
mente integraveis, com a convergéncia de distribuigdes:

“Se as fungdes localmente integréveis f,{z) convergem para a fun¢io f(z),
quando n — 00, uniformemente sobre todo intervalo limitado, as distribuigdes
fn convergem para a distribuigéo f”.

Se as distribuigdes T, convergem para T, entao as derivadas 7, convergem
para T". De fato,

(T, 0y = =T, ) — (T, ¢) = (T, ) (7.5.1)
para todo ¢ € Z.

Em conseqiiéncia desse resultado, toda série convergente em 2’ ¢ derivavel
termo a termo, sob o sinal ) tantas vezes quanto se quiser.

Em Fisica-Matemadtica freqilentemente encontram-se seqliéncias de fungdes
fnlz) que néo convergem nem pela convergéncia uniforme, nem pela con-
vergéncia simples. Mas pode acontecer que fp{z) seja a k-ésima derivada
distribucional de uma fungao localmente integrével g,(z) e que f(z) seja 5 m-ﬂ
que as fungdes gn () sejam uniformemente convergentes para g(z), sobre todo
intervalo limitado. Entéo, as fun¢des f,(z) convergem para a fungdo f(z), no
sentido de distribuigdes.

¢ Exemplos de convergéncia de fungoes em %'

Estudemos dois exemplos importantes em diversas aplicagdes em Fisica.
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1. Seja

TE= ] 6>0.

Tem-se

1 ol
lim< ,,fp> — lim =) 4y = lim/Mdz,
e—0 \ z + %€ e—0J_ o T+ 1€ ;-*0 rZ+ te
onde I' é a curva mostrada® na figura 7.2.

¥(P)

Figura 7.2, A curva T

A tltima integral pode ser escrita como

—p [ee} .
lim / go(x) dx —l—/ de+/ w(&Ldz .
=0 T+ 1€ p T + 1€ NOK: + 1€

p—0

Em cada integral, o limite ¢ — 0 pode ser efetuado sem dificuldade. A
integral sobre o semi-circulo de raio p pode ser calculada por meio da mudancga
de varidvel z = pe'?, 0 < 6 < =, dz = ipe?dh, obtendo-se —i fO (pe®)ds.
No limite p — 0, ¢(pe®?) — ©(0), logo essa integral no limite é —rn,o((}). Por

outro lado,
o0 .
z) dw} = VP/ #e) 4
e T

=0 ¢
lim {/ &da:-l-/
»—0 o Z P
1 1
li , = - 0 ) — 4T
6£%<$ 1 ge’ ('19> <VP (QZ’) ’ ‘:/> 2""—‘19(0) ’

Obtemos assim

SEm verdade, nem toda fungéo ¢ € 2 possui uma extensdo analitica em uma vizinhanga
do seu suporte real, como é requerido para que uma tal mudanga de caminho de integragio
possa ser feita. Porém, o conjunto de fungbes v € 2 com tal propriedade é um conjunto
denso, o que justifica o argumento empregado. [NdEs]
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ou seja,
1 1
lim — = VP (—) —imdy - (7’.5.2)
e—0x + 1€ x
2. Seja
sen{ax
falz) = 7r(a, )
Tem-se

- /A sen(a) [Zm—;‘d@] 4 + (0) /'A -Seni—“’)dx (7.5.3)

—A —A
onde A é escolhido de modo que [—A, A] contém o suporte de .

Mostremos que a primeira integral tende para 0, quando o — oo. Observa-
se inicialmente que a fungdo ¥(z) = %@ ¢ infinitamente diferencidvel, o
valor de 1(z) e suas derivadas no ponto = 0 sendo definido pela regra de

I'Hospital. Integrando por partes obtemos

/_1 sen{ax)p(a)ds = — [Cos(am)zb( ﬂ *%f o o)

-A

No limite oo — 00, a integral e a parte integrada tendem para 0, com é
A oA
sen{ax sen(1
A integral / —(—2 dx = / —Q dy tende, quanto o — oo, para
. . —A :I; . —aAA y .
o limite 7, como é bem conhecido. Temos, assim

lim <M, tp> = wp(0),

a—oc Fi873
ou seja,
im 22002 _ 5 (7.5.4)
a—oo  WE
A proposito, a fungéo
ful@) = { (1] i!ﬂ <o (7.5.5)

tem por transformada de Fourier a fungao M Quando o — o0, f, tende

para 1, enquanto *’—cu{rg—ao tende para dg. B natural, pois, atribuir & funcao 1

uma transformada de Fourier generalizada, a distribuigao do.
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se g(§) = [F f](£), entéo,

g(€) ¢ limitada, absolutamente continua e lim g(¢) =0, (7.7.2)

€]—o0

ZIf @) = 2imeqle) (7.73)

Flf@) = —5-4(€), (7.7.4)
Flfa—a)] = W), (areal), (7.75)
Pt = [mo/b),  (kxeal £0), (7.7.6)
Ff=g] = Ff]- Zlg], (7.7.7)
Flf(~2)] = ZU()] = ZF@), (7.7.38)
#(f@)] = FU@)] = FF(-2). (7.79)

Acima, f designa o complexo conjugado de f.

e Transformacao de Fourier de distribuigdes

Sejam f(z) e g(£) fungdes da classe L'(—oo, co), ambas localmente in-
tegraveis nas varidveis x e &, respectivamente. Suponhamos que g=Ff.

Queremos estender a defini¢do de transformada de Fourier para distri-
buicdes, de modo que se tenha

(9, 0) = (Ff, v)

se isso for possivel temos,

/_D:o 9(&)w(£) d¢ = /_: o(€) de /_Z Flz)e™ 27 gy

Invertendo a ordem das integracoes, temos

/_ 9(€)0(£) d / f () de / (€675t g

Assim obtivemos a relagao

(Ff o) = (f, Fo).
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o que nos leva a definir, para uma distribui¢ao 7' qualquer,
(FT, o) = (T, Fp) . (7.7.10)

Essa definicdo teria um sentido se toda fungéo ¢ € Z tivesse uma imagem
de Fourier em %,. Mas isso ndo é verdade, jd que as transformadas de Fourier
das funcdes p € Z tém suporte ilimitado.

Assim, a férmula (7.7.10) s6 tem sentido se impusermos certas restricoes
sobre T, isto é, se afrouxarmos as condicbes que a funcio de teste deve satis-
fazer. Vamos, pois, introduzir um novo espago de fungoes de teste.

¢ O espago &

Designamos por %, o chamado espago de Schwartz, a totalidade das
funcdes f(z) infinitamente derivdveis sobe a reta e “rapidamente decrescentes
no infinito”, bem como cada uma de suas derivadas. Mais precisamente, as
funcgdes € & séo caracterizadas pela condigao

lim |z8e®(z)] = 0 (7.7.11)

Jz|—ro0
para todo &k > 0 e todo p > 0, que também pode ser expressa assim: para todo
k> 0 e todo inteiro p > 0 a fungio z¥P)(z) é limitada.
Sio exemplos de fungdes ¢ € % as fungoes e_xz, e e qualquer fungao

de classe O tal que, para |z] — o0

p(z)] < Ce™l.

Diz-se que uma seqiiéncia de fungdes @, € % converge para 0, quando
n — oo no sentido de .% se quaisquer que forem os inteiros k > 0 e p > 0 as
funcoes sc%&’ ) (x) convergirem para 0, uniformemente sobre R.

E ¢bvio que 2 C & e que se @, converge para 0 em Z, necessariamente
converge para 0 em %,

» Distribuigdes temperadas

Chamam-se distribuicbes temperadas as distribuicbes que sdo prolongéveis
em funcionais lineares e continuos sobre /. O espaco das distribuigoes tem-
peradas serd, designado do por &/ (espago dual de & )10,

1oNotar que, como 2 C & C &, tem-se & C & C 9’
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» Exemplos de distribuicées temperadas

1) Uma fungdo f absolutamente integravel'! define uma distribuicéo tem-
perada. De fato, para toda ¢ € &, tem-se |p(z)] < 4, para algum A.

Logo,
<O

Ifs @) < Af [f(z)| dz < oo,

—00

logo (f, ¢) tem um sentido.

2) Uma funcio f(z) limitada é temperada pois,
>
I(f: @) < M/ lo(z)|dz < oc.
-0

3) Uma fungo f(z) localmente integrével e lentamente crescente, isto &,
tal que, para algum &k > 0 se tenha

(1'[10 (:;))lfe—/z < G (7.712)

é temperada, porquanto,

[ y@leaias = [~ MO oy .

0
<G [ 1+l < oo

Nota-se que a condigédo (7.7.12) também pode ser escrita

If ()] < Azl para || — 0o .
4) Toda distribui¢do 7 de suporte limitado é temperada pois & C .%'.

Assim, sdo distribuigdes temperadas as fungdes In ||, os polinémics, as dis-
tribuicoes ¢ e suas derivadas etc. S&o0 também temperadas as pseudo-funcoes
PFW e qualquer distribuicdo que seja o produto de uma distribuicio tem-
perada e de uma fun(;ao a(z) lentamente crescente. Nao sfio temperadas as
distribuigtes e* e’ etc.

"Uma funcdo é absolutamente integrével se satisfaz [, |f(z)|dz < co. Isso equivale a
dizer que a fungdo pertence & classe L'(—c0, o). [NdEs]
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e Transformacao de Fourier das distribuictes temperadas

Se T ¢é temperada (T' € ) ¢ ¢ € % a férmula (7.7.10) define sua
transformada de Fourier #7 como uma distribuigio temperada (F1' € ).
Isso porque, para toda ¢ € % tem-se F ¢ € 5, como mostramos a seguir:

Seja o
wa) = [ p@e ot

—00

Derivando formalmente & vezes temos
W) = [ (2ingplee et de

Como £¥p(€) é absolutamente integrével para todo inteiro k > 0, segue-se que
¥ é infinitamente derivavel.

Por outro lado, ¢ é infinitamente derivavel e para cada inteiro p > 0 tem-se
FoP(E) = (2imz)Py(),

de onde se tira
1 oG
PHO) < s [ 10D = oy,
—0o0

o que quer dizer que ¥(z) decresce rapidamente no infinito. O mesmo vale
para as derivadas %™ (z), que verificam

Py s @on [

o0

]gm‘;o(p)(gﬂ d€ = Cm,p -
oo .
Assim, ¢(z) € S e a férmula (7.7.10) tem um sentido.

e Propriedades da transformacao de Fourier

Todas as propriedades bésicas da transformagao de Fourier cldssica (7.7.3)-
(7.7.9) (exceto a primeira, (7.7.2)) se estendem &s distribuigbes temperadas.

Verifiquemos, por exemplo, a (7.7.3). Seja T € ¥, e S = FT & 5’5’

(FT', p) = (T, Fp) = ~(T, (Fp))

= %n(T, F(Ep)) = 2m(FT, o) = 2in{(FT, ),
Yy € &, de onde resulta
FT = 2%xé T,
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que generaliza (7.7.3).

» Exemplos de cdlculo de imagens de Fourier de distribuicdes

1) Céleulo de F6&y. Tem-se

o0

(Fo, ¢) = (60, Fp) = f w(€)dE = (1, ¢) .

Temos, pois
Foyg = 1. (7.7.13)

Daf resulta, pela férmula (7.7.3),
Ty = unE,  Foy = —4x°€’
etc.

2) Cdlculo de #1. Como 1 é uma distribuicio temperada cuja derivada é
0, scgue-se que S = F1 satisfaz a equagao

£Se =

Logo, S¢ ¢ da forma Cdy. Determinamos a constante C usando a de-
finicao (7.7.10) para a func¢io de teste ¢ = e e cuja imagem de
Fourier é ¢ = ¢~ ™",

¢ = <050, e_”2> - <1, e—'”52> = /Oo e de = 1

—

Assim temos
Fl1 = 4. (7.7.14)

3) Cileulo de Fx™ (m inteiro > 0). Fz™ deduz-se da férmula (7.7.4),
usando (7.7.14)

. 1 () .
c m = — .
Fa = i b (7.7.15)

com m inteiro > Q.

4) Cllculo de F VP ( ) Tem-se que VP (%) é a unica distribuicdo impar
que verifica zVP (1 ) =1 (vide (7.3.6)-(7.3.7)). Logo, S = FVP (1) ¢a
unica distribuigdo impar que satisfaz a equacio

1 d

————5 = d. 7.7.16
2iw dE 0 ( )
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A solugéo geral da eq. (7.7.16) é

() _ 1, £€>0
S = 227r2 +C, com 6(6)—{—1, £<0
A constante C é par, logo S = —imwe(€). Assim,
FVP (%) = —imel£) . (7.7.17)

e Férmula de reciprocidade de Fourier

Queremos provar que se ¢ € % e ¥(§) = F{p(z)], entdo Fh(€)) = p(x).
Seja v(z) = F¢(£)] e @ um nimero real qualquer. Temos

7(a) = / (e de

—o0
Mas,
,d)(é-)e%ﬂaf — / (P(m)e—%w(:r—a)g do .

Entao,
v(a) = (1, Flplz+a)]) = (F1, plz+a)) = (6o, p(z+a)) = la).

Mostramos assim que v = ¢, isto &, que FFp = @, Yo € .. Do mesmo
modo se prova que F# Fp = . ‘

A mesma férmula é imediata para 7' € .#":
(FZT, ) = (FT, Fg) = (T, FF¢) = (T, ¢) .
Logo, FZFT =T e do mesmo modo

FIT =T. (7.7.18)

No espaco das distribuicdes temperadas & ¢ F sio inversas uma da ou-
tra. J4 com as fungdes isso ndo ocorre. Se f(z) € Ll(—o0, oc), entdo
Zf = g(€) é uma fungdo continua, mas ndo pertencem a L!(—oo0, o0) ne-
cessariamente'?. Mesmo que g(¢) € L{—o0, c0), Fg = h(z) é uma fungdo

2Um exemplo é o seguinte. A funcio f. definida em (7.5.5), pégina 165, pertence a
L' (—cc, oo) e tem por transformada de Fourier a fungdo -s-ci‘%g—‘@—, a qual, por sua vez, nao

pertence a L'(~00, oc), pois a integral [ ﬂy\ d¢ diverge. [NdEs]




174 Cap. 7. Teoria Elementar das Distribuic3es

continua quase sempre igual a f(z). Tem-se h(z) = f(z) se e 86 se f(z) for
continua.

e Transformada de Fourier de distribuicdes de suporte limitado

Seja S € &”. Entéo, a sua transformada de Fourier pode ser calculada pela
férmula

FS = (S, e WYy = F(£). (7.7.19)

Como e~ #7™*¢ ¢ infinitamente diferencigvel em €, F(€) é infinitamente di-
ferencidvel.

F(§) é prolongével aos valores complexos £ + 47 em uma funcdo analftica
inteira F'(z).

A propriedade essencial da transformacao de Fourier, a razdo de ser de
suas numerosas aplicacoes, é a propriedade (7.7.7) da troca da convolucio
em multiplicacdo. Essa propriedade se estende ao espaco das distribuicdes
temperadas dentro das condigbes exigidas para a existéncia de um e de outro
produto.

7.8 A Convolugao

o Produto tensorial de distribuigoes

Sejam f(z) e g(y) fungdes localmente integraveis nas varidveis z e y, res-
pectivamente. Entdo, a funcdo h(z, y) = f(z)g{y), localmente integrdvel no
plano de ponto genérico (z, ¥), é o seu produto tensorial f(z)® g(y).

Essa definigdo se estende imediatamente a distribuigdes. Seja ¢(z, y) em
D,y (0 espago das funges de duas varidveis z e y, infinitamente diferencidveis
e de suporte compacto). Entéo,

(f@) 8 9@), ¢z ) = [[ t@)g@ee, v) dody

= [ 16 ([ stwete vy ) ax = (5. tot) wle. 1)
Do mesmo modo, se encontra

(@) @9W), vle, ) = (9lv), (=), vz, ¥)) -
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Por generalizacio, define-se o produto tensorial de duas distribuicoes S, e
Ty, e se indica por S®T, como a distribui¢do, bem determinada e unica W ,
que para cada @z, ¥) € Py, y assim se calcula:

Worys (@ ) = (Ser T (@ ) = (B (S, 9l 9))) - (78)

Essa férmula tem um sentido, porquanto a fungdo ¢ € %, , considerada
como fungéo de z, estd em 2, e depende do pardmetro y. {(S,, {z, y)) é
uma fungao infinitamente derivdvel de y e tem, como fungio de y, um suporte

limitado e, portanto, pertence a %,. Pode-se, pois, calcular o segundo membro
de (7.8.1).

Observa-se que se S tem um suporte A e T' tem um suporte B, o suporte
de S®T é o produto cartesiano A x B.

Ezxemplos:

1) Se H(z) é a fungéo de Heaviside, entdo o produto tensorial H(z)® H(y)
é a funcdo '

1 paraz>0,y>0
H(z, y) = ,
(z, ) { 0 nos outros casos

2) O produto tensorial d, ® J, é assim definido:

(828 8y, 0(@, 9)) = (82, (8, @lo, )

= {0z, plz, 0)) = (0, 0) = (bz,y, @lz, ¥)) -

De um modo geral, a distribuigdo de Dirac na origem sobre o espaco R”
é o produto tensorial de n distribuigGes de Dirac na origem sobre a reta.

<50._ o{xy, oy ..., xn)> = <5¢1®(5I2®~~®53¢n, ez, 29, ..., mn)>

e Produto de convolug¢ao de duas fungGes

Para duas fungdes f(z) e g(z) definidas sobre a reta, o produto de con-
volugdio h = f * g = g * f € uma funcio definida pela integral

h(z) = /_O; f(tg(e — 1) dt = /_Zf(m—t)g(t)dt. (7.8.2)

A funcdo h(z) ndo existe se as fungdes f(z) e g(z) ndo satisfazem cer-
tas condigdes que asseguram a convergéncia absoluta da integral no segundo
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membro de {7.8.2). Um dos casos em que a integral converge é aquele em que
as funces f e g pertencem A classe L'(—oc, oo) — nesse caso h tamhém é
L'(—c0, oo). Outra possibilidade ocorre quando as funcdes sdo apenas local-
mente integraveis, mas seu comportamento no infinito é tal que a integral é
absolutamente convergente. Nesse caso h é localmente integrdvel e pode ser
considerada como distribui¢do. Entfo, para cada ¢ € 2,

(o) = [ bahp@ e = [[ 1@ o0ee) dods.
—0Q
Pela mudanca de varidveis « — ¢t = £, t = 9, obtemos

o) = [ [ K@gwete +u) dein = (50), totm), wle )

Tgualmente, obtem-se

hoo) = (9(&), (Fln), el&+m)),
(Fz) x g(x), @)

(f&)®gn), p&+m)) = (9€) @ f(n), ¢l€+n) .

Sejam agora S e T duas distribui¢des sobre a reta. Chama-se o produto
de convolugao S * 7" uma nova distribuicdo sobre a reta definida por

(ST, p) = (Se@Ty, wl&+mn)) (7.8.3)

sempre que o segundo membro tiver um sentido. E claro que se § # T existe,
T % 5 também existe e € igual a S* T

Se S e T' sdo arbitrarias a férmula (7.8.3) pode néo ter sentido porquanto,
embora p(z) tenha suporte limitado, a fungio de duas varidveis ¢(§ + 1) néo
o tem. O suporte de ¢(£ + 1) no plano (£, n) é constituido dos pontos (&, 1)
tais que £ +7 € K (K sendo o suporte de ¢(z)), isto é, o suporte de ¢(€ + 1)
é uma faixa paralela a reta £ +7n = 0.

Mas o segundo membro de (7.8.3) tem sentido se o suporte de S¢ ® Ty, e
o de (€ +n) tém uma intersecgdo limitada. Isso acontece, por exemplo, nos
seguintes casos:

a) Uma das distribuigdes, pelo menos, tem suporte limitado.

b) Ambas as distribui¢des tém suporte limitado a esquerda, isto é, seu su-
portc estd contido na semi-reta (a, co), onde a é qualquer niimero real.
O mesmo vale para as distribui¢bes que tém ambas suporte limitado &
direita (suporte contido na semi-reta {—oo, b)).
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¢) Ambas as distribui¢des sdo definidas no espago R* de varidveis ¢, z, y, =
e uma, pelo menos, tem suporte contido no “cone do futuro”, definido
por
tz—mg—yg—zgzo, t > 0,

enquanto a outra tem suporte no semi-espaco ¢ > 0.
O produto de convolugdo existe em outros casos, mesmo que n&o sejam sa-
tisfeitas as condigdes sobre o suporte, desde que as distribuigdes se comportem

no infinito com certa regularidade.

¢ Propriedades da convolugao

Se a(z) ¢ uma funcio infinitamente diferencidvel no sentido usual e 7" uma
distribuigao qualquer, Tx« é uma fungéo infinitamente diferencidvel no sentido
usual, dada pela férmula

(Txa)(z) = (Tt alz —t)) . (7.84)

Diz-se entdo que a funcdo (T * a){z) é a regularizada de T por «. Por
exemplo, T % 1 é a constante (T, 1), T xz é a funcdo z(T, 1) — (T, 1) etc.

e Calculo de algumas convolugoes

1) 8 * 7", sendo T uma distribui¢do qualquer. Tem-se

0o+ T, p) = (6 ®Ty, p(€+n)) = Ty, v(n)) .

0 que permite escrever
doxT = T. (7.8.5)

I[sso mostra que para o produto de convolugdo, dg € a unidade.

2) Para a € R arbitrario
(8o x T, @) = {0g,(e) @ Tys (€ +n)) = (T, wln+a)).

Chamaremos de “translata de 77, e indicaremos por 7,7, a distribuigao
definida por

(1T, ) = {Ty, ply+a)) . (7.8.6)

Temos, pois,
(6(1 *11) "Ig> = <Ta1-‘7 (10> : (787)
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Assim,
o xT = 7,1

5a*vp(l) :vp( L )
T T+ a

etc. Por exemplo,

3) oy« T. Vale

5t y )
(GoxT, @) = (Ge©Ty, @l€+n) = —<Tn, a—gw(nJr&)‘ >
£=0

= (T, ¢'(n)) = (T, &) = (T, »}.

Assim, pois,
ST =T .

De modo geral, tem-se
CsMaT = T (7.8.8)

Do mesmo modo, se D é um operador diferencial com coeficientes cons-
tantes, tem-se
(Dég) «T = DT .

Para derivar uma convolugéo basta derivar um dos fatores. Com efeito,
calculemos (S * T)": Por um lado, temos

/ Iy a
(S*TY, p) = (T, ¢) = *<Sﬁ®fm a—éw(n+§)>
= (St @Ty, on+€)) = (=T, )
e, por outro lado, temos também
' / - 8
(ST, ) = ~(8+7, 0) = —(Se@ Ty poln+9))

= (Se @71y, wln+&)) = (ST, ¢).
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Conclui-se, dessas duas cadeias de igualdadees que
(S*T) = ST = ST,
Do mesmo modo, se D é um operador com coeficientes constantes, tem-se

D(S«T) = (DS)*T = S« (DT).

e Aplicagao a teoria do potencial

v? (—i) = 8 . (7.8.9)

4y

Sabe-se que

O potencial eletrostatico ®{z) de uma distribuigao de cargas p(z) é dado por

b = (—%) % (%) . (7.8.10)

Ve = V2 (—L) * <£) = dg* (.’2) (785 P .
4y €o €0 €

A férmula (7.8.10) generaliza a integral
o(F) = / LR
= dreg | — Z|

o Equacoes de convolucao

De fato,

Seja &/’ uma 4lgebra de convolugio, isto é, um sub-espago vetorial de 7’
no qual a convolugdo de duas distribuigoes seja sempre definida e esteja em &7/,
que &y € &’ e que esse produto seja associativo e comutativo. Por exemplo,
&', que é o sub-espago das distribuicdes de suporte limitado, é uma dlgebra de
convolucao. O espago das distribuigdes de suporte limitado & esquerda, 2,
também é uma dlgebra de convolucio. Em R*, o espaco das distribuicdes cujo
suporte estd situado no cone do futuro é uma dlgebra de convolugéo.

Numa &algebra de convolugdo, uma equacgao de convolugdo é uma equagao
da forma

AxX = B (7.8.11)

onde A e B sao dados em &' e X é a incdgnita também pertencente a .27,
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Dada B € &/, a condi¢do necessaria e suficiente para que a eq. (7.8.11)
tenha ao menos uma solugio em &7’ é que a equagao

Ax B = 50 (7.8.12)

tenha solugao. Nesse caso, £ é tinica e é chamada o inverso de A. Entao, a
solugdo de (7.8.11) ¢é dnica e é dada por

X = ExB. (7.8.13)

E = A7! ¢ também chamada solugdo elementar, ou solucdo fundamental da
eq. (7.8.11). E, tomada como distribuicdo em z — z’ é, como costumamos
dizer, uma possivel fungdo de Green.

Quando ndo se estd numa élgebra, a eq. (7.8.11) pode ter uma solugao
elementar, mas essa néo serd Unica, pois, £+ T, onde 7T é solucao da equagio
homogénea A+T' = (), também satisfaz a (7.8.12). Por exemplo, em R?, A = V2
tem um inverso F = ~$, que néo estd numa algebra. A solugdo (7.8.10) nio
é, pois, unica.

o Convolucao multiplica¢ao e transformacgao de Fourier

Sejam S e T' duas distribuicoes de suporte limitado (suas imagens de Fou-
rier sdo fungdes F(§) e G(&), respectivamente). O produto de convolugao
também tem suporte limitado e sua imagem de Fourier calcula-se assim:

F[S«T|(&) = <S*T, e“g"'”5> - <Su & T,, e—Q-ifr(ur+v)E>

= Sy, 7B mEN(T,, e TE) = FEG(E)

Essa férmula ainda vale quando s6 uma das distribuigées tem suporte li-
mitado e também em vérios outros casos:

F[S+T| = F8-F7T . (7.8.14)

Obtem-se ignalmente

FS*xT) = FS-FT, (7.8.15)

de onde se deduz

FIS-T) = (FS)(FT), FS-T) = (FS)«(FT). (7.8.16)

As férmulas (7.8.14) e (7.8.16) sdo particularmente 1iteis na definicio de
um dos produtos S * 7" e S - T quando o outro é conhecido.
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Ezemplo 1 - Célculo de (44.)2.
Sabendo-se que 4, = Z H, tem-se por (7.8.15)

— — 1 d 1 (1 1 1
) = H = A = —-——5 = e —_— falp 4 W—P J— )
Asgsim,
(6:) = ——=8y + —5PF— (7.8.17)
+ dir O 4x? g2 o

Ezemplo 2 - Céleulo de (VPL)x (VP1),
Como F [VP1] = —iwe(€), obtem-se de (7.8.14)

F [(vp%) * (vp%)] = —7%(€) - e(€) = —7*.

(Vp_1_> * (VPE) = —72dp . (7.8.18)
T T

A férmula (7.8.18) resolve imediatamente a equagdo de convolugdo

Logo,

1
(VPE> xX = B, (7.8.19)

onde B ¢ uma distribuigio convoluivel com VP%. Convoluindo ambos os mem-
bros de (7.8.19) por VPL, obtemos

X = w%B* (VPE) .
ig X
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