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Andlise Multivariada Y., =(t;)ew™ %, N

v’ Estatisticas descritivas multivariadas, Episoides de Concentracao, Boxplot Bivariado

v" Distribuicdo N,, Distribuicbes Amostrais (T2 e W,)
p p

Decompos'\c;()es: gSc€ Y oxp

v' Ny(ug2Zg): Inferéncias sobre u, (T4, MANOVA, ICS, Corre¢des para Mdltiplos testes

Técnicas Multivariadas:

v' Analise de Componentes Principais (CP)
v' Escalonamento Multidimensional (CoP)
v' Analise de Correspondéncia

= Andlise Fatorial <«

= Analise Discriminante (MANOVA)
= Analise de Agrupamento
= Analise de Correlacao Canonica



Analise de Fatores (Analise Fatorial)

(Analise de Fatores Comuns e Especificos)



Revisando INTRODUZINDO
Analise de CP e Analise Fatorial (Exploratoria)

Como obter as variaveis originais Y a partir das componentes principais Z?
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Analise Fatorial

Variaveis
Unidades Amostrais 1 2 j p
1 Y11 Y12 Yy Yip
2 Y21 Y22 Y Yap
| Yi1 Yi Yu YIIO
n Y1 Y2 Ynj an

Obijetivos:

= Decompor a covariancia entre as p variaveis em fatores comuns e especificos

> = fatores comuns + fatores especificos

Analise Fatorial Exploratoria = obter fatores comuns (constructos, variaveis
latentes) e especificos nesta aproximacao

Analise Fatorial Confirmatoria = verificar se uma estrutura conhecida
(diagrama de caminhos ou grafo) se ajusta aos dados (a matriz de correlacdes)
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Analise Fatorial Exploratoria

Variaveis observadas podem ser modeladas em funcdo de um conjunto de
variaveis latentes (ndo observaveis, constructos)?

iid

Yipxl ~(/LI,Z) = Yij = Hj +¢j1F1 +¢j2F2i +"'+¢JmFm| +e
gas [
Diferent® n’a\'\;ZS" Y=ty = oy + @by o+ g Ry gy
8

dem® 3 Yio =ty = O + 9By + .+ 05 R 8y
Modelo de equacbes <
estruturais € adotado:

g _/up :¢p1F1i+¢p2F2i+"'+¢mem|+e

Notagdo Matricial: Y, —u =@ f . +€ ., ®w Hx"

!

f= (Fl,..., Fm) . fatores comuns (var. latentes) Do

, Como obter ?
e= (el,___,ep) . fatores especificos f 4
D = (¢u ): cargas fatoriais

Pacote computacional:
factanal-R



Analise Fatorial Confirmatoria

pes 0°

Yi= Yi—pu =®f +e ead¥ a0

mensy
Diagrama de Caminhos (Grafo) de um

modelo de Analise Fatorial ortogonal

Var. Observadas: retangulos
e, — Y, ) @ Var. Latentes (constructo): circulos
w Erros: sem representacao grafica
e, — [V, : (R -
2 Y2 As setas (direcionadas) partem de uma

variavel independente e atingem uma
variavel dependente

e —— Y 4 @ Se existirem correlagdes (entre os fatores
comuns F ou entre os especificos e), estas

devem ser representadas por arcos

Um particular Grafo (que define um Modelo de Equacgoes Estruturais - MEE), se

ajusta aos dados?

- MEE (Bollen, 1989): modelos gerais envolvendo equacdes estruturais para as
variaveis observadas (equacdes de mensuracao) bem como equacoes

estruturais para as variaveis latentes Pacotes computacionais:
LISREL, Lavaan-R, (fa-R)



Analise Fatorial

= Modelo estrutural: Y, —py =®f. +e

= Suposicoes do modelo fatorial (f e € sdo variaveis aleatoérias):

|:1i
iid iid
fo=| - [~@1,) e, ~(0;% = diag(y,,...1v, )} Cov(f,e)=0
| P
Matriz de Covariancia (marginal) de Y: Decomposi¢ao muito

particular da matriz X!

Cov(Y,)=%,  =Cov(Of, +e,) : S=0d + ¥ O

e T ____________ T

componente de covariancias componente de variancias
devido ao fator comum devido ao fator especifico
(matriz diagonal)

comunalidade Tespecificidade
da variavel Y; de Y;



p P
h2 th jZ:;¢jk

—_— - 2 2
Var (Yij) ZVar( ”) > Var (Yij)
j=1
% da Var(Y;) explicada % da VarlanC|a Total de Y % da Variancia Total
pelo conjunto dos fatores explicada pelo conjunto dos explicada pelo fator
comuns fatores comuns comum Fk

________________________

_________________________



Analise Fatorial Exploratoria
e

Yo - =onF + o, R+ o By ey

Y. eR", Y—u =Df +e
| “ Yo =ty =B + 0 Fy +. 4 9 By + €5

<

& Z=00+¥ Ypi_lup:¢p1F1i+¢p2|:2i+"'+¢pm|:mi+epi
~

—

Como obter:| Matriz de Coeficientes ou Cargas (®)

~ Componentes Especificos (V) Solucdes:

= Via Componentes Principais

Escores Fatoriais ( f=(F,;) )
- » Via Maxima Verossimilhanca

E ainda, para qualguer matriz orthogonal I', tem-se: N&

O*=I; IT'=1 =0*O*+VY=DIT'O+¥Y =%




Analise Fatorial via Componentes Principais
Y.eR?;, ¥—u =0f +e < Z=00'+¥

S=VAV' = Z=AVV/+.4+AVV 4. . +AVV’

P p p
RP —> RM
Aproximacéo usando m CP = define
/ !
2R /11V1V1 Tt /1 V V =0’ as cargas dos fatores comuns!

. o . e
. CI):(¢1,...,¢m)=(EN/ZV1§,...,§\/ZVmE) — ¢jk — ﬂk Vi Carga do fator F, &

variavel Y-

_______________________

= ¥ =diag (012 ~h*,...,0% - hz) = Y =0 — Z¢Jk Componente especifico
da variavel Y,

= Qual o valor do escore factorial? f,,1=12,...,n
Os escores fatoriais sao 0s

12
Y—u=0f+e = fu pxl =7, Dzj componentes principais
padronizados

Y

i (pxd)



Analise Fatorial via Componentes Principais

Obtencéo do modelo de fatores comuns e especificos

Y eR" Y—pu=0f+e < X =0 & +Y

mxp
AV V+..+ A4V V =0

R =X — ((I)CI)'—|—‘P) Matriz residual

Sob esta solucéo os elementos da diagonal de X~ estdo bem aproximados por
construcao, ja os elementos fora da diagonal de X a aproximacéo pode néo ser boa!!

Critério de bondade de ajuste do modelo fatorial:

S.Q. dos componentes de R < ﬂ,fml + ﬂ*fmz +...+ ﬂ,zp



Dados de Nutricao (n=27 e p=5)

Anallse com m= 2

Analise Fatorial

+ Yo

Matriz de Correlacdo (R)

energia proteina gordura calcio
energia 1.00 0.17 0.99 -0.32
proteina 0.17 1.00 0.02 -0.09
gordura 0.99 0.02 1.00 -0.31
calcio -0.32 -0.09 -0.31 1.00
ferro -0.10 -0.17 -0.06 0.04

ferro
-0.10
-0.17
-0.06
0.04
1.00

Decomposigdo Espectral de R:
Autovalores (A:diag)
2 20 1. 14 :0.85 0.81 0.00

Y1
Y2
Y3
Y4
Y5

V1

.65
.15
.64
.35
.12

67%

Autovetores (V)

V2

.09
.69
.20
.01
.69

V3

.15
.46
.22
.65
.54

O O O o O

V4

.20
.52
.13
.67
.47

V5

.71
.10
.70
.00
.01

®=(d)= (/4 i)

Matriz de Cargas: O
Vln V2n

Y1 -0.97 0.09

Y2 -0.22 -0.74

Y3 -0.95 0.22

Y4 0.53 -0.01

Y5 0.18 0.74

Matriz de especificidades:
Y=diag (0.052 0.404 0.055 0.724 0.424)

1-(-0.97°+0.09?%)
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energia proteina gordura calcio ferro

340 20 28 9 2.6
245 21 17 9 2.7
420 15 39 7 2.0
375 19 32 9 2.5
180 22 10 17 3.7
115 20 3 8 1.4
170 25 7 12 1.5
160 26 5 14 5.9
265 20 20 9 2.6
300 18 25 2.3
340 20 28 9 2.5
340 19 29 9 2.5
355 19 30 9 2.4
205 18 14 7 2.5
185 23 9 9 2.7
135 22 4 25 0.6
70 11 1 82 6.0
45 7 1 74 5.4

90 14 2 38 0.8
135 16 5 15 0.5
200 19 13 5 1.0
155 16 9 157 1.8
195 16 11 14 1.3
120 17 5 159 0.7
180 22 9 367 2.5
170 25 7 7 1.2
110 23 1 98 2.6

z1

.75
.73
.12
.06
.94
.13
.98
.07
.59
.41
.76
.25
.71
.94
.69
.22
.26
.22
.67
.51
.07
.63
.84
.76
.68
.79
.97

Z2

.25
.11
.50
.73
.98
.26
.06
.99
.09
.32
.18
.07
.51
.96
.88
.35
.33
.55
.10
.99
.61
.54
.00
.78
.73
.23
.91

T F1
.72 21
.17
.77
.79
.58
.03
.56
.55
.19
.60
.73
.06
.11
.42
.45
.49
.32
.85
.83
.71
.48
.18
.93
.73
.48
.78
.64

F2
K
.32
.19
.92
.65
11
.05
.93
.10
.00
.67
.50
.85
.32
.63
.20
.18
.38
.03
.86
.12
.24
.41
.73
.62
.22
.59




Analise dos dados nutricionais com 2 Fatores Comuns

Matriz Residual: Res= X - (OP’ + Y¥)

energia proteina gordura calcio ferro
energia 0.000 0.026 0.048 0.190 0.007
proteina 0.026 0.000 -0.028 0.028 0.410
gordura 0.048 -0.028 0.000 0.192 -0.048
calcio 0.190 0.028 0.192 0.000 -0.046
ferro 0.007 0.410 -0.048 -0.046 0.000

Analise dos dados nutricionais com 3 Fatores Comuns

Matriz Residual: Res= X - (OD’ + Y¥)

energla proteina gordura calcio ferro
energila 0.000 0.084 0.021 0.107 0.075
proteina 0.084 0.000 0.057 0.284 0.198
gordura 0.021 0.057 0.000 0.072 0.050
calcio 0.107 0.284 0.072 0.000 0.253
ferro 0.075 0.198 0.050 0.253 0.000




tal que, a distribuicdo marginal de Y, é :
iid /

Yo~ Np (s T, = 0O+ ¥)

ipx1
Para uma amostra de n vetores independentes de Y, a funcao de verossimilhanca é:
1 ) (%)

(Zﬂ)anZ ‘Z‘nIZ €

sendo X=0d®’ + ¥, Para 4=Y temos (exceto por constantes):

L(p, @, ¥ Y)=

W 000A, ‘ 1992)
(In[z]+tr(z7s)) Everi 2 wricne™

INnL(®,¥|S, /)= S son

_n
2

Maximizar InL em(® e ‘Ifl‘/é equivalente a minimizar a funcao (sendo S e p constantes):

D(®,¥|S; /1) =In[g|-InS[+tr(27S)- p=tr(£7S)-In[Z S| p

E necessario usar métodos numéricos para obter os estimadores de ® e ¥ que
minimizem a funcdo D. Na solucao da Analise Fatorial via MVS é preciso avaliar a
identificabilidade do modelo reduzido proposto.



Os coeficientes na matriz @ e os elementos da diagonal da matriz ¥ podem
ser obtidos via CP ou MVS! E o escore dos fatores comuns?

Escore Fatorial: valor de cada individuo nos fatores comuns

|
Yi— =gk + o, R+ o Fy ey

— Y —u =Of +e | Yo =ty =PnFi + 005y .+ 0 F 8y
| | |

\ Y=ty =0uFi +0,F +..+0, F. +e,

pm® mi

Como obter o valor de f. ? 1=12,....n




Analise Fatorial — Escores Fatorials

Qual ovalorde f. ,? 1=12,...,n

m primeiros componentes
_~ principais padronizados

Y-(pxl):> Y—u =0f +e, = fi:ZiDg_jllz

v Método de Componentes Principais:

= Método de Minimos Quadrados Ponderados (Bartlett):

Supondo u, ® e ¥ conhecidos = o modelo factorial pode ser formulado como
um modelo de regressao linear heterocedastico nas variaveis preditoras @.

O estimador (preditor) de f; é dado por:

f=(@vio) ow(Y,-u)

(mxp) (px1)
Coeficiente do fator




Analise Fatorial — Escores Fatorials

Yi(pxl):> Y.—u =®f +e Qualovalorde f. , 2 1=12,....n

» Méetodo da Regressao: (n, ® e y sao assumidos conhecidos)

f,~N,(01,) &~N(0¥) = (:;j'”'\'wm(o’[‘({)’ Icr)nD

, Y. —u 2 O
Y,—u=0f +e ~N (0Z=00"+¥) = NG| O,

i (O
~
filY; ~ Nm( q)’Z‘l(Yi _,U) A _(D,Z_lq))

\ Esperanca condicional dos fatores
O preditor de f; é dadopor:  f = 'S (Y, — )= O'(DD' +¥) (Y, — 1)

’ -1
— _

(mxp)
Coeficiente do fator



Anélise Fatorial —Rotac&o dos Fator

RN
~
N
\
\\’/
\
7
-

e ———

Para qualquer matriz orthogonal I', tem-se:
*=I;, IT' =1 =0*O*¥+¥Y=PIT'O+¥ =X

Logo, ndo existe uma solugao Unica para representar as cargas dos fatores comuns O.

Solucbes rotacionadas podem ser mais interpretaveis. A Jades

Métodos de Rotacao Ortogonal:

» Rotacao Varimax: simplifica as colunas da matriz de cargas @

» Rotacdo Quartimax: simplifica as linhas da matriz de cargas @

» Rotacdo Equimax: € um compromisso entre as duas outras técnicas

Existem ainda as rotacfes obliquas. Neste caso, as comunalidades variam.



Analise Fatorial via MVS

Matriz de Correlacao (R)
energia proteina gordura calcio ferro

Dados de Nutricao (n=27 e p=5)

energila 1.00 0.17 0.99 -0.32 -0.10

proteina 0.17 1.00 0.02 -0.09 -0.17

7777777777777 gordura 0.99 0.02 1.00 -0.31 -0.06

P , . calcio -0.32 -0.09 -0.31 1.00 0.04
R5X5 ~ CI)5X2 o T \IJSXS_, ferro ~0.10 -0.17 -0.06 0.04 1.00

Especificidades (Diagonal da matriz Y¥)
enerqia proteina gordura calcio ferro
%0.005 0.005 0.005 0.897 0.965

Coeficientes (cargas) dos Fatores comuns (matriz O)
Factorl FactorZ pj:explica 0.9982da var. de energia e somente (-0.319)2 da var. de célcio

energia 0.998

proteina 0.197 0.978 Factorl Factor?2

gordura 0.983 -0.172 Var 2.113 1.013

calcio -0.319 Proportion Var 0.423 0.203

ferro 0.160 Cumulative Var  0.423 © 0.625 R nao esté bem
ostruturad@ pofs‘
fatores €O

Test of the hypothesis that 2 factors are sufficient: P
The chi square statistic is 10.67 on 1 degree of freedom (p—value={Q.OOlO9)}




Analise Fatorial

Matriz de Correlacdo Observada (R)

Modelo ajustado: a matriz R esta
estruturada por 2 fatores comuns
além da especificidade:

Ryg = Oy, Oy + P

7 5x5 5x2 2x5

energia proteina gordura calcio ferro
energia 1.0000 0.1738 0.9871 -0.3204 -0.0998
proteina 0.1738 1.0000 0.0249 -0.0851 -0.1746
gordura 0.9871 0.0249 1.0000 -0.3081 -0.0606
calcio -0.3204 -0.0851 -0.3081 1.0000 0.0443 "
ferro -0.0998 -0.1746 -0.0606 0.0443 1.0000
Matriz de Correlagdao Ajustada via AF-MVS

energia proteina gordura calcio ferro
energia 1.0017 0.1736 0.9854 -0.3183 -0.0928
proteina 0.1736 1.0000 0.0251 -0.0854 -0.1757
gordura 0.9854 0.0251 1.0016 -0.3102 -0.0675
calcio -0.3183 -0.0854 -0.3102 1.0000 0.0346
ferro -0.0928 -0.1757 -0.0675 0.0346 1.0000
Matriz Residual

energia proteina gordura calcio ferro
energia -0.0017 0.0002 0.0016 -0.0021 -0.0070
proteina 0.0002 0.0000 -0.0002 0.0003 0.0011
gordura 0.0016 -0.0002 -0.0016 0.0020 0.0069
calcio -0.0021 0.0003 0.0020 0.0000 0.0097
ferro -0.0070 0.0011 0.0069 0.0097 0.0000

Com base na matriz
residual, de forma
descritiva, 2 fatores
comuns sugerem uma boa
aproximacao!




Dados de Nutricao e Escores (calculados por Bartlet) dos 2 primeiros fatores comuns:

energia proteina gordura calcio ferro Factorl Factor?2
[1,1 340 20 28 9 2.6 1.31 -0.02
(2,1 245 21 17 9 2.7 0.38 0.40 Escores de Bartlet
[3,] 420 15 39 7 2.0 2.06 -1.37
[4,1] 375 19 32 9 2.5 1.63 -0.32 Analise Fatorial - MVS
[5,] 180 22 10 17 3.7 -0.22 0.76
[6,] 115 20 3 8 1.4 -0.89 0.42 s
[7,1 170 25 7 12 1.5 -0.33 1.50 T
[8,1 160 26 5 14 5.9 -0.44 1.76 27
[9,1 265 20 20 9 2.6 0.59 0.12 T 15 ﬁtﬁ
[10,] 300 18 25 9 2.3 0.93 -0.43 6 5
[11,] 340 20 28 9 2.5 1.31 -0.02 = o
[12,] 340 19 29 9 2.5 1.33 -0.27 7 < T}i b
[13,] 355 19 30 9 2.4 1.44 -0.29 g 2;{] 10 3 4
[14,] 205 18 14 7 2.5 -0.01 -0.24 2 2 =
[15,] 185 23 9 9 2.7 -0.21 1.00 T ®
[16,] 135 22 4 25 0.6 -0.70 0.86 &
[(17,] 70 11 1 82 6.0 -1.40 -1.63 "
[18,] 45 7 1 74 5.4 -1.62 -2.55 R
[19,] 90 14 2 38 0.8 -1.19 -0.95 18
[20,] 135 16 5 15 0.5 -0.79 -0.55 | T T T
[21,] 200 19 13 5 1.0 -0.06 0.01 -1 0 1 2
[22,] 155 16 9 157 1.8 -0.52 -0.61 aft$scores], 1]
[23,] 195 16 11 14 1.3 -0.24 -0.65
[24,] 120 17 5 159 0.7 -0.85 -0.31
[25,] 180 22 9 367 2.5 -0.26 0.77
[26,] 170 25 7 7 1.2 -0.33 1.50
[27,] 110 23 1 98 2.6

-0.93 1.14 Q

Grafico dos escores das observacdes em R2. Os escores fatoriais podem ser usados para
analise de agrupamento de observacdes bem como para analise de diagnostico de
observacoes atipicas (0 que também pode ser feito com os escores dos Componentes
Principais e com a distancia de Mahalanobis).



Dados de Nutricdo: Matrizes de cargas (®) rotacionadas

Matriz de cargas (loadings) para estruturar a matriz R:
Factorl Factor?2
energia 0.998 Factorl Factor?2
proteina 0.197 0.978 SS loadings 2.113 1.013
gordura 0.983 -0.172 Proportion Var 0.423 0.203
calcio -0.3109 Cumulative Var 0.423 0.625
ferro -0.160 h
Cargas mUuar;\nf::‘S
rman
Matriz de cargas rotacionada (Varimax): Zg:;;ie!
Factorl Factor2 _gsca por SOlUSO®
energia : 0.983 0.176 :Canbmcas Factorl Factor?2
proteina: 0.998 SS loadings 2.061 1.065
gordura | 0.998 : Proportion Var 0.412 0.213
calcio 1-0.308 I Cumulative Var  0.412 0.625
ferro I -0.176 : e

af1$scores|, 2)

af1$scores[, 1]

af2§scores|, 2)
¥
]
¥

T T
-1.0 -0.5 0.0

T T T
0.5 1.0 1.5 20

af2$scores[, 1]




Escores - CP

mﬁ%%%

Fatores Comuns via CP

mﬁ%%%

S -
E 1 E _— ! E
o 1 = 0
E b 2 g
| | | | | | ' | | | |
0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200
-cpl,1] -fe 1]
Escores-Bartlet Escores-Bartlet-Varimax
e el
T o % T éﬂa iﬁﬁ
=
Eﬁg o 'FF' 2 &ﬁg 'FF
= 8o
w T T T T w i T T T T T T
-1 0 1 2 -1.0 0.0 05 1.0 15 20
aflEscores], 1] afZiscores], 1]
Escores-Regressao-Varimax Escores-Regressao-Varimax
) o
R Fé‘-“:‘ g = EFQ{:_ b 7
[ry] 1]
o Wz e z Wz e
g - T%J = z@“ H 5 g - P%J = z@“ H 5
w e T T T T T T @ e

-1.0 00 05 1.0 15 20

afiZscores], 1]

-1.0 00 05 1.0 15 20

afdEscores], 1]

Dados de Nutric&o:

Diferentes Escores
para a reducao de
dimensionalidade:

N> — R2

Em cada caso, qual é
O critério de
otimalidade adotado?



Componentes Principais X Analise Fatorial

=  Ambas buscam uma Reducéo de Dimensionalidade

= CONTUDO, os criterios de otimaizacao usados em cada caso sao diferentes:

— Analise Fatorial € 6tima no sentido de obter uma boa aproximacao das covariancias
(e correlacdes) por meio de fatores latentes comuns e especificos.

— Analise de CP tem o compromisso de maxomizar a variancia total das variaveis.

— Na analise de CP se o niimero de componentes retidos aumenta, isto NAO altera
0s anteriores, mas isto pode nao acontecer na Analise Fatorial sob a solucao de MVS.

— Calculo dos escores das observacoes nos CPs tem solucao Unica. No caso de
Analise fatorial (via MVS) existem diferentes procedimentos inferenciais propostos.



Componentes Principais X Analise Fatorial

— As andlises de CPs via matriz de covariancia (Z=Cov(Y)) ou de correlacao
(R=Cov(Y*)) sao diferentes, e nao € possivel relaciona-las. Na Analise Fatorial via
MVS, a solucéo obtida é para a modelagem da matriz de correlacéo, mas a
correspondente solucdo modelando a matriz de covariancia € dada por:

® =DJ* ®*, ¥=D]*¥*D,”

— Teste (assintotico) da adequacdo do Modelo Fatorial:

Hy, X =DD'+W¥ H, : >~ com estrutura geral
A estatistica da razéo de verossimilhancas (sob normalidade) é:
L ‘(i)(i)' + Li’
—2In—==nlIn
Sl

Usando a correcao de Bartlett, rejeita-se HO a um nivel de significancia a se:

(n—1—(2p+4m+5)/6)In > X oomy?—pm]2 (@)



