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Técnicas Multivariadas:

v Andlise de Componentes Principais

v Escalonamento Multidimensional

= Analise de Correspondéncia

= Andlise Fatorial

= Analise Discriminante (MANOVA)
= Andlise de Agrupamento

= Andlise de Correlacdo Candnica



Biplots

Biplot: representacao grafica simultanea de n observacdes e p variaveis em R?
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Analise de Correspondéncia



Analise de Correspondéencia
¢ Variavel Colur\aﬁ

u.a. / Variavel Linha 1 2 g J
1 Y11 Y12 Yy Y13
@ —> 2 Yo1 Yoo Yy Y23
i Yit Yio Yii Yis
I Yi1 Yiz Yij Y13

Matriz de\éados multivariados — Dados dispostos em “Tabelas de Contingéncia”
Obijetivos: Y —

nxp

= Descrever graficamente os dados dispostos em tabelas de contingéncia, de tal
forma a representar o padrao de associacao entre variaveis = 0s vetores linha e
0s vetores coluna da tabela sao visualizados como pontos em um espaco vetorial.

= Decompor a estatistica y2 em tabelas de contingéncia.

TECNICA GRAFICA MULTIDIMENSIONAL (similar ao Escalonamento!!)

(andalise descritiva de dados categoricos dispostos em tabelas de contingéncia)



Analise de Correspondéncia
Representacao Simplex

Pense em como representar graficamente as populacdes Trinomiais (L1 a L5)!

Exemplo 1

Cl C2 C3
L1 17 5 3
L2 3 20 4
L3 19 5 2
L4 6 8 35
L5 5 12 6

Tabela: Distribuicdo de
5 populacdes Trinomiais

Tabela: Proporcdes

Cl C2
L1 0.68 0.20
L2 0.11 0.74
L3 0.73 0.19
L4 0.12 0.16
L5 0.22 0.52
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Sob a restricdo p;+p,+p;=1, as Trinomiais
podem ser representadas no plano R?
(simplex), imposto por esta restricdo, sem
gualquer perda de informacéao. As categorias
de resposta (C1, C2 e C3) definem os eixos
(em coordenadas padrao).



Representacao biplot das populacdes Trinomiais (L1 a L5)!

Dimension 2 (38.9%)
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Este biplot representa um mapa
assimetrico em que as linhas da
tabela (trinomiais) estdo em
coordenadas principais e as
colunas (classes de resposta da
trinomial) estdo em coordenadas
padrao (eixos:
(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1))

Biplot (map=rowprincipal)

Representacao ideal para
tabelas com totais Linha fixos,
em que a distribuicdo dos
pontos (neste caso trinomiais)
corresponde a informacgao da
estatistica Qui-Quadrado de
homegeneidade entre
multinomiais!!



Analise de Correspondéncia
Representacao Simplex

Exemplo 2: Distribuicdo do numero de bulbilhos de alho de acordo com o tamanho
(7-5, 4 e <4), tratamento e ano de plantio.

Ano Tratamento* Tamanho dos bulbilhos Total
7-5 4 <4

2011 Padrdo 417 36 0 453
Teste 164 176 90 400

2012 Padrdo 357 27 0 384
Teste 169 161 54 384

2013 Padrdo 800 240 103 1143
Teste 412 458 274 1144

2014 Padrdo 273 176 39 488
Teste 185 220 83 488

2015 Padrdo 1521 1794 585 3900
Teste 1420 1681 635 3736

Represente as 10 trinomiais (variaveis nas linhas da tabela de contingéncia) no simplex.
Este grafico permite visualizar o padrdo de heterogeneidade entre as populactes
trinomiais de acordo com o tamanho dos bulbilhos de alho. Interprete. Quais anos e qual
tratamento produz os maiores bulbilhos?



Analise de Correspondéncia - Representacao Simplex

Distribuicdo do numero de bulbilhos de alho de acordo com tamanho, tratamento e ano de plantio.

S Biplot: A variavel Tamanho do bulbilho
- de alho esta em Coordenadas Padrao
E = (eixos do simplex) e Tratamento Ano
S 3 estd em Coordenadas Principais.

é S Neste caso (trinomial), nenhuma
0 o informacao é perdida nesta

' representacao dos dados.

=

7 Biplot (map=rowprincipal)
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Dimension 1 (94 9%)

Bulbilhos de tamanho 7-5 estdo mais associados ao tratamento Padrao em 2011 (P11) e 2012
(P12), seguidos de 2013 (P13). O tratamento P14 mostra associacdo (mais fraca) com bulbilhos
tanto de tamanho 7-5 e 4. Ja os tratamentos Teste de 2011 (T11) a 2015 (T15), bem como o
tratamento P15, estdo mais associados com bulbilhos de tamanho menor (4 e <4).



Analise de Correspondéncia

ce OCNES L
arg C (Blp/O
as £)
Ano Os e
Jornal 1976 1977 1978 1979 1980 Total als?
A 64 58 67 59 60 308
B 18 18 23 20 17 96 Ao longo de 5 anos, em
g éé ;g 394 éi 297 15523 cada ano, cerca de 1000
e 29 1 e 20 20 11z Pessoas de uma cidade
F 133 115 116 107 89 560 foram amostradase
G 34 28 30 26 29 147 questionadas sobre quais
H 178 143 180 150 148 799 jornais’ dentre 21’ e|es
| 8 8 5 6 6 33 |
J 101 113 143 112 107 576 llam regularmente.
K 66 56 60 58 53 293
L 87 69 79 68 69 372
M 23 19 17 19 17 95
N 34 24 29 26 23 136 CS’"_‘O repre_sentar O
o 70 56 60 55 50 201  habito de leitura de
P 29 20 25 19 18 111  jornais dos cidadaos e
Q 46 40 38 38 33 195 sua variagdo ao longo
R 123 122 149 122 112 628
)
S 79 68 70 61 57 335 do tempo?
T 130 109 148 110 100 597
U 22 17 19 15 16 89
Total 1322 1139 1326 1134 1060 5981




Analise de Correspondéncia

Distribuicao de 5.387 estudantes escoceses de acordo com a cor
dos olhos e dos cabelos (Fisher, 1940)

Cor do cabelo

Cor olhos Claro Ruivo Médio Escuro Preto Total
Claros 688 116 584 188 4 1580
Azul 326 38 241 110 3 718
Médio 343 84 909 412 26 1774

Escuro 98 48 403 681 85 1315
Total 1455 286 2137 1391 118 ( 5387 )

Como descrever graficamente o padréo de associacao entre as variaveis
cor dos olhos e dos cabelos dos estudantes escoceses ?



Analise de Correspondéncia

Distribuicdo dos funcionarios de uma empresa (n=193) de acordo com o
tabagismo (FO:n&o fuma, F1:fuma pouco, F2:fuma moderado e F3:fuma
muito) e nivel funcional (N1, N2, N3, N4 e N5).

FO F1 F2 F3 Total

N1 4 2 3 2 11
N2 4 3 7 4 18
N3 25 10 12 4 51
N4 18 24 33 13 88
N5 10 o6 7 2 25

Total 61 45 62 25 193

Para aderir a uma campanha nacional anti-tabagismo, o gerente de
Recursos Humanos de uma empresa deseja conhecer o habito de fumar
dos funcionarios. Os dados acima foram coletados para esta finalidade.

A representacéao grafica dos dados €, em geral, de facil entendimento. Como
representar o padrao de associagao entre o nivel do funcionario e o habito de
fumar em um gréfico ?



Analise de Correspondéncia

(Everitt, 2004)

= A AC em tabelas de contingéncia € um meétodo de decomposicdo da
estatistica Qui-Quadrado em componentes que correspondem a “eixos
principais” que mais explicam a heterogeneidade entre as variaveis
coluna (ou linhas) da tabela.

= Método que simultaneamente atribui uma escala as linhas e,
separadamente, uma escala as colunas da tabela de tal forma a
maximizar a correlacao entre as duas escalas.

= Método de obtencao de coordenadas para representar as categorias
das variaveis linha e das variaveis coluna da tabela. O padrdo de
associacao entre as variaveis fica representado graficamente = € uma
analise de Escalonamento Multidimensional para uma medida de
distancia especifica para dados categorizados, conhecida como
distancia Qui-Quadrado.



Analise de Correspondéncia e
Escalonamento Multidimensional

/
Variavel Coluna
Variavel Linha 1 ] J Total
1 Nig Ny; N1y Ny
| Njy Njj Niy n;,
I Ny Ny; Ny n.
Total ni n; n; n
- - / - /
Perfis Linha de Propor¢des (YY) Perfis Coluna de Proporgdes (YC)
Variavel Coluna Variavel Coluna
Variavel Linha 1 J Total Variavel Linha 1 / J /
1 0L=Ny/n, " 1 1 P11=N11/N1 P1,=N1a/N
| | ' Pi=Na/ng PL=Nian,
=n;/n =n;;/n
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Analise de Correspondéncia e ,aise % yades
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@ Obter as Coordenadas Principais das Matrizes de distancia Qui-Quadrado

D,L><I e DJCX ] Os resultados sao equivalentes a solugéo via dvs - ~
(decomposicao em valores singulares) de YL e YC -




Analise de Correspondéncia - Escalonamento Multidimensional
Distribuicdo de funcionérios de acordo com o

tabagismo e nivel funcional. Proporgéo Linha: Y
FO Fl F2 F3 Total
FO F1 F2 F3 Total N1 0.36 0.18 0.27 0.18]1
N1 4 2 3 D 11 N2 0.22 0.17 0.39 0.221
N2 4 3 7 4 18 N3 0.49 0.20 0.24 0.081
N4 0.20 0.27 0.38 0.15]1
N3 2510 12 4 ol N5 0.40 0.24 0.28 0.081
N4 18 24 33 13 88 Total 0.32 0.23 0.32 0.13 1
N5 10 o 7 2 25 o io Col «
roporgao oluna:
Total 61 45 62 25 (193 ) o s etad
N1 0.07 0.04 0.05 0.08/0.06
N2 0.07 0.07 0.11 0.16/0.09
Coord. Padrdo: Autovetores de D! (YY) N3 0.41 0.22 0.19 0.1610.26
Diml DimZ Dim3 N4 0.30 0.53 0.53 0.52/0.46
N1 -0.24 -1.94 3.49 N5 0.16 0.13 0.11 0.08/0.13
N2 0.95 -2.43 -1.66 Total 1 1 1 1 1
N3 -1.39 -0.11 -0.25
N4 0.85 0.58 0.16
N5 -0.74 0.79 -0.40
Coord. Padrdo:Autovetores de D€ (Y°)
Diml Dim2 Dim3 Inércias (autovalores de D (D°) :
FO -1.44 -0.30 -0.04 0.07 87.80% ) “éﬁxﬂa
F1 0.36 1.41 1.08 0.01 11.76% ) emsao
F2 0.72 0.07 -1.26 0.00 0.49% d“?(y«grw
F3 1.07 -1.98 1.29 o




Analise de Correspondéncia - Escalonamento Multidimensional

Distribuicdo de funcionérios de acordo com o
tabagismo e nivel funcional.

F1 F2 Total

N1
N2
N3
N4
N5

10 12
24 33

Total o1l

45 02

25
(193)
v

alor)
uioV etor” sqr\(autov

Coord. Principais de D!:

N1
N2
N3
N4
N5

Coord. Principais de DC:

FO
Fl
F2
F3

0.1 02

0o

Dimension 2 (11.8%)
-0.1

-0.2

-0.3

Dimension 1 (87.8%)

Teste Qui-Quadrado de Independéncia:
v2=16.442 p=0.1718

in ( I ) = x° /N Inércia total: soma dos autovalores da
decomposicao de D (D)

Biplot simétrico: ambas
as variaveis (Linha e
Coluna) em
coordenadas principais

Padréo de associacéao:
Nivel funcional N3 n&o
fuma e N2 € o que
fuma mais (F3)



Analise de Correspondéncia - Escalonamento Multidimensional

Distribuicao de funcionarios de acordo com o
tabagismo e nivel funcional.

FO F1 F2 F3 Total Outras representagoes:
" Teste Qui-Quadrado de Homogeneidade

N1 i 2 3 2 11
N2 4 3 7 4 < 18 > y?=16.442 p=0.1718
N3 25 10 12 4 <51 >
N4 18 24 33 13 < 88
N5 10 6 7 2 25 O Rowprincipal
Total 61 45 62 25 193 o —
Coord. Principais de DI: .
Diml Dim2 o o 7
N1 -0.07 -0.19 ST S R G
N2 0.26 -0.24 o ° o Ry 2
N3 -0.38 -0.01 S o
N4 0.23 0.06 g
N5 -0.20 0.08  gutovelor 5 2
Coordenadas Padrdo de DC: .
Diml Dim2 < ]
FO -1.44 -0.30 -0.04 o | P
F1 0.36 1.41 1.08 o | . : |
F2 0.72 0.07 -1.20 2 -1 0 1
F3 1.07 -1.98 1.29 Dimension 1 (87.8%)




Dimension 2 {11.8%)

Dimension 2 (11.8%)

0.1 0.1

0.3

05 05

-1.5

-2.5

Symetric

Dimension 1 (87.8%)

Colprincipal

Dimension 1 (87_68%)

Dimension 2 {11.8%)

1.0

-1.0 00

-2.0

Rowprincipal

Dimension 1 (87.8%)




Analise de Correspondéncia - Escalonamento Multidimensional

Distribuicao de funcionarios de acordo com o
tabagismo e nivel funcional.

FO F1 F2 F3 Total Outras representagoes:
" Teste Qui-Quadrado de Homogeneidade

N1 42 3 2 11 °
N2 4 3 7 4 < 18 o x?=16.442 p=0.1718
N3 25 10 12 4 <51 >
N4 18 24 33 13 < 88
N5 10 6 7 2 25 O Rowgreen
Total 61 45 62 25 193 .
Fy
Coord. Principais de DI: =
Diml Dim2 —
N1 -0.07 -0.19 © S A
N2 0.26 -0.24 S . w Je P
s L0 ae ool e
N4 0.23 0.06 s53) § o | i WM
xcqrt ma £ o N2
N5 -0.20 0.08  gutovetor ¢ ( 5
Coordenadas Padronizada de D€: g 1
Diml Dim2 ©
FO -0.81 -0.17 7 | P
F1 0.18 0.68 ! ! i :
F2 0.41 0.04 -1.0 0.5 0.0 0.5
F3 0.39 -0.71 Dimension 1 (87.8%)




Analise de Correspondéncia - Escalonamento Multidimensional
Distribuicdo dos funcionarios de acordo com o tabagismo e nivel funcional.

Dimension 2 {11.8%)

Dimension 2 {11.8%)

01 0.1

03

02 02

06

Symetric

Dimension 1 (87.8%)

Colgreen

Dimension 1 (87.8%)

Dimension 2 {11.8%)

06 02 02 086

Rowgreen

Dimension 1 (87.8%)

Representacao BiPlot: existem
diferentes constructes do
BiPlot, visando diferentes
padronizacGes dos eixos.

Mapa Simeétrico: Linhas e
Colunas em Coordenadas
Principais

Mapas Assimeétricos

-Rowgreen: Linhas em
Coordenadas Principais e
Colunas em Coordenadas
Padronizadas (coord.
Padrao*sqrt(massas) )

-Colgreen: Colunas em
Coordenadas Principais e

Linhas em Coordenadas

Padronizadas



Dimension 2 (11.8%)

Dimension 2 (11.8%)

06 02 02 08

06 02 02 08

~

. _Rowgreen

1.0 05 0.0 0.5

N

__Rowgreen.mass

Dimension 1 (87.8%)

Dimension 2 {11.8%)

Dimension 2 (11.8%)

02 02

0.6

Colgreen

0.5 0.0 0.5

Dimension 1 (87.8%)

Colgreen.mass

Dimension 1 (87.8%)

A representacao com
0S eixos auxilia no
entendimento das
classes de respostas
das multinomiais.

Também é possivel
indicar as massas
(tamanho amostral
relative das
multinomiais)



sO Analise de Correspondéncia

. Q
O 0
e
G(J Tabela A Tabela C c1 co c3
Q cl Cc2 C3
Cl C2 C3 Cl C2 C3
L1 0.37 0.33 0.30 L1 0.68 0.20 0.12
L1 11 10 9 L1 17 5 3
.2 0.33 0.37 0.30 L2 0.11 0.74 0.15
L2 10 11 9 L2 3 20 4
L3 0.34 0.31 0.34 L3 0.73 0.19 0.08
L3 10 9 10 L3 19 5 2
L4 0.30 0.30 0.40 L4 0.12 0.16 0.71
L4 9 9 12 L4 6 8 35
e 10 11 10 L5 0.32 0.35 0.32 5 5 12 € L5 0.22 0.52 0.206
X2=1.133, p=0.9973 X2=88.843, p=7.982e-16
Tabela B Cc1 C2 C3 Tabela D Cl C2 C3
Cl C2 C3 L1l 0.43 0.27 0.30 Cl C2 C3 L1 0.95 0.05 0.00
L1 13 8 9 L2 0.20 0.47 0.33 L1 20 1 O L2 0.00 0.96 0.04
L2 6 14 10 13 0.48 0.24 0.28 Lz 024 1 13 0.920.08 0.00
L3 14 7 8 L4 0.21 0.26 0.53 L3 24 2 O L4 0.04 0.00 0.906
L4 7 918 15 0.37 0.44 0.19 Ld 2 047 15 0.14 0.79 0.07
L5 10 12 5 X2=16.513, p=0.0356 L5 4 23 2 X2=235.731, p< 2.2e-16

Em cada caso calcule: vetores de proporcdes das trinomiais (linha), centroide, vetor
de massas, vetor de pesos, distancia Qui-Quadrado entre L1 e L2 e entre L1 (L2) e O
centréide, inércia total. Obtenha a representacdo das 5 trinomiais no simplex
correspondente. Interprete.




BiPlot e Inércias
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Representacao BiPlot
Mapa Assimétrico
- Linhas (trinomiais) em
Coordenadas Principais

-Colunas em Coordenadas
Padrédo (vertices do simplex)



Analise de Correspondéncia e
Escalonamento Multidimensional

Variavel Coluna

Variavel Linha 1 ] J Total
1 Nig Ny; N1y Ny
[ Njq Njj Ni; n;
I Ny Ny Ny n.
Total ni n; n; n

« Em um Mapa Assimeétrico (Rowprincipal ou Colprincipal) em que somente uma
das variaveis (Linha ou Coluna) esta representada em coordenadas principais (a
outra esta em coordenadas padréo), as distancias entre 0os pontos sao distancias
Euclidianas.

* MAS, em um grafico Simétrico em que ambos os espacos (linha e coluna)
estao representados simultaneamente, é preciso ter cuidado com a comparacao
entre categorias das linhas e colunas pois, neste caso, a medida de distancia
Euclidiana entre pontos pode néo ser valida = ha assim diferentes propostas de
padronizacao dos pontos (Mapas Rowgreen, Colgreen)



