EQUACOES DIFERENCIAIS DE 2* ORDEM LINEARES

1. INTRODUCAO

Na forma normal as EDOs de lineares de 2% ordem podem ser
escritas na forma

(1) y' +p@)y +q(2)y = g(2).
A EDO homogénea associada a (1) é
(2) y' +p(@)y + qlx)y =0,
sendo p, q e g funcoes continuas definidas em um intervalo I C R.
F conveniente usar a notacao:
Llyl = y" + p()y’ + q(2)y,

que define um operador linear no espaco das funcoes definidas em
I.. Em particular, vale o chamado Principio da superposicao

Lema 1. Sey; e ys sdo solucoes de (2), entdo e y, = c1yi + calo
€ solucao de ((2).

Lema 2.
e Se y € solugdo de (1)) ey, é solucao de entao y = y+yp
também é solucao de (|1)).
e Seyy eyy sao solugoes de (1)), entdao e yy, = y1—1yo € solucdo
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Como consequéncia, se y for uma solugao fizada de (l)), entao
qualquer solugao de (1), sera da forma y = y, + y. sendo y; uma

solugao de (2).

Lembremos agora a seguinte

Definicao 3. Dizemos que duas funcoes y; e yo, definidas em
um intervalo I sao linearmente dependentes (L.D.) se existirem
constantes nao nulas, c¢1 e co tais que c1y; + coys = 0. Caso
contrdrio, dizemos que y; e Yo sao linearmente independentes.

A definicao pode ser estendida de maneira andloga para n funcoes.
No caso de duas funcgoes y; e y, serao L.D se y; = Ky, ou yo = Ky,
K constante real.

Vale o seguinte resultado importante para as equacoes homogéneas.

Teorema 4. Se y; e ys sao solucoes linearmente independentes
de (2) entao todas as solugoes de sao da forma:

Y = C1Y1 + CoYs 1 € ¢y constantes reais .

Para provar este resultado, vamos precisar de algumas definicoes e
resultados auxiliares.

Definicao 5. Se vy, y» sao funcoes derivaveis no intervalo I
definimos o determinante Wronskiano de y1, yo em I, por

v 3 35

Proposicao 6. Se y1, yo sao funcoes derivdveis no intervalo I,
linearmente dependentes, entdo Wyy, ys](x) =0 em [

Demonstragao. Se c1y1(x) + coy2(0) = 0, entdao cyyi(x) +
coys(0) = 0. Portanto o sistema
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e e [2]-10]

tem solucao nao trivial, o que sé pode ocorrer se Wiy, yo)(z) = 0
em 1.

Lema 7. Se y1, yo sdo solugoes L.I. da equacao (2) no intervalo
I, entao Wlyy,ys)(x) # 0, para todo x € 1.

Demonstragao.  Por contradicao. Se Wy, ys](zg) = 0, para
algum z( € I entao o sistema

e e [a]= (0]

tem solugao nao trivial, isto ¢, existem ¢y, ¢ tais que a fungao y,(x) =
c1y1+Cays € solucao do problema linear homogeneo com condicao
inicial nula . Por unicidade de solucoes, yn(x) = cry1(x)+coys(z) =
0 e segue que y1, Yo sao solugoes L.D. | contra a hipdtese. [

Demonstragao do Teorema [4 Sejam yq, 32 solucoes L.I. da
equacao e y(x) uma outra solu¢do qualquer no intervalo I com
condicoes iniciais.

y(ro) = o
y' (o) =1
Do Lema 7] segue que Wlyi,ya] # 0 e, portanto, existem c¢; ¢y tais

que o sistema
[m(ﬂfo) y2(330) ] [01 ] _ [ZJO ]
/ / -
yi(zo) Ya(wo) | | e Y1
tem solucao. Dal obtemos que c1y; + coyo € y satisfazem as mesmas
condicoes iniciais e, portanto, tem que coincidir. ]
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Observacao 8. Em vista do Teoremal4, para encontrar a solu¢ao
geral da equagao (1), precisamos
e Fncontrar uma solucdo particular de (|1).
e Encontrar duas solugoes L.1. de ({2).
Além disso, duas solucoes yi, yo de (2)) serao L.1. < Wyy, yo](xg) #
0 em algum ponto xy € I < Wy, yo|(xg) # 0 em todo ponto
xo € 1.

Exemplo 9. Encontrar a solucao geral da equacao
y" — 2 +y = 2z.

Nesse caso y1(x) = €* e yo(x) = we” sao solugoes L.I. da equagao
homogeénea associada e y,(z) = 2z44 é solucao particular da equagao
dada. Portanto, sua solucao geral é dada por 2z + 4 + cie” + coxe”.,
c] e ¢y constantes arbitrarias.
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