
Equações de Poisson, Laplace e Helmholtz

(Jackson – seções 1.7-1.9; Fitzpatrick - 2.2-2.3)

Condições de contorno – Equações de Poisson e Laplace

∇2𝜙 = −g ; ∇2𝜙 = 0

1. Condição de contorno de Dirichlet: 𝜙 Ԧ𝑟 especificado em superfícies fechadas

2. Condição de contorno de Neumann: ො𝑛 ∙ ∇𝜙 Ԧ𝑟 especificado em superfícies fechadas

__________________________________________________________________________

Acompanhar na seção 1.9 do Jackson demonstração de que a solução da equação de 
Laplace, satisfazendo uma ou outra condição de contorno, é única.

__________________________________________________________________________



Equação de Helmholtz – Solução pelo Método da Função de Green

Equações de onda para os potenciais 𝜙 Ԧ𝑟, 𝑡 ; Ԧ𝐴 Ԧ𝑟, 𝑡

∇2𝜙 − 𝜇0𝜖0
𝜕2𝜙

𝜕𝑡2
= −

𝜌

𝜖0
; ∇2 Ԧ𝐴 − 𝜇0𝜖0

𝜕2 Ԧ𝐴

𝜕𝑡2
= −𝜇0Ԧ𝑗

Ambas são da forma geral

∇2𝜓 −
1

𝑐2
𝜕2𝜓

𝜕𝑡2
= −𝑔

onde 𝑐 é a velocidade de propagação da onda e 𝑔 Ԧ𝑟, 𝑡 é a fonte.

Fonte variando harmonicamente no tempo 

𝑔 Ԧ𝑟, 𝑡 = 𝑔 Ԧ𝑟 𝑒−𝑖𝜔𝑡 →
𝜕2𝜓

𝜕𝑡2
= −𝜔2𝜓 Ԧ𝑟 𝑒−𝑖𝜔𝑡

Equação de Helmholtz

∇2𝜓 + 𝑘2𝜓 = −𝑔

𝑘 = Τ𝜔 𝑐



Método da Função de Green

Consideremos conhecida uma função escalar 𝐺 Ԧ𝑟, Ԧ𝑟′ , denominada Função de Green, que 
satisfaz a equação

∇2𝐺 Ԧ𝑟, Ԧ𝑟′ + 𝑘2𝐺 Ԧ𝑟, Ԧ𝑟′ = −δ Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′

Como 𝛿 Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′ = 𝛿 Ԧ𝑟′ − Ԧ𝑟 → 𝐺 Ԧ𝑟, Ԧ𝑟′ = 𝐺 Ԧ𝑟′, Ԧ𝑟 .

Operação: 𝐺 Ԧ𝑟, Ԧ𝑟′ × 𝑒𝑞𝑢𝑎çã𝑜 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝜓 Ԧ𝑟 − 𝜓 Ԧ𝑟 × 𝑒𝑞𝑢𝑎çã𝑜 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝐺 Ԧ𝑟, Ԧ𝑟′

𝐺 Ԧ𝑟, Ԧ𝑟′ ∇2𝜓 Ԧ𝑟 − 𝜓 Ԧ𝑟 ∇2𝐺 Ԧ𝑟, Ԧ𝑟′ = 𝜓 Ԧ𝑟 𝛿 Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′ − 𝐺 Ԧ𝑟, Ԧ𝑟′ 𝑔 Ԧ𝑟

Integrando equação em um volume V

 𝐺∇2𝜓 − 𝜓∇2𝐺 𝑑𝑉 = 𝜓 Ԧ𝑟 𝛿 Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′ 𝑑𝑉 − 𝐺 Ԧ𝑟, Ԧ𝑟′ 𝑔 Ԧ𝑟 𝑑𝑉

Segunda Identidade de Green

න 𝐺∇2𝜓 − 𝜓∇2𝐺 𝑑𝑉 = න 𝐺
𝜕𝜓

𝜕𝑛
− 𝜓

𝜕𝐺

𝜕𝑛
𝑑𝐴



Superfície de integração 𝑆 → ∞, onde 𝐺; 𝜓 → 0; portanto

0 = න𝜓 Ԧ𝑟 𝛿 Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′ 𝑑𝑉 − න𝐺 Ԧ𝑟, Ԧ𝑟′ 𝑔 Ԧ𝑟 𝑑𝑉 = 𝜓 Ԧ𝑟′ −න𝐺 Ԧ𝑟, Ԧ𝑟′ 𝑔 Ԧ𝑟 𝑑𝑉

Ԧ𝑟 → Ԧ𝑟′; Ԧ𝑟′ → Ԧ𝑟 →

𝜓 Ԧ𝑟 = න𝐺 Ԧ𝑟, Ԧ𝑟′ 𝑔 Ԧ𝑟′ 𝑑𝑉′

Solução da equação para 𝐺 Ԧ𝑟, Ԧ𝑟′

∇2𝐺 Ԧ𝑟, Ԧ𝑟′ + 𝑘2𝐺 Ԧ𝑟, Ԧ𝑟′ = −δ Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′ ;

lim
Ԧ𝑟− Ԧ𝑟′ →∞

𝐺 Ԧ𝑟, Ԧ𝑟′ → 0

𝐺 Ԧ𝑟, Ԧ𝑟′ simétrico → só deve depender de 𝑅 ; 𝑅 = Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′

Solução em coordenadas esféricas 𝑅, 𝜃, 𝜑 → 𝐺 Ԧ𝑟, Ԧ𝑟′ = 𝐺 𝑅



∇2𝐺 = ∇ ∙ ∇𝐺 = Ƹ𝑒𝑅
𝜕

𝜕𝑅
+

Ƹ𝑒𝜃
𝑅

𝜕

𝜕𝜃
+

Ƹ𝑒𝜑

𝑅 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜑
∙ Ƹ𝑒𝑅

𝑑𝐺

𝑑𝑅

𝜕 Ƹ𝑒𝑅
𝜕𝜃

= Ƹ𝑒𝜃;
𝜕 Ƹ𝑒𝑅
𝜕𝜑

= sin 𝜃 Ƹ𝑒𝜑;
𝜕 Ƹ𝑒𝑅
𝜕𝑅

= 0

Aplicando as derivadas e produtos escalares

∇2𝐺 =
𝑑2𝐺

𝑑𝑅2
+
1

𝑅

𝑑𝐺

𝑑𝑅
+
1

𝑅

𝑑𝐺

𝑑𝑅
=
1

𝑅

𝑑2

𝑑𝑅2
𝑅𝐺

Equação para 𝐺 fica

1

𝑅

𝑑2 𝑅𝐺

𝑑𝑅2
+ 𝑘2𝐺 = −𝛿 𝑅

Pontos fora da origem

𝑑2 𝑅𝐺

𝑑𝑅2
= −𝑘2 𝑅𝐺 → 𝑅𝐺 = 𝐴𝑒±𝑖𝑘𝑅 → 𝐺 𝑅 =

𝐴

𝑅
𝑒±𝑖𝑘𝑅



Inclusão da origem → incluir corretamente derivadas em 𝑅 → 0

∇2𝐺 = ∇ ∙ ∇
𝐴

𝑅
𝑒±𝑖𝑘𝑅 =

𝐴

𝑅
∇2 𝑒±𝑖𝑘𝑅 + 2𝐴 ∇𝑒±𝑖𝑘𝑅 ∙ ∇

1

𝑅
+ 𝐴𝑒±𝑖𝑘𝑅∇2

1

𝑅

∇
1

𝑅
= −

Ƹ𝑒𝑅
𝑅2

; ∇ 𝑒±𝑖𝑘𝑅 = ±𝑖𝑘𝑒±𝑖𝑘𝑅 Ƹ𝑒𝑅; ∇
2 𝑒±𝑖𝑘𝑅 = ±

2𝑖𝑘

𝑅
𝑒±𝑖𝑘𝑅 − 𝑘2𝑒±𝑖𝑘𝑅

Substituindo na equação para 𝑅𝐺, quatro termos se cancelam, sobrando

𝐴𝑒±𝑖𝑘𝑅∇2
1

𝑅
= −𝛿 𝑅 → −𝐴𝑒±𝑖𝑘𝑅4𝜋𝛿 𝑅 = −𝛿 𝑅 → 𝐴 =

1

4𝜋

Função de Green para a Equação de Helmholtz

𝐺 𝑅 =
1

4𝜋

𝑒±𝑖𝑘𝑅

𝑅
→ 𝐺 Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′ =

𝑒±𝑖𝑘 Ԧ𝑟− Ԧ𝑟′

4𝜋 Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′



Solução da Equação de Helmholtz

∇2𝜓 + 𝑘2𝜓 = −𝑔 ⟹ 𝜓 Ԧ𝑟 =
1

4𝜋
න

𝑔 Ԧ𝑟′

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′
𝑒±𝑖𝑘 Ԧ𝑟− Ԧ𝑟′ 𝑑𝑉′

Caso particular: Equação de Poisson →  𝑘 = 0.

_________________________________________________________________________

Aplicação: Problema 6; Cap. 9; Panofsky and Phillips

∇ × 𝐸 = −
𝜕𝐵

𝜕𝑡
→ ∇ × ∇ × 𝐸 = −∇ ×

𝜕𝐵

𝜕𝑡
→ ∇ ∇ ∙ 𝐸 − ∇2𝐸 = −∇ ×

𝜕𝐵

𝜕𝑡

Campo de indução: ∇ ∙ 𝐸 = 0 → para cada componente cartesiana 𝑗 de 𝐸, temos

∇2𝐸𝑗 = − ∇ ×
𝜕𝐵

𝜕𝑡 𝑗
→ 𝐸 Ԧ𝑟 =

1

4𝜋
න

1

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′
∇ ×

𝜕𝐵

𝜕𝑡
𝑑𝑉′

Prosseguir a partir deste ponto usando a relação vetorial para ∇ × 𝑓 Ԧ𝑎


