
ESPECTROSCOPIA MOLECULAR I, QFL-5621 

EXERCÍCIO 4 

 

 Independentemente de considerarmos um modelo harmônico ou 

anarmônico para a vibração da molécula (exerc. 1–3), partimos do pressuposto 

de que é válido o conceito de curva de energia potencial para o movimento dos 

núcleos. A aproximação de Born-Oppenheimer, portanto, é essencial para o 

nosso curso, sendo a mesma o termo de ordem zero ao considerar o 

acoplamento elétron–núcleo via teoria de perturbação.  

 Nesse sentido, segue abaixo material de estudo do livro: João P. Braga, 

Fundamentos da Química Quântica, Ed. UFV, 2007. (Um texto alternativo é o 

livro: José D. M. Vianna, Adalberto Fazzio, Sylvio Canuto, Teoria Quântica de 

Moléculas e Sólidos, Ed. Livraria da Física, 2004, seções 4.1–4.3).  

 Os exercícios ao final do texto são os propostos no livro do Prof. Braga.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ftulo 22 Ca.P 

. -J\prox1mac;ao de Born e 
Oppenheimer 

Um sistema de mais de um nucleo e eletrons d 
, 0 eve ser consider d 

do de moleculas. resultado numerico da _ a o no estu razao das mass 1 , , d · d t 1 . . as e etronic uclear e e aproxima amen e 2000' md1cando . a e n uma mterpretarao~ d ·t · e que eletrons se movem mm o ma1s rapidamente do qu , os e os nucleos. Essa visao 
·mples pode nao ser verdade, e, portanto um estudo . . s1 ' ma1s ngoroso acerca 

do assunto deve ser desenvolvido. Entretanto O valor de -· ' ssa razao de massas 

Pode servir para a escolha da perturba<;ao no estudo de t • d eona e pertur-
ba~ao. Essa foi a abordagem adotada por Born e Oppenheimer. A teoria 
de perturba<;ao aplicada a moleculas e denominada aproxima<;ao de Born e 

Oppenheimer. 

0 hamiltoniano molecular 

A equa<;ao de Schrodinger, para um sistema molecular, pode ser assim 

representada: 
iiif;(x, X) = Eni/J(x, i) (22.1) 

A A • .... senta coletivamente 
em que H contem termos nucleares e eletromcos, x repre 

.... . t oordenada nuclear. 
a coordenada eletronica e X mostra colet1vamen e a c 
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Coordenadas relativas, considerando-se O centro de massa dos nucleo como 

referencia, seriio adotadas, mas e interessante mencionar que esse centro 
de massa nao corresponde ao do sistema de nucleos e eletrons. Quando a 

origem do sistema se refere ao conjunto de nucleos e eletrons, surge um 
termo adicional no hamiltoniano, ou seja, o de acoplamento cinetico, que 
sera desprezado numa primeira aproximac;ao. Para simplicar a discussao, 

moleculas diat6micas serao consideradas. 

0 hamiltoniano de um sistema molecular diat6mico sera: 

fI = _ h2
. 'y2 + Zij2 + ._,N (-£ 'y2 _ 4£_ _ + L, · . £.) (22 2) 

'HJ L..i=l 2m, i l~-i,I l~+i;I i<J r,j , 

em que M e a massa nuclear reduz-ida. As outras quantidades tern o mesmo 
significado anterior. Os termos na equac;ao (22.2) devem ser interpretados 
do seguinte modo: 

1. Energia cinetica relativa dos nucleos, - 2t 'iJ2. 

2. Repulsiio entre os nucleos, Zi;_2. 

3. Energia cinetica dos eletrons ._,N 1 _ .1::_ r12 
' L..i: 2me V ' , 

4. Atrac;ao dos eletrons com o nucleo do tipo 1 ._,N -~ 
' L..,:l IR -1 · 2-ri 

5. Atra~ao dos eletrons com O nucleo do tipo 2 LN - ~2e
2 

' •=1 l~+r,i' 

6. Repulsao entre os eletrons L· . £. •<J r,j, 

Usando a notac;ao de Borne Oppenheimer, define-se: 

= _.!r_'v2 
2M 

TE 
V(i,X) 

_ ._,N li2 2 
- L..i:1 -2m, 'v; 

- ·-1 -~-~+ e ZZ - LN ( Z e2 z 2 · 2 ) ,_ R . ·-12 -r,I l~+i'.I Li<1 r,i + R 

0 hamiltoniano total pode, portanto, ser assim escrito: 

(22.3) 

(22.4) 



I 

, pedro Bra~g_a __________________ ~l8~5 

tificando a perturbac;ao Jden 
e Oppenheimer sugeriram que o para.metro Born 

_ (me)l/4 "'- -M 

do como o para.metro perturbativo e escreveram: fosse usa 

' n,2 2 n,2 
TN= -2Mv = _"'4-v2 = "'4H' 

2me 

(22.5) 

(22.6) 

•ficaram a energia cinetica dos nucleos como sendo a perturba,-.iio no Identl , ., 
. a molecular. E muito importante enfatizar que a perturba,-.iio se refere s1stern ., 

erador energia cinetica dos nucleos. A raziio <las massas isto e 
0 ' ' 

·metro perturbativo, obviamente niio e a perturba,-.iio Q valor numerico para ., · 
desse para.metro garante a aplicabilidade de teoria de perturba<;iio. 

Na aproxima<;iio de Borne Oppenheimer, o hamiltoniano niio perturbado 
sera: 

(22.7) 

corn a perturba<;ao dada por (22.6). Deve-se perceber, pela equa<;iio (22.2) , 
que o unico termo do hamiltoniano que contem a massa nuclear e o primeiro. 

Qualquer outra defini<;ao de sistema nao perturbado e perturba<;ao se desvia 
do trabalho original e nao pode ser chamada de aproxima<;ao de Born e 
Oppenheimer. 

A serie perturbativa 

Dentro da teoria de perturba<;oes, o problema deve ser assim resolvido: 

a solu<;ao (22.1) deve ser procurada com o hamiltoniano nao perturbado, 
dado por (22. 7) , e a perturba<;ao, por (22.6). 
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P . t a 11a-0 perturbado, ter-se-a que resolver: ara o sis em 

(22.8) 
Esta solu~ao equivale a se tomar k = 0 no hamiltoniano total. Nessa con. 

di~ao, ve-se que_ 0 operador de energia cinetica dos nucleos ira desaparecer e 
os nucleos podem ser considerados fixos. Entretanto, a coordenada nuclear 
aparece 110 hamiltoniano nao perturbado pelo termo Portanto, mesmo 

quando fN e colocado igual a zero, a coordenada nuclear deve ser conside-
rada. o problema nao perturbado e, entao, resolvido para uma coordenada 

nuclear fixa e o sistema nao perturbado deve ser corretamente escri·to 
' 'ou seja: 

em que a nota~ao 1/Ji0l(x; .X) indica que a coordenada esta sendo tratada 
como um para.metro. 0 autovalor Ei0l(.X) depende da coordenada nuclear 

' pois calcula-se essa energia para valores fixos de R. 

(22.9) 

Os resultados da teoria de perturba~ao, equa~ao (14.16), quando apli-
cados a uma molecula diatomica, dentro ·do contexto da aproximac;ao de 
Born-Oppenheimer, sao assim representados: 

(22.10) 

Note que o para.metro perturbativo e bastante pequeno, o que, em princfpio, 
indica que a aproximac;ao de ordem zero pode proporcionar resultados 
adequados. 

A fun~ao de onda em (22.10) tern uma interpretac;ao simples, como en-
fatizado por Born e Oppenheimer. 0 primeiro termo dessa expansao, isto 



- ped.ro B..:..ra...::;g~a-------------------~ ~ 1~ 
ao de onda em ordem zero, v;(Ol(x· X) 

e a fun<; n ' , mostra que durante o movi-' clear os eletrons se movem coma , . 
rnento nu , se os nucleos est1vessem instanta-fixos Os eletrons acompanh . 
earnente · . am O movimento nuclear adiabatica-

P E um mov1mento adiabatico l' -
mente. m , os e etrons nao sofrem transic;oes de 

tado para outro, mas o estado eletronico e . 
urn es progress1vamente deforma-l deslocamento nuclear. Ao se considera , . 
do pe 

O 
H' ) (o) _ _ r O prox1mo termo da serie, 

•' )C,,.. ( Ji!:•> 1X1 ~E/01 
l~l ,p, ( x; X), ob,erva-se Que o movimento eletr6nico 

_ ais sera adiabat1co. 0 termo H[ sera respo , 
1 1 nao rn n nsave pe o acoplamento 

eletr6nico-nuclear. Uma vez que em teoria de perturbac;ao as func;oes de on-
do sistema nao perturbado servem de base para a fu - d d 

1 da nc;ao e on a tota , 
a aproxima<_;ao de Born-Oppenheimer e tambem denominada aproximac;ao 
adiabatica. 

Conseqiiencias da serie perturbativa 

A serie perturbativa, equac;ao (22.10), tem coma conseqliencia 
08 

seguin-
tes pontos importantes: 

1. O conceito de estrutura molecular s6 e:xistira em ordem zero, pois ja 

em primeira ordem ha correc;ao do movimento nuclear, distorcendo a 
geometria molecular previamente atribufda a molecula. 

2. A correc;ao em primeira ordem na energia nao acopla estados eletronicos 
diferentes. 

3. O acoplamento eletron-nucleo s6 ocorrera em segunda ordem. 

4. Nos casos em que Ei0l(.x) e muito maior que EI0l(X), a apro:ximac;ao 

em ordem zero e aceitavel. Note que os termos em segunda ordem 

depend em da dif erenc;a <lesses nf veis de energia, ocorrendo no denomi-

nador. Nessa situac;ao, o conceito de estrutura existe. Os desenhos de 

estruturas nos inumeros livros de qufmica, admitem, implicitamente, ' 
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E,~o)(X) >> E1(
0)(X). Portanto, a quimica ensinada na mai 

' or Parte 
do tempo e considerada de ordem zero. Isso faz com que essa ., . 

' c1enc1a 
se tome mais dificil e atrativa. 

5. Quando £(0l(.X) Ei0)(X), o acoplamento nuclear e importante . 
n , Pois 

as transii;oes eletr6nicas tornam-se eficientes. 

- £(O) (X .... ) ~ E(O) (X .... ) f -6. Na regiao em que n = t , a uni;ao de onda tera um 
maximo. 

Equac;oes acopladas na base adiabatica 

Como a funi;ao de onda em ordem zero forma uma base completa, pode-se 
representar a func;ao de onda total do sistema: 

1/;(x, X) = Ln Xn(X)1f;i0l(x; X) 
= Ln Xn1PiO) (22.11) 

e estudar o rnovimento dos nucleos acopladas ao rnovimento dos eletrons. 
Conforme sera demonstrado, a func;ao Xn(X) descrevera a func;ao de onda 
nuclear. Substituindo (22.11) em (22.1), tem-se: 

(TN+ if(O)) L Xn1P~O) =EL Xn1P~O) 
n n 

(22.12) 

e, simplificando, obtem-se: 

(22.13) 

0 termo que contem o laplaciano sera responsavel pelas transic;oes ele-
tr6nicas. Multiplicando-se a esquerda por ( 1j;~l)•, integrando nas coorde-
nadas eletr6nicas e usando a propriedade de ortogonalidade das func;oes nao 
perturbadas, reescreve-se \72 ~n Xn¢;,0) na forma: 

J(1j;~l)•v72Xn¢;,oldx = Xn J(1j;~l)•v72¢;,o)dx 

+2\7Xn· f(1j;~l)*\7¢;,0ldx + v72Xm 
(22.14) 

mccri
Nota
(?)



- Pedro .=.B_ra..:..g_a _____ _ 

Joa
0 

~--------_--.:!_:18~9 
pefinindo, 

Amn(~) :::: f( w~l )•vw~O)dx 
Bmn(X) :::: J(1j](O))•v2.,,(o)d 

m 'l-'11 X 
. ve-se (22.14) , ap6s um Pequeno rearranJ·o escre ' 

J(.1,(0))*'v2Xn1P~O)dx == v72Xm + 2A (X) \""1 B -
'/Im mn . V Xn + mn(X)xn 

·tuindo (22.16) em (22.13) , obtem-se· 5ubst1 . 

- - 2M 
v'2Xrri + L Amn·v'Xn + L BmnXn + 2(E - £{0)) v - 0 

n n 1i, m 11.m -

(22.15) 

(22.16) 

(22.17) 
a rn === 1, 2, ... , n. Essas equa~6es acopladas na base ad1·aba't· - t 

par 1ca sao exa as e conjuntamente eletrons e nude o d • 
descrevern os. estu o ngoroso das transi~6es 

, • do ponto de vista dinamico • 
eletron1cas Passa necessanamente pela solu~ao 

ConJ·unto de equa~6es diferenciais acopladas desse · 

Conceito de energia potencial 

d. - £(0) £(0) 
Nas con l~Oes em que n > > m , 0 acoplamento eletron nucleo sera 

desprezivel, e as equa~6es acopladas seriio assim descritas: 

V
2xm + 

2
; (E - E~\X))xm = 0 (22.18) 

indicando que E~) serve de energia potencial para o movimento nuclear. 

Normalmente, adota-se o simbolo Ep(R) para esse autovalor eletronico, mos-
trando que esta se referindo a uma energia potencial. Os nucleos, por exem-

plo numa rea~iio qufmica, movem-se, aproximadamente, numa superffcie de 
energia potencial dessa natureza. 



Exercícios 4 

 

1. Use a Eq. (22.8) para mostrar que a Eq. (22.13) é equivalente à Eq. (22.12). 

2. Use a igualdade válida para a derivada segunda do produto de funções u e v: 

                                           (𝑢𝑣)ᇱᇱ = (𝑢ᇱ𝑣 + 𝑢𝑣ᇱ)ᇱ =  𝑢ᇱᇱ𝑣 + 2𝑢ᇱ𝑣ᇱ + 𝑢𝑣ᇱᇱ ,  

    para mostrar que a Eq. (22.14) é verdadeira.  

3. Quando 𝐸௡
(଴)

≫ 𝐸௠
(଴), o acoplamento elétron–núcleo é desprezível e podemos 

aproximar ∇ଶ𝜒௡𝜓௡
(଴)

≈ 𝜓௡
(଴)

∇ଶ𝜒௡. Mostre que essa aproximação (ao multiplicar à 

esquerda pelo complexo conjugado e integrar) quando comparada com a Eq. (22.14) 

implica que os termos de acoplamento são zero e a Eq. (22.17) reduz-se à Eq. (22.18). 
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