REVISAO DE NUMEROS COMPLEXOS
Ettore A. de Barros

1. INTRODUCAO

1.1 DefinicOes
Um nimero complexo z pode ser definido pelo par ordenado (x,y) de nUmeros reais x e y,
z=(x,Y) 1)
O par (x,0) é identificado com o namero real x, e o par (0,1) ¢é identificado com a unidade imaginaria i.
Assim, 0 numero complexo

z=(x,y) é formado pelas partes real, Re(z) = x ,e imaginéria, Im(z)=y. Portanto, (0,y) € identificado
com um ndmero imaginario puro.

a) Igualdade.
Dois numeros complexos (X1,Y1), (X2,y2) s@o iguais, se e sO se
X1= X2 € Y1=VY2 @)
Em part icular, 0=(0,0) seesosex=0ey=0.
b) Adicao
2,42, = (X, Y) + (X, V) = (X, + X, Yy +Y,) 3

Em particular, (x,0)+ (0, y)=(X,y)=z. Logo, pode-se representar z por

Z=X+Yi (4)
c) Produto
2,2, = (Xp Y1)(Xza Y2) = (X1X2 —YiY2, Xy Yo £ X, yl) ®)

7z se escreve 72, 2°=zz°. De acordo com a definicao, tem-se (0,i)*=(-1,0). Ou seja,
i°=-1 (6)
Aplicando-se (4) em (5), tem-se
2,2, = (X, X, = Y, ¥,) + (X, ¥, + X, ¥, )i (7
d) Subtragéo
A diferenca entre z; e z, € dada pelo nimero z3 :
2, -2, =1, (8)

Ou seja, z3 & 0 numero que deve ser somado a z, para produzir z;. A partir de tal defini¢éo e de



(1), tem-se:

2, =2, = (X, = X))+ (Y, = ¥o)i )
e) Divisao
z
Z—l =z, se 2,z,=2, (z,#0) (10)
2

Ou, (X;,Y,)=(X3X,—VY,Y3, X, Y5+ X,Y,). Resolvendo-se as equacOes para as partes real e imaginaria,
tem-se:

2_1= X1X§ + ylzyz + ylxg — Xlzyz i (22 + 0) (11)
Z; X+ Y, X, + Y,

A divisdo por zero ndo é definida.

Propriedades

A partir das definigdes anteriores e da propriedade comutativa para nimeros reais, pode-se verificar a
propriedade comutativa para adi¢do e multiplicacéo:

2,+2,=2,+17, (12) 2,2, =1, (13)
Pode-se confirmar também a propriedade distributiva para a adi¢do e multiplicacao:
2, +(2,+2)=(z,+2,)+z, (14) z,(z,2;)=(2,2,)z,4 (15)
e também a lei distributiva da multiplicacdo em relagdo a adicéo:
2,(z,+2,)=12,2, + 7,2, (16)
2. Representacdo Geométrica

Pode-se associar o par (X,y) com a representacdo cartesiana, onde a parte real x é colocada nas abcissas e a
componente imaginaria y associa-se a componente no eixo das ordenadas. O plano definido por eixos x, y é
conhecido como “plano complexo” (Figura 1).
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Figura 1. Representacdo de um numero complexo no plano cartesiano.

No mesmo plano, pode-se associar também um vetor com as componentes (X31,y1) de um namero complexo
z; bem como um outro vetor (xp,y) representando o nimero complexo z,. A soma dos dois, z;+z,, é
representada pela soma vetorial desses dois vetores. A correspondéncia com a operagdo vetorial também
vale para a diferenca entre dois (Fig. 2). Porém, o mesmo nédo vale para o produto z;z,. O produto desses
dois complexos ndo guarda relagdo com os produtos vetorial ou escalar das respectivas representacdes
vetoriais dos mesmos no plano complexo (o resultado do produto z;z,, no entanto, pode ser interpretado no
plano complexo, conforme veremos na segéo 5).
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Figura 2. Representacdo de soma e subtracdo de numeros complexos no plano complexo.

3. Conjugados Complexos

O conjugado complexo de um ndmero z, de componentes (X,y), € representado pelo simbolo z, de
componentes (x,-y), ou seja,

Z=XxX-Yyi 17

O conjugado corresponde a reflexdo do nimero z em relagdo ao eixo x, ou seja, a representagdo do nimero
z é simétrica aquela do numero z em relacéo ao eixo x.

Uma propriedade facilmente confirmavel se refere a soma de 2 nimeros complexos. A mesma estabelece
que o conjugado da soma de dois complexos € igual a soma de seus respectivos conjugados, ou seja:

2,+2,=12,+1, (18)

Outras propriedades que podem ser verificadas pelo leitor séo apresentadas a seguir:

2,-2,=2,—-1, (19)

2,2,=12,7, (20)
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4. Valores Absolutos

(21)

NIIH I

O valor absoluto, ou modulo, de um nimero complexo z = x + yi é definido por

2 =[x+ yi| = yx* + y? 22)

A interpretacdo geométrica do valor absoluto ¢é a distancia de z até a origem no plano complexo. Pode-se
verificar também que |zl - 22| é a distancia entre as representacdes de z; e z, no plano complexo:

12, =2, = (X, = X3 )+ (Y2 = ¥2)i| = (X, = X,)2 + (¥, = ¥,)° (23)

Utilizando o conceito de conjugado, pode-se também definir o valor absoluto:
2| = \/Z (24)
5. Forma Polar

Sabemos que um ponto no plano cartesiano (fig. 3) também pode ser definido por suas coordenadas polares:



X =rcosé (25) y =rsené@ (26)
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Figura 3. Representagéo Polar.
A utilizacdo das mesmas para construir a forma polar de representacdo de um nimero complexo fica:

z =r(cosé+ isend) (27)
, onde
r=|z]
Portanto, r € 0 médulo do nimero complexo. O parametro © € chamado de argumento de z e é medido no
sentido anti-horario, a partir do semi-eixo positivo das abcissas.

As formas polares de um nimero complexo z e de seu conjugado sdo ilustradas na figura 3. O argumento de

z depende dos valores de suas componentes real e imagindria bem como do quadrante onde sua
representacdo no plano complexo se encontra:

0=tg‘l%=tg‘l[rsen0] (28)

r cosé

Pode-se ter multiplos valores de © defasados de multiplos de 21 que servem a representa¢do polar de um
mesmo numero z. Se z tem valor absoluto diferente de zero, existe um Unico valor de ©, em radianos, no
intervalo 8, < @ < 8, + 2z para a representacédo polar, onde 6,é um numero qualquer. Se z =0, entdo, r =0

e O é arbitrario.

O produto de dois numeros complexos pode ser interpretado a luz da forma polar. Sejam z; e z, dois
complexos representados por:

z, =r,(cosé, +isend,) e z, =r,(cosé, +send,)

Pode-se verificar, facilmente, que o produto de ambos pode ser escrito conforme a expressao abaixo:

2,2, =r,r,[cos(8, + 8,)+isen(6, + 6,)] (29)

Portanto, 0 novo nimero complexo, z3, resultante do produto de z; e z, possui médulo igual ao produto dos
modulos destes nimeros, e argumento igual a soma dos argumentos dos mesmos. Geometricamente, pode-se
representar o efeito dessa operacéo conforme a figura 4 (a).
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Figura 4. Representacédo polar do produto de 2 nimeros complexos. (a) representacdo de 2 numeros z; e Z, €
seu produto; (b) Rotagdo da representacdo polar do nimero complexo com modulo Zg , ou seja,
Z=Z0(cosgp +isenp) ap0Os sua multiplica¢do pelo complexo “cosO+isenO”.

Um caso particular, de interesse, seria o produto em que um dos complexos tem modulo unitario. Neste caso
o resultado pode ser interpretado meramente como uma rotacdo de sua representacdo polar conforme ilustra

a figura 4 (b).
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