FUNCOES DE UMA VARIAVEL COMPLEXA
Ettore A. de Barros
1. INTRODUCAO

Seja s um numero complexo qualquer pertencente a um conjunto S de nimeros complexos. Dizemos que s
é uma varidvel complexa. Se, para cada valor de s, o valor de outro nimero complexo w é determinado,
entdo w é uma funcdo de variavel complexa s no conjunto S:

w = F(s) (1)
O conjunto S é chamado de dominio de F.
A funcdo F(s) pode ser expressa pela soma das suas componentes real e imaginaria:

F(s)=F, +iF, (2)

Sendo F(s) um nimero complexo, obedece as mesmas definicdes e propriedades estabelecidas no capitulo
anterior. Em particular:

e Valor absoluto de F(s): |[F(s)|=/F7 + F;

-1 Fy
e Argumento de F(s): tg E

X

No que segue, utilizaremos uma definicdo da varidvel complexa, mais afeita aos desenvolvimentos
relativos a teoria de sistemas dinamicos e sistemas de controle:

s=o+iw (3)
,onde o é a parte real e i@ a parte imaginaria da variavel complexa.
2. EXEMPLOS DE FUNCOES DE VARIAVEL COMPLEXA
2.1 FUNCOES POLINOMIAIS E RACIONAIS

Exemplos:

F(s)=s>+2s-3
1
s?+1

F(s) =

2.2 Fungdo Exponencial
Definimos a fun¢do exponencial em termos de funcdes reais, como segue:

e’ =e?(coswm + isenw) (4)



Como casos particulares, tem-se e® =e° que é a funcdo exponencial real, no caso em que @ =0,
e

e'” =Cosw+ isen® (5)
,para o=0.

Tal resultado seria obtido na expressdo da série de Maclaurin para e', quando t é substituido por
iw:
© 2n+1 2n+1 ) 2n 2n+1

i

« (i0)" &0 & 0" &,
2t (2n)! Z 2n+1)! =2, )t Z;( Vonsy ©

=0 n=0

O valor do limite da primeira somatéria é COS@, enquanto que o limite aplicado a segunda

somatoria resulta em sen@. Que a série original (extremo esquerdo de (6)) converge para e!

t

analogamente ao caso real de e, é demonstrado em [1].

3. LIMITE E DERIVADA

Vizinhanga:

Uma vizinhancga de um ponto z, é o conjunto de todos os pontos para os quais:

s—so| <& 7
, onde & é alguma constante positiva. Portanto, uma vizinhanga consiste em todos os pontos de
um disco, ou regido circular, no plano complexo, inclusive o centro zy, mas, sem incluir o circulo de
contorno.

Limite:

Seja F uma funcdo definida em todos os pontos de uma vizinhanca de um ponto sy, exceto,
eventualmente, o préprio ponto s,. Dizemos que o limite de F, quando s tende a s5, € um numero
Wy, quando o valor de F é arbitrariamente préximo de wy para todos os pontos s de uma vizinhanga
de sg, exceto, eventualmente, s= sy, quando essa vizinhanga se torna suficientemente pequena. De

forma mais precisa,

limF(s)=w, 8)
S

se, para cada numero positivo £ existe um nimero positivo § tal que:
|F(S)— W0| <& sempre que |S— SO| <0 (s#5S,)

Teorema 1



Sejam
F(s)=u(o,o)+iv(o,®), Ss=oc+iw e s,=0,+i®, (9)
Entdo

Existe o limite de F(s ) em sp e éigual au, +iv,, limF(s)=u, +iv,, se e somente se os
S—S,

limites de u e v existem em o, e @, e sdo iguais a U, e V,, respectivamente.

Teorema 2

Sejam, F e G fungdes cujos limites existam em s :

limF(s) =w, e limG(s) =W, (10)
S—S S—3S
Entdo
Jim [F () +G(s)] = W, +W, (12)
Jim [F(9)G(s)] = woW, (12)

e, se Wy 0, entdo:

F(s) _ Wo

lim = (13)
S5 G(s) W,

Continuidade:

Uma funcdo F é continua num ponto s, se, e somente se, todas as trés condi¢cdes abaixo sdo
satisfeitas:

F(s,) existe.

lim F(s) existe
5SS,

Jim F(s)= F(s,) (14

Derivada:

Seja s um ponto arbitrario de uma vizinhanca de um ponto fixo s,. Tal vizinhanca esta contida no
dominio de definigdo de uma certa fungdo F. Seja As=s—s, uma varidvel complexa. A derivada f’,

ou df/ds em sy é definida pela formula:

f(s,+As)— f(s,)
As

, se o limite existe. (15)

F(s) = Jim,

Note que, se o limite acima existe, a funcao F é continua em sy, pois:



f(s, +As)— f(s .
(S )= T(S) lim As=0 (16)
As As—>0
Assim, F é necessariamente continua em todo ponto onde sua derivada existe. Porém, a inversa

lim [f As)— f = i
A;go[ (So +As)— T(s,)] Alm

nao vale: a continuidade de uma fung¢dao num ponto nao implica em sua derivabilidade no mesmo
ponto.

Férmulas de Derivacdo:

d(cte) _ 0 d(s) _ 1 (17)
ds ds
d(cteF) dF
= (cte).— 18
as (cte) o (18)
d(F+6G) _drF  dG (29)
ds ds ds
d(F'G)=G.d—F +F.d—G (20)
ds ds ds
d(F/G)ZGF —::G (21)
ds [G]
des )=n.sn'1 (22)
ds
Relacbes de Cauchy-Rieman
Suponha que uma fungdo tenha derivada em S, = o, + i@ . Sejam:
F(s)=u(o,w)+iv(c,®)
AF (s)=F(s, +As)—F(s,)
Au=u(o, +Ac,0,+ Aw)—u(c,,»,)
Av=v(o, +Ac,0,+Aw)-V(o,,®,)
F'(s)=a+ib
Pela definicao da derivada, temos:
Fr(s)= lim (DUTAYY o bib 23)

AS—0 Ac + iAw

Pelo Teorema 1 da secao de limites, temos:



Au+idv l Au+idv

Iim Re(————— )=a im Im(———)=b (24)
Aoc—0 Ao +idw Aoc—0 Ao+ idw
Aw—0 Aw—0

Em particular, no caso do caminho AS = Ao, os limites acima se reduzem a limites de fun¢des de uma
sé variavel, ou seja, Ao . Neste caso, tem-se:

u(o, +Aoc,@,)—u(o,,®,) V(io,+Aoc,m,)-V(o,,®,)

lim =a lim Im =b (25
AO'—)O( Ao ) Aoc—0 ( Ao ) (25)
Ou seja,

AFE) _ i [(AY A ) iy Mg e Yoy (26)
ds Ao\ Ao Ao oo oo
No caso do caminho AS = IA®, tere,mos:
IEE) _ i (=i B4 A ) Jipra Mo p e g (27)
ds Ao-o Ao Ao o ow
Como esses dois limites sdo iguais, temos:
u_ov ﬂ = —@ (28) Estas sdo as relacdes de Cauchy-Rieman

90 ow © oo dw

Obedecer as relacées de Cauchy-Rieman é condicdo necessaria e suficiente para a existéncia da

derivada de uma fung¢do em determinado ponto:
Teorema 1:

Se a derivada F'(s) de uma fungio F(s)=u(o,)+iv(o,@) existe num ponto 'sp”, entdo as
derivadas parciais de primeira ordem, em relagdo a o e @ , de cada uma das partes u e v existem
neste ponto e satisfazem as relagdes de Cauchy-Rieman. Além disso, F'(s) é dada em termos

dessas derivadas parciais de acordo com:

drF(s) _ou .ov _ov .ou (29)
ds 0o 0o Ow Ow

Teorema 2:

Sejam u e v fungles reais e univalentes das varidaveis ¢ e @ as quais, juntamente com suas
derivadas parciais primeiras, sdo continuas num ponto “sy”. Se essas derivadas satisfazem as
relagdes de Cauchy-Rieman neste ponto, entdo F’(S,) da fungdo F(s) = u(o, @)+ iv(o, w) existe,

sendo S, =0, +l®,.



4. FUNCOES ANALITICAS

Uma fungdo F de varidavel complexa s se diz analitica num ponto sp, se sua derivada F'(s) existe

ndo sé em sy, como também em todo ponto s da vizinhanca de so . F é analitica num dominio do
plano complexo se ela é analitica em todo ponto desse dominio.

Se uma funcdo é analitica em algum ponto de cada vizinhanca de um ponto s, exceto no préprio
ponto sy, entdo o mesmo é chamado ponto sinqular, ou singularidade da fun¢do. Um ponto

singular que resulta em F e suas derivadas tendendo a infinito é chamado de polo da fungdo. Por
exemplo, para

1
s?+1

F(s)= (30)
Os pontos s =i e s = -i sdo polos de F(s). Veremos que os polos possuem um papel importantissimo
na analise e projeto de sistemas dindmicos.

Desde que as hipdteses dos 2 teoremas da secdo de derivadas sejam observadas num dominio D os
seus resultados sdo suficientes para garantir que uma funcdo F seja analitica nesse mesmo
dominio.

Dadas duas funcdes analiticas F e G em um dominio D, sua soma é analitica em D, seu produto é
analitico e D seu quociente é analitico no mesmo dominio desde que a funcdo do denominador nao
se anule em D. Em particular, o quociente P/Q de dois polinémios é analitico em qualquer dominio
no qual Q(s)# 0.
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