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Capitulo Cineo

{lonerniarios:

1. Atécnica experimental anterior, que € amplamente usada para
medira condutividade térmica de dispositivos em microcscala
e malteriais nanoestruturados. € chamada de métode 3 w {7).
2. Como esta téenica estd baseada na medida de uma tempera-
tura que fTutua ao redor de um valer médio que € aproxima-
damente o mesmo da temperatura da vizinhanga, o valor me-
dido de % é relativamente ndo influenciado por perdas por
transteréncia de calor radiante na parte superior da lamina
metalica. Damesma forma. a téenica ndio € influenciada por
resisténcias térmicas de contato que podem existir na inter-

face entre a ldmina sensora e 0 material sob ela, pois esses
efeitos se anulam quando mediduas sio (citas cm duas fre-
qiiéncias de excitagio diferentes |7].

3. O calor especifico e a densidade néio dependem fortemente
da nancestrutura da maioria dos sdlidos e as propriedades
do material convencional podem ser usadas.

4, A espessura de penetragio térmica € menor do que a espes-
sura da amostra, Conseqilentemente. o tratamento da amos-
tra como um sdlido semi-infinito € uma abordagem valida,
Amostras mais tinas poderiam ser utilizadas desde que maic-
res fregli€ncias de aquecimento fossem empregadas.

.00
Métodos de Diferencas Finitas

Solugdes anatiticas para problemas transientes estdo restritas a
geomeltrias ¢ condigdes de contorno simples, tais como os casos
unidimensionais analisados nas se¢hes anteriores. Para algumas
geometrias bi e tridimensionais simples, soluges analiticas ain-
da sio possiveis. Contudo, em muitos casos, a geometria e/ou as
condigdes de contorno descartam totalmente a possibilidade do
uso de téenicas analiticas, tornando necessiria a utilizagio de mé-
todos de diferengas finftas (ou elemenios finftos). Tals métodos,
apresentados na Seciio 4.4 para condictes de regime estaciondrio,
sfio [acilmente estendidos para problemas transtentes. Nesta secao,
analisamos formas expficitas c implicitas de solugtes por diteren-
gas finitas para prablemas de conduglo ransiente,

Sofugées analiticas para algumas geometrias simples bl ¢
tridimensionais sdo encortradas na Se¢édio 55.2.

3. 001 Diseretizacio da Equacio de Calor:
O Vétodo Expliciio

Novamente considere o sistema bidimensional da Figura 4.4, Sob
condigdes transicnies com propriedades constantes e na ausén-
cia de geragao interna, a forma aproprisda da equagio do calor,
Equacio 2.19, é
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Yaor oty 4t (5.72)
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Para obter a forma de diferengas tinitas dessa equagiio, podemos
usar as aproximagdes por diferenga censral para as derivadas es-
paciais representadas pelas Eguagdes 4.27 e 4,28, Mais uma vez,
03 indices subscritos m e n podem ser usados para designar as
posigoes dos pomtos nodais discretos em relagllo wos eixos x e y.
Entretanto, além de ser discretizado no espago, o problema tam-
bém deve ser discretizado no tempo, O inteiro p € introduzido
COm esse proposito, onde

o pAf (575
e a aproximagio de diferenga [inita para a derivada em relacio
a0 tempo na Bquagao 5.72 é representada por

(5.74)

!}( iHl. fl

O indice sobrescrito p ¢ usado para indicar a dependéncia tem-
poral da temperatura T ¢ a derivada em relagio ao tempo € ex-

pressa em termos da diferenga entre as temperaturas associadas
ans instantes de tempo nove (p + 1) e anterior (p). Assim, o5
cdlculos devemn ser efetuados em instantes de tempo sucessivos
separados por um intervalo de lempo At Da mesma forma quea
solugio por diferencas finitas no espaco se limita & determina-
¢io da temperatura em pontos discretos, ela também restringe a
determinagfio da temperatura a pontos discretos no tempo.

Se a Equagiic 5.74 for substiteida na Equacdo 5.72, a nature-
za da solucio por diferencas finitas dependerd do instante de tem-
po especifico no qual as temperaturas estio senclo determinadas
nas aproximacdes por diferencas finitas para as derivadas espz-
ciais. Na solugdo pelo métado explicito, essas temperaturas sio
avaliadas no instante de tempo waterior (p). Assim. a Equagio
5.74 ¢ considerada uma aproximacdo por diferenca adiantada
para a derivada em relagdo a0 tempo. Determinando os termas
do lado direito das Equagdes 4.27 ¢ 4.28 cm p e substituindo na
Equac@o 5.72, a forma explicita da cquucio de diferencas finitas
para o né interior sz é
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Explicitando a temperatura nodal no novoe instante de tempo
(p + 1) e considerando que Ay = Ay, tem-se que
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(5.76)
onde Fo ¢ uma fonma em diferencas finitas do ndmero de Fourier
Fo - 421 (5.79)
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Essa abordagem pode scr facilmente estendida para sistemas uni
ou tridimensionais. Se o sistema for unidimensional em x, a for-
ma explicita da equagio de diferengas finitas para um nd interi-
or m se reduz a

PO = FolTP + T2 )+ (L 2FoT? (579
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As Byuagdes 3.76 £ 5.78 sfio expliciias porque as temperaturas
nodais desconhecidas para ¢ novo instante de tempo sio determi-
nadas exclusivamente por temperaturas nodais confiecicdas no ins-
tante de tempo anterior. Dessa [orma. o cilculo das temperaturas




i desconhecidas € direto. Uma vez que a temperatura em cada um
b dos nds interiores ¢ conhecida em ¢ = O (p = 0) em fungio das
L' condigdes iniciais estipuladas. os célculos comegam em £ = At
E (p = 1). onde as Equagdies 5.76 ou 3.78 siio utilizadas em cada nd
b interior para delerminar a sua temperatura. Com as temperaturas
L conhecidas em ¢ = Az, a equagio de diferengas finitas apropriada
E ¢, enifio. utilizada em cada nd para determinar 4 sua temperatura
__ em ¢ = 2A¢ (p = 2). Dessa forma, a distribuigio de temperaturas
¥ transiente é obtida avangando no tempo em intervalos de Ar,
¥ A precisio da solugo por diferengas finitas pode ser melho-
b rada pela diminuigio dos valores de Ax ¢ Ar. Obviamente. o
" nimero de pontes nodais interiores 4 serem consideracos aumenta
i medida que Ax diminui e o ndmero de intervalos de tempo
necessérios para desenvolver a seluciio até uin dado instante de
tempo final aumenta com & diminuigao de Az, Assim. 0 tempo de
computaciio aumenta com a diminuigdo de Ave Az A escolha de
At é ipicamente baseada NO COMPFOMISSO entre a precisdo € as
exigéncias computacionais. Entretanto, uma vez feita essa selegiio,
ovaler de Ar ndio pode ser escolhido independentemente. Ao con-
iririo, ¢ valor de Ar € determinado por exigéneias de estabilidade.
Uma caracteristica indesejada do método explicito € que ele
o € incondicionalmente esrdvel. Em um problema transiente,
asolugio para as temperaturas nodais deve, com o avango do
tempo. se aproximar continuamente de valores finais (do regi-
me estaciondrio). No entanto, com o método explicito, £ssa so-
Tugio pode ser caracterizada por oscilagdes induzidas numerica-
mente, que s3o fisicamente impossiveis. As oscilagoes podem se
tmar instdveis, fazendo com que a solugdo divirja das condi-
goes reais do regime estaciondrio. Para evitar esses resultados
emrados, o valor especificado para Ar deve ser mantido abaixo
de um certo limite, que depende de Ax e de ouiros pardmetros
do sistema. Essa dependéncia ¢ chamada de critério de estabili-
dade, que pode ser obtido matematicamente ou demonstrado a
parlir de um argumento termodindmico {ver o Problema 5.92).
Para os problcmas de interesse neste texto, o critério € determi-
nado pela exigéncia de.que o coeficiente associade ao nd de
inferesse no instante anferior seja maior o igual @ zero. Em
geral. isso é feito agrupando-se lodos os termos que envolven
T para obter a forma do coeficiente. Esse resuliado é entdo usa-
dona obtengio de uma relagio limite envolvendo Fo.com o qual
o valor mdximo permissivel pefa A7 pode ser determinado. Por
exemnplo, com as Equagdes 5.76 e 5.78 ja escritas na forma de-
sejada. segue-se que o critério de estabilidade para um nd interi-
or unidimensional € dado por (1 — 2Fe) =0, 0u

Fo=) (5.79)
¢ para um nd bidimensional, cle € (1 — 4Fo) = 0, ou
1
Fo= 5
0=y (5.80

Para valores cstabelecidos de Ax e . esses critérios podem ser
usados para determinar limites superiores para o valor de Ar.
As Equagdes 5.76 ¢ 5.78 podem. também, ser deduzidas pela
aplicagio do método do balango de encrgia da Seciio 4.4.3 em
umn volume de controle ao redor doné interior. Levando em con-
sideragiio mudangas na encrgia térmica acumulada, uma forma
geral da cquagio do balango de energia pode ser representada por
t I, k
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Condugao Transiente

Com 0 objetivo de adotar uma metodclogia consistente, Mmais uma
vez considera-se que todos os fluxos de calor estejamn direcio-
nados para o inierior do né.

Para ilustrar a utilizacdio da Equaggo 5.81, considere o nd na
superficie do sistema unidimensional mostrado na Figura 5.12.
Para determinar com maior precisio as condigdes térmicas pré-
ximas 2 superficie, foi atribuida a csse n0 uma espessura que
equivale 3 metade da cspessura dos nds interiores. Consideran-
do transferéncia de calor por convecgiio de um fluido adjacente
¢ geragdo nula, tem-se da Equacio 5.81 que

N 7 \ axtpt - 18
AT TR A ST =T peA 2——-’- e ’
ou, explicitando a temperatura na superficie em £ + Af
ppel _ ZRAL o 2o Af |
gt = pehx > TTOT K"J__E---(T{* T 1]

Reconhecendo que (2AAH(pedx)) = 2 hA kY aht Ay = 2 Bi
Fo e agrupando 08 termos envolvendo T4, segue-sc que

TR~V = 2Fo(1 + Bi 1)+ (1 — 2F0 - 2Bi Fo)T'y (5.82)
A forma em diferencas finitas do nimero de Biot €
Bi= h—f‘,?'*‘ (5.83)

Relembrando o procedimento para determinar o critério de es-
tabilidade, exigimos que o cocficiente de T seja maior ou igual
a zero. Desta forma.

1-2Fp -2BiFo=0

ou

P—

Foll t Bh=5 (5.84)
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Como a solugiio completa por diferengas finitas requer o uso da
Equagio 5.78 para os nds interiores. bem comae o da Equacao 5.82
para o né na superficie, a Equagio 5.84 deve scr comparada i
Equacio 5.79 para determinar qual exigdneia ¢ mais restritiva.
Como Bi = 0. fica cvidente que o valor limite para Fo estabeleci-
do pela Equagdo 5.84 € menor do que o paraa Equagio 5.79. Por-
tanto, para assegurar estabilidade em todos 0s nds, a Equagio 584
deve ser usada para selecionar o valor maximo permissivel para
Fo. e. conseqiientemente, para Az, a ser utilizado nos cdlculos.
Formas da equagio de diferengas finitas explicitas para Viri-
as geometrias usuais s@o apreseniadas na Tabela 5.3(a}. Cada
equagio pode ser deduzida pela aplicagio do método do balan-
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Fragty 5,012 No na superficie con convecglo e condugio ransients
umidimensional.




