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AULA 2 — FUNGCAO COMPOSTA, FUNCAO INVERSA

Sejam X , Y , Z e W conjuntos,esejam [f:X=2>Y e g:Z->W duasfungdes tais
que YcZ .Entdoafun¢docomposta geof:X->W é definida por

(gof)(x)=g(f(x)) ,paratodo x€X .

f
Note: X—>YCZE>W

E preciso exigir que YCZ para que a operacdo de composicdo seja viavel, isto &, para poder
calcular g em f(x), o valor f(x) precisa pertencer ao dominio de g.

Exemplo 1

1.1) Sejam: f:R->R dadapor f(x)=3x+2 ¢ g:R->R dadapor g(x)=x—1 .
Nesse caso podemos fazer as duas compostas:
feg:R>R édadapor (fog)(x)=f(g(x))=f(x—1)=3(x—1)+2=3x—3+2=3x—1 .

gof:R>R édadapor (gof)(x)=g(f(x))=g(3x+2)=3x+2-1=3x+1 .

Atencdo! Note que, em geral, (fog)(x)#(gef)(x) .

1.2) Sejam f(x):% e g(x)=— .

Note que: f:R\{0]>R\{0] e g:R\{0}]>R\{0] .0bs. R\{0}={x€R:x#0]



Nesse caso também podemos fazer as duas compostas:

fog:R\(0]2R\[0] édadapor (fog)(x)=f(g(x)=f(-L)=—L =2

- Faga vocé a outra composta: gof:IR\{0}>R\{0}

1.3) Sejam f(x):i e g(x)=Vx .

Temos que f:{x€R:x#1}>{xER:x#0| eque ¢:[x€R:x>0]>{x€R:x>0}
-> Corrigido!

Nesse caso, nenhuma das compostas fog e gof estd bem definida. Isso ocorre pelo fato de
que [x€R:x#0}Z{x€ER:x>0} e [x€R:x>0]z{x€R:x#1}

Para pensar...

Vocé consegue dar exemplos de funcdes f(x) e g(x) taisque f(g(x))=g(f(x)) ?

Sejam X e Y doisconjuntos,eseja f:X =Y uma funcdo bijetora. Entdo existe uma
funcao f*1 1Y > X com aseguinte propriedade:

(fef')(y)=y ,paratodo y€Y
e

(f"of)(x)=x ,paratodo x€X

. ~ -1 s ~ . ~ ~ s
Nesse caso, dizemos que a fungdo [ é afungdoinversade [ ,ouentdoqueafuncdo f €
inversivel/invertivel.

Nem toda fungdo [ admite uma inversa, ou equivalentemente, nem toda fungdo [ ¢é
invertivel. Para que uma funcdo seja invertivel, ela precisa ser bijetora, como esta destacado na
definicdo acima.

Basicamente, uma fungdo [ é uma regra que associa cada elemento de um conjunto X aum
elemento do conjunto Y . Afuncdo inversa, quando existir, ira fazer o caminho de volta, ou o
caminho inverso, isto &, vai devolver cada elemento de Y ao conjunto original X , através da




funcdo f .

Existe uma demonstracdo que garante que uma fungdo [ é invertivel, se, e somentese, f é
bijetora. Mas vou optar por nao fazé-la, apesar de nao ser dificil. Para quem tiver interesse, veja
os exercicios 2, 3 e 4 da pdgina 51 do livro A Matematica do Ensino Médio, Volume 1.

Exemplo 2

2.1) Vamos retomar algumas funcdes ja estudadas.
f:R->R dadapor f(x)=x" ,paratodo x€R
Se Y={x€R:x>0]}

g:R=Y dadapor g(x)=x" ,paratodo x€R
h:Y=Y dadapor h(x)=x ,paratodo x€Y

Ja vimos, na Aula 1 da Semana de 16/03, que das fun¢des acima, somente a funcdo h é bijetora.
Assim, somente ela possuird inversa, e sua inversa é a funcdo raiz quadrada:

h':Y->Y édadapor h'(y)=Vy ,paratodo y€Y

2.2)Seja f:R\{0}>R\{0] dada por f(x):% .Temos que f é invertivel, pois é bijetora.

De fato, f éinjetora, ja que se %=xi entdo x=x' . f é sobrejetora pois, dado

y€R\O , tomando x=§ , segue que f(x)Zf(%)Z%zy . Note que quando provamos
y

que f ésobrejetora, a expressiode f~' jaapareceu. De fato, fil(y)z

yE€R\0

, para todo

< |-

Nos exemplos acima, optei por escrever a fungdo inversa em termos de y , mas isso é apenas

. . -1 1
uma escolha. Também esté correto escrever, por exemplo em 2.2, que f '(x)==
X

Importante!

- Seumafungdo [f:X->Y ébijetora, entdooconjunto X éodominiode [ ,eo




conjunto Y éaimagemde [ .Nessecaso,ainversade [ existe: f*l:Y->X , e
conjunto Y éodominiode f' ,eoconjunto X éaimagemde ' .

- O simbolo para a funcdo inversaé f~' . No entanto, ele ndo deve ser confundido com o
inverso multiplicativo de f . Note no Exemplo 2.1 acima. A inversa da fung¢do h(x):x2 éa

funcdo h '(x)=Vx en3o afungio %

Exercicio Resolvido 3

1
x—1

3.1) Considere a fungdo f (x)=

(a) Determine o dominio, o contradominio e aimagemde f .

(b) f éinjetora? [ ésobrejetora?

(c) Determine, caso exista, ainversade [ .

Solugao:

(a) Os elementos que estdo no dominiode f sdotodosos x€R taisque x—1#0 .Entdoo
dominiode [ éoconjunto {xER:x#1] .O contradominiode [ ¢é o conjuntodos

numeros reais. Ja a imagem, em geral, € um conjunto mais restrito. A imagem é o conjunto dos
pontos que sdo exatamente da forma f(x) ,paratodo x pertencente ao dominiode f .

. Entdo vamos

. . ~ . 1
Pode ser que exista algum numero real que nao possa ser escrito da forma 1
X_
. . ~ 1 N 1 .
analisar os numeros que sdo dessa forma. Se y:—1 ( x#1 )entdo x—1=— eassim
X— y

1 ~ . . .
x=1+— . Note que nessa expressdo y#0 .Portantoaimagemde [ ¢é o conjunto

[x€R:x#0} . Note que, no caso dessa funcdo, a imagem é diferente do contradominio.

(b) Vamos entdo considerar f:{x€R:x#1}2{x€R:x#0| .Dessaforma, [ & bijetora.

. 1 ~ ' '
- [ éinjetora: se 1= 1 entdo x—1=x'—1 eportanto x=x
x—1 x'—

> f ésobrejetora:dado y€{x€R:x#0] (imagemde [ ), setomarmos x:1+l ,

y
entdo temos que X pertence ao dominiode f (porqué?)e f(x)=y

(c) Como no item (b) provamos que [ ¢é bijetora (injetora e sobrejetora), entdo f possui
inversa. E a expressdo da inversada [ ja foifeita quando provamos que f é sobrejetora. De



fato, fl(y)=1+§ ,paratodo y€{x€R:x#0]

. ~ 2

3.2) Considere a fungdo g(x):¢x +1
(a) Determine o dominio, o contradominio e aimagemde g
(b) g é injetora? g é sobrejetora?
(c) Determine, caso exista, a inversade g
Solugao:
(a) Afungdo g envolve uma raiz quadrada, entdo precisamos garantir que a expressao dentro da
raiz seja positiva. Mas nesse caso, a expressdo x°+1 é sempre maiorouiguala 1 ,entdoa
funcdo g pode ser calculada em qualquer nimero real. Logo o dominiode g é o conjunto

IR . O contradominio também é o conjunto IR . O contradominio é qualquer conjunto no qual

osvaloresde g(x) pertencem.

Para determinar aimagemde g , precisamos entender quais sdo, exatamente, os nUmeros reais

da forma \/x2+1 ,para x€IR . Observe que:

X205 x°+120+1=12x’+1>V1=1

Logo se y=\/x2+1 entdio y>1 .Entdoaimagemde ¢ éoconjunto {y€R:y>1} ,ou
ainda, aimagemde g éointervalo [1,+oo[.

(b) Vamos considerar g:IR —[1,+o<[. Temos que g nao é injetora, pelo fator x> que
aparece em sua express3o. Basta notar que —1#1 mas g(—1)=g(1)=v2 .Quando
colocamos aimagem de g em sua definigdo, ela é (automaticamente) sobrejetora. De fato, se

y pertenceaimagemde g ,entdo y=1 e y édaforma \/x2+1 , paraalgum x€R
. Dai

y=/x+1=y =X +1sx’ =y —1=x==1y*—1 .

Portanto se tomarmos qualquer x€IR daforma \/yz—l ou —\/yZ—l , teremos que
y=g(x)

Provamos que um valorde y naimagemde g pode serobtido por dois valoresde x .lIsso
se da justamente pelo fato observado acima, no qual vimos que g nao é injetora.

(c) Como g ndo éinjetora, ela ndo pode ser bijetora, logo g ndo admite inversa.



Observagoes sobre o exercicio 3.2

-» Caso tivéssemos escrito  g:IR=>IR , ndo estaria errado. Mas nesse caso, nem sobrejetora
g serial Pois qualquer numeroreal y<1 ndo pode ser escrito da forma g(x) !

-» Se escrevermos g:[0+oo[-> [1,+°o[ (restringindo o dominio de g para os nimeros reais
positivos e colocando o contradominio igual aimagem de g ), entdo nessecaso g é injetora
e sobrejetora. Pois agora, se x,x' sdo dois niumeros reais positivos entao

VX H1=Vx P41 Pl =x P+l =P =x oV =Vx 2= x=|x | x=x" (pois x,x'>0 ).

Nesse caso, ¢ ¢é bijetora e portanto possui inversa g*:[1,+oo[-> [0,+°o[ dada por
g'(y)=Vy’-1 .

A questdo de uma funcdo ser invertivel vai depender muito da escolha do dominio e o
contradominio da funcdo. Veja no exemplo 3.2 que g:R=>IR ndo é invertivel, mas g:[0+oo[>
[1,+°=[ €.

-> Exercicio

Considere a fungdo h(x)=vx—1 .

(a) Determine o dominio e aimagem de h
(b) h éinjetora? h é sobrejetora?

(c) Determine, caso exista, a inversade h




