AGG05819 - GEOFISICA MATEMATICA
LISTA 1/2020 Entrega até 14/04/2020

EXERCICIO 1 - Resolva as seguintes E.D.O.s abaixo:

a) y= >
. x2
b) y— y(1+x3) 0;
c) y+y?sin(x) = 0;
- (3x2—1)_
d) y= 3+2y)’

e) y = (cos?x)(cos? 2y);
EXERCICIO 2 - Numa colmeia, a razio de crescimento da popula¢do é uma fungio da populagio. Assim,

dp

2L = f).
Dessa forma, pede-se

a) Calcular p(t) para f(p) = Bp, sendo f uma constante positiva. Determine, a partir do resultado obtido, a
populacdo limite do sistema;

b) Encontre p(t) para f(p) = Bp — k?p?, sendo [ e k constantes positivas. Determine, a partir do resultado
obtido, a populagdo limite do sistema.

EXERCICIO 3 - A populagio de uma cidade é de 1.000.000 de habitantes. Houve uma epidemia e 10% da
populacdo contraiu um virus. Em sete dias, essa percentagem cresceu para 20%. O virus se propaga por
contato direto entre individuos enfermos e sdos (logo, é proporcional ao nimero de contatos). A partir desses
dados e supondo que o modelo seja fechado, isto é, a populacdo se mantém constante, sem nascimentos,
mortes ou migracao, e os individuos tendo toda a liberdade de interagir, calcule:

a) A proporgdo de individuos enfermos e sdos, como uma fungdo do tempo, sabendo que:

x=E,
n
n
y==
x+y=1,

Nne + ng = n,
com

n = numero total de habitantes
n, = numero de indivudos enfermos



ng = nimero de individuos saos
x = proporgao de individuos enfermos
y = proporg¢ao de individuos sdo

sendo k uma constante de proporcionalidade dos contatos.

b) O tempo necessario para que a percentagem de individuos enfermos seja de 50%.

EXERCICIO 4 - O calor transferido de um corpo para seu ambiente por radiagio, baseado na lei de Stefan-
Boltzmann, é descrito pela seguinte equacgao diferencial:

au _ 4 _ m4

v a(u*—=T%), (1)
sendo u(t) a temperatura absoluta (em Kelvin) do corpo no instante t, T a temperatura absoluta do ambiente, e
a uma constante que depende dos parametros fisicos do corpo. No entanto, se u for muito maior do que T, a
equacdo (1) pode ser reduzida a:

au _ 4
o au (2)

Suponha, assim, que um corpo, a uma temperatura inicial de 2000 K, estd em um meio a temperatura de 300 K
eque @ = 2xX107 12K 3571 Dessa forma, pede-se:

a) Determine a temperatura do corpo num instante t qualquer resolvendo a equacgao (2);
b) Faca o grafico de u em funcao de ¢;
c) Encontre o instante 7 no qual u(7) = 600, ou seja, o dobro da temperatura ambiente.

EXERCICIO 5 - Determine a solugdo geral das seguintes equacdes diferenciais nio-lineares redutiveis a
lineares:

a) x%y(x) + 2xy(x) —y3(x) = 0,x > 0;

b) y =ry—ky?r > 0ek > 0sio constantes;

0) d—Jt’ = (I'cos(t) + T)y — y3, T e T sdo constantes;
d) y=1+1t%?—-2ty+ y? sendoy = t solugio particular;
e) y= —tiz - % + y2,sendo y = % solugdo particular;
204\ _cin2 2
f % _ 2cos (;)Coi‘(“t)(t)w ,sendo y = sin(t) solugdo particular;

g) y=x(")?*+2xy’;

h) y=xy'+y1+ Q)%
i 3 (%)Zy = [2 (%)3 - 1] x.

EXERCICIO 6 - Verifique se cada uma das E.D.O.s abaixo é exata ou nio. Caso alguma delas nio seja, ache o
fator integrante. Para cada equacgdo, ache a solucao implicita.

a) (2x+3)dx+ (2y —2)dy = 0;

b) (2x + 4y)dx + (2x — 2y)dy = 0;

c) (e*sin(y) — 2ysin(x))dx — (e* cos(y) — 2 cos(x))dy = 0;



d) (ye™ cos(2x) — 2e* sin(2x) + 2x)dx — (xe* cos(2x) —3)dy =0
e) (2xy?+ 2y)dx + 2x%y + 2x)dy = 0;
f) (xIn(y) +xy)dx + (yIn(x) + xy)dy = 0,x > 0,y > 0.

EXERCICIO 7 - Determine a solugio geral das equacdes diferenciais abaixo:
a) )7+y=tanx,0<x<§;
b) y+ 4y + 4y = x"%e™?%,

t

) -2+ =Gy

EXERCICIO 8 - Dada as equagées diferenciais abaixo, determine a solugio geral e a solugio particular de cada
uma delas. As solugdes particulares deverdo ser determinadas de acordo com as condi¢cles iniciais
especificadas.

a) y'+y —2y=2xy(0)=0ey'(0) =1;

b) J+4y =x%+3e*,y(0) =0ey'(0) = 2;

c) y'=2y'+y=xe*+4,y(0)=1ey’'(0) =1;

d) y" +4y =3sin(2x),y(0) =2ey'(0) = —1.

EXERCICIO 9 - 0 péndulo de torg¢io consiste em um corpo suspenso por um fio (vide figura abaixo) de modo
que a linha OC passe pelo centro de massa do corpo.

N~

Quando o corpo sofre uma rotagdo de angulo 8, a partir de sua posi¢do de equilibrio, o fio é torcido e passa a
exercer um torque T sobre o corpo, em torno do eixo OC, que se opde ao deslocamento 8§ com moddulo
proporcional a 8. Temos, assim, para pequenas torgoes:

7= —k0,

sendo k o coeficiente de torg¢do do fio. Chamando de I o momento de inércia do corpo em relacdo ao eixo OC e
sendo a a aceleracdo angular, temos:

d?6 d?6 | k
T—Iaﬁ—k@—lﬁzﬁ-l-?@—()
ou
@+w29=0 (1)
dt?

sendo w a velocidade angular, a qual é dada por:



(2)

~ . . A . 21 N
Sabendo que a relacdo entre periodo, T, e a velocidade ou frequéncia angular, w, é dada por w = - entao:

T =2m |- (3)

A partir da equagdo para o periodo, podemos determinar experimentalmente o momento de inércia de um
corpo, deixando-o suspenso por um fio cujo coeficiente é conhecido e, em seguida, medindo o periodo T de
oscilacdo. Com o exposto acima, determine a solucao geral da E.D.O. (1) em funcdo do momento de Inércia I.
EXERCICIO 10 - A E.D.O. linear de 22 ordem da forma

x2y(x) + axy(x) + by(x) = 0 (1D

é conhecida como equacgdo Euler-Cauchy, sendo x > 0 e a e b constantes. A equacdo Euler-Cauchy tem solucao
da forma

y(x) =x™. (2)

Calculando-se a primeira e a segunda derivada da equacgao (2) em relacao x, obtém-se:

y(x) = mx™ " (3)

y(x) = m(m - 1)x™* (4)

Substituindo as equacgdes (2), (3) e (4) na equagdo (1), chega-se a:

m(m —Dx™ +amx™ 4+ bx™ =0 (5)

Repare que x™ sera um termo comum em toda a equacdo. Como x > 0, entdo x™ # 0. Assim, podemos dividir a
equacdo (5) por x™, tal que sera obtida a seguinte equacio de segundo grau:

m?+(a—1)m+b=0 (6)

Portanto, y(x) = x™ sera solucido da equacio (1) e somente se m é raiz da equagio (6). A solucdo da equacio
(6) é dada por:

_ —(a-1)+/(a-1)2-4b )
2

m

Assim, dependendo dos valores dos coeficientes a e b, podemos ter as seguintes solugdes para m:



1) Raizes reais e distintas;
2) Raizes reais iguais;
3) Raizes complexas conjugadas.

Sabendo como determinar a equacdo auxiliar das equacgdes lineares de 22 ordem Euler-Cauchy, determine a
solucdo geral dos itens abaixo:

a) x%y"— xy' +5y =0;

b) x%y”+ 3xy'—3y =0;

c) x%y”"+3xy + 1.25y = 0;

d) x*y—xy+y=0.



