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Analise Multivariada
nx J3 .
Vo, = (¥, ) w™ 7 Vimog .

Matriz de Dados: Estatisticas descritivas multivariadas em R”, PP e R™"
Epis6ides de Concentracao (Diagnostico de outliers), Boxplot Bivariado

Matriz Aleatoria: Distribuicdo Normal Multivariada, Distribuicbes Amostrais

\
pO°
co cSe

oes:
Testes de Hipoteses Multivariadas para p e X oe ESS\N
Caso de Uma, Duas e Muitas Populagdes N, (MANOVA)  go<=

Regides de Confianca, |.C. Simultaneos, Correcdes para Multiplos testes

Técnicas de Reducdo de Dimensionalidade: R? — R™; m<p
Observacoes iid : Caso n>p (solucOes classicas)
Caso n<<p (Big-p)
Caso n>>p (Big-n)

Observacoes estruturadas (correlacionadas): Estudos de base Familiar



Reducao de Dimensionalidade em RP

Variaveis
Unidades Amostrais 1 2 j p

1 Y11 Y12 Yy Yip

2 Y21 Yoo Y Y2p

| Yi1 Yi2 Yu YIIO

n Y1 Y2 Ynj an

. Co
q 40 q, © q

195 /ug1 g — J p S! rutUI'a dO;dade
Estrutura dos Dados: ,ugpxl? ngp ? i:l,...,ng; g=1..,G?

Hy = U X =X ld




Reducao de Dimensionalidade em RP
Quociente de Rayleigh

Seja M uma matriz simétrica em RP*, com autovalores A,> 1,>... 1, € 0S

correspondentes autovetores Vy, V,,..., V, . Entao:
, a'Ma
max,,,_, a'Ma = max =4; a=V, eR’
Jaf1 az0 ", 1
aa
. , : a Ma
min,_,_, a'Ma=min =A,; a=V, eR’
|af=1 a0 2'a p p

A reducéao de dimensionalidade pode ser formulada como um problema de
otimizacao de formas quadraticas, cuja solucao esta na teoria de
decomposicao espectral de matrizes simétricas RP*®,

Veremos equivaléncias de solugdes nos espacos Dualis: RPXP, SR™N @ R™P,



Ténicas Multivariadas de Reducao de Dimensionalidade

Como obter vetores reducionistas dos dados?

= Analise de Componentes Principais:YnXIO — prp

= Escalonamento Multidimensional: Yn><|o — ann

= Anélise de Correspondéncia: Y, , €[0,1]"; D, ,; D,,,
= Andlise Fatorial: Y, , =X |
* Analise Discriminante (MANOVA): Y v = 20 0 =25 00+ 2y oy

* Andlise de Agrupamento: Y, - = D,

2 )

axp 0xq

21 x A szp prq
» Analise de Correlagcédo Canonica: Ynx(p+q) =Y =

v Objetivo da analise
v’ Estrutura dos Dados
v' Solucbes (e Restricdes impostas)
v' Representacao Gréafica dos dados: BiPlot, Dendrograma, HeatMap



Andlise de Componentes Principais

n>p
Observacoes iid
(respostas quantitativas)

Analise Classica



Analise de Componentes Principais

(Pearson, 1901)

Variaveis
Unidades Amostrais 1 2 ] p
1 Yll le Ylj Ylp
2 Y21 Y22 Y, Yap
| Yll Yi2 YIl Ylp
n Yn]_ YI’]Z Ynj an
: remiSS .

i . i a_

d  Obsenyg.s Dados gg

pd € Covaria DUIaan

Idau

= Avariavel Y; pode ser eliminada da analise?

= Como as variaveis podem ser ordenadas segundo sua “importancia” na analise?

Considerar a estrutura de X
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Analise de Componentes Principais
Estruturas de X e R

Como proceder com a reducao de dimensionalidade nos seguintes casos?

SRR

1 0
1 0
0 0 0 1

:(1_10) I, + L5,

1 py Pip
1 ' p2p
1

Nao ha como reduzir a
dimensionalidade de
espacos formados por
variaveis nao
correlacionadas e
homocedasticas

Correlagao uniforme.

Se p for alto, um unico CP
deve explicar bem a
(co)variancia dos dados e
ele € uma média
ponderada que atribui
pesos iguais a todas as
variaveis.



Dados Nutricionais

Caracterizacao nutricional de 27
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energia proteina gordura calcio ferro

340 20 28 9 2.6
245 21 17 9 2.7
420 15 39 7 2.0
375 19 32 9 2.5
180 22 10 17 3.7
115 20 3 8 1.4
170 25 7 12 1.5
160 26 5 14 5.9
265 20 20 9 2.6
300 18 25 9 2.3
340 20 28 9 2.5
340 19 29 9 2.5
355 19 30 9 2.4
205 18 14 7 2.5
185 23 9 9 2.7
135 22 4 25 0.6
70 11 1 82 6.0
45 7 1 74 5.4

90 14 2 38 0.8
135 16 5 15 0.5
200 19 13 5 1.0
155 16 9 157 1.8
195 16 11 14 1.3
120 17 5 159 0.7
180 22 9 367 2.5
170 25 7 7 1.2
110 23 1 98 2.6

produtos alimenticios (Everitt, 2007)

Centrédide:

energia proteina gordura calcio ferro
207.41

Matriz de covaridncia (S)
74.81 1124.
.19

10243.
14 .

1124
-2530

-14.

Matriz de
1.00
0.17
0.99

-0.32

-0.10

02
81

.57
.29

75

-28.23 =270.

13.48

57

72
67
00

correlacao (R)
.99
.02
.00
.31

43.96

2.38

29 .75
23 .08
67 .00
34 .05
.05 .13
-0.
-0.
-0.
0.
1.
,anll.~
€ Corr 30
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Dados dos Caes Pre-histéricos

Centrdide

X1

X2

Matriz de Covariéancia

X1
X2
X3
X4
X5
X6

< O B~ B 0N

X1

.881429
.251667
.846905
. 933333
.527143
. 7139762

10

11
15

X2

.251667
.556667
.895000
.593333
.456060067 13.
.583333 1lo.

Matriz de Correlacgéao

X1
X2
X3
X4
X5
X6

o O O o o+

X1

.0000000
.9522036
.9210148
.9778365
. 7790392
.8121639

O O O O O

X2

. 9522036
.0000000
.8830567
. 9495056
. 7143894
.8543129

O 00 >

O O O OO

X3
10.48571 22.50000 21.51429

X3

.846905
.895000
.611429
3.

508333
42778577
305238

X3

.9210148
.8830567
.0000000
.9715615
.8775116
.9368136

g = = W wR

X4

X4

. 933333
.593333
.508333
.3566067
.863333
.920000

O o P O o O

X5

11

24
24

X4

.9778365
.9495056
.9715615
.0000000
.8459362
.9053263

X5

.527143
.456667
13.
.863333
.362381
.680476

O P O O o O

4278577

X6
8.50000 34.22857 39.68571

24
31

X5

. 7790392
. 7143894
.8775116
.8459362
.0000000
.8906636

X6

.7139762
15.
le.
.920000
.680476
.518095

P O O O O O

583333
305238

.8121639
.8543129
.9368136
.9053263
.8906636
.0000000



Analise de Componentes Principais

Realizar uma transformacéao linear

Y. e RP > Zi=A,Y, € RP de Y que preserve a variancia total

Cov(Y,)=X,,, Cov(Z;)=A=Diag (/Ij) Obter a decomposicédo spectral
de X, em seus autovalores (4) e

tr > =trA Preservar a variancia total
autovetores (P)).

T-Al,|=0; P =AP,  £=PAP' ; PP'=PP=1 A=diag(3,)

Decompo- , ,
si(;éo '[FZ—'[I’ PAP Zﬁ, P Zﬂ/ =trA — AZP; Zij :Pj Yipnem
espectral j=1
Aproximacao para ) (e SRPXP) em R™M (p<m) Zy
Z=| .. |=FP A € R"
— ~ i mxp i,
2 = Z/Ij Z/lj j J : 7
j=1 im
var(@Y)
. a '2za P 2P,
Equivalente argmax ——=PF; max =4, A2h2.24,2..24,
ao problema ala a 'a P p

de
otimizacao:

Y.—)Z Prcp Vi, . = Zi =R Yol Var(Z,;)= 4,



Analise de Componentes Principais

Técnica de Reducao Linear de Dimensionalidade de Variaveis

’ Y =Z=AY
=\ v-1 S\ 2 e
(y y)Z (y y)—C define (v, Y,)=(2.2,)
uma familia de elipsoides Z,: primeiro componente principal

Z ,:segundo componente principal
Zy=aY; V(aY)=ara,
Z,=a)y; V(ay)=a,Xa,

V(ay)=V(ayY)

Cov(z,,Z,)= a,>a, =0

lul Yl

Decomposicao espectral de X~ ( autovalores e
autovetores) permite uma representacao dos
Transformagao que preserva a variancia dados em eixos ortogonais e nas direcdes de
total (Rotacao ortogonal dos Eixos) L . A
maxima variacao (total) dos dados.




Decomposicao Espectral de X e a Elipse de
Concentracao de Observacoes

Exemplo da Normal bivariada:

y H
Y2x1:£ 1]"'\'2(”:[ 1)12%2:(
Y, Hy

Elipse de Concentracao de observacgoes

017 Oy j .
]
Oy Oy

(/11 + C\/Zvll’ My + C\/va)

(:Ul + C\/ZVH v Ho — C\/szz )

lul Y]_

di ~ 70 = P(d,\z,I SCZ)S(l—a)

Obter ¢ para a incluséo de 90%, 95%
e 98% dos pontos amostrais.

01 =0y

Os eixos da elipse de concentracao sao
calculados pela decomposicao espectral
de Z:

=-A1,|=0

= A, =0y 0oy

autovalores

A, =0y — 0Oy,

ZVJ. = /?,J.Vj autovetores
1//2 1/+/2
— Vl — \/_ V2 — \/_
1/2 ~1/2
— Vj\/j =1 Vj\/j. =0



S - . : :
s Andlise de Componentes Principais

8\ S .
<9 \)\&360
(e°
Exemplo 1: >Y=PAP' = P=1I: 5P, = GZPJ_ o2 é autovalor com
multiplicidade p.
Z; =PY, =Y, N&o é possivel reduzir nem ordenar
as variaveis.

Exemplo 2:( T =diaglo;) 3 £=PAP'=P=1; =P, =o,P,

Zi =P Y=Y (0,-,-; Pj) Os CP sé&o as variaveis originais ordenadas.

Exemplo 372 =(1-p)l +pl1;p>0 ) E=PAP'= 4 =1+(p-1)p; P =1/,/pl,
Ay=.=4,=1-p

P ; 4 “r ' ” H H
Z,=P'Y :Z i CP1 é um “indice” com pesos iguais, € de
| ., .
i1+ P norma 1, para todas as variaveis

%VarEpr=£=l+(p_1)p=p+1_—p =p se p—>loup—>o
P P P



Componentes Principais
Quantos Componentes Reter na Analise?

YeR® o Z=V., Y eR" mo

» Preservar “grande” parte da variancia total dos dados: Para variaveis
padronizadas: 4; >1

00 . .
At Ayt Ay >7 Devem ser retidos todos os CPj, com j >_—
tr> variancia maior que a média:

Critério de corte no ScreePlot: quando a variacdo entre os autovalores (L) passa a ser
pequena (cotovelo do grafico)

1 ~ 1] ” . 7 . . . . S
= Garantir Correlagdes “Altas” entre as variaveis Originais e as CP (r); oS co

= Garantir que “grande” parte da variabilidade de cada variavel original seja
explicada pelos CP = o 3 \/Z

» p _

r,, = Cor (Yj Z, ) _ ZkNV7k @ éacoordenada j

ij do autovetor k



Analise de Componentes Principais

Obtencao dos Componentes Principais dos Dados Nutricionais
Decomposigdo Espectral da Matriz de Covariancia S:

Autovalores de S
11552.53 4903.92 20.43 2.07 0.35

Cargas (pesos) das

Autovetores de S variaveis no PC1
al /VQ/\B V4 V5

p
[1,] 0.90 0.42 -0.03 -0.01 0.10 tr S =16479.3= ijtrA
(2,1 0.01 0.00 -0.92 0.10 -0.37 j=1
[3,] 0.10 0.05 0.37 0.09 -0.92 PCl=2Z, =YV,
[(4,] -0.42 0.91 0.00 0.00 0.00
(5,1 0.00 0.00 0.06 0.99 0.12 PC2=2,=YV,
Importadncia dos Componentes Principais:

V11552.53—, PC1l PC2 PC3 PC4 PC5
Standard deviation 107.483 70.0280 4.51941 1.43767 0.59303

Proportion of Variance 0.701 0.2976 0.00124 0.00013 0.00002
Cumulative Proportion 0.701 0.9986 0.99985 0.99998 1.00000




Analise de Componentes Principais

Dados Nutricionais (n=27; p=5)

autovalores

2000 4000 6000 8000 10000 12000

0

Screeplot

PC2

componentes

50

-200 -150 -100 -50

-250

Escores dos CP

g

8
5327 2
® 7

X




Analise de Componentes Principais

Dados Nutricionais (n=27; p=5)

PC2

-0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2

-0.8

-500

-400

Biplot
-200

_ energia

calci

25

-0.8

0.6

04

0.2

PCA

0.0

02

-400 -200 0 200

-600

Biplot: Representacao
simultanea dos escores dos CP
e dos pesos das variaveis

As variaveis Energia e Calcio
dominam a analise: atribuem os
maiores pesos na combinacao
linear das variaveis

A observacao 25 é atipica em
relacdo as demais.



Dados Nutricionais e os Escores dos Dois Primeiros Componentes Principais
energia proteina gordura calcio ferro

(1, ] 340
(2, ] 245
(3, ] 420
(4, ] 375
(5, ] 180
(6, ] 115
(7, ] 170
(8, ] 160
(9, ] 265
[10, ] 300
(11, ] 340
(12, ] 340
(13, ] 355
(14, ] 205
[15, ] 185
(16, ] 135
(17, ] 70
(18, ] 45
(19, ] 90
(20, ] 135
21, ] 200
(22, ] 155
(23, ] 195
(24, ] 120
(25, ] 180
(26, ] 170
(27, ] 110

20
21
15
19
22
20
25
26
20
18
20
19
19
18
23
22
11

7
14
16
19
16
16
17
22
25
23

28
17
39
32
10

3

7

5
20
25
28
29
30
14

O

'_\
R J O ok ©©wobNDRFE B>

9
9
.
9
17
8
12
14

157

14
159
367

98

2.
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-135.
-49.
-209.
-167.
13.
69.
20.
30.

-6/

-99.
-135.
-135.
-149.

-13.

PC1
68
00
66
60
64
11
81
86
.31
32
68
77
38
48
.84
.15
.17
.34
.44
.87
.73
.41
.21
.18
.52
.70
.79

-24

15.
-56.
-39.

36.

71.

44

47 .

7
=7

-24.
-24.
-31.
34.
41 .
48.
23.
41.
55.
57.
38.

-80

32.

-6/

-281.
49.

=7

PC2
.63
75
90
51
10
87
.97
45
.22
.70
63
68
02
49
30
02
78
52
22
04
45
.26
49
.20
12
50
.52

Calcular a
correlacéo entre
as variaveis
originaise CPle
CP2.

Calcular a
variancia de CP1
e CP2 (mostre
gue € o0s
autovalores
correspondentes).




Analise de Componentes Principais

Dados Nutricionais (n=27; p=5) : Reducao para os 2 primeiros
Componentes Principais (CP1 e CP2)

Matriz de correlacgéao

PC1
energia -0.95693047
proteina -0.17411811
gordura -0.94229427
calcio 0.58159624
ferro 0.09893007

dos CP com as variaveis originais
PC2
-0.29032625
-0.01973317
-0.29494848
-0.81346912
0.01624411

Proporgcdo da variadncia das variaveis explicada pelos CP

PC1
energia 0.915715932
proteina 0.030317116
gordura 0.887918489
calcio 0.338254192
ferro 0.009787159

PC2 variancia
.0842893318 10243.019943
.0003893978 18.076923

.0869946033 126.720798
.6617320111 6089.344729
.0002638710 2.134103

O O O o O




~

NAD & ;
Dadg: in Varian Nite
Analise de Componentes Principais Zacdo g POr

(0]
Os dadOS
Dados Originais: c decomposw;ao de S  Dados Padronizados: decomposmao de R P
Screeplot ScreePIOt e
g 8 ) g o Prop.Ac.Expl.;
Py E\ 0.44 0.67 0.84
: , ; . 5 | 2 3 . 5
componentes componentes
Biplot Biplot
800 -400 200 0 200 4 2 0 2 4 6
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Analise de Componentes Principais

Na pratica, ¥ e R ndo sao conhecidas e estimativas (MVS ou estimadores
robustos) sao utilizadas na decomposicéao espectral.

= Variaveis originais (Y) em escalas diferentes (com heterocedasticidade) podem
ser padronizadas, o que equivale aos CP via R. Os resultados via £ ou R NAO séo
0S mesmos e nhao ha uma funcéo relacionando-os.

= Quando o objetivo é o agrupamento de observacdes, em geral, ndo ha
necessidade de padronizacao das variaveis. Contudo, se 0 objetivo € a construcao
de indices (ancestralidade, escore de qualidade de vida, escore de desempenho
do atleta, etc.), recomenda-se padronizar as variaveis.

= A interpretacdao das CP é fundamental (termos como “média ponderada’ e
“diferenca entre médias ponderadas” das variaveis sdo comumente utilizados). Os
coeficientes/cargas/pesos (coordenadas dos autovetores P;) e as correlagoes
(ryizw) das variaveis originais com os CP sdao Uteis na interpretagdo dos
componentes principais.

= A estrutura de X é decisiva na analise de CP. Sob a estrutura uniforme,
as variaveis originais tém o mesmo “peso” na construcao do CP1.



