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2% Lista de exercicios'

) [1.0] Uma particula de massa m é sujeita a uma forga ao longo do eixo
x, cuja intensidade é —k x.

(a) Usando as leis da dindmica relativistica, mostre que se a amplitude
das oscilagoes dessa particula for b, o periodo da oscilagao é dado por:

4/b v
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onde v = 1/4/1 — v2/c? pode ser escrito em fungao de x como:

kb? x?
(@) =1+ 2mc? (1 a b_2> '

(b) Use uma expansao em série de Taylor para obter tanto o periodo do
oscilador harmonico classico (nao-relativistico), Ty = 27/w (onde w =
k/c), quanto a primeira corregao relativistica para o periodo. Mostre
que essa correcao aumenta o periodo do oscilador harmoénico por um
fator proporcional a V2, /c? onde V., é a velocidade méxima da
particula.

(¢) Agora encontre o periodo do movimento medido no tempo préprio
da particula. Mostre que esse “periodo préprio” é um pouco menor do
que o periodo classico Tj.

@ [1.0] A distancia no espago-tempo de Minkowski é dada pelo invariante
ds* = —2dt? + di?, o que resulta na 4-velocidade U* = (V){c, V},
onde V = dr’/dt. Essa distancia ds pode ser vista como a “menor
distancia entre dois pontos” no espaco-tempo — ou seja, essas expressoes
denotam um eztremo (ou limite) para o movimento de uma particula.
Em termos de uma ac¢do para uma particula de massa m teriamos,
entdo, algo como S ~ [mds (e a no¢ao de ds como um extremo seria
consequéncia da minimizacao da agao).

Mostre que, se definimos a Lagrangeana de uma particula relativistica
através da expressao L(T,Z) = —mc?/vy(V) , obtemos o momento re-
lativistico por meio da varidvel canonica P* = 9L/0V*. Em seguida,
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mostre que a Hamiltoniana dessa particula relativistica nos da justa-
mente a energia, E = mc*y(V).

€), [2.5] Uma onda eletromagnética plana pode ser descrita de uma forma
simplificada em termos da propagacao de uma frente de onda parame-
trizada por f = Aexpliwt] exp[—z’lg - Z]. Considere uma superficie que
reflete essa onda, tal como um espelho. O resultado é que temos uma
onda “total” dada por f;, + fout, € as condicoes de contorno para essa

onda exigem que essa onda total se anule na superficie do espelho.

(a) Escreva o problema da reflexdo de uma onda num espelho que esta
parado na posicao x = 0, e que ocupa todo o plano y — z. Obtenha
a condicao de que w” = w e k!, = —k, e para a onda refletida (note
que o sinal invertido de k] significa que, enquanto a onda incidente se
propaga na direcao +x, a onda refletida se propaga na direcao —x).

(b) Agora considere que o espelho estd em movimento, com velocidade
V (B = V/c) na direcdo +x. Mostre que nesse caso a onda refletida
tem frequéncia angular e nimero de onda:

. w1+ 6% -2k V

w =

1—p2 ’
ke(1+5%) —2wV/c?

1—p? '
(c) O resultado acima indica que os angulos que a onda incidente (0) e
a onda refletida (0") fazem com o eixo x nao sdo mais iguais. Calcule
primeiro a correcao para o angulo da onda refletida no limite nao-
relativistico, § < 1. Depois, calcule o angulo num caso em que  tem
um valor alto, por exemplo, 5 = 0.5. Analise o que acontece quando o

angulo 0 fica alto., e verifique que o angulo 8’ pode se tornar maior do
que 90°! Por qué isso acontece?

k= —

(d) Escreva essa onda plana em notagao relativistica. Em particular,
exprima a onda plana em termos de uma fase que é um escalar, f ~
expli¢], onde ¢ é essa fase. Lembre-se que a energia de uma onda de
luz se relaciona com a sua frequéncia, £ = hv = hw.

(e) Agora obtenha o mesmo resultado do item (c) acima, usando a
Relatividade Restrita. [Dica: utilize a invariancia da fase da onda —
que é um escalar, portanto é invariante sob transformagoes de Lorentz.]
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@ [1.0] Considere a transformagao de calibre A, — A, +0\/0z*, onde X é
uma fungao escalar qualquer das coordenadas. Expressando os campos
elétrico e magnético em termos do tensor eletromagnético F),,, mostre
que esses campos sao invariantes sob transformacoes de calibre.

® [1.0] O simbolo de Lewi-Civita definido no espago de Minkowski é um
objeto andlogo ao simbolo de Levi-Civita em trés dimensoes, €% (aqui
indices romanos 7, j, k vao de 1 a 3). Esse simbolo deve ser familiar
de temas tais como determinantes, produtos vetoriais, etc.: em trés
dimensoes, o €7* é totalmente anti-simétrico, ou seja, €% = 1 para
{ijk} = {123} e qualquer permutacao par desses indices, e é —1 para
qualquer permutacao fmpar.

No espaco de Minkowski também existe um objeto totalmente anti-
simétrico, mas em 4 dimensoes: ¢ = 1 para {uraf} = {0123}
e qualquer permutagao par desses indices, e é —1 para qualquer per-
mutacao impar.

Demonstre que esse “simbolo de Levi-Civita” é invariante sob trans-
formagoes de coordenadas — portanto, ele ndo é um tensor. [Dica:
Lembre-se que uma das condicoes basicas das transformacoes de Lo-
rentz é o fato de que elas tém o determinante = 1.]

® [1.0] Expresse os campos elétrico e magnético em termos do tensor
eletromagnético [,,. Considere uma transformacao de Lorentz muito
particular, na qual os dois referenciais S e S’ estao em repouso um com
relagdo ao outro (portanto, v = 0), mas S’ sofreu uma rotagao com
relagao a S.

(a) Mostre que, nesse caso, a transformagao de Lorentz se reduz a:

1 0
A= 2
(5 n)

onde R'; ¢ uma rotagao genérica em trés dimensoes espaciais.

(b) Mostre que, sob essa transformacao de coordenadas, os campos
elétrico e magnético se transformam exatamente como se fossem vetores
tridimensionais — mas que nao ha mistura entre os dois.
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@ 2.5] Este problema é sobre as propriedades dos campos eletromagnéticos
em dois referenciais inerciais, S e S’, cuja velocidade relativa é .

a) Encontre a férmula que determina como os campos elétrico e magnético
se transformam sob uma transformacao de Lorentz geral: £ — E'(FE, B, v),
e B— B'(F,B,7) .

b) Suponha que no referencial S" acima os campos elétrico e magnético
sao paralelos. Encontre a velocidade que relaciona S e S'.

¢) Suponha que no sistema S os campos elétrico e magnético sdo per-
pendiculares, - B = 0. Ainda é possivel encontrar um sistema S’ tal
que os campos naquele referencial se tornam paralelos? Por qué?



