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Aula 32 - O degrau de potencial. De volta a
estados ligados em potenciais ndao
unidimensionais.

1. Os auto estados de energia e seus auto-valores para um potencial
“degrau” (continuacéao da aula anterior).

. (a) O fluxo e o coeficiente de reflexao e o de transmissao.
. (b)As densidades de probabilidades e as energias. Interpretacdes.

2. Uma barreira de potencial. Demonstracao formal das funcdes de onda a
partir da equacao de auto-estados de energia.

(a)Os fluxos de incidéncia, reflexao e transmissao, a partir das
condicdes fisicas de continuidade da funcdo de onda e de sua
derivada. (Ufa! Haja contal!!!)

(b)Os coeficientes de reflexdo e transmissao da particula pela
barreira e arelacao da conservacao da particulal

(c) O limite dos coeficientes de reflexdo e de transmissao para
largura a —>o: 0 resultado do potencial degrau!

3. Caracteristicas gerais dos potenciais ligados e néo ligados.
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A funcao de onda

Cuidado!
Nao tem como incidir
no sentido negativo
Energy | de x pois nunca pode

W\ > estar em Xx—>+o0

V(X) — VO

V(x) =0 E

0 x

Nao ha quantizacio A particula pode entrar na

da energia Real( w(x) } regiao classicamente ,
proibida, mas nao sera

transmitida para +oo!

0 X

Y e3
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Solucao do degrau na mecanica
de Schroedinger: E<Vo

As funcoes de onda (aula anterior):
o, (x<0)=Ae"™+Be™ -t

hZ
—k"x . 2m(V, - E
¢, (x=0)=B,e k™= (\;2 ) >0
- No instante inicial a particula esta necessariamente na regiao
de x<0, pois para x —» +oo, a fungao de onda seria infinita, o
que exige que A,;=0.

 Fung¢ao de ondareal naregiao ll = §, ,=0 = T=0
e Colocando as condicoes fisicas (3 constantes):

- ¢, (x=0)=¢,(x=0) ek ¢, (x=0)=¢ ,(x=0)

\ 1+i
 Chega-sea: p-_pa +'Il<(' = R=-1

1-i1—
K
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Fisica V - Professora: Mazé Bechara



VAV s B RV NIt

“—\N\/B, | V(x) = V
V(x) =0 4_,\/\/BH
o‘ X
[
Regido I: Regido Il:

d%p,(x)  [2mE d’p, () 2M(E-Vp)
X2 = \(i;(x) e \\/4¢||(X)

o (%)= A \e[XIO(ile)gr B, exp(—Ikx) ¢, (X)=A, Pk )+ By expsf—lk'X),

Onda no sentido Onda no sentido Onda no sentido Onda no sentido
][D)osmVO de x negativo de x positivo de x negativo de x
ossibilidades neste caso:

a) Para termo com A; como onda incidente (no sentido de x positivo), entao
termo com B, é a refletida, e termo com A a transmitida, B;;=0 (ndao tem
onde refletir!)

b) Para termo com B, incidente (no sentido de x negativo), o termo com A é

aonda refletida, e B; a onda transmitida, A; =0 (ndo tém como refletirs)
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Solucao do degrau na mecanica
de Schroedinger: E>Vo

Colocando as condicoes fisicas de continvuidade na funcado de
onda e na sua derivada em x. De novo: tfrés constantes e
duas equacgoes fisicas (feito em aula. REFACAI):

9, (x=0)=9,(x=0) ¢, (x=0)=¢,(x=0)

« Chega-se nos valores para as constantes em termos de uma
delas (a constante do termo de incidéncia):

K
1— — ,
. 1-k
B = A — A=A+ — ]
1+ —

 Donde resultou:
N\ 2 4
(k=K T_ 4kk, 2
(K +K)? (k+K)

°
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Funcao de onda da particula

incidindo no sentido positivo de x

Energy NS —
—»
NN T ”

° Y
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A densidade de probabilidade para E>Vo e
incidéncia no sentido de x positivo.

W*(x, t)¥W(x,t)  Qualquer

TANNNN N <ds) 4aa

IRIRIRIRIR U--<._(4/9)A*A

0

FIGURA 6-10. A densidade de probabilidade ¥ #¥ para a autofuncdo de (6-39), quando k, = 2k, .

Fisica Quantica - Eisberg ®
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Os coeficientes de reflexao e transmissao em func¢ao da
relacao E/V,— demonstracao em aula

ITgIdU. R
1,0 13 E<\70
R=1
1 T=0
1+R=T
505 — E>V,
Q°< R = (k-k )%/ (k+k )2
T = 4kk /(k+k )?
0 i
0 0,5 1,0 1,5 20

E/V,

FIGURA 6-11. Os coeficientes de reflexdo e transmissdo R e T para uma particula incidente sobre um poten-
cial degrau. A abscissa E/V, € a razdo entre a energia total da particula e o aumento em sua
energia de potencial no degrau. O caso k, = 2k,, ilustrado na figura 6-10, corresponde a
EIV, =1,33.

Figura do Fisica Quantica — Eisberg - Resnick
Cuidado: No Eisberg R e T sao definidos
como positivos sempre. Assim a lei de

conservacao da particula é: R+T=1 o
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Barreira de potencial

Se a particula incidir na regiao I
nesse regidao ha onda refletida na
barreira (em x=0 - classicamente
permitido), e onda transmitida em
III (classicamente proibido para
E<V))).

Se a particula incidir em III, nessa
regiao havera onda incidente e
refletida (em x=a - classicamente
permitido), e tera onda transmitida
em I (classicamente proibido
proibida para E<V_)) - dai o nome
EFEITO TUNEL!

Para haver conservacao de
particula, a probabilidade de
incidéncia deve ser igual a
probabilidade de reflexao mais a de

transmissao (probabilidade  ¢é

grandeza positiva)
o

Fisica V - Professora: Mazé Bechara



Solucao da barreira na mecanica
de Schroedinger: E>Vo

As funcoes de onda:
_2mE

@, (x<0)=Ae"™ +Be™ kf=—5>0
@y (x=0)=Ae" +Be™" 2 Zm(iz_v()) >0

* No instante inicial a particula pode estar na regido
de x<0 ou x>aq.

 Donde resulia (feito em aula. REFACA OU MELHOR,
FACA NO OUTRO SENTIDO) para incidéncia no
sentido positivo de x:

Y Y
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barreira de potencial
Fisica Classica — Quantica

 Para T=E-V(x)>0 —» E>V(x) para todo x

« 0<E<V, —fFisica Classica: 0<x ou x>a dependendo
das condicoes iniciais - trajetorias finitas

o Em Quantica sao estados nao ligados: as densidades de
probabilidades expressam a probabilidade de fransmissdo e
de reflexdo da particula na barreira. Como veremos ha
probabilidade de transmissdo da particula sob a barreira -
dai o nome efeito tunel

« B>V, — Fisica Classica -o<x<+w — f{rajetorias
infinitas

o Em Quantica sao estados ndo ligados; as densidades de
probabilidades expressam a probabilidade de transmissdo e de
.reflexéo da parficula na barreira.

°
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Solucao da barreira na mecanica
de Schroedinger: E<Vo

As funcoes de onda nas vdrias regioes do espaco:
2mE

ik —ik 2 _
gDI(XSO):'Aﬁel IX+B|eIIX ki = 72 >0
_ ? —E
¢|| (OS XSa) — A"ekllx + B“e Ky X k|2| _ m(\liloz )>0
Ik ~ik 2mE
o oy (X<a)=A, ™ + B, ki =k'= 12 >0

+ instante inicial na regiao de x<0: B,=0 (nao tem
mudan¢a no potencial em x>a que permita a
reflexao da onda da particula nesta regiao).

 instante inicial na regiao de x>a: A=0 (nao haveria
em x<0 variagcao de potencial que refletisse a onda
na regiao)

°
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Solucao da barreira na mecanica
de Schroedinger: E<Vo

As funcoes de onda quando a particula incide no
sentido positivo de x:

¢ (x<0)=Ae"* +Be™ ki = 72 >0

X —kyx 2 _ 2m(V, —E)
§0|,(OSX§a):A”ek +B,e K = 72 >0
o (X=a)= AlueikIX ki =k = z;r—anE >0

« Sao 4 constantes e quatro condicoes. As
constantes devem ser escritas em termos da
constante deo termo de incidéncia A,.
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Solucoes da barreira

Continvidade das funcoes de onda deslocadas para
-a/2 para ficar com o potencial simético:

¢, (x=0)=¢, (x=0)
o (X=a)=¢,(x=2a)
Continvidade das derivadas das fungoes de onda:

,(x=0)=¢ (x=0)

o, (x=a)=p (x=2a)
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Solucao da barreira na mecanica de
Schroedmger E<Vo (feito em aula)

O coeficiente de reflexdo quando a incidéncia é no sentido
positivo de x (em =0 na regido de x negativo):

:Srefl:_VI‘BI‘ZZ_kI‘BI‘2 ‘B‘
2
Sine Vi|A kAL |Af
2
__{1+4 (1_E)(expk,,a+exp—k,,a)

Voo V. (expk,a-—exp—k,a)’

« O coeficiente de transmissdo quando a incidéncia é no
sentido posmvo de x (reglao de x negahvo)

transm |‘A|||‘ ‘A“l‘

TSe v/Al[Af

1 B
:{1+ E E (exp kua_exp_ klla)z} '
\ 16— (1— °) .
Vo Vo
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A barreira de potencial e a funcao
de onda incidindo de x=- e E< Vo

Vix)
Vo

E

Parte real da funcao
de onda incidente + parte real da fungao
refletida de onda fransmitida

5

Y(x) :
N N i
VAVARGS

° 'Y
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A densidade de probabilidade e o
coeficiente de transmissao (inc. - e E< Vo)

v¥*(x, D¥(x, t) Qualquer ¢
\

e

0 a

FIGURA 6-14. A fungio densidade de probabilidade W *¥ para uma situagdo tipica de penetracdo de barreira.

O resultado mais interessante do célculo é a razdo T entre o fluxo de probabilidade trans-
mitido através da barreira para a regido x > a e o fluxo de probabilidade incidente sobre a bar-
reira. Obtemos que esse coeficiente de transmissio é

‘and -

v, C*C (eF11a _ o—kiiay? |1 senh? kjge |~! |
Pl = = i+ = 515
X 16 —(1 L ——) 4— _——) _
- VO VO e N VO VO /|

°
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V] T
]
N
[\
'\
0 \~/ e

E/V,.

Observacao:
Os resultados de Re T
para largura da

barreira tendendo a
infinito coincidem com
as solucoes R=1 e T=0
para o  potencial

~ degrau. Mostre!

- FIGURA 6-15. Os coeficientes de reflexdo e transmissio R e T para uma particula incidindo sobre uma bar-
reira de potencial de altura V, e largura g, tal que 2mV, 4% /n* = 9. A abscissa E/ V, € arazio

entre a energia total da.particula e a altura da barreira de potencial.

Figura do Fisica Quantica — Eisberg - Resnick

Cuidado: No Eisberg R e T sao definidos
como positivos sempre. Assim a lei de
conservacao da particula é: R+T=1
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TABELA 6-2.

Um Resumo dos Sistemas Estudados no Capitulo 6.

Nome do Exemplo Energias Totale Densidade de Caracteristica

Sistema Fisico Potencial Probabilidade Significativa

Potencial Préton E ki Resultados
nulo em um V(x) x  Uusados para

feixe de um outros
ciclotron sistemas

Potencial degrau  Elétron V() j Penetragdo
(energia de condugdo = — E M na regifo.
abaixo do topo)  préximo 4 a 5 x  proibida

superficie do 0
metal

Potencial degrau  Néutron E ; vy Reflexdo
(energia tentando V(x) ( \ i parcial na
‘acima do topo)  escapar de l ! descontinui-

um nfcleo 0 0 ¥ dadedo
potencial

Barreira Particula « ; i Efeito tinel
de potencial tentando E /\/\},__

. . i 207
(energia abaixo escapar de g3 L o) ; . =
do topo) barreira 0 0 ”

coulombiana

Barreira Espalhamento E \/\/\/\‘._ Nenhuma
de potencial de elétrons i : Bk reflexfio em
(energia acima por dtomos I I . i ; certas
do topo) geg.ativamente 0 a Vx) o . x energias

ionizados

Pogo de ‘ Néutron Ve i i Quantizagfo
potencial num estado E /\/\Nw da energia
quadrado ligado no i |
finito nicleo 0 a 0 a *

Pogo de Molécula V(x) Aproximacio
potencial estritamente f : para um
quadrado confinada a E E/\/\/\%\p *y pogo de
infinito uma caixa ] 1 potencial

0 a 0 i finito

Potencial Atomo Vx) Energia
do oscilador de uma ! ! de ponto
harménico molécula x,,E ' 1 Zero
simples diatdmica M *y

vibrando f 1 *

x'

x"

Localize nos potenciais ao lado
quais permitem estados NAO
ligados e para que valores de

energia.

Observe as caracteristicas das
densidades de probabilidade
destes potenciais, em particular
na regiao de incidéncia e de
transmissao.

Todos os estados NAO ligados
tém funcoes de onda NAO
normalizaveis e imagindrias
nas regioes de reflexdo e de
transmissdo. A conservacdo da

particula vem da relagdo:
1+R=T.
As  energias NAO  sdo

quantizadas.

Figura do Eisberg
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TABELA 6-2.

Um Resumo dos Sistemas Estudados no Capitulo 6.

Nome do Exemplo Energias Totale Densidade de Caracteristica

Sistema Fisico Potencial Probabilidade Significativa

Potencial Préton E i Resultados
nulo em um V) x  Usados para

feixe de um ' outros
ciclotron sistemas

Potencial degrau  Elétron V) : Penetragfo
(energia de condugdo = — E M na regifo.
abaixo do topo}  préximo 4 | l »  proibida

superficie do 0 0
metal

Potencial degrau  Néutron E ; vy Reflexdo
(energia tentando V() i parcial na
‘acima do topo)  escapar de | | descontinui-

um ntcleo 0 0 dade do
potencial

Barreira Particula ; i Efeito tiinel
de potencial tentando E /\/N_wi
(energia abaixo  escapar de siis] L Vo) | ' %
do topo) barreira 0 a 0 e

coulombiana

Barreira Espalhamento E ‘/Vm_ Nenhuma
de potencial de elétrons i : . e reflexo em
(energia acima por dtomos I I ; ! certas
do topo) negativamente 0 2 Vi) 0 . energias

ionizados ‘

Pogo de Néutron . v ! i Quantizagfo
potencial num estado E /‘(\/\N\P da energia
quadrado ligado no ! i o
finito nicleo 0 a 0 a

Pogo de Molécula V(x) Aproximagfo
potencial estritamente h i ! para um
quadrado confinada a E E/V\/\Ew*w pogo de
infinito uma caixa f 1 potencial

0 a 0 i finito

Potencial Atomo Vix) Energia
do oscilador de uma ! ! de ponto
harménico molécula x,,E ' \ zero
simples diatdmica M .y

vibrando T 1 *

Localize nos potenciais ao lado
quais permitem estados ligados e
para que valores de energia.

Observe as caracteristicas das
densidades de probabilidade
destes potenciais.

Todos os estados ligados tém
funcoes de onda normalizdveis,

parte espacial real e energias
quantizadas
Figura do Eisberg
®
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