Formulacao Diferencial das

Equacoes da Mecanica dos Fluidos

o Usada em situacoes onde os detalhes do escoamento sao importantes
(variagao de grandezas ponto a ponto).

o Equagoes diferenciais que descrevem a conservacao de massa e de quan-
tidade de movimento.

o Formulacao é utilizada no desenvolvimento e implementacao de méto-
dos numéricos tais como o método de diferencas finitas e o método de
elementos finitos.
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A vazao em massa nas superficies do elemento perpendiculares ao eixo
T Sa0:
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Somando as duas, temos a vazao massica liquida na direcao x:

My = 8555) 0xdydz
Analogamente, temos: 1, = a(apv)éxdyéz; m, = a(gw)éxéyéz
Y z



Portanto, a vazao massica liquida no elemento é:
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Substituindo esses resultados na eq. da conservagao de massa e dividindo

por dxdydz:
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Em notagao vetorial:
Para regime permanente (9p/dt = 0):  V-pV =0

Para escoamento incompressivel (p constante): V- V=0



1.1 Coordenadas cilindricas
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Para escoamento incompressivel: — — (rvr) — (vs) + (v:) =0
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Aplicando a um sistema diferencial (massa dm):

D(Vdm) _ 5mDV _ sma

§F =
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2.1 Descricao das forcas

Forga peso: §F, = omg = pdxdydzg



Forgas superficiais: 5ﬁ5, que pode
ser decomposta nas componentes
normal, 0F),, e paralelas ao plano
0F} e 0 F5, mutuamente ortogonais.
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Definimos a tensdo normal: o, = lim —
§A—=0 0 A

_ . . o0F . 0F

e as tensoes de cisalhamento: 7 = 59;210 (57; Ty = 51}—{10 SA
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2.2 Relacgoes entre tensoes e deformacoes

Para fluidos Newtonianos incompressiveis:
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A pressao p é definida como o negativo da média das trés tensoes nor-
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mais: —p = 3(0z + 0yy + 0.2).



Substituindo, por exemplo, na eq. na dire¢do x, considerando p cons-
tante:
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0F 0 = [_ax T (28x2 + 0y? + 0xdy * 0x0z + 022 Oxdyoz

op Pu Pu Ou O [Ou Ov
O0F,, = —— — = — dxdyd
o { ox G l(’)aﬂ + 0y? + 072 + ox oy 0z woyez

2 2 2
§F,, — [_8}) +u (a u Ou 9 “)] Sx8ydz

ox ox?  Oy? + 022

Procedemos analogamente para as dire¢oes y e z, substituimos as expres-
soes de aceleracao e das forgas nas equagoes do movimento, dividimos
por dxdydz e obtemos as equacoes de Navier—Stokes:
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2.3 Coordenadas cilindricas
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3.1 Escoamento laminar em regime permanente
entre placas paralelas horizontais

Assumimos v = w = 0e du/0z =0
para placas infinitas. A eq. da
continuidade fornece du/dx = 0.
Como se trata de regime perma-
nente, Ju/0t = 0. Assim, as equa-
¢oes de Navier—Stokes se tornam
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Concluimos que a pressao nao ¢ funcao de z e integrando a equagao em
y obtemos p = —pgy + f(x), ou seja, a pressao varia hidrostaticamente
na direcao y.

d 1(0
Integrando a eq. em y: e (p) y+Ch
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Integrando mais uma vez: u = oW ( 8p> y© 4+ Cry + Cs
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Considerando que o canal tenha largura 2h, e a origem do sistema de
coordenadas esteja no meio do canal, as condigoes de contorno sao u = 0
para y = +h. Assim:
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Assim, o perfil é dado por

ox

u= L (8}9) (y* — h?) [perfil parabélico]



3.2 Escoamento de Couette

Placa Méovel

Placa inferior fixa e superior se movendo com veloci-
dade constante U. Como no caso anterior, assumimos
v=w = Ju/dz = 0, a eq. da continuidade fornece
Ou/0x = 0 e como se trata de regime permanente,
Ou/0t = 0. Chega-se portanto & mesma solugao geral,

Placa imé6vel A

1 fop)\ ,

porém com condigoes de contorno diferentes. Considerando um canal
de largura b e origem do sistema de coordenadas na placa inferior, as
condigoes sao u = 0 para y = 0 e u = U para y = b. Aplicando-as a



equagao acima, determinamos C; e Cy e chegamos a forma final
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O perfil de velocidade é funcdo do pardmetro adimensional P
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3.3 Escoamento laminar em regime permanente em
tubos

Considere um tubo de raio R. Admitimos escoamento paralelo a parede,
v, = vy = 0, axissimétrico, Jv,/00 = 0 e permanente, Jv,/0t = 0. A
equagao da continuidade fornece dv,/0dz = 0; portanto v, = v,(r). As
equagoes de Navier—Stokes em coordenadas cilindricas se reduzem a
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Integrando a primeira equagao, p = —pgrsenf + fi(z) = —pgy + f1(z).



Ou seja, a pressao varia hidrostaticamente na secao transversal e dp/0z
nao ¢é fungao de r ou 0. Derivando a equacao na direcdo z em relagao
a z e lembrando que dv,/0z = 0, conclui-se que dp/dz também nao é
funcdo de z. Portanto dp/0z é constante.

Integrando a eq. da direcao z em relacaoar: r
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Integrando novamente: v, = <

Condigdes de contorno:

 Velocidade finita no centro do tubo (r =0) — C; =0
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O perfil de velocidades é: v, = m (gp> (r* — R*)  [perfil parabdlico).
z

Como Jp/0z é constante, dp/0z = —Ap/L, onde Ap é a queda de
pressao que ocorre ao longo de um comprimento L de tubo.
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Velocidade média: V = E = —m = % — 39,11
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Tensao de cisalhamento:
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