I. Derivadas de Ordem Superior e Polinomio de Taylor
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1 Derivadas parciais de ordem superior

A partir da definicdo de derivada %, %, %, ... para fungoes de uma variavel ¢t € R,
como vimos, ¢é facil generalizar o conceito e definir derivadas parciais para funcoes de
varias variaveis a valores em R, f : Q = Q° C R? — R, e também a valores em R, R,
ou mesmo f: Q= 0°C RP - RY. Assim, ficam estabelecidos os conceitos de:
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(iv) Derivadas parciais de ordem m, 5—7"——>—
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(e) Adota-se % = %f = f.

Uma funcao f : 2 = 2° C R? — RY? ¢ dita de classe C™ se tem todas as derivadas
parciais de ordem 0, 1,...,m, em €, e elas sao continuas.

Teorema 1 Se f : Q = Q° C R? — R? ¢ de classe C™ entao para cada k < m, se

(J1:d2, -5 Jk) € 1,2, p" € (i, da, ..., k) € uma reordenagao de (ji, ja, ..., ji) tem-se
ok f _ orf
Oxj) Oxjo Oz Owiy Omiy-—-Owyy *

As hipéteses deste teorema podem ser relaxadas: ver Teorema 40.8 no [R. G. Bartle,
The Elements of Real Analysis].



2 Polindbmio de Taylor

Polinémios de Taylor servem para aproximar uma funcao f : @ = 2° € R? — R de
classe C* perto de um ponto T € €2, assim como ja o fizemos com o uso da diferencial ao

aproximar f(x) diferenciadvel em T por!

pi(x) = f(@)+ Df()(r—7)

= @)+ o @) —T) (@)~ T) +

8|

Ji
(@)

—Tn). (1)

Definicao 1 Seja f : 2 = Q° C RP — R de classe C™. Se 0 < k< m, exT € , o
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¢ chamado polinomio de Taylor de ordem k de f ao redor de T.

No caso em que p =2 (f(z) = f(x1,22)), usando o Teorema 1 podemos escrever:

of
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1Se f:Q =Q° C R? — RY a expressao (14) fica

pi(z) = f(@)+Df(@)(z -7)
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Teorema 2 Seja f: Q =Q° C R? — R de classe C™, e seja T € Q). Para 0 < k < m,
seja pr o polinomio de Taylor de ordem k de f ao redor de T.
Entao o erro Ri(x) = f(x) — pr(x) satisfaz

lim 1Ry (x)] — lim | f(z) — pr(z)]

k] L

=0,k=0,1,...,m.

Além disso, se o segmento xx de extremidades x e T estd contido em §2, entdo para

cada k=0,1,...,m — 1, existe 77’;75 € a7 tal que
Ry(x) = f(x) — pr(z) = (4)
1 8k+1f
(1 )3, =) (32— T) -+ (3, =T
(k+1)! (jl,jz,...,jkﬂz):e{l ..... prhtl aib’jl axjé e axijrl 7 ! o 72 2 ht Tkt

e se f é de classe C™! o mesmo vale para k = m.

A prova deste teorema é feita usando-se essencialmente o caso para uma variavel,
aplicado & fungao g(t) = f(T + t(z — T).

No caso em que p =2 (f(z) = f(x1,22)):

Ry(z) = f(z) —pr(z) =

(0 ) (21 —T1)7 (0 — To) ™17 (5)
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3 Derivadas de ordem superior

J& definimos diferencial de uma fungao f : 2 = Q° C R? — R? num ponto T € 2. A
diferencial de f no ponto T (quando existe) é uma transformagao linear D f(Z) : R? — RY,
e sua matriz quando consideramos as bases canonicas em R?” e R? é a matriz jacobiana
de f no ponto T (uma matriz g X p):

@ M@ - L@

@ = |B@ @ B
i) Ui(m) ... Ui()

= (L@ g@ - @)

= (Delf(f) Dle(T) Depf<T>)'
Por causa disso, usando representacao matricial podemos escrever:
oy of of
DI@) = Jf@ = g () + g () 4+ g (7)
- U1D61f(f) + U/2D€2f(f) -+ upDepf( )

0 Of (= Of (= . — — =\ x

Observe que TJZ(‘T% Tgi(x)7 T 37];(@7 ou seja, De1f($)v Dezf(x)a T D@pf(x)7 5a0

vetores de R, representados, portanto, como matrizes colunas na base canonica de RY.
(Note o cuidado com a posi¢io dos escalares uy, ug, ..., up.)

3.1 Diferencial no caso ¢ =1

Quando g =1, f: Q=0Q°C R? - R, Df(7) : R* — R é um funcional linear?, e sua
matriz quando consideramos as bases canonicas em R? e R é a matriz jacobiana de f no
ponto T é uma matriz linha 1 x p:

I@ = (L@ L@ - L@)
= (Dtilf(j) De2f(j) Depf<T>)'

Por outro lado, para uma tal f temos a definicao de “gradiente de f no ponto Z”7, que
definido por

V(@) = grad (@) = (@) 5L @) 5 w) € R

que é um vetor de RP ortogonal a curva de nivel de f que contém o ponto T.

2Teorema de Representacio de Rierz: “Todo funcional linear de L : RP — R ¢ representado por um
vetor de wy, € R? no sequinte sentido: L(u) = (wr | u ),YVu € RP”.
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Por causa disso, usando representacao matricial podemos escrever, lembrando que
of < .
o (T) = De, f(T) sao niimeros reais:

0 0 0
DI ) = Tf(E = agi @) + a;; @)+ ()

= <Vf@ﬂ|u>=wfo®)=(Vf@»w

Note que fixada a base canonica em RP:

- a representacao matricial de Df(z) : R — R é a matriz linha
Jf@ = (2@ L@ - L@),

- a representacao matricial de V f(7) € R? é a matriz coluna

Vi) =

Elas sao transpostas uma da outra.

3.2 Derivadas de ordem superior no caso g = 1

As derivadas de ordem superior de uma funcao f: Q2 =Q° CR?» - R, Df(Z) : R» - R
num ponto T € {2 generalizam a nocgao de diferencial de f em 7.

Sabemos que f ¢ de classe C'' numa vizinhanga de 7, existe Df(T) : R?> - R, e é o
funcional linear dado por

0 0 0
DI = GL@+ @t o+ 5@
P oof

= Z B (T)u;, Yu e RP.

Derivada de ordem 2
Se f:Q=0Q°C RP — R for de classe C? definimos o funcional bilinear®
Df(z): R xR? - R

por
D@ = 3 T, W) R xR ©)

3J4 estudamos funcionais bilineares no semestre anterior, alguns exemplos sdo:

(1) o produto escalar ( | ):RP xRP - R,
(2) o determinante de “matrizes” 2 x 2, olhado como a fun¢io d : R*> x R?> — R definida por

d((a117&12)7(a21’a22)) — det (all alg).
a1

az2



Derivada de ordem 3

Se f:Q=0Q°C R? = R for de classe C® definimos o funcional tribilinear*

D3f(7) : R x RP x R? = R
por

P

Dsf( Y (u,v,w) = Xp: 02,0

i,5,k=1

Derivada de ordem m

De modo andlogo, se f: 2 =Q° C R” — R for de classe C"™ podemos definir

D"f(z) :RP x R? x --- x R? = (R")™” - R
por
P m
D" f(T)(u' u?,. .0 = > o f

11,02,.50m =1

Oz uj 0xy, - - - 0y,

V(u',u?, .. u™) € (RP)™

3.3 Forma quadratica importante, e uma generalizacao

(T)uvjwy, V(u,v,w) € RP x RP x RP.

Uma forma quadratica em RP é uma funcao ) : R? — R que é homogénea de ordem

k = 2, isto é,
QM) = NQ(u), Yuec RP,V)cR.

Veja que uma transformagao linear tem essa propriedade para k = 1 (homogeneidade).
Uma forma homogénea de ordem k& em RP é uma funcao H : R? — R satisfazendo

H(\u) = H(u), VYuecRP,YAER.

Formas homogéneas de ordem k£ em RP? podem ser obtidas a partir de jormas (ou
funcionais) k-lineares. Se T': R?* — R é uma forma k-linear em R”, a funcao T : R? — R

definida por
T(u) =T(u,u,...,u), YuéeR?P,
¢ uma forma k—linear em RP.

Serao importantes para nos:
A forma quadritica definida a partir derivada D?f(Z) (ver (6)):

D’f(@) : R’ - R

definida por
D2f(7)(u) := D*f(z)(u,u), Vu€ RP.

4J4 estudamos um funcional multilinear importante no semestre anterior:

(9)

o determinante de “matrizes” n x n, olhado como a funcao d : R™ x R x --- x R™ — R definida por

d(A1,As, ..., A,) =det A, onde Ay, As, ..., A, sdo as linhas da matriz A € M,,x,, é n—linear.



Usualmente, para simplificar notagao, escreveremos

D2f(z)(u) = D*f(z)(u,u) = D* f(z)(u)".

Também estenderemos essa notacao para as formas homogéneas de ordem k, usando:

k=1 D f (7)(u) como usual,

k=2 D*f(z)(u)® para D*f(z)(u,u),

k=3 D3f(x)(U)3 para D f(7)(u, u, ),

ke N DFf(@)(w)*  para D*f(T)(u,u, ..., u). (10)
Note que se f é de classe C" e 1 < k < m temos

of af

T - o1 of of
Df(@)(u) = 81)1( T ¥ 31‘2( T)ug + -+ + axnup = ]2:1 8xj( T)uj,
9 f
D2f<f> (u)2 = Z (f)u .1u i
(J1,92)€{1,...,p}> alea‘r]é d
03 f
D3f<j)(u)3 = —(T)u.luéué?
(j1,j2,j3)z€:{1 77777 p}3 aleal'j28$j3 91 %92 %)
T o f _
D*f(@)(w)* = > (T)uj ugy - - uj, . (11)

o 0x; 0xs, « - 0x;
(J1:525-dk)E{L,...op}le ~ T2 Ik

No caso em que p =2 e f é C?, (f(x) = f(x1,22) e u = (u1, uz)), podemos escrever,
usando o teorema 1, para 1 < k < m:

PI@W = ¥k @l

D@ = 3 (3) gt

D@ = 3 (3) gk it

DHf(@)(w) = Z (%) 8661”@3)% (12
Acima, foi usada a notagao ?7513(?) = %(j) e %(E) = %(E).



Polinomio de Taylor usando as derivadas de ordem superior

E agora imediato que se f : = 2° C R? — R de classe C"™ numa vizinhanca de um
ponto T € , o Polinémios de Taylor de ordem k de f ao redor de T (0 < k < m) dado
por (2) fica

pule) = FE)+ D @) —T)+ 5 D2 F(@) (7)o D (@) =)+ - oD () (o)
(13)

Na férmula acima, o “expoente” no vetor u = (x — ) deve ser olhado como em (10)
e (11).

No caso particular em que p = 2 (f(z) = f(z1,22)), podemos escrever entao, usando
o teorema 1:

& Of
(@) = J@)F 2 5 @)+ (14)
7j=1 J
1 &2\ 0% ,
! 2‘32%<J> o] x5 (@) (21 = T1)" (22 = T2)™ +
1 3 3 83]0 ; ;
+ 52 (5) e @ — T o2 -7 4
o
1 k k 8k:f . }
’ k';] (J) Ol O (@) (w1 = 71) (22 = 7)"



