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Slides comentados
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Aulas remotas de PSI3471-2020 
com temáticas programadas para 

as semana de  30/03 e 01/04
Prof. Emilio Del Moral Hernandez/

... nestes slides: primeira destas 2 aulas (#9 -30/03)

Temas da quinta semana c/ Prof Emilio
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Temas da quinta semana c/ Prof. Emilio 
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Nesta 2ª feira dia 30-03-2020, abordaremos ...
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© Prof. Emilio Del Moral – EPUSP

O foco agora:

Regressores
y(X) é analógico!

(y não é binário, nem inteiro, nem categórico)
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função com valores analógicos y(X) ....

X
y ... Valores analógicos 

xo

xi

y
Modelagem: 

X y

X

S

S: sistema modelado é regido 
Por função F genérica, y=F(X)
(ou y=F(X) + erro “pequeno”)

17

 Prof. Emilio Del Moral Hernandez

Medidas de qualidade para regressores
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18
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Medindo qualidade de regressores ...

RMStreino/teste é uma possibilidade para refletir a distância média 
entre o modelo e dados empíricos   ... E é já calculado facilmente 
em bibliotecas que operam otimização de parâmetros de modelo 
com base na minimização do Eqm sobre os dados empíricos

(note que o RMS = raiz quadrada do Eqm)

Além dessa comodidade, pode ser interpretado como o desvio 
padrão dos erros, ou seja tem um significado estatístico

PORÉM ... o RMS não é a única medida de qualidade para 
regressores e em geral NÃO é medida mais adequada para o 
usuário final do modelo! 
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Pergunta: O Eqm (ou RMS) indica a qualidade 
do modelo?  Onde usar Eqm ou onde não?
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Medindo qualidade de regressores ... Plots y corretos versus 
y estimados + valor de “R” é outra possibilidade
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Coeficiente de correlação de Pearson ...
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Coeficiente de correlação de Pearson ...
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Pergunta: O Eqm (ou RMS) indica a qualidade 
do modelo?  Onde usar Eqm ou onde não?
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Aproximação univariada

25
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... Um parênteses para discutirmos um 
pouco a aproximação universal usando 

tangentes hiperbólicas, sigmoides, etc ... 
(funções em formato de “S”)

Abordemos o caso simples e bem 
particular de função escalar univariada, 
ou seja, pensemos sobre a aproximação 

de uma função de 
uma única variável x1: y(x1)
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O que conseguimos fazer com um único neurônio
sigmoidal, no caso de regressões (“y contínuo”)?

28

© Prof. Emilio Del Moral – EPUSP

O que conseguimos fazer com um único neurônio
sigmoidal y(w1.x1) c/ escalamento de x1 via w1 e VIÉS NULO

x

w1 = 1

w1 << 1

w1 >> 1

(esta é a tgh “de fábrica”: 
w1 unitário e w0 nulo)

27

28



10

29

© Prof. Emilio Del Moral – EPUSP

... e que tipo de dados empíricos conseguimos modelar 
com um único neurônio sigmoidal em regressões “y(x1)”?

x1

Os pontos 
pretos são pares 
empíricos (xμ,yμ);
As curvas coloridas, 
são regressões 
sigmoidais aderentes 
a tais pares.

x1

x1
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Equivalente em txt
Para uso do MBP
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O que conseguimos fazer com um único neurônio
sigmoidal y(w1.x1 + w0.1), c/ escalamento de x1 via w1

x

w1 = 1

w1 << 1

w1 >> 1

w0 = - 3 

w0 = - 2

w0 = + 1 

... e agora também com o viés, via viés w0

34
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Regressão univariada com Cybenko “café 
com leite” de 3 nós na primeira camada ... 

x y(x)
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Cybenko “café com leite” (regressão genérica univariada), para 
aproximação universal de funções de 1 variável x1 apenas? 

... superposição de várias sigmóides deslocadas e escaladas

x1

Vocês enxergam acima 3 nós “tgh” na primeira 
camada, com com 3 viéses distintos e 3 
escaladores de x1 distintos, e mais um 4o nó 
combinador (somatória simples de 3 entradas) na 
camada de saída?

36

© Prof. Emilio Del Moral – EPUSP

Algumas discussões adicionais sobre o Cybenko “café 
com leite” da regressão univariada ...

 Vimos acima como se comporta o regressor univariado de 
Cybenko “café com leite” quando o nó de saída tem função de 
ativação identidade,  seus pesos ponderadores das saídas da 
primeira camada são todos unitários positivos e o peso de viés é 
nulo.

 O que ocorre se os esses pesos ponderadores não forem mais 
unitários? (podem ser agora positivos, negativos, encolhedores 
(módulo < 1) ou amplificadores (módulo > 1) )

 E se o seu peso de viés do 4o nó não for mais nulo? 

35

36



13

37

© Prof. Emilio Del Moral – EPUSP

Cybenko “café com leite”, para aproximação universal de funções 
de 1 variável x apenas? 

... superposição de várias sigmóides deslocadas e escaladas:

x

... Ponderadores das 3 tgh’s da primeira camada, 
que são implemantados nos pesos sinápticos do 
4o nó, não são mais unitários nem 
necessariamente positivos 

y

38
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Cybenko “café com leite”, para aproximação universal de funções 
de 1 variável x apenas? 

... superposição de várias sigmóides deslocadas e escaladas:

x

... Ponderadores das 3 tgh’s da primeira camada, 
que são implemantados nos pesos sinápticos do 
4o nó, não são mais unitários nem 
necessariamente positivos 

y

37
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Cybenko “café com leite”, para aproximação universal de funções 
de 1 variável x apenas? 

... superposição de várias sigmóides deslocadas e escaladas:

x

... Efeito do viés do 4o nó não ser nulo, 
exemplificado em dois valores distintos de viés 

y

40
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A discussão anterior indica claramente que ao menos no caso 
de funções univariadas no domínio e na imagem (uma única 
variável x no argumento e uma única variável y na “saída” da 
função) uma RNA de duas camadas (com vários neurônios na 
segunda, não apenas 3 como ilustrado) pode aproximar 
qualquer função contínua univariada com erro bem pequeno 
se necessário: se desejado, basta usarmos mais e mais nós na 
segunda camada do MLP, aumentando assim arbitrariamente a 
precisão da aproximação da função alvo da modelagem.
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A) Cybenko foi além de mostrar a viabilidade de aproximação 
em casos unidimensionais, ele fez a prova de Aproximação 

Universal no âmbito de funções de múltiplas variáveis!

Qualquer Função(X) genérica pode ser aproximada por um 
MLP – O que é bom para Estimação / Regressão Contínua (um 

dos alvos de aplicação deste curso) !!!

E … 

É também bom para o Reconhecimento de Padrões (outro 
alvo de modelagem)

42

 Prof. Emilio Del Moral Hernandez

Cybenko – Teorema;

Enunciado, Premissas, 
“Sumário Executivo”

O objetivo não é demonstrá-
lo, mas entende-lo 
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A aproximação universal 
com RNAs do tipo MLP, 

segundo Cybenko 
(& Kolmogorov)
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Cybenko foi para um terreno mais complexo: temos um 
vetor de entradas X em lugar de um x unidimensional

43
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Cybenko – Enunciado da Prova ... (premissas + resultado)
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Rede de uma única camada de neurônios sigmoidais + 
um neurônio de saída 

X yrede

“MLP de Cybenko”
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Cybenko – Enunciado da Prova ... (premissas + resultado)

yrede(X) X

Wi : vetor de pesos do nó escondido i

viési : viés do nó escondido i
sigmoidal

elementos do vetor de pesos do nó linear de saída Ws

número de nós escondidos

57
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yrede(X) Fescondida_sistema(X)

Limite de erro

63
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Cybenko – a prova matemática, disponível para 
download na internet, é bastante complexa
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De onde vem o grande poder 
do MLP em resolver tantos 

problemas diversos?

A prova de Cybenko nos 
respondeu essa dúvida!!
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função com valores analógicos y(X) ....

X
y ... Valores analógicos 

xo

xi

y
Modelagem: 

X y

X

S

S: sistema modelado é regido 
Por função F genérica, y=F(X)
(ou y=F(X) + erro “pequeno”)
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Questões intrigantes, p/ esta aula e p/ pensar em casa ...

- No que impacta escolhermos o “epslon” de Cybenko de alto valor? O 
que muda na estrutura de Cybenko com isso?

- No que impacta escolhermos o “epslon” de Cybenko de baixo valor?
- Como definimos o número de nós da primeira camada do MLP ? Isto 

pode ser definido a priori, antes de testar o seu desempenho? (por 
exemplo com base no número de entradas da rede e/ou com base no 
número de exemplares de treino M?)

- O que ganhamos e o que perdemos se escolhermos usar POUCOS nós 
na construção da rede neural? 

- O que ganhamos e o que perdemos se escolhermos usar MUITOS nós 
na construção da rede neural? 

70
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Aumento de aderência aos dados de treino 
com o aumento de nós da RNA ... 

Erro (treino)

Complexidade 
crescente do modelo

(# de nós na 2ª camada) 
modelos pobres,
por ter menos 
neurônios que o 
necessário

modelos com 
aderência “perfeita”

aos pares (X,y) de treino
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Resumindo, Cybenko foi além de mostrar a viabilidade de 
aproximação em casos unidimensionais; e foi além de mostrar

a viabilidade de fronteiras de separação genéricas.

Qualquer Função(X) genérica pode
ser aproximada por um MLP 

– Isso é bom para Estimação / Regressão Contínua (um alvo
neste curso) !!!

- É também bom para o Reconhecimento de Padrões (outro 
alvo de modelagem do curso)

90
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O Multi Layer Perceptron (MLP)
 Múltiplas entradas / Múltiplas saídas / Múltiplas camadas

 Variáveis (internas e externas) analógicas ou digitais 

 Relações lineares ou não lineares entre elas 

Decisão

Estimação

Proc. Não Linear de Sinais

Kolmogorov, Cybenko (~1990)
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+ Questões, p/ esta aula e p/ pensar em casa ...

- Segundo Cybenko, quando queremos um aproximador universal de 
funções com um MLP que tenha os ingredientes da prova que ele 
demonstrou, que funções de ativação (função não linear do nó neural) 
podem ou não podem ser usadas na implementação das camadas 
internas?

- Podemos usar a Tgh, a Sigmóide, a Linear, a Linear por etapas (todas 
dessa classe ou só algumas?), a Relu, a função Sinal, a função Degrau, 
a Gaussiana? 
(basta checar quais obedecem às premissas de Cybenko e quais não)  
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Nos falamos em breve ...

Prof. Emilio Del Moral Hernandez  
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