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Dica para o exerćıcio 3. Usando o próximo teorema os itens (a), (b) e (c)
tornam-se bem mais simples.

Teorema 1. Sejam a, b ∈ Z. Para n ≥ 2

an − bn = (a− b)(an−1 + an−2b + · · ·+ abn−2 + bn−1) (1)

Demonstração. Vamos provar por indução em n. Para n = 2, segue que

(a− b)(a1 + b1) = a2 − b2

Agora, suponha por hipótese de indução que

ak − bk = (a− b)(ak−1 + ak−2b + · · ·+ abk−2 + bk−1)

para k = 2, · · · , n. Assim, vamos provar para n + 1. Note que usaremos a
segunda forma de indução

an+1 − bn+1 = (a + b)(an − bn)− anb + abn

= (a + b)(a− b)(an−1 + an−2b + · · ·+ abn+2 + bn−1)

− ab(a− b)(an−2 + ban−3 + · · ·+ bn−3a + bn−2)

= (a− b)[(a + b)(an−1 + an−2b + · · ·+ abn−2 + bn−1)

− ab(an−2 + ban−3 + · · ·+ bn−3a + bn−2)]

= (a− b)[an + an−1b + an−2b2 + · · ·+ abn−1 + bn]

Usando a propriedade distributiva dentro do colchete, não é dif́ıcil concluir-
mos que vale a última igualdade.
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