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AULA 11 — SOLUCAO NUMERICA - DIFERENCAS FINITAS

Como estudado na aula anterior, a solucdo da equacdo da condugdo de calor em
configurac@es bi e tridimensional é bastante complexa e, verdadeiramente, na maioria dos
casos praticos ndo existe nem solucdo analitica. Nesse caso, lanca-se mdo de métodos
numéricos de solucdo. H4 uma grande variedade de métodos disponiveis na literatura, mas
vamos nos ater a apenas um dos métodos: o das diferengas finitas.

A idéia consiste em dividir a regido que esta sendo examinada em pontos discretos ou
pontos nodais, e aplicar um balanco de energia para cada ponto nodal, conforme ilustrado
no esquema abaixo. Assim, transforma-se o meio continuo original em um meio discreto
formado por uma matriz de pontos com propriedades térmicas que “concentram” as
informacBes do meio continuo original naqueles pontos. Considerando o esquema a seguir,
considere 0 ponto nodal (m,n) indicado, tendo como vizinhos os pontos nodais (m-1,n) a
esquerda, (m+1,n) a direita, (m,n-1) abaixo e (m,n+1) acima. A distancia entre os pontos

nodais é Ax e Ay, nas duas dire¢des principais.
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2 2
A equagdo da condugdo de calor em RP, 2-D é dada por —-+——-=0. Ela pode assim
X® oy
ser assim discretizada:
T L L . .
a ~ M (Primeira derivada na direcdo x — face esquerda)
OX | L, AX
2
(3_T N (Tm+1,n = Tm,n)
x|, L, - AX (Primeira derivada na direcéo x — face direita)
2]
Assim,
ot| ot
az-|-| OX|pln  OX|[pt,
= 2 (Segunda derivada na direcdo x — centro)
OX | AX
o°T | N Tm-1n +Tm+1n —2Tmn
Ou, ainda, apos substituicao das primeiras derivadas: | 5,2 ‘m i - (Ax)2
o 52T| sz,n—l+Tm,n+1_2Tm,n

Analogamente, na direcéo y: oy ‘m,n (Ay)?

Assim, a equacdo original da conducéo de calor diferencial pode ser aproximada por uma
equacdo algébrica,

0T  o°T
+_ ~

8X2 ayz ~ Tm-1n +T

+T +T

m+1,n m,n-1 mn+l 4Tm,n =0 , Sedx = Ay

A equacdo acima é a forma da equacdo do calor em diferencas finitas para o caso em RP, 2-
D. Note que a temperatura nodal Tn,, representa a média aritmética das quatro temperaturas

da sua redondeza.

http://www.usp.br/sisea - © José R. Simdes Moreira — atualizacdo Setembro/2018



Notas de aula de PME 3361 — Processos de Transferéncia de Calor 99

O que acontece nas regides de contorno do problema?

Suponhamos que haja convec¢do, conforme ilustrado. Um né (a direita) se situa sobre a
superficie ou no contorno do meio.

m,n+1

o0
m-1,n e TN

/\/ Convecgio

m,n-1
Procede-se a um balanco de energia para o ponto (m,n) em questéo

-T =T al
T = Toan) 1 A% (g = Tons) ) AX (T =) _ hAy(T,, =T..)

—kA
y AX 2 Ay 2 Ay

Tm,n[h% + 2) - h%Tw - % (2Tm—1,n +Tm,n+1 +Tm,n—1) =0

Para outras condigdes de contorno, equagdes semelhantes podem ser escritas.

Por exemplo, um canto superior a direita:

m-1,n m,n Ax = Ay
T
Ay VA
Ax m,n-1
2Tm'n(h% +1j —2h %Tw ~(Tyan + 1) =0

Ver tabela 4.2 (Incropera) ou Tabela 3.2 Holman para outras condigfes e geometrias.
Tabela 4.2 do Incropera.
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TABELA 4.2 Resumo de equacdes de diferencas finitas para pontos nodais

Configuracio Equagio de Diferencas Finitas Ax = Ay
mn+1
A el el
o § S i
L i 2, 1§
m-1,n ; : m+1,n
Seeap ot Ijvn,n+l i Tm,n—l e Tm+1,n o Tm—l,rz i 4Tm‘ri =0
T Caso 1. Ponto nodal interior
le— A x —»|

2(Tm—1,n + Tm.n+l) (0, rint Tm.n—])

I
B +2—hﬁxTw72<3+@i‘>T =0

k mn

Caso2. Ponto nodal em um vértice interno com convecgio

(ZTr-—1n+Tmn+1+Tmn~)+2hAxToo_'2 HJFZ Vi ,:0
E 8 -1 k k mn

mon-1 Caso3. Ponto nodal em uma superficie plana com convecgio

le— A x—»]

o R R (” v 1) Ty =0
Casod4. Ponto nodal em um vértice externo com convecgio
e— Ax—»|
'y myn+1
i
Ay gEEa
i
1 e 2g" A
mn - q Ax
: § q (27‘"1—1,11 s Tm,n+1 + Tm.n*l) i i _4Tm.ﬂ = O
m-1.n 1 st
! {
S
§ Caso5. Ponto nodal em uma superficie plana com fluxo térmico uniforme
m,n—
s

=%Para obter a equagao de diferencas fimtas para uma superficie adiabalica (ou superficie de simetria), simplesmente colque k ou ¢ igual a zero.

Uma vez que as equagOes de todos os pontos nodais forem estabelecidas, obtém-se um

sistema de N equagdes por N incognitas do tipo:
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a, I +a,l,+...a,Ty =¢
a,l+a,l,+...a,,Ty =¢C,

Ay I +ay,l,+...anwTy =Cy
Ou, em notacdo simplificada matricial, vem:
[AL[T]=I[C]

Estudar exemplo resolvido 4.3 (Incropera)

Uma técnica antiga de solucdo manual de sistemas lineares de equagdes é o chamado

método da relacdo. Nesta técnica, a equacao nodal é, primeiramente, igualada a zero:

a,l,+a,lL+...+a,T,—c, =0

Em seguida ¢ igualada a um residuo e depois segue-se 0 seguinte procedimento de solu¢éo:

1 — Admite-se uma distribuicao inicial de temperatura;

2 — O valor do residuo em cada ponto nodal é calculado;

3 — “Relaxar” o maior residuo encontrado para zero (ou proximo) mudando a temperatura
do ponto nodal correspondente;

4 — Recalcular os residuos para esta nova temperatura;

5 — Continuar o processo 3 — 4 até que todos o0s residuos sejam nulos ou proximos de zero.

Hoje em dia, h4 muitos programas de computador e até de calculadoras que resolvem um
sistema linear de equacdes por diversas técnicas. Basta selecionar um deles. Por exemplo, o

método de eliminagdo gaussiana.
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Exemplo Resolvido

Uma placa retangular é submetida as condic¢Ges de contorno ilustradas na figura. Pede-se
calcular a distribuicdo de temperatura nos pontos nodais mostrados, dados que:

h = 200 W/m? °C

T,=20°C
k =10 W/m°C
Ax= Ay=10cm
T,=20°C
5 6 7 6 5
3 ..4 5 100°C
- -

100°C

100°C
OBS: Observar a simetria do problema (ndés com o mesmo nimero)

Solucéo:

Pontos nodais interiores (1-4) - vale a seguinte equacéo:

TM—l,N +TM+1,N +TM,N—1 +TM,N+1 _4TM,N :O

Portanto,

né 1: —4T, + T,+T,+ 2(100)=0
no 2: 2T, — 4T, +T, + 100=0
né 3: T,—4T,+T,+T,+100=0
no 4: T, +2T,-4T,+T, =0

Ponto nodal 5 (canto) — vale a seguinte equacao

Tm,n(h%_'_zj_ h%Too _(Tm+1,n +Tﬁxo) =0

noé 5:

T5(200x0,1+2J_ 200><O,120_(|.6 +100) =0, ou

10
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—4T, +T,+140=0

Pontos nodais com convecgdo (6 — 7) — vale a seguinte equacgéo:

+ Tm+l,n ] = 0

m-1,n

Tmn(h&uj—h&rn Lam T
"k K = 2cm

66 Te(zooxo,1+2j_ 200x 0,1

1
0 20—5[2T3+T5+T7]:0,0u

T{zoox 01 Zj 20001

1 :
I 20—5[2T3+T5+T7]=0,ou ainda,

T3+%T5—4T6+%T7 +40=0

NG 7: 4T7—40—%(2T4+2T6):0,0u

T,+T,—4T,+40=0
Em forma de Matriz temos:

-41 1 0 0 0 0ym —200
2 -4 0 1 0O O 0 T, —-100
1 0 -4 1 0 1 O0]T, -100
0 1 2 -4 0 0 1 T,|=| O

o 0 0 0 -4 1 0T, —140
0O 0 1 O % -4 % Ty —-40
0 0 0 1 0 1 -4,\T —40

Solucgéo do sistema pelo método de eliminacdo gaussiana

T, =90,4°C
T,=87,2°C
T, =74,3°C
T, =682°C
T, =44,7°C
T, =388°C
T, =36,7°C
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