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Posição e deslocamento
Posição

A localização de uma partícula pode ser
especificada por um vetor posição ~r
Na notação dos vetores unitários

~r = xı̂+ ŷ+ zk̂

Exemplo

~r = (2m)̂ı+ (−5m)̂+ (1m)k̂
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Posição e deslocamento
Deslocamento

No tempo t = t1 a posição da partícula é
dada por ~r1 = ~r(t1)

No tempo t = t2 a posição da partícula é
dada por ~r2 = ~r(t2)

Durante um intervalo de tempo
∆t = t2 − t1 o deslocamento da partícula é
dado por

∆~r = ~r2 − ~r1 = ~r2 + (−~r1)

∆~r = (x2ı̂+ y2̂+ z2k̂)− (x1ı̂+ y1̂+ z1k̂)

∆~r = (x2 − x1)̂ı+ (y2 − y1)̂+ (z2 − z1)k̂

∆~r = ∆x ı̂+ ∆y ̂+ ∆z k̂
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Posição e deslocamento
Exemplo

7 / 23

Uma partícula se movimenta segundo as equações

x(t) = −0, 31t2 + 7, 2t+ 28 y(t) = 0, 22t2 − 9, 1t+ 30

No instante t = 15s , qual é o vetor posição ~r da partícula na notação dos vetores
unitários e na notação módulo-ângulo?

~r(t) = x(t)̂ı+ y(t)̂ (1)

( x(t) e y(t) ) ⇐⇒ ( θ(t) e |~r(t)| )

Em t = 15s, temos: x(15) = 66m e y(15) = −57m

~r = (66m)̂ı+ (−57m)̂



Posição e deslocamento
Exemplo

7 / 23

Uma partícula se movimenta segundo as equações

x(t) = −0, 31t2 + 7, 2t+ 28 y(t) = 0, 22t2 − 9, 1t+ 30

No instante t = 15s , qual é o vetor posição ~r da partícula na notação dos vetores
unitários e na notação módulo-ângulo?

~r(t) = x(t)̂ı+ y(t)̂ (1)

( x(t) e y(t) ) ⇐⇒ ( θ(t) e |~r(t)| )

Em t = 15s, temos: x(15) = 66m e y(15) = −57m

~r = (66m)̂ı+ (−57m)̂



Posição e deslocamento
Exemplo

7 / 23

Uma partícula se movimenta segundo as equações

x(t) = −0, 31t2 + 7, 2t+ 28 y(t) = 0, 22t2 − 9, 1t+ 30

No instante t = 15s , qual é o vetor posição ~r da partícula na notação dos vetores
unitários e na notação módulo-ângulo?

~r(t) = x(t)̂ı+ y(t)̂ (1)

( x(t) e y(t) ) ⇐⇒ ( θ(t) e |~r(t)| )

Em t = 15s, temos: x(15) = 66m e y(15) = −57m

~r = (66m)̂ı+ (−57m)̂



Posição e deslocamento
Exemplo

O módulo |~r| é dado por

|~r| =
√
x2 + y2 =

√
(66m)2 + (−57m)2 = 87m

e o ângulo de ~r é dado por

θ = tan−1

(
y

x

)
= tan−1

(
−57m

66m

)
= −41◦

Portanto θ = −41◦ ou θ = 319◦ indicam a
mesma orientação.
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Sumário

1 Movimento em duas e três dimensões
Posição e deslocamento
Velocidade média e Velocidade instantânea
Aceleração média e Aceleração instantânea
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Vetores velocidade
Velocidade média

O vetor velocidade média é definido como

Velocidade média

~vméd =
∆~r

∆t

Em termos das componentes†

~vméd =

(
∆x

∆t

)
ı̂+

(
∆y

∆t

)
̂+

(
∆z

∆t

)
k̂
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10 / 23



Vetores velocidade
Velocidade instantânea

Se consideramos intervalos de tempo cada
vez menores, a magnitude do deslocamento
se aproxima da distância ao longo da curva
O ângulo entre ∆~r e a tangente à curva no
início do intervalo se aproxima de zero
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Se consideramos intervalos de tempo cada
vez menores, a magnitude do deslocamento
se aproxima da distância ao longo da curva
O ângulo entre ∆~r e a tangente à curva no
início do intervalo se aproxima de zero

Vetor velocidade instantânea

~v = lim
∆t→0

∆~r

∆t
=
d~r

dt
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Vetores velocidade
Velocidade instantânea

Em termos das componentes

~v = lim
∆t→0

∆~r

∆t
= lim

∆t→0

∆xı̂+ ∆ŷ+ ∆zk̂

∆t

= lim
∆t→0

(
∆x

∆t

)
ı̂+ lim

∆t→0

(
∆y

∆t

)
̂+ lim

∆t→0

(
∆z

∆t

)
k̂

=
dx

dt
ı̂+

dy

dt
̂+

dz

dt
k̂

= vxı̂+ vy ̂+ vzk̂

Sendo que

vx =
dx

dt
vy =

dy

dt
vz =

dz

dt
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Vetores velocidade
Velocidade instantânea

Em termos das componentes

~v = lim
∆t→0

∆~r

∆t
= lim

∆t→0

∆xı̂+ ∆ŷ+ ∆zk̂

∆t

= lim
∆t→0
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ı̂+ lim
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)
̂+ lim
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(
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)
k̂
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dt
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dt
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= vxı̂+ vy ̂+ vzk̂

Sendo que
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dx

dt
vy =

dy

dt
vz =

dz

dt
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Vetores velocidade
Teste

A figura mostra uma trajetória circular descrita por uma partícula. Se a
velocidade da partícula em um dado instante é

~v = (2m/s)̂ı− (2m/s)̂,

em qual dos quadrantes a partícula está se movendo nesse instante se o
movimento é

1 no sentido horário?
2 no sentido anti-horário?

Desenhe ~v na figura para os dois casos.
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Vetores velocidade
Exemplo

Você lembra da partícula do slide 7?

x(t) = −0, 31t2 + 7, 2t+ 28

y(t) = 0, 22t2 − 9, 1t+ 30

Qual é a velocidade ~v no instante t = 15s?

~v = vxı̂+ vy ̂

vx =
dx

dt
vy =

dy

dt
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Vetores velocidade
Exemplo

vx =
dx

dt
=

d

dt
(−0, 31t2 + 7, 2t+ 28)

= −0, 62t+ 7, 2

vy =
dy

dt
=

d

dt
(0, 22t2 − 9, 1t+ 30)

= 0, 44t− 9, 1

Em t = 15s

vx(15s) = −2, 1m/s vy(15s) = −2, 5m/s
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vx(15s) = −2, 1m/s vy(15s) = −2, 5m/s
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Vetores velocidade
Exemplo

Em t = 15s o vetor velocidade será:

~v(15s) = vx(15s)̂ı+ vy(15s)̂

~v(15s) = (−2, 1m/s)̂ı+ (−2, 5m/s)̂

Módulo

v =
√
v2
x + v2

y =
√

(−2, 1m/s)2 + (−2, 5m/s)2

= 3, 3m/s

Orientação tan θ = vy/vx = 1, 19

θ = tan−1(1, 19) =

{
50◦ + 180◦ = +230◦

50◦ − 180◦ = −130◦
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1 Movimento em duas e três dimensões
Posição e deslocamento
Velocidade média e Velocidade instantânea
Aceleração média e Aceleração instantânea
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Vetor aceleração
Aceleração média

Só para recapitular

Velocidade média

~vméd =
∆~r

∆t

Aceleração média

Aceleração média

~améd =
∆~v

∆t

Em termos das componentes

~améd =
~v2 − ~v1

∆t

=
vx(t2)− vx(t1)

∆t
ı̂+

vy(t2)− vy(t1)

∆t
̂+

vz(t2)− vz(t1)

∆t
k̂

=
∆vx
∆t

ı̂+
∆vy
∆t

̂+
∆vz
∆t

k̂ = (ax méd)̂ı+ (ay méd)̂+ (az méd)k̂
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Vetor aceleração
Aceleração instantânea

Quando tomamos o limite ∆t→ 0 obtemos a aceleração instantânea
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∆~v

∆t
=
d~v

dt

18 / 23



Vetor aceleração
Aceleração instantânea

Em termos das componentes

~a = lim
∆t→0

∆~v

∆t
= lim

∆t→0

∆vxı̂+ ∆vy ̂+ ∆vzk̂

∆t

= lim
∆t→0

(
∆vx
∆t

)
ı̂+ lim

∆t→0

(
∆vy
∆t

)
̂+ lim

∆t→0

(
∆vz
∆t

)
k̂

=
dvx
dt
ı̂+

dvy
dt
̂+

dvz
dt
k̂

=
d

dt

(
dx

dt

)
ı̂+

d

dt

(
dy

dt

)
̂+

d

dt

(
dz

dt

)
k̂ =

d2x

dt2
ı̂+

d2y

dt2
̂+

d2z

dt2
k̂

= axı̂+ ay ̂+ azk̂

Lembre que: vx = dx
dt vy = dy

dt vz = dz
dt
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Vetores velocidade
Teste

Considere as seguintes descrições da posição (em metros) de uma partícula que
se move no plano xy:

1 x = −3t2 + 4t− 2 e y = 6t2 − 4t

2 x = −3t3 − 4t e y = −5t2 + 6

3 ~r = 2t2ı̂− (4t+ 3)̂

4 ~r = (4t3 − 2t)̂ı+ 3̂

As componentes x e y da aceleração são constantes em todas essas situações?
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Vetores aceleração
Exemplo

Vamos voltar mais uma vez para a
partícula do slide 7!

x(t) = −0, 31t2 + 7, 2t+ 28

y(t) = 0, 22t2 − 9, 1t+ 30

Qual é a aceleração ~a no instante
t = 15s?

~a = axı̂+ ay ̂

ax =
dvx
dt

=
d2x

dt2
ay =

dvy
dt

=
d2y

dt2
21 / 23
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d

dt

(
dx

dt

)
=

d

dt

(
d

dt

(
− 0, 31t2 + 7, 2t+ 28

))
=

d

dt

(
− 0, 62t+ 7, 2

)
ax = −0, 62m/s2

ay =
d

dt

(
dx

dt

)
=

d

dt

(
d

dt

(
0, 22t2 − 9, 1t+ 30

))
=

d

dt

(
0, 44t− 9, 1

)
ay = 0, 44m/s2

21 / 23

20 40 60 80

−70

−60

−50

−40

−30

−20

−10

10

20

30

40

~r(0)

t = 0s

~r(15)

t = 15s

x(m)

y(m)



Vetores aceleração
Exemplo

ax =
d

dt

(
dx

dt

)
=

d

dt

(
d

dt

(
− 0, 31t2 + 7, 2t+ 28

))
=

d

dt

(
− 0, 62t+ 7, 2

)
ax = −0, 62m/s2

ay =
d

dt

(
dx

dt

)
=

d

dt

(
d

dt

(
0, 22t2 − 9, 1t+ 30

))
=

d

dt

(
0, 44t− 9, 1

)
ay = 0, 44m/s2

21 / 23

20 40 60 80

−70

−60

−50

−40

−30

−20

−10

10

20

30

40

~r(0)

t = 0s

~r(15)

t = 15s

x(m)

y(m)



Vetores aceleração
Exemplo

ax =
d

dt

(
dx

dt

)
=

d

dt

(
d

dt

(
− 0, 31t2 + 7, 2t+ 28

))
=

d

dt

(
− 0, 62t+ 7, 2

)
ax = −0, 62m/s2

ay =
d

dt

(
dx

dt

)
=

d

dt

(
d

dt

(
0, 22t2 − 9, 1t+ 30

))
=

d

dt

(
0, 44t− 9, 1

)
ay = 0, 44m/s2

21 / 23

20 40 60 80

−70

−60

−50

−40

−30

−20

−10

10

20

30

40

~r(0)

t = 0s

~r(15)

t = 15s

x(m)

y(m)



Vetores aceleração
Exemplo

ax =
d

dt

(
dx

dt

)
=

d

dt

(
d

dt

(
− 0, 31t2 + 7, 2t+ 28

))
=

d

dt

(
− 0, 62t+ 7, 2

)
ax = −0, 62m/s2

ay =
d

dt

(
dx

dt

)
=

d

dt

(
d

dt

(
0, 22t2 − 9, 1t+ 30

))
=

d

dt

(
0, 44t− 9, 1

)
ay = 0, 44m/s2

21 / 23

20 40 60 80

−70

−60

−50

−40

−30

−20

−10

10

20

30

40

~r(0)

t = 0s

~r(15)

t = 15s

x(m)

y(m)



Vetores aceleração
Exemplo

ax =
d

dt

(
dx

dt

)
=

d

dt

(
d

dt

(
− 0, 31t2 + 7, 2t+ 28

))
=

d

dt

(
− 0, 62t+ 7, 2

)
ax = −0, 62m/s2

ay =
d

dt

(
dx

dt

)
=

d

dt

(
d

dt

(
0, 22t2 − 9, 1t+ 30

))
=

d

dt

(
0, 44t− 9, 1

)
ay = 0, 44m/s2

21 / 23

20 40 60 80

−70

−60

−50

−40

−30

−20

−10

10

20

30

40

~r(0)

t = 0s

~r(15)

t = 15s

x(m)

y(m)



Vetores aceleração
Exemplo

ax =
d

dt

(
dx

dt

)
=

d

dt

(
d

dt

(
− 0, 31t2 + 7, 2t+ 28

))
=

d

dt

(
− 0, 62t+ 7, 2

)
ax = −0, 62m/s2

ay =
d

dt

(
dx

dt

)
=

d

dt

(
d

dt

(
0, 22t2 − 9, 1t+ 30

))
=

d

dt

(
0, 44t− 9, 1

)
ay = 0, 44m/s2

21 / 23

20 40 60 80

−70

−60

−50

−40

−30

−20

−10

10

20

30

40

~r(0)

t = 0s

~r(15)

t = 15s

x(m)

y(m)



Vetores aceleração
Exemplo

ax =
d

dt

(
dx

dt

)
=

d

dt

(
d

dt

(
− 0, 31t2 + 7, 2t+ 28

))
=

d

dt

(
− 0, 62t+ 7, 2

)
ax = −0, 62m/s2

ay =
d

dt

(
dx

dt

)
=

d

dt

(
d

dt

(
0, 22t2 − 9, 1t+ 30

))
=

d

dt

(
0, 44t− 9, 1

)
ay = 0, 44m/s2

21 / 23

20 40 60 80

−70

−60

−50

−40

−30

−20

−10

10

20

30

40

~r(0)

t = 0s

~r(15)

t = 15s

x(m)

y(m)



Vetores aceleração
Exemplo

ax =
d

dt

(
dx

dt

)
=

d

dt

(
d

dt

(
− 0, 31t2 + 7, 2t+ 28

))
=

d

dt

(
− 0, 62t+ 7, 2

)
ax = −0, 62m/s2

ay =
d

dt

(
dx

dt

)
=

d

dt

(
d

dt

(
0, 22t2 − 9, 1t+ 30

))
=

d

dt

(
0, 44t− 9, 1

)
ay = 0, 44m/s2
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