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o O estudo da Dindmica Classica fol iniciado poyr Newton Ccom
& trés leis DbaAsicas do movimento, baseadas na suposi¢dEo da
wviaténelia do espaso absoluto e do tempo absoluto. Tal limitagdo,
vorém, ndo chega a ser um impecilho 2 sua utilizag®o na tecnica.
tuando devem ser resolvidos problemas nos quails entram efeitos
_gravitacionais, adota-se, além das trés leis-de Newton, a 1lei de

-~ Newton da gravitasdo.

0 objetivo da Dindmica € permitir predizer a evolugdo de um
siztema mecidnico no btempo, sendo dadas as condi¢Bes inicials e as
forcas qgue agem nesse siztema, ou inversamente, sendo dado o
movimento do sistema, determinar as forgas que o produziram.

_ A formulas@o matemdtica para o desenvolvimento do assunto
pode: ssr conseguida de duas maneiras: utilizando o© metodo
vetorial, usado por Newton, que da énfase as quantidades veltorials
farca & aceleracio; uszando o método analitico, em drande parte
devido a Lagrange, o qual aborda principalmente as quantidades

adgealares brapalho e energia. -

. O primeiro método € mais fisico, e geralmenbte possul
v atagens em situasfes nasg qualis estio presentes forcas
dissipativazs. O segundo, mals matemdtico, € comumsents atil no

desenvolvimento de resultados gerals poderosos.

II-As leis basicas e os sistemas de referéncia:

i3

: A primeira lei do movimento afirms gue: "um corpo ques nao
eztd =ob agc3o de nenhuma forga permanece em repouso ou continua em
movimento uniforme em linha reta”. Esza assertiva & tambéem

conhecida como lei da inércia, sendo inércla aquela propriedade do
Ccorpo que exide a necessidade de uma forgca para modifilcar seu
movimento. Massa inercial € a nedida numérica da 1nercia. A
comprovacido experimental desza lel na o & possivel, pela
dificuldade de se atingirem as condices de total ausénclia de
forcas sobre o Ccorpo. -

. Para se analisar o movimento de um corpo, € necessario
escolher um sistema de referéncia, o qual € agssumido rigido, & em
relac¥o ao qual seja poszivel medir o deslocamentco, a velocidads,



p
ete., do corpo em movimento, A lel da ingercia divide 03 possivels
mizstemas de referéncia em duas classes:  por exemplo, suponhamos
ue a lel da inercia seja valida em um certo sistema de referéncia
=5 entb3o ela deve sey valilda em dgualsguer outbtros sistemas de
referéncia que tenham uma velocidade constante em relagdo a o, 05
guals =s30 denohminados sistemas inerciais; no entanto, a @ lei1 e
falzsa em qualsgquer sistemas que estejam em movimento acelerado em
relacao a o (por exemplo, com movimento rotativeo), que =530 ditos
sistemas ndoc inerciais, Como oconsequéencla, aqualauer LI da
infinlidade de sistemas 1nerclals de referéncla pode Ser
consiliderado em repouso, enqguanto tTodos o5 @ oubrozs estdo em
movimento retllinec uniforme em relacdoc a ele=, Az equacdes de
transformacso, que permitem correlaciconar as observagdes relabtivas
a dois sistemas inercials de referéncia, podem ser deduzidazs da
segundsa lel do movimento.

W

A segunda lei de Newton afirma que: "a forca agindo sobre
Ul corpo € igual a variaczfo da sua guantidade de movimento em
relacdo a um sistema inercial de referéncia’.

A lel pode ser expressa na forma:

d (wv) = F
dt (13

que nos casos de massa m constante se reduz ac

m-.,} ._-_} . -
m.a = 0 (27

onde a £ a eleraczo da massa.,

o
.

A Tercelira lel, lei da acZo e reacdo, afirma que: "a forgca
COm gue & massa m oage na massa m £ igual em  grandeza, tem A
mesma direcdo & sentido oposto 2 forgca com gue mi age em I
Lambem € necessaria a aszsertiva adicional de gue essas forcas zejam

colineares.

ocerdo apresentadas agora as equagles de transformacg3do,
através das duais S3a correlaclionadas  as  opservactes ds um
movimento em dols zistemas de referéncisa. - '

He uma massa em movimento € localizadsa pelos raios vetores
ri e rz sm relagcdo 2 oridem de dois zistemsas inerclials 51 e 52
reapectivanente, & se além disso, L2 tem um movimenhbo em relacZo
a ot com velocldade v constante, entdc ssegue quse:
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r =t v + r + Cta (3}
v Z Z

Tt = t + o
1 2

cnde L1 e 12 820 os Lempos medidos em S2 e 32,
- \ [ L5967 H _ N L
; £ eduactes de transformacdo, as constantes
dependem apenas da esgolha da origem, > 82 tranzformactes =2
chamadas tramsformactfes” galileanas; € claro gque a aceleracSo € um
1nvariante nessas transformacdes.

As edquagdes de transformagio entre um sistema inercial de
referéncia & um naAc lnerclal 28o consideravelmente mais complicadas
que as equacdes (3). bua dedusdo € facilitada pela saplicacic do
segulnte Leorema: Em um triedro de referéncia 32, o qual possui
uma velocidade angular @ em relagcio a um =iztema S22 de mesms
origem, a variacido com o tempo de gualgquer vebor A como nedido  em
S5z € relacionads 2 VAriacao em of pela sxpregsEo:

da” . da’ T i
at Sg at S

(4

A interpretaglo da equagio (4 € evidente, O primeiro termo d4do
Ladco direito representa a variacdZo de A em 352, enquanto o =zegundo
corresponde 2 mudanga de direcdo devida & robacfo do zsiztema.

e 5t @ um sistema inercial de referénecia e Sz LATTL
sistema rodando em relagdoc a ele, como explicado no teorems
anterior, 52 sendo portanto um sistemsa Nao inercial, &
substituicdo do vetor &£ pelo vetor posi¢io r na equagfo (4) leva
b

—— —3 —3 — \
vﬂbs - vfe-'i, + “ < T (5;

Na equagio (5) wabs representa a velocidade medida et
relagadoc a o1, vrel a  velocidade relativa a 52, e (@ x 1} a
velocidade de arrastamento de um ponto rigidamente ligado a Sz A

equacac para az aceleracdes € obtida por meio de uma segundsa
aplicascdo do teorema, como zegue:
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onde () € g derivada de o em  gualguer do=z dois alﬂtpmag;

interpretacdo fisica da equagdo (8) pode ser mostrada na Forma:

— —_ — — .
5 - A + a + A (7}
abs rel ar r cCor

l

onide acor representa a acelersgfo de Coriolis 2.@ X wral,

Dz resultados (5 e {?} constituem az equasSes de
transformacdoc entre um sistema inercial de referdéncia e um nSo
lnercial.

As modificac8es regueridas nas expressSes  acima, para o
casoc am que o sistema 32z ectid em  translagSc além de rohbaci3o

relativamente a 54, =30 feitas facilmente. Por exemplo, se D{(t}y &
O VeLor posicdo da origem de 52 em relasEo a origem de Si, a
equacdc (2} € zgubstituida por:

— —* d = —% —s 7
= + = + WK v oz U, A Ve ’
Vﬁba Vral at I) L e/ (57}
S4
e consequentemente, a eguagfo (73 fica:
s — = s — — [ ﬁ+] — 3
— ] — + -4 4+ W X Cad > +
Tabs et dtLdtmﬁ] r 4 r Aoy (77
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Na pratica, a decisfo do que pode s=er considerads ocome
istema 1nercial de referéncia depende da precizio desejada na
andlize. Em muitos casos, um conjunto de eixos rigidamente ligados
a superficie da terra € suficiente, embora tal =ziztema Seja nao
inercial pols toma parte na robac@co didria da terra em torno de
seu e1xo, bem como na robaciEo anual ao redor do =ol.

IIT-Dinadmica de um sistema de massac -

A localizac3o de um zistema de massas no espaco, envolve s
deterninacio de um certo ﬂHmPfG de varlavels funsgio do tempo. 0

L

numero minimo dessas variaveis, qgue nso vode ser reduzido sem s
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St e uma caracteristica dg siastemsa, Qi &
denominada nUmero de graug de liberdade do =zistema. Uma masssa
pontual livre no espago tem btrés graus de 1iberdade. () gsistema de
duas massas livres no 2Spaco, mas sujsitas a0 vinoulo de dque &
distancia entre elas seja constante, pozsuil 5 graus de liberdade;
© claro dque a presensa de vinculos diminui o ndmere de graus  de
liberdade do =zistema.

Na andlise de um =zistema de MAaSSAS existemn trés
possibilidades. Em primeiroc lugar, o zistema pode consistir de um
namero pequenc de massas & 2 portanto seu nlUmero  de graus de
liberdade zer2 pequenc. Em szegundo lugar, o siztema pode =@er
formado de um grande nUmero de pontoz de macscos sujeitos a um
grande numero de equacBes vinculares, de modo gque o ndmerc de
graus de liberdade do sistema seja pequenc. Isso acontece no caso
de um 561ido. Finalmente, pode ser que oz vinculos em um =istems
daue contem um ndmerc multo grande de massas nZo sejam suficientes
para reduzir sensivelmente seu nUmero de graus de liberdade. Eaote
caso € tratado em Mecanica Estatistica, onde oz graus de liberdade
a2 reduzidos por metodos estatisticos.

A Segulr derivaremos oS resultados fundamentais
relacionados 2 dindmica de um sistemsa de massas. Assume—se que o
sistema seja constituido de n massas constantes, mo(1=1,2,...ny. 0O

veltor poglicdo de m relstivo 2 origem do =istema de referéncis
inercial pode ser chamado ri. A forca agindo em i €  representads
na forma:
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ohticie Fao .é a forga externa aoc sistema agindo em i EFij
exercida em e por mi e Fit £ jidenticamente nula.

:} // éi-;.? { E‘"}
A Af A& =T 5L L _
'%%%iﬁ%,é?ﬂwﬁﬁf; .ﬁ’éavimeﬂ%ﬂ do centro de massa de um sistema pode ser
- determinadao a partir dao mevimento de todas as massas  do si1stena,
shravés de: P55 5D
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onde M € a masza total do siztems.

U movimento da massza m o em relacfo ac  triedro de
referéncia lnercial € determinado pela aﬂﬁﬁ%&@ﬁ,iﬂéi‘gifaggé@n ﬁmmw?gjﬁ
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sSomandc—-se n equactes desse tipo, vem:

'I"'_"l_Il — ™ s T Ty —

& - e L

EE cl frn v, ] :E Fa. AEE F. . (11
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; cl ’mivi} -~ Fe (11a)
t=1 dt

Uma vez gue

=, I B |
pols pela terceira lei
e — — -
B = ==F = F.o.o=
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crrge Fe © g resultante de todas az forgcas externas agdindo no
sistema.

Derivando a equagio (9) em relagfo ao tempo, obbemos:

., —* rI ey e
Mo, Z'miv+ {12}

] L
L =i

e portantoc a equascio (118) para um =siszstema de masca constante <=
Lorna:

M.d v, =F (13)
a%

G que prova o teorema: 'O centro de massa de um sistema =e move
como Se toda a massa do sistema estivesse concentrada nele, e a

resultante de todas azs forcas exbernas também agindo 14", hasa
conclusio, obviamente, € véliﬁﬁﬂgﬁgﬁ um corpo rigido.
%WJHAH

Duas integracfes da equacio (13 d3o resultados muito
Utels {(squacdezs (14 & (1533
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Fe.dtbt = [M Vﬁjt {M *ﬂaﬂ}t {14}
3

A integral do lado essquerdo € chamada impulso da forca
externa. BEssa equacfo mogstra que a variag®c da quantidade de
movimento do centro de massa € igual ao impulso da forca externa.
Isto leva ao Leorema da conservaciio da quantidade de movimento: "A
quantidade de movimento do centro de massa & constante se a
resultante das fﬂf@&% externas gque adem no sSistema € nula’y o0
aldsa, quan {/?SldP a a equayaoc {(123y:/ "A quantldaﬂﬁ /de

. oo ‘?r’
Vlﬁ&ﬂtﬂgfﬁj;ﬁgdﬂ sistefna & constgnte se a fe ul¥ante ﬁag foré as

Xternas due adem 'no sisStema € nu

Uma outra integracio leva a:
M [T..?"’] (15)

que & ¢ teorema do trabalho e energia: "Q trabalho realizado pelsa

resultante das forcas exbernas agindo no centro dF massa € igual a
variascdo da enerdia cinética do centro de massa’

Em certos casos a forga sexterna Feo pode zer o Zradisnths de
uma quantidade escalar V, que € funcfo somente da posicf¥o. Nesta
si1tuscd o,

Fe = &Y
P
& 1
L
e a eqgquasgac (15 toma a forma:
rle+V}:r-l~M VE+?1 (186}
2 z 2 N - Ji

oe uma tal fungdo ¥V existe, o campo de forgas € dito conservativo,
g a equagac (16) representa o teorema da conzervacio de senerdia.

L£;¢W¢91;

A energia cinética de um sistema?" & 3z s=soma da enerdlia
cinética de suas massas individuais. No entanto, € possivel reunir
essa soma em uma forma que frequentemente torna o cdleulo da
energla cineética menos dificil. A energia cinética +total das
massas em seu movimento em relacfo a O
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onde ot 2 o vebtor posicdo de mi oem relagio so centro de mass=s O do
s1atema. Portanto:

1 18] . _}.,i Ty f_ s s 3 N L, iy
T = -QZ [mi.vﬂ.vﬂj +‘Z Lmi.va"*jij + E—Z [rni,;zt.pi]
[ Fp— § T =3 {Ap— |
Mas
T ._...J_;,'
Erm..;_‘l“,l :‘“—5_}
’L:ii“ L L_j
Pl g _ N
ot definicdo de centro de massa., EntEo,
z 2 ’—:'rz
T=1MVE+1 ) [mi.p?i ] (18)
2 2 1 =3

O dque brova o teorema: A energdia cinetica total de um =sistems de
rarticulas € i1gual a energdlsas cingtica do movimento do  centro  de
massa, mals a energia cingtica do movimento em torno do centro de
massa . |

No caso do sishtema ser um sdlido,
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& a expressidc (18 toma a formsa:

z
e —s —%
T = 1.M .v_ + 1 J [:m X ] e kil
— ;:': —
2 Z JM
mnas
o — — —3 .
WX Pl = w.g,X p ou ainda
3 — —3
WX o = m.R.gf

oinide H € a disténcila do ponto ac
e1xo de rotagcio, pelo centro de
massa. Portanto:
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onide o € o mament% de ingrcia do corpo em relas3o adum eixo  pelo
centro de maSSa@ﬂ@E%ﬂ&1 tem a direcio do vetor velocidade angular.

Ailnda no casoc de um  s51lido, e o mesmo Tem um  ponto
instantaneamente fixo O & um vetor de rotacio W, podemcs escrever:

—

W fr:_:;_,r {?}’5 ?’].dm
Y M
——3 e —%
mas Vv = vﬂ + WX o
onde §+ = E¢
[
e portanto V. v = (@.Rﬂz
Neste caso:
Sflwﬁwa/ -
T = 1 .Iﬂm {20}

5

Y
onde Ig\/ﬁ momentoc de 1inércia do corpo em relacio ao eixo
instantinec de rotacZo. Se o eivxo de rotacdao € fixo no corpo, lo &
constante, se ndo, varia de instante para instante.

Yamos relembrar, agora, o conceito de momento angular de
um sSistema de massas.

Cada massa mi do sziztema tem asscciada a ela o vebor
quantidade de movimento mvi. O momento ds guantidade de movimento

em relasdo a um polo O € o momento angular dessa maszsza, due pode
ser representado por:

U momento angular do sistema de massas em relag%o a um polo
inercial O;}ﬁﬁﬂ
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P o A 177, Eiﬂ = 2 i..?: X om. 'i,?i:} Segue que
0 R v (i
= (& i -
— 5 ' ey
v a B = ) [r) x nv] + A
; . ar © (L UE oL b_it - P o
> (mereie / e =177
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onde o segwumrdo termo“da equagfo acima ¢ nulo, pois O & inercislc
Utiligando a equacio (8), obbemosz: -

-

L L

T [
——}. ——-Jl "'"; o # &

= T]:-_ A T N & . x Fe. (2153
& _. L] L

Admitindo aque a terceira lei de Newton implica +também &
colinearidade de Fij com Fii, e que a linha de ac%¢c desszsas Torcas
colncide com a linhs que liga mi =2 mi, izt & | gue as forgas
internas 230 forgas centrais, a dupla somatdrisg da equacac (21} =ze
anulla & obtemos:

LA

iﬁ; = E}_j X ﬁt Portanto:

dt e
d 5 =M (22}
dt

onicde Mo representa o momento das forcas externas em relacZo ao
rolo Q.

A extensio que sSe segue desse resultado a certos polos nEo
inerciais € muito dtil. Seja A um polo arbitrdrio  com vetor
POS1IGAC a em relagdo ao polo inercial Q. Se o &€ o vetor pPoOsSica o
de m em relasfo a A, zegue:

¥i L2 ™
= T“_’:ﬁ " —3 = '\:' "**'-} _ -~ _ —>
H;i = p P KXom.v, L—IA =} tri a ] X OO .V,
1 -1 i =%
- == S — :
Portanto: Hﬁ = Hﬂ - a x M LV ou derivando:
= i —— e —— —s
dH =dH -a *x M .v,6 - a * MoV,
gt dt
= —> —> 3 .
oul d H =M - ax M LV (23}
at
Mz e M o~ My 2 2
mr— e —
2 2 Clrons TG i = 3 GNGEZ Ty <GN T -
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Se:
1y da/dt= 0O , 1sto &, o ponto A & fixo em relagZSoc a O (=iztema
inerclial }, ou

2y da/dt £ paralelo & vo, izto 2. o ponto A estd =Ze movendo
raralelamente ao centro de masssas, ou € o centro de massa, enti&z o,
vale a eguagczio:

H

¥ AN

c

R ‘h*-} £
= M_ (24

L,

Oz resultados precedentes estdc resumidos no seguinte
teorema: A variacdco no tempo do momento angular em relacfoc &  um
polo € 1gual ac momento das forcas externas em relaclo aquele
polo, se o polos € 1nercial, estd se movendo paralslamente ao
centro de massa ou € o centro de massa. Como coroldrio do teorema,
pode-se mostrar que o wmomento angular em relagfo a um  polo
permanece 1nalterado se o momento das forcas externas em relac3o
ao pola € zero.

E valido regssltar que as expressSes do momento angular
até aquil utilizadas exigem o uso da velocidade absoluta de cada
ponto de massa, mesmo quaﬂdﬁ O polo do momento € 0 nia inerciasl.
Mulitas vezes entretanto, & nPrESS rio considerar o nmomenhbo da

e Vb p1if; *
quantidade do movimento Tara =zimplificar o ocdlculoc do
momento angular. Neste caso, sendo A o polo arbitridrio de momento

obtemos :

J— AL oy > _f_f_
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T =8 o+ a2tk ) s fae
A . A - z th
= =4
—=% =¥ e N
Ha‘i = H.ﬁ. Toa :}{,yﬁ L L L
el . §
..,--\ﬁl?
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Usando (23) & a definigcio de baricentro, a2 Ultima expressio se
reduz a:



e
d H_
at el
A equaciga acime € usualmentbe aprezentada como =endo a Fforma
geral do teorema do momento angular.

.

do Ccorpo, entdZo A

se o ponto A € o centro de massa
{ e redus a:

EQUacao

—> s
He = M
adt ;%r-el AL

0,

gue Trequentemente simplifica o cidlculc de Hoe,

Oz teoremas antericrmente discutidos valem Lambem para um
o 11do. No cazo de um polo de momento pertencente ao  oorpo, e
equacfes se gsimplificam como segue.

—% —> —
o =W X B
S r S —Z — . o
F el 21
— —k —— . . . .
Yamos calcular g @2X (@ K ] utilizando o sgistema de eixos
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Lembrando que:
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-
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(27}

i
8 i (=J I Y T O Jﬁ]‘
A % we " oz
=11

+ -7 « + J & - .J &1
L Xy o VY Y vz' oz}

-z-{HJ W= w o+ g Lw Y

HE ¢ VZE Z zj

gque pode ser escrito. como: _
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(H 1‘ - J —J -J | fw 7

Fi3

H .
1HA y - (29)

Az | X Z Vo Zz

e

\

M

(30

_ Devemos notar que Ha & o 8¢ vebtores e [J] um operador
linear que leva w em Ha. Se alterarmos o sistems de coordenadas,
as componentes dos vetores mudam mas eles nZo; portanto, [J1 €  um
Lensor, denominado tensor de inercia. Jlma vez aque o tensor é
simetrico & o5 termos da diagﬂnal%ﬁgﬁmpﬂsitivas,padehse Provar gques
existe um sisteﬂaﬁgg e%geﬂ Cri-ortogonals que torna os produtos de
1NerclLa nulﬂﬂjﬁﬁdeF?ghta a matriz dos componentes do &dkar  em
matriz diagonal (equagdo 32}. ,//f

/

"_::_ . — o —3 ..-_} :{J Lﬁﬁﬂ/w’éhj .ff‘??'?-*fff}‘/\l‘ L
[J]'i‘“' = JFM = ..::[ & X .ﬂ] L dim If{ﬂﬂ;;@i /{313 / |

Fr 55 ”Q 7
e RV W VY Y R -

.IK ,.-fr-
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) [ )
_ : {
HAE N , Jz ' ,iw;;_p ( 32 }
115‘13.13} Jﬂ t_w:a

4 . P
&8585 eiX08 530 denominados eixos principais de inércia; se além

digzo elez passam pelo centro de massa do corpo, =30 denominados
eixos centrais de inércia. MNote-se que, se w +tem a direcZo dos
21X08 principais de inércia, H €& paralelo a w., Tal fato permite
determinar =essas diregdes, como sSegue:

—> — — -
H = [J]aa.e = Aw.e (33}
A - (s S
ol =N
— s — —3 .
. =& .. + - & + T € (34}
(a ¥ X VoY z oz

,_-f — 1 _J Frd 3 f‘ﬂg‘ 5
% % 3y = 3 .
“J _'j | E‘-{ = %y *{ﬁ
Ry VY Y= i Y ¥
—~dJ —J J e | kﬁ
X2 vz Z L EJ z

ou portanto:

=
{22} ={TF, o 7] g -
* o ;mtfdj r—&évw a{,ﬂvsﬁxgg ,
/Id/{,ﬁ;,,;ﬁ-aé,;; L Gl

e define um problema de auto-valores, cuja =soclucZc permite
determinar as direq 5 5 Pri; ﬁlpa;% de 1%25 La (auto-vetores).

. 1
[5] -x[1]]

R

F‘V /’f«/ﬁfd L Ce™ o EGlF (o par T - /@}gﬁﬂ/‘ﬁ STEFSET

"

Vamos discutir, agora, o equacionamento do movimento de um
sdlido livre no espago, sujeito a forcas externas. Uma esgquacso
vetorial para estudar o movimento do s8lido vem do T.M.B. (teorenma
do movimento do baricentro}, que nf¥o nos sujeitamos a escrever. A
outra squasdo vetorial, que completa o conjunto de sels equacBes
escalares referentes acs seis griaus de liberdade do s6lido, vem do
T.M.A. (teorema do momento angular), aplicado a um pontoc notéivel
do sdlido. Evidentemente, escolheremos o centro de massa como polo
do vetor momento angular, & o representaremos segundo as direcSes
princliprals de inercia. Neste ca=zo, vem:

= —% —3

= Ly L& + BNV, +
HE‘. Ji i 4 J.:a v’ =

(37)

Derivando em relagio ao tempo,
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L — e — _ — e
r:iH_:J,[td‘e +m.wxe}+d [m,& -i-f.x},u.}HE‘}‘-i"
T 4 1 1 1 i Z z oz Z 2
at
= — _'_} ""‘""‘a' tl.
+ J e e +w o wx e (38)
3{ 3 3 = =
= _ [ i} —>
d H{: = LJi_ui - L .}3 SHNE
dt

Igualiando ao momento das forgcas externas em relagZo a (G, obtemnos
az equagtes de Euler (equaces 39}, que integradas em conjunto com
as outras trezs equasdSes diferencials do movimento do baricentro,
permitem calcular a evolugdo no tempo das sels coordenadas que d3o
a posSicdEo do corpo rigido no espaco.

i Pt - r __ -] P
Mﬂz B Ji’wi Jz Js_j‘wz'wa
ch = Jé.ﬁz - rJ3 - J;]'wa‘mi (39}
M{jﬂ = Ja “s T [J;t a Jz]‘mi‘mz

Consideremos, agora, o problema de um sélido livre para
rar em torne de um s2ixe fixe segundo a direcZo ez, Escrevendo =&
equasdo do momento angular em relagfo a um ponto do eixo fixo, num
sistema de e1xo0s presco aoc corpo, obtemos:

e
tﬂ-‘

-
L%%
% =Y —> — —>
ﬂ H = -J w & - .J w e o+ J w e (40}
7| | Z A K= z b VZ Z 14 Z = =z Z
e _.__-—-"“”_~
= [ . . 2}l —
d HA - L—._; - + J mzj e 4+
- i = A e
at d
~ 2} — - —
- fd_w +J L w e+ LWL e
Wz = HZ P W Z = E Z

Igualando ao momento daz forcas
externas, obtemos as equacdes (4173
que permitem calcular a evolugio do
sistema no Ttempo. Notemos que, SEe




portantoc que:

Auwial

Tomando o momento angular em relac3o ao pola O,

= m. g ﬁ:

e

ponto fixo € tambeém o centro de massa,

ﬁ; = Ii.£ oo+ 0 .Qﬁﬂﬂ}

‘ _ Note—-se que a vi}; gt:le ﬂ
absoluta do rotor,” uefﬁvamﬂm He 2m

que o sistema de aaerdenadas e arrastado com Q,

d H =1 | o 4 £
— 2+ &
.

Portanto,

K
=

e

= O
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que além de

Jxz e Jvz Fforem nulos, nac aparecem momentos de Torda sefundc 5
£1X0Z ortofgonals a0 £1Xo ez,
Moo= -J . +J e
A M= == W Z A
2
Mﬁy h Jyz “y Jﬁz'mﬁ (471
H&z B Jzz “2
é?*ﬂﬂmentm giroscdpico: ,
/éﬂ%ﬁ;ﬁf; “ﬁﬁ?ﬂhijfikﬂ
A Titul aplicasse—do equacionamento  desenvolvido
i anteriormente,. akos- discutir O
) g sistema formado de  dois discos
1 7 dispostos simetricamente cComo na
figura, aque, girvam com velocidade
angular o8 elacio 3 cruzeta de
arraste. Ao mesmo Lempo, A cruzeta
gira com velocidade angular OV2ER"
1. torno de um ei1xo vertical. A massa ds
estrutura de arraste € despreg€ vel
face a massa m dos discos, gque
possuem momento de inércia 11 em
relacido ao seu eixo, e Iz em  relagio
agh 21X0o ortogonal por C. BESEJa S e
calcular as  reascSes ?dﬂlalg
4 man iz A e B. #¢U/£¢waf
é%fﬁ&ﬂ: laT & $U7‘f’; / o LE s {’-’&‘fﬁ' e fﬂj A'f/..:r ;jf
?EF&mea due o cCcentrgo de mas 51gﬁema esta
fixo, conclulmos que a resultante das forcas extE?nas e nula, =

obtenos:
—* 4+ £ Y —
E = e B, %
. ei 5" =1 E'.fz
cular 1113 = (=

Plﬂgm a0 temﬁgjf O Elderﬂndﬂ éﬁf
Vel éﬁc{;
:‘:__} N —_ —_— I—Mﬁ
&, 8 x e + 1.0 .zend. 00X g/ iy
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- - 2 —3
d HE = —ii.ghy + 82 lcoaﬁluh sent. e + 1L zent - COBG. &,
{:}_t Fa ad e
— — !r r .] 2 b —
M = K .L.e” = | I — T €7 N & - Y e b
- o - kk . Jp . send | cos ng ,. . S5en j.EE

o2 @ € nulo, & ge Iz » I, = forca de in®recia nos discos
tende abrir a estrutura, & REe € positivo., Entretanto, =e o € muito
grande, o segundo termo do segundo membro da equaciZo se  torna
dominante, e RBa fica negativo. Note-se que, devido a rotacSao dos
discos, aparece um momento que tende alinhar o vetor rotacSo o com
o vetor velocilidade angular de arrastamento. A esse momento
denominamos momento girozcdpion.

kssa propriedade dos Ziroscdpios, de alinharem o eixo de
rotagdo com O €1xXo do movimento de arrastamento, € utilizada Dara
determinar a direc3o do norte verdadeiro.

YiExercicio de aplicaczo:

FPara reforcarmos o8 conceitos durante & aplicac¥o do
Ceorema do momento angular, consideremos o seguinte problema:
Um cilindro de raic R e massa m rola sem escorredar sobre um planao
norizontal; sabendo-se que o centro de massa do cilindro estsd 5
uma distincia e do gseu cenbtro geormdtrico, pede-se determinar a
equaca o diferencial que rege o movimento do cilindro, bem como as
reacces no ponto de contacto.

A figura ilustra a geometria do problema. Note-se que para
valores positivos de d8/dt a velocidade do centro de massa € para
a esquerda e para cima.

-7 . - -
1 — Versor na diregZo horizontal
& 5 . - .
//ﬂﬁﬁ_ N7 J — Versor na diregio vertical
/ , -
| o€ » r — ralo vetor posig¢iaoco absoluta do
jgﬁiﬁﬂ# € ,;9 e elemento de massa
3 J 5 . —
\ mo iﬁmﬁf & — ralo velLor positdo do elemento
AN A T de massa em relas®o ao poloc de
o momento
NT T

U equacionamento do problema pode ser feito, tanto atraves
da conservacio de energia, quanto pela aplicacic dos  teoremas do
movimentoc do baricentro (T.M.B.} & do momento angular (T.M.A.}.
Como desejamos também determinar as reacSes no ponto de contato,
vamos utilizar o T.M.B. & o T.M.A. .

Para 1niclar a discussfio, lembremos gque no equaclionamento
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tedrico obtivemos duas equascles gerals para o T.M.A., a saber,
equ. (23} e (25). A primeira delas, apesar de aparentemente mais
simples, normalmente LTraz dificuldades no cdleulo do  momento
angular. A segunda SqUAaGE 0 simplifica esse calculo,

principalmente no caso de =a6lidos.

Uz possivels polos de momento vara a soluc®o do problema em
questdo s2o0: o centro de massa €C; o ponto de contato A; & o centro
do cilindro &, No que segue, vamos aplicar o T.M.A. em relacSo =&
cada um deles, considerando as equagcBes (23} &/o0u (25).

Como primeira escolha Tomemos o ponto de contato A, uma ves
que as reagbes {(incdgnitas extras) ndo sentram no equacionamento,
simplificando a 2lgebra da solugfoc. Adicionalmente, enfogquenos
nosEsa atencao ao ponto A ge deslocando scbre o plano, ac mesmo
temnmpo em que ssu contraparte s= desloca sobre a superficie do

cilindro. Neste caso, o T.M.A. fica:

a3 = — =3
3T A = Mﬁ +omo.v, X v, (237 onde :
= {' —s % _ g — 3 —s  —3 . f — . |
H;:g_ J ~ AV .dm = ] — A (vﬂI‘i" W XD }Ci.m — J HI N {*—u et }diﬂ
i ir * .- = L
HA: ;Iﬂ+ m. i {e.senf} + (B - e.co=87 j Ck
L J
_._..3, e =
v.= (R - e.cos8;}.8 1+ e.seng.8 .
— . T —- — -
v, = -F.8 .1 = Mﬁ: - m.g.e.s3en8 .k (42}
pubstituindo o3 varios termos na squacio do T.M.A., vem:
cl E—i E' Z 3 -Eqi iz
o A S ‘I+me4 mPﬁEmReaasf’} E.M.R.Eﬂﬂﬁfﬂﬁ.aj.k
.z _=z 2 - 2
{Iﬂ+ m. (e + B - 2.m.B.e. 5955} € + m.R.e.zenf.€2 + n.g.e.sen =

Deve-se notar que o momento de ingrcia em relaclic a A varia de
instante a instante.

Vamos aplicar agora a equasio do T.M.A, em relacfo ao ponto
do cllindro que coincide com o centro instantineo de rotaciEo no
momento dado. Notemos que esse ponto tem como tbrajetdria uma
cicléide, & que no instante considerado estd Jjustamente no seu
ronto de minimo. Nestas condicSes, em que o polo de momento
pertence ac corpo, podemos aplicar a eguacZo (25 =zem mailores
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dificuldades. Neste caso, vem:

_—l—L

d H- =3 — . =
— A = M- 4+ m.v— X 1 :
T Al vi . v X P (287 onde
T r 2 2 i~ ;:':1,1 g ~
H- = (I + m{e + FE - Z.R.e.cos83;.8. & V- = L
iz L‘L: j A
ratb
- — 2 —> —> - =
v: = 8 .R .J e g, = e.gen@ .1+ (R - &.cos8). ]

Como o ponto A vertence ac cllindro, o momento de 1nércis
em relacd@o a ele € fixo & portanto:

— — . 2 o E " - P =
a H- = !Llﬂ-i* m. (e + E - E,R.E.G{jﬁﬁ}}.ﬁnl{
dt  rel
e a equacao diferencial do movimento =ze torna:
1 z 2. - 1 & s 52 - i
ilﬂ’+ m.{e + E ¥ - ﬁ;fﬂiﬂlﬁuﬂﬁﬂﬁj.ﬁ + mBE.e.gent. & 4+ m.g.e.gent = O

gue € idéntica 32 equacio (43).

Consideremos, a segulr, o centro deometrico do cilindro O
como polo de momento. Note-se que o ponto perbence acg cilindro, e
gue a sequagdo (Z25) do T.M.A. € mals adequada. Nezxte caso:

— — 2 . — e C —_— 0r  ——

H = fi + ) \i £ v = T 8 3 - @ 8 =

G Li: m EJ-. :1{ JG R: 11 ?i:i Rl I.l
P — . TTF - TR

(C - 0Oy = .= —-&,5ent. 1 ~ e.cos8, ]

s i %

Hﬂ: T.E.k — m.g.e.senf.k

Aplicando o T.M.B. na direcio horizontal, vem:

m.%;{—{ﬂ — e.casﬁ}lé.} = T = m. {-R + 5.9555},§ - m.e.send.8"

substitulndoe na eguacifo (253, vem:

2 Z & o f-_-.tﬁ & " 2 -
{Iﬂ+ m.e ;.8 = -m.RBE .€ + 2.m.B.e.cos6.8 - mVe.zenf.8 - m.g.e. zen’

E b

(w2

gque colncide com a sqguacdo diferencial obtida anteriormente.

Tomando o centro de massa como polo de momento, a equacio
do T.M. A, fica:



= = M C O H =1 .9 %
SR o o o
— . —_— . T
= Mﬂ = T.{(RE - e.cos8}.k - N.e.gsen8.k

Aplicando o T.M.B. wvemn:

P e - T -
m,§¥{%{ﬁ - e,.c088).86.1 + &.s5enf . 8. ] } = 1.1 + (N — m.g). ]
Portanto:
s 2
T = -m. (R - e.co88}.82 -m.e.senz.o (44}
o A
N=mg+ me.sen2.8 + m.e. . cos8.8 (45 )

substituindo os valores de T e N na esequasdo do momento angular,
Ve -

- 2 o - -E
Ic‘ﬁ = -m.(E - e.cos®} € - m. (R ~ e.cos8).e.2en?.€ - m.g. 2. zenl +
2 <p 2 - 3
-m. (e.zenf) .8 - m.e .gend.cos8.8

FPortanto, a mesma equacio obtida anteriormente:

2 2 ar A
{Iﬁ+ m. (e + E )} - E.mlR.e.eDSE}*E?-%xn;R.eﬂsenﬁ.ﬁ + wm.g.e.sen® = O
Para finallzar lembremos que, C OO O sistema =
conservativo, 2 equacao diferencial do movimento pode Ser
integrada de modo a eliminar as derivadas segundas. Neste caso
obtemos:
- w2
‘- o E Ea F Jf?] & FA
L;a+ m.{e + B } - ﬂ.m.R.eiﬁmﬁmjt 5 - m.g.e.c0s2 = (le (45}

reascdoaes no contato podem ser calculadaz a partir das
equascoes (44 e (4513,




