Exercicio 4.26 — PME3330

Equacoes de Euler e Bernoulli
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Coordenadas Curvilineas, ou de linha decorrente, estao definidas na figura,

onde n é a direcao normal a linha de corrente em um ponto, s é a direcao
tangencial e R € o raio de curvatura nesse ponto. Mostre que a equacgao de

Euler fica:

Linha de Corrente
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Um sistema de coordenadas orientado de acordo com o vetor da velocidade € chamado
de Sistema Intrinseco de Coordenadas. Dado o raio de curvatura em um ponto da linha
de corrente, podemos construir os versores ¢, ¢ ¢, de uma forma similar a usada para

construir um sistema cilindrico de coordenadas, como visto em aula. Temos que:

é,=cos@é_+senfé, & ,=-senfé +cosfé,

Linha de Corrente

Também cumpre lembrar que um elemento ds correspondente a um elemento
infinitesimal da linha de corrente ¢ dado por:

ds=Rdo
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Mas, voltando ao assunto de interesse, € equacao de Euler:
o OF s i
a=—+VVII'=——Vp+

S OV =— Vg

Cumpre lembrar que o vetor da velocidade, pela propria definicdo de um Sistema
Intrinseco de Coordenadas, ¢ dado por:

V=Ve,
Assim, a aceleracdo fica:
L OV (s )\, OVe %, O . 0B W  n 08
a:—+(V.\7')V: ( 83)+(V—]Vés—es+V ® v e +v- % D
ot ot Os ot ot os Os

Cabe ver aqui que o versor ¢, varia ao longo da direcdo tangente s da linha de corrente

devido a mudanca de direcdo do vetor da velocidade, € varia com o tempo em um ponto
fixo da linha de corrente se o escoamento for ndo-permanente. Assim, ¢ preciso
descobrir suas derivadas.
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Voltando a defini¢do dos versores ¢, € ¢,, temos que:

de o . R —cosfe, —senfe, e
% - (—sen@egrcosé?ev): ' o
Os | : R R
Oe, Oe 66?__5 06
ot 00 ot " ot

Substituindo essas expressoes na expressao (I) da aceleracao:

a:%és+Vaes+V%§S+V3 o¢, |V ,y ¥ e + p29_ Y é
ot ot os os ot oS ot R
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Assim, obtivemos expressoes para a aceleracdo normal e tangencial:

2
OV L 80V

¥ or by O ot R

Lembrando que a equacao de Euler ¢€:

a=——Vp+g
o,
Resulta
ov v 10 00 V? ]
T ——i= ___p+gs — :__ap gn
ot oS p OS of R p O
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Falta a segunda parte do exercicio, que ¢ demonstrar que:

D egn S 9 os TTH

ot os p Os

Resulta na equagao de Bernoulli.

Para tanto, vamos usar a ide€ia, explicada em aula, que a aceleracdo da gravidade deriva
de um potencial:

g=V{=g2)
Onde z ¢ uma conta vertical. A componente g, da aceleracdo da gravidade sera dada por:

o(- gz)
os

85 :g'és :V(_gz)'és >

Fizemos uso, acima, do conceito de derivada direcional.
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Voltando agora para a expressao (II) e lembrando que, se o escoamento for permanente:

ov _

“ =0
ot

Se o escoamento for permanente ¢ incompressivel, uma particula se translada ao longo
da linha de corrente com massa especifica constante:

L b s
poOs Os\p

E, do calculo:

& _o(r
ads ds| 2




Exercicio 4.26

Com os resultados anteriores, a equacao (II):

ngV% :—i@+gs
ot Os p Os

Resulta, para escoamento permanente € mcompressivel:

Ou seja,

-

-

p gz =constante sobre uma linha de corrente

Iy
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O exercicio € muito tedrico, mas os resultados servem para explicar uma serie de
questdes importantes do ponto de vista da engenharia. Primeiramente, ignorando a
gravidade e considerando escoamento permanente, imaginemos duas linhas de corrente,
(1) e (2), submetidas a0 mesmo gradiente de pressdo op/ds . Da equacao de Euler na

direcdo tangencial, teremos:
on; ov,
V]_ —1 . Va =
os = LG8
Se tivermos uma contracao, € a linha de corrente (1) apresentar uma velocidade maior
que a linha de corrente (2):
ov, oV,
sl = L =
i Os  Os
Assim, a variacdo de velocidade sobre a linha de corrente (1) sera menor que sobre a
linha de corrente (2), ou seja, na saida da contragdo as velocidades tendem a se

uniformaizar.

Q)
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Isso ajuda a explicar porque, em tuneis de vento, antes da secao
de testes temos uma contracao. Ela ajuda a termos um perfil de
velocidades uniforme na sec¢ao de testes.

Figura extraida de htips://kelvin.com/kelvin-kel-wind-3-wind-

tunnel/. Tunel de vento educacional da KELVIN EDUCATIONAL.
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Outro aspecto importante esta relacionado com o efeito da curvatura das linhas de
corrente sobre o perfil de pressdes. Novamente, se ignorarmos a gravidade e
considerarmos regime permanente, a equacao de Euler na direcdo normal fica:

p_ vV
i * B
Isso significa que a curvatura das linhas de corrente interfere no gradiente de pressao,
aumentando a pressao “para o lado de fora da curva”. Assim, medidas de pressdao que
visam uma obten¢do de uma pressdo media em uma secao devem ser realizadas em
regides onde as linhas de corrente sejam retilineas, € um sensor de pressao nao pode

perturbar as linhas de corrente.




