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Atratores

Atratores

@ Um atrator é uma regido limitada no espago de estado para a qual
trajetdrias partindo de certas condi¢des iniciais sdo atraidas.

@ O atrator ndo precisa ser atingido pelas trajetdrias, mas elas precisam
chegar arbitrariamente proximas do atrator.

e Um ponto fixo estiavel € um tipo de atrator.
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Atratores

Bacia de atracao

@ Apesar de um atrator capturar érbitas suficientemente préximas, ele ndo
necessariamente captura drbitas partindo de todo o espago de estado.

@ A regido do espaco de estado na qual, se o sistema se encontra nessa
regido ele serd atraido para um dado atrator, é denominada a bacia de
atracdo (basin of attraction) do atrator.
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Ciclos limite

Ciclo limite

Um outro tipo de atrator € o ciclo limite.

Um ciclo limite € um atrator periédico.

Se x; = X estd no ciclo limite, entdo
T A A
xr =f (X) =X,

para algum 7.

T é denominado o periodo do ciclo.

Os pontos que fazem parte de um ciclo limite sdo denominados pontos
periddicos de periodo 7.
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Ciclos limite

Ciclo limite (cont)

e Note que
x =11(x),

e portanto os pontos periddicos de periodo T do mapa f(x) sdo pontos
fixos do mapa 7 (x).

e Portanto cada ciclo limite de periodo T de f(x) corresponde a T pontos
fixos de f7 (x).
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Ciclos limite

Ciclo limite (cont)

@ Por exemplo, para T = 2, se x(!) e x(2)

2 de f(x), entdo

e
f(x(2)) —x(D
e Portanto
2(x) = fe(xM)) = £(x?) = x
e
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Vejamos o que acontece com 0o mapa 2, com p = 2.2 e xg = 1.2:

26

24

22

20

18

16

14

1z




Verifique a trajetdria do mapa 2 com p = 2.5 e ;4 = 3 e compare esses
resultados com o da figura anterior (plot os trés na mesma figura).




Ciclos limite

Grafico de teia de aranha

Para acompanhar melhor o que acontece, vejamos agora o grafico de teia de
aranha:

Mapa 2, 7y = 1.2, 0 = 2.2
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Ciclos limite

Encontrando os ciclos limite

e Como vimos, se existe um ciclo limite de periodo 7' do mapa f(x), entdo
os pontos nesse ciclo sdo pontos fixos de 7 (x).

@ Podemos entdo procurar os ciclos de uma dada periodicidade T do mapa
f(x) através da busca de pontos fixos de f7(x).

o Infelizmente esse processo sé € vidvel para baixos valores de 7.

Gonzalo Travieso 7600054 — Sistemas Complexos 2020-03-25 12/23



Ciclos limite

Exemplo

@ Vamos encontrar o(s) ciclo(s) de periodo 2 do mapa 2.
@ Omapaéf(x) =x(1 + pu—x).
e Portanto, 2(x) = f(f(x)) = f(x)(1 — f(x)), o que resulta em:

) =x(1+p =21+ p = x(1+ p = x)).
@ Os pontos fixos sdo entdo as solucdes da equacao:

x(I+p—x)1+p—x(1+p—x) —x=0.
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Ciclos limite

Exemplo (cont)

o Esta é uma equacio de quarto grau, mas felizmente jd conhecemos duas
de suas raizes, pois se x* = f(x*) entdo x* = f(f(x*)) = f2(x*).
@ Portanto x = 0 e x = y sdo raizes dessa equagdo.

@ Como sabemos, se x(l), x(z), x®) e x4 30 as 4 raizes de uma equacdo de
quarto grau, entdo a equagao pode ser escrita

(x —x)(x = xP)(x = x)(x = x®) = 0

e se conhecemos duas dessas raizes, podemos dividir a expressio da
esquerda pelos correspondentes fatores (x — x()) para simplifica-la.
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Ciclos limite

Exemplo (cont)

@ Dividindo por x encontramos
(I+p—x)(1+p—x(1+p—x)—1=0.
@ Para eliminar o fator (x — 1) podemos colocar:
(I+p—x)1+p—x(1+p—x))—1=(x— p)(a+bx—x?),

e expandimos ambos os lados em poténcias de x.
e Expandindo o lado esquerdo temos:

(14 1) — (14 p) (2 + p)x + 2(1 4 p)x* — x°.

e Expandindo o lado direito temos:

—pa+ (a— pb)x + (b + p)x* — x°.

@ Igualando os termos constantes encontrams a = —(2 + )
e Igualando os termos em x> encontrams b = 2 + .
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Ciclos limite

Exemplo (cont)

e Portanto, os dois pontos fixos restantes sdo as solugcdes da equacio de
segundo grau:
= (p+2)x+ (u+2) =0.

@ As suas raizes sdo:

S(nr2xvir—a).

2

@ Como ha apenas dois novos pontos fixos, ambos fazem parte do mesmo
ciclo de periodo 2 de f(x), e portanto este € o unico ciclo de periodo dois
(dado um valor de ) para o mapa 2.

Exercicio

Verifique que as interacdes do mapa 2 para p = 2.2 e xo = 1.2 realmente
convergem para um ciclo com os dois pontos fixos encontrados.
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Ciclos limite

Exercicio

Considerando o mapa 1:

£() = p+x(1 - ).

Exercicio
@ Calcule os novos pontos fixos de f2(x) para o mapa 1.

© Verifique analiticamente que esses pontos formam um ciclo de periodo 2
do mapa 1 (basta substituir seus valores em f(x)).

Execute numericamente a interacdo com valoresde yde 1.2e 1.4 e
verifique se as interacdes convergem para esse ciclo limite.

Para o caso de . = 5, quais seriam os pontos no ciclo de periodo 2 do
mapa 1?

Execute numericamente para 1 = 5 partindo de um ponto proximo desse
ciclo e veja o que ocorre.
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Estabilidade dos ciclos limite

Estabilidade

@ Da mesma forma que os pontos fixos, os ciclos limite podem ser estaveis
ou instdveis.

e Eles serdo estaveis se, dada uma trajetéria préxima desse ciclo, ela serd
atraida para esse ciclo.

@ Podemos determinar a estabilidade de um ciclo limite de periodo T
simplesmente analisando a estabilidade de um correspondente ponto fixo
de fT(x). Se o ponto fixo de f7 (x) for estdvel, entdo o correspondente
ciclo limite de f(x) serd estével.

@ So6 precisamos analisar um dos 7 pontos do ciclo (lembre-se que todos
sdo pontos fixos de f7(x)).
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Estabilidade dos ciclos limite

Exemplo

@ Para saber se o ciclo limite de periodo dois do mapa 2 € estavel, devemos

verificar a estabilidade de um dos pontos fixos de f2(x).

@ Para isso, calculamos a derivada em relagdo a x:

2
% — Qv - 1)@ 20+ Dt it 1).

@ Substituindo x por qualquer um dos novos pontos fixos resulta em:

a
dx |1 (22 —4)

:5—,uz.
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Estabilidade dos ciclos limite

Exemplo (cont)

@ Para garantir estabilidade do ciclo, a derivada deve ser menor que um em
valor absoluto:
15— p? < 1.
@ Isto resulta em:
2 < |ul < V6.

@ Os pontos fixos do mapa 2 original continuam pontos fixos de f2(x),
apesar de que degenerados (os dois pontos no ciclo sdo idénticos), e as
suas condicdes de estabilidade também sdo mantidas.

@ No caso de x = 0, a condi¢do de estabilidade é —2 < p < 0, e portanto
ele ndo € estavel quando existem ciclos de periodo 2 nio triviais.

@ O mesmo acontece com x = i, cuja condicao de estabilidade é
0 < @ < 2, também incompativel com ciclos nio triviais.

@ Note que, assim que os pontos fixos anteriores ficam instaveis é que
surge um ciclo de periodo 2 estdvel. Vamos voltar a este ponto mais

tarde.
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Considerando o mapa 1:

f) = p+x(1 = x).

Encontre a condiga@o de estabilidade para o ciclo limite de periodo 2 desse
mapa.




Estabilidade dos ciclos limite

Estabilidade de Lyapunov

Um ponto fixo x* = f(x*) € estdvel na defini¢do de Lyapunov se, para
qualquer € > 0, existe = J(e) tal que

e =] <& = [If'(x) —x"|| <

para todo ¢ > 0.
O ponto fixo € assintéticamente estdvel se ele € estdvel por essa defini¢ao e
também se existe § > 0 tal que

[x —x*|| <6 = lim f'(x) = x".
—>00
Para um ponto periddico de periodo T X, sua estabilidade é determinada pela

estabilidade de f7 (x) em x.
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Estabilidade dos ciclos limite

Superestabilidade

Um ponto fixo x* = f(x*) é superestdvel ou critico se

df
dx x=x*

O mesmo se aplica para ciclos limite de periodo 7T, analisando a caracteristica
do ponto fixo de f7.
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