Capitulo 1

Sistemas continuos

Até o momento estudamos sistemas formados por um nimero finito de corpos
discretos. Existem problemas que podem ser mais facilmente tratados como
se fossem continuos, como uma corda, uma membrana elastica, o movimento
de fluidos, a dinamica de campos eletromagnéticos, a propagacao do som,
entre muitos outros. Neste capitulos vamos generalizar os formalismos de
Lagrange e de Hamilton para sistemas continuos.

1.1 Lagrangeana de sistemas continuos

Para os sistemas discretos, vistos até agora, a Lagrangeana ¢ dada por
L=>) T,-V, (1.1)
i

onde o indice ¢ = 1,2,3,... indica a i-ésima particula do sistema. Essa
abordagem ¢é valida para sistemas discretos, onde cada um dos componentes,
as particulas, podem ser individualizadas e contadas. Existem, porém siste-
mas em que isso nao é possivel ou nao é apropriado, como por exemplo, no
estudo da eletrodinamica, quando campos elétricos e magnéticos interagem
entre si. Oras, campos sao definidos no continuo, isto é, em cada ponto do
espaco, e portanto nao podemos contar o nimero de componentes, e portanto
nao podemos definir o niimero de graus de liberdade, da mesma forma como
vinhamos fazendo.

Para resolver esse problema, notemos que os campos sao determinados
como uma func¢ao continua do espaco e do tempo, isto é, um campo escalar ¢
¢ uma fungao do tipo ¢ = ¢(r,t). Em termos de coordenadas generalizadas,
podemos escrever ¢ = ¢(q,t), onde ¢ = q1,¢2,...,q,. Podemos entender o
significado fisico da funcdo ¢ ou ¢ d seguinte forma: um sistema discreto
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mas com grande numero de particulas numa regiao finita do espaco de fase,
portanto com alta densidade de particulas, pode ser caracterisado nao por
cada uma das particulas individualmente, mas por conjuntos de particulas
cujos momentos e coordenadas generalizados se encontram numa vizinhanca
do ponto (z;,p;), de modo que a energia potencial seja dados pela densi-
dade de particulas, ¢(z;, p;), com momentos e coordenadas numa vizinhanga
infintesimal desse ponto do espago de fase.

A Lagrangeana, entao, passa a ser determinada em fun¢ao do campo em
cada ponto. Se aproximassemos o espaco continuo por uma rede discreta,
terfamos ‘

L= T(¢(ri,t),d(ri,t)) = V(b(ri, 1), d(ri, 1)), (1.2)
i€l
sendo ¢ um ponto da rede [, que tem as mesmas dimensoes do espaco em que
o sistema esta imerso.
Para fazermos a passagem para o continuo, fazemos a seguinte trans-

formacao:
y - / dPr (1.3)

i€l

onde a soma sobre todos os pontos da rede é substituida pela integracao
sobre todo o espaco. Um elemento de volume dV = d®r contribui para a
Lagrangeana total com um valor

dL = Ld*r, (1.4)

onde £ é uma funcao densidade chamada densidade Lagrangeana. Dessa
forma teremos

L= /fwww“»wmw» (15)

L(d(15,1), d(ri, 1)) = T(d(15,1), d(14, 1)) — (d(13,1), b7, 1)) . (1.6)

Com isso, a acao, que é a grandeza minimizada no Principio de Hamilton,

" // (15,1), d(1i, 1)) d>rdt . (1.7)

Podemos escrever, ainda, de forma a tratar tempo e espago de modo simétrico,
como

sz/ﬁwwmmwmwm%7 (18)

sendo r = x1, X9, X3, T.
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1.2 Equacoes de Lagrange para sistemas continuos

Para obter as equagoes de Lagrange, aplicamos o principio de Hamilton,
minimizando a acao definida na equacao (11.7). Para isso, note que

¢ Z 3@@ (1.9)

onde o indice p = 1,2, 3,4 indica as 3 coordenadas espaciais e o tempo. O
simbolo J, indica uma derivada parcial na coordenada x,, ou seja

0
Portanto temos or or
_ 4,7~
55 — /d "5399+ 530000 (1.11)

Aqui estamos usando a notagao em que indices repetidos correspondem a
Podemos usar a relacao

6(0u) = 0,0(9) , (1.12)

que nada mais é do que uma generalizacao para mais dimensoes da relacao
ja usada na derivacao do Principio de Hamilton, onde tivemos

. d
d(p) = E&;ﬁ. (1.13)
Com isto temos que a variacao da acao fica
_ 4 O&
55—/d:1: 5¢+Zaa¢ (1.14)

O segundo termo da equacao acima pode ser escrito como
oL oL oL
5=00,00) =0, (55500 =0 (55 )o@, (a9
Ou@ 00,0 "\ 90,0

e substituindo este resultado na equacao para 9.5, obtemos

68 = /d4 { (azqu)} 6¢—|—/d4x8u (8aaf¢5(¢)) . (1.16)

O dltimo termo do lado direito da equagao acima pode ser facilmente
integrado, resultando

fon (i) -[g5ee] . o
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onde o indice C indica que o termo entre colchetes deve ser calculado na borda
C dos limites de integracao. KEssa borda representa o contorno da regiao
que delimita o sistema espacialmente nos instantes inicial e final. Como no
método variacional utilizado para obter as Equacoes de Lagrange pelo método
variacional, aqui também consideramos que nessa borda determinada pelas
condigoes de contorno o campo ¢ nao varia, isto é, no contorno C, ¢ = 0.
Com isso temos que o termo considerado aqui é nulo. Assim, a equacao para

0S fica
B 4 0L B oL B
08 = /d x {_8¢ Oy (—88;@)} dp =0, (1.18)

sendo a igualdade com zero resultante da aplicacao do Principio de Minima
Acao de Hamilton.
Esta igualdade deve ser satisfeita para qualquer d¢, e isso s é possivel se

oL oL
a0 O (a@m)) - 1)

que representam as Equacgoes de Lagrange para sistemas continuos. Observe
que a soma sobre todos os valores do indice i é subentendida pela regra de
repeticao de indices.

1.3 Teorema de Noether para sistemas continuos

Vimos que no caso de sistemas continuos a Lagrangeana é tal que £ =
L(¢,0,¢). Vamos considerar que devido a alguma transformagio no espaco
e no tempo, ou mesmo no campo ¢, possa fazer com que o sistema fisico
permaneca invariante. Isto significa que o caminho no espaco de fase que
minimiza a agao permanece o mesmo antes ou depois da transformacao.

No caso de sistemas continuos, como vimos, a densidade Lagrangeana é
uma funcao de campos, e estes dependem das coordenadas e do tempo. As-
sim, numatransformacao das coordenadas temos as seguintes transformacoes
que a acompanham

T =z, =1, + 0T,
o= ¢ =0+ (1.20)
O — 0,9 = 0,0 + 0(00,9) .

Para a densidade Lagrangeana, essa modificacao tem dois efeitos: leva o

argumento da funcao de z, para x;“ mas também leva a propria densidade
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de L(x) para L'(2'), j& que os campos mudam de ¢ para ¢'. Dessa forma
temos
oL

oxH
Para variagoes 0z, suficientemente pequenas, podemos considerar que

L) =L'(z) +

S (1.21)

oL’ oL
ax,ﬁx“ = %(qu (122)

Assim, a equacao (11.21) pode ser escrita como

oL’
oz

L'z = L(x)+ L (z) — L(z) + ozt . (1.23)

onde somamos e subtraimos o termo L(z), e onde o termo
L'(x)— L(x)=0L, (1.24)

se refere a variagao da densidade Lagrangeana exclusivamente deivdo a vriacao
do campo ¢. Esta variagao é determinada por

ﬁ
Usando o fato de que o sistema evolui satisfazendo as Equacoes de Lagrange,
segue que
8£ 65
) ) 1.2
portanto
0L =0, (aﬁuqﬁ&b) (1.27)

A variagao da agao, S, é

48 = /d%'ﬁ'(m') — /d%ﬁ(x) : (1.28)
e usando o fato de que
d's' = d'z(1+ 92" +...), (1.29)

e usando termos de ordem até primeira ordem, temos que

oL 0
— 4 il _
08 = /d x {5£ + axuém“ +£a$u5x“ : (1.30)
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de onde segue que

59 = /d% [5£+ %(&53:“)} : (1.31)

Se a transformacao esta relacionada a uma simetria do sistema, isto é, se
o sistema é invariante pela transformacao utilizada, devemos ter

55 =0, (1.32)

ja que a nova Lagrangeana continua satisfazendo o Principio de Hamilton.
Sustituindo a expressao para 0L na equacao para 9.5, temos

0 oL
_ 4 1 1.
58 /dz{awu (88“¢5¢+£5x )] , (1.33)
No caso de um campo escalar, temos
5 — g ? s, (1.34)

de modo que obtemos

o [ oC
== 4 _— H v ==
55 /d x {W (08M¢a”¢+ céy) o ] 0, (1.35)

Isso significa que a grandeza dada por

JI = Lok + —8ng (1.36)
e
é chamada Corrente de Noether. Em particular,
J) = L8+ —ay 1.37
0w (1.37)

é uma grandeza conservada.

1.3.1 Conservacgao de energia e momento - tensor momento-
energia

Vamos considerar, incialmente, as simetrias que resultam da homogeneidade
do tempo e do espaco. Como vimos no caso das simetrias em sistemas dis-
cretos, essas simetrias levam a conservacao da energia e do momento, res-
pectivamente. Veremos que também no caso continuo essas grandezas sao
conservadas.
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Podemos tratar simultaneamente as duas simetrias considerando a trans-
formacao das 4 coordenas do tipo x, — :E:L = 7, + a,, sendo a, o desloca-
mento nas coordenadas espaciais para p = 1,2,3 e no tempo para g = 4. A

variacao do campo ¢, nesse caso, fica

0¢ 5
(5¢ = a_gjyay == 8 ¢ay, (138)
e para suas derivadas, obtemos
00,0 = 888;(25 = (0"0,¢)a, , (1.39)

Com essa variacao do campo ¢, obtemos

oL oL
v v 1.4
oL = 550 6, +aau¢(a Oud)ay , , (1.40)
e portanto
174 E 174 14
oL = ¢0 o+ 88M¢(a oup)| a”, (1.41)
e podemos reconhecer o termo entre colchetes como
orC _, oc ., B
a—¢a ¢+ aém(a dup) = 0,L, (1.42)
de onde segue que
0L = (0"L)a, . (1.43)
Agora, usando o fato de que
oL oL oL
V(A — A v _Au v
88“¢a (0tgp) =0 (88“¢a qb) 0 (aau(b)agb, (1.44)
podemos escrever a equagao (11.40) como
oL oL oL
H v K v 1.4
o= [ (922 | pon o (Lpen). s

Mas o primeiro termo do lado direito dessa equagao representa exata-
mente as equacoes de Lagrange dos sistemas continuos, e durante a evolucao
do sistema esse termo é nulo, e portanto temos que

(0L
5L =0 (aa¢ ¢>V). (1.46)
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Assim, temos duas equagoes diferentes para 0L, a equagao (11.43) e a
equagao (11.46). Subtraindo uma da outra obtemos

oL
Ve Al v —
{8 L—0 <—88#¢8 qﬂ)} a, =0. (1.47)
Como
0'L = 8“£5Z , (1.48)
obtemos or
" v v —
0 {Edu (aawa <;5> a,,} 0. (1.49)
Assim, o termo
14 14 a£ 14
@M = AM — (8&@8 gb) (1.50)
com
AZ = E(SZ. (1.51)

O, ¢ chamado Tensor Energia-Momento, e ©f é uma grandesa conservada.
A sua conservacao estd relacionada a conservacao da energia e do momento,
em decorréncia da isotropia do tempo e do espaco, da mesma forma em que
obtivemos essas leis de conservacao para o caso de sistemas discretos.

1.3.2 Campos com estrutura interna

As consideragoes a respeito do Teorema de Noether podem ser generalizadas
para sistemas mais complexos do que o campo escalar real, tratado acima.

O primeiro passo é considerar um campo complexo, isto é, ¢(x) = ¢r +
17, com ¢r e ¢y reais. Neste caso temos o campo complexo conjugado, ¢*.
Um exemplo deste caso é a equacao de onda de uma particula de spin inteiro.
Neste caso, os campos ¢re ¢; sao considerados independentes.

Outra possibilidade, bem conhecida, é de campos vetoriais, como o caso
do Eletromagnetismo. Aqui, cada campo (elétrico e magnético, contém 3
componentes que, a principio, sao independentes. Finalmente, temos campos
tensoriais, que incorporam o conceito de tensores, visto anteriormente.

Vamos estudar aqui como aplicar o formalismo Lagrangeano para estes
campos, e estender o Teorema de Noether para estes casos. A aplicacao do
formalismo de Lagrande é direta, e basta verificar que, sendo cada compo-
nente interna do campo independente, teremos uma equacao para cada uma
das componentes. Assim, a Eq. (11.19) pode ser diretamente generalizada

para
oL oL
Z_a [ ——— ) =0 1.52

9, "(a@mi)) ’ (1.52)
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com ¢; representando cada componente independente do campo.

O campo pode também apresentar outras componentes, tendo uma estru-
tura vetorial, como ocorre com os campos elétricos e magnéticos, ou tensorial.
De um modo geral, sendo ¢;,4,,..;, um campo tensorial contravariante, temos
que
O, Ox;, Oz

AT Lo i 1.53
¢1112,...,1p ale (93(:]-2 8xjp ¢J1J2,~~~,Jp ( )

Como, até primeira ordem, x} = x; + dz;, temos, mantendo termos até pri-
meira ordem,

Dhriniy = (1 + 8_%) Pirgarmsip 4 (1.54)
e portanto, sendo
Ap = ¢ (z) — ¢() (1.55)
segue que
APiin,...ip = (5—%) Doy (1.56)
No caso particular de um campo vetorial (tensor de ordem 1), teremos
ox!
A P — L i s 157
o= (5 (157)
e portanto, até primeira ordem em dz, obtemos
dox;
Agy = | =) ¢, 1.58
o= () (158)

Observe que a variacao A¢ nao corresponde a toda a variacao que se opera
no campo tensorial ¢(x) ao se transformar as coordenadas. Isto é evidente da
prépria defini¢ao de A¢, dada na equagao (??), onde a diferenga é tomada no
mesmo ponto . Podemos, entao, indicar que uma transformacao do sistema
de coordenadas © — z'(x) modifica um campo tensorial de duas formas: uma
devido a modificacao das coordenadas propriamente ditas, e outra por causa
da modificacao das componentes do campo. A variacao totalé

06 = ¢/ (') — o(x) (1.59)

pode ser calculada seguindo os mesmos passos ja usados para a variacao da
densidade Lagrangeana, isto é, podemos escrever

¢'(z') = ¢/(x) + "oz, . (1.60)
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Subtraindo o termo ¢(z) em ambos os lados da expressao acima resulta

¢'(@') — ¢(x) = ¢ (x) — ¢(x) + 0" Pdxy, (1.61)
e portanto
0¢p = Ao + 0"dox,, . (1.62)
e assim obtemos 55
56 = [ Z28) ¢ + 0P 001, (1.63)
0xj P
Por simplicidade, podemos escrever
0p = X"Lj('bjlj%“wjp + 8“¢(51‘# ) (1'64)
onde %
J = Zi 1

Substituindo a expressao (11.64) na equagao para a variagdo da agao,
dada pela equacao (11.66), temos

=0, (1.66)

0 oL ;
— Ao | [ 2= Ibes B Iz
05 /d v lax“ <a@u¢{j} (Xl oy + 0" dyj0,) + Lo )

A equagao acima deixa claro que hé dois aspectos que devem ser consi-
derados ao se estudar a invariancia da agao de um sistema fisico continuo:
o efeito da transformacao do sistema de coordenadas; e o efeito da trans-
formagao das componentes do campo. Com isso, ja podemos ver que se exis-
tem transformacoes do campo que nao dependem da transformacao de coor-
denadas, também teremos leis de conservagao associadas a essas invariancias.

1.4 Problemas
1. Considere a densidade Lagrangeana
L=¢(x)’ —ap(x)’ —bo(x)' — (V) . (1.67)
Obtenha a equacao de movimento.

2. Uma corda com densidade linear de massa u e esticada ao longo do
eixo = sofre uma perturbagao em sua posicao de repouso produzida
pro deslocamentos na direcao do eixo y, perpendicular ao eixo z. Para
pequenas perturbacoes, a forca restauradora sobre um elemento infinte-
simal da corda, de comprimento dzx, é F' = —Y dy, onde dy ¢é a variagao
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da posicao desse elemento linear de corda na direcao y . (a) Deter-
mine da densidade Lagrangena, £ = L(y,9,v'), sendo /' = dy/dx. (b)
Usando a equacao de Lagrange para sistemas continuos, determine o
movimento da corda em funcao do tempo.

3. A densidade Lagrageana do campo eletromagnético é

1
L= 167TCFkZFk’, (1.68)
onde 94 9A
l k

Determine, usando as equacoes de Lagrange para sistemas continuos,
as equacoes de movimento.

4. A densidade Lagrangeana do campo de Kein-Gordon é
L=0,90"d — m*®*. (1.70)

O momento conjugado é dado por m = Jy®. (a) Determine a equagao
de movimento. (b) Determine a densidade Hamiltoniana do sistema.
(c¢) Determine a corrente de Noether correspondente & simetria por
invariancia do sistema pela transformacao x* — 2" = z* + a#, onde
a* é constante.



