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Matriz de Dados: Estatísticas descritivas multivariadas
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Inferência – Análise Multivariada
Regiões de Confiança e 

Testes Multivariados

 Há interesse na análise conjunta de múltiplas variáveis  

 Realizar inferências mais “precisas” devido a incorporar a informação da 

covariância entre variáveis

 Realizar comparações entre os parâmetros associados às diferentes variáveis:

construir contrastes entre médias das variáveis

 Construir níveis de significância coletivos  Correções para múltiplos testes 
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Inferência sobre para p

Família Comprimento Perímetro Comprimento Perímetro

1 191 155 179 145

2 195 149 201 152

3 181 148 185 149

4 183 153 188 149

5 176 144 171 142

6 208 157 192 152

7 189 150 190 149

8 197 159 189 152

9 188 152 197 159

10 192 150 187 151

11 179 158 186 148

12 183 147 174 147

13 174 150 185 152

14 190 159 195 157

15 188 151 187 158

16 163 137 161 130

17 195 155 183 158

18 186 153 173 148

19 181 145 182 146

20 175 140 165 137

21 192 154 185 152

22 174 143 178 147

23 176 139 176 143

24 197 167 200 158

25 190 163 187 150
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   
4 125 4 1 25,..., ; ~ ;

iid

iY Y Y Y 



 

  24,14984,18312,15172,185Y

Estatísticas Descritivas:

91,481 50,753 66,875 44,267

52,186 49,259 33,651

96,775 54,278

43,222

uS

 
 
 
 
 
 

Dados do Primeiro e Segundo filhos

Filiho 1 Filiho 2

C1 C2

P
1

P
2

Boxplot Bivariado: Elipses de concentração de 

observações



Região de Confiança e Teste para p

Família Comprimento Perímetro Comprimento Perímetro

1 191 155 179 145

2 195 149 201 152

3 181 148 185 149

4 183 153 188 149

5 176 144 171 142

6 208 157 192 152

7 189 150 190 149

8 197 159 189 152

9 188 152 197 159

10 192 150 187 151

11 179 158 186 148

12 183 147 174 147

13 174 150 185 152

14 190 159 195 157

15 188 151 187 158

16 163 137 161 130

17 195 155 183 158

18 186 153 173 148

19 181 145 182 146

20 175 140 165 137

21 192 154 185 152

22 174 143 178 147

23 176 139 176 143

24 197 167 200 158

25 190 163 187 150
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Caso 1: Há interesse em inferências 

para o vetor de médias 
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Pense na situação de Intervalos de 

Confiança e Testes de hipóteses individuais 

para cada variável!!

Região de Confiança (baseada na 

estatística T2 de Hotelling):



Região de Confiança e Teste para p

Família Comprimento Perímetro Comprimento Perímetro

1 191 155 179 145

2 195 149 201 152

3 181 148 185 149

4 183 153 188 149

5 176 144 171 142

6 208 157 192 152

7 189 150 190 149

8 197 159 189 152

9 188 152 197 159

10 192 150 187 151

11 179 158 186 148

12 183 147 174 147

13 174 150 185 152

14 190 159 195 157

15 188 151 187 158

16 163 137 161 130

17 195 155 183 158

18 186 153 173 148

19 181 145 182 146

20 175 140 165 137

21 192 154 185 152

22 174 143 178 147

23 176 139 176 143

24 197 167 200 158

25 190 163 187 150
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Inferência sobre um Vetor de Médias

Correspondência entre as Estatísticas de Teste 

dos casos Uni e Multivariado
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Região de Confiança e Testes

Caso de Duas Populações  - Amostras Pareadas

Amostra Pareada  respostas multivariadas são avaliadas na mesma unidade 

amostral em “duas” condições diferentes (Ex.: Antes e Depois de uma intervenção)
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Amostras Independentes - Homocedasticidade
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Região de Confiança e Testes

Caso de Duas Populações Independentes



Região de Confiança e Testes - Duas Populações 
Retomando os dados do Primeiro 

e Segundo filho em 25 famílias

Vamos supor duas “possíveis estruturas para esses dados:

 Observações pareadas (estrutura original): primeiro e 

segundo filho avaliados na mesma família

(n=25 pares de irmãos)

 Observações independentes: dados do primeiro e do 

segundo filho avaliados em famílias diferentes

(n1= n2=25; n=50)

Filiho 1 Filiho 2

C1 C2

P
1

P
2

Boxplot Bivariado: Elipses de concentração

C1  P1  C2  P2

1  191 155 179 145

2  195 149 201 152

3  181 148 185 149

4  183 153 188 149

5  176 144 171 142

6  208 157 192 152

7  189 150 190 149

8  197 159 189 152

9  188 152 197 159

10 192 150 187 151

11 179 158 186 148

12 183 147 174 147

13 174 150 185 152

14 190 159 195 157

15 188 151 187 158

16 163 137 161 130

17 195 155 183 158

18 186 153 173 148

19 181 145 182 146

20 175 140 165 137

21 192 154 185 152

22 174 143 178 147

23 176 139 176 143

24 197 167 200 158

25 190 163 187 150



Região de Confiança e Testes - Duas Populações Pareadas 

Dados do Primeiro e Segundo 

filho em 25 famílias
 Observações pareadas (estrutura original)

 medida resumo: diferença entre as variáveisC1  P1  C2  P2  C1.2 P1.2

1  191 155 179 145   12   10

2  195 149 201 152   -6   -3

3  181 148 185 149   -4   -1

4  183 153 188 149   -5    4

5  176 144 171 142    5    2

6  208 157 192 152   16    5

7  189 150 190 149   -1    1

8  197 159 189 152    8    7

9  188 152 197 159   -9   -7

10 192 150 187 151    5   -1

11 179 158 186 148   -7   10

12 183 147 174 147    9    0

13 174 150 185 152  -11   -2

14 190 159 195 157   -5    2

15 188 151 187 158    1   -7

16 163 137 161 130    2    7

17 195 155 183 158   12   -3

18 186 153 173 148   13    5

19 181 145 182 146   -1   -1

20 175 140 165 137   10    3

21 192 154 185 152    7    2

22 174 143 178 147   -4   -4

23 176 139 176 143    0   -4

24 197 167 200 158   -3    9

25 190 163 187 150    3   13
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56.78 11.98

D= 1.88, 1.88  S =  
11.98 29.28
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Região de Confiança e Testes - Duas Populações Pareadas 

Dados do Primeiro e Segundo 

filho em 25 famílias
 Observações pareadas (estrutura original)

 medida resumo: diferença entre as variáveis

C1  P1  C2  P2  C1.2 P1.2

1  191 155 179 145   12   10

2  195 149 201 152   -6   -3

3  181 148 185 149   -4   -1

4  183 153 188 149   -5    4

5  176 144 171 142    5    2

6  208 157 192 152   16    5

7  189 150 190 149   -1    1

8  197 159 189 152    8    7

9  188 152 197 159   -9   -7

10 192 150 187 151    5   -1

11 179 158 186 148   -7   10

12 183 147 174 147    9    0

13 174 150 185 152  -11   -2

14 190 159 195 157   -5    2

15 188 151 187 158    1   -7

16 163 137 161 130    2    7

17 195 155 183 158   12   -3

18 186 153 173 148   13    5

19 181 145 182 146   -1   -1

20 175 140 165 137   10    3

21 192 154 185 152    7    2

22 174 143 178 147   -4   -4

23 176 139 176 143    0   -4

24 197 167 200 158   -3    9

25 190 163 187 150    3   13
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Região de Confiança e Testes - Duas Populações 

Independentes 
Dados do Primeiro e 

Segundo filho
C   P

1  191 155

2  195 149

3  181 148

4  183 153

5  176 144

6  208 157

7  189 150

8  197 159

9  188 152

10 192 150

…

24 197 167

25 190 163

C1  P1  C2  P2

1  191 155 179 145

2  195 149 201 152

3  181 148 185 149

4  183 153 188 149

5  176 144 171 142

6  208 157 192 152

7  189 150 190 149

8  197 159 189 152

9  188 152 197 159

10 192 150 187 151

11 179 158 186 148

12 183 147 174 147

13 174 150 185 152

14 190 159 195 157

15 188 151 187 158

16 163 137 161 130

17 195 155 183 158

18 186 153 173 148

19 181 145 182 146

20 175 140 165 137

21 192 154 185 152

22 174 143 178 147

23 176 139 176 143

24 197 167 200 158

25 190 163 187 150

1  179 145

2  201 152

3  185 149

4  188 149

5  171 142

6  192 152

7  190 149

8  189 152

9  197 159

10 187 151

…

24 200 158

25 187 150

 Observações independentes: 

dados do primeiro e do segundo

filho avaliados em famílias

diferentes

(n1= n2=25; n=50)

   1 2

1 2

Y = 185.72, 151.12 Y = 183.84, 149.24  

95.29 52.87 100.81 56.54
S =  S =
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Assumindo 1= 2 = 

Teste M de Box: Homocedasticidade

Chi-Sq = 2.2674, df = 3, p-value = 0.5188



Região de Confiança e Testes - Duas Populações 

Independentes Dados do Primeiro e 

Segundo filho

C   P

1  191 155

2  195 149

3  181 148

4  183 153

5  176 144

6  208 157

7  189 150

8  197 159

9  188 152

10 192 150

…

24 197 167

25 190 163

1  179 145

2  201 152

3  185 149

4  188 149

5  171 142

6  192 152

7  190 149

8  189 152

9  197 159

10 187 151

…

24 200 158

25 187 150
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É esperado que delineamentos com Amostras 

Pareadas ofereçam mais precisão e maior poder 

comparados aos delineamentos com Amostras 

Independentes! 

Por que isso não foi atingido no caso dos dados 

dos Filhos?



Teste da Igualdade de Matrizes de Covariância

 Teste M de Box: 
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Critério “prático” de 

heterocedasticidade sugerido 

em Johnson and Wichern 1992:
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É uma Hipótese condicional. 

Logo a homocedasticidade 

deve ser verificada.
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S (com divisor n), Su (divisor n-1)

Para p=1 o teste de Box equivale ao 

teste de Bartlet.



Inferência sobre Vetores de Médias 

de Duas Populações

X11 X12 X21 X22

5,7 2,1 4,4 1,8

8,9 1,9 7,5 1,75

6,2 1,98 5,4 1,78

5,8 1,92 4,6 1,89

6,8 2 5,9 1,9

6,2 2,01

Variedade A Variedade B

Medidas de produtividade e altura de plantas de duas 

variedades 

 Teste a igualdade do vetor de médias das duas variedades, sob homocedasticidade.

 Obtenha os intervalos de confiança simultâneos e de Bonferroni.
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Conclusão?

Existe diferença significante entre os dois grupos para 

alguma combinação linear das variáveis.
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Intervalos de Confiança Univariados e Simultâneos
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Inferência sobre um Vetor de Médias
O Método de Bonferroni para Comparações Múltiplas
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Controle da taxa de erro total independente da 

estrutura de covariância  muito conservador
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O critério de Bonferroni para 

correção de múltiplos testes é 

conservador

Bastante utilizado para 

comparações de subconjuntos de 

médias (m<p)

 /2m



Intervalos e Regiões de Confiança

Intervalos de Confiança Univariados e Simultâneos

Everitt, 2002

Y1

Y2

P

Q

 Compare as análises multivariadas (Região de Confiança, ICS) e 

univariada (IC e ICB).

 Comente sobre as decisões tomadas para os pontos P e Q sob análises 

univariadas e multivariadas. Justifique.

 

 













 

n

s
tY

IC

kk
nk

k

2/

)%-100(1  a  

1 





   

 
 

 






















n

s
F

pn

pn
Y

ICS

kk
pnpk

k





)(,

1

%1100 a 



    


  YSYnT 12

   



















n

s
mtY

ICB

kk
nk

k

)2/(

%1100 a 

1 







Inferência sobre Vetores de Médias 

de Duas Populações
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I.C.S. para a diferença entre os 

grupos em cada variável (ou 

combinação linear delas)

Variável X1:

Variável X2:

 21210 ;0: μμH

2 30,584; 0,0027T p 
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I.C. de Bonferroni para a 

diferença entre os grupos 

em cada variável
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