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Matriz de Dados: Estatisticas descritivas multivariadas
S R St

pxp? " Tpxp’ = pxp

- Definidas no espaco das colunas (RP, SRPXP): prl,

- Definidas no espaco das linhas (R™): D = (dij?); déij, dgij, dl\z/Iij

Regides (elipsoides) de Concentracdo de Observagoes (Y; € RP):

R(Yi):(Yi eR”; d2 (Yi;y)z(vi—\?)' SH(Y,-Y)<c? czzgﬁ(a)j

Matriz Aleatéria: Ynxp - Nnxp (1n ®1Ll;3x1’ anxnp = LIjnxn ®prp)

y _ |
- Estimadores e DistribuicBes Amostrais: Y, - Np(ﬂ;Z) } Yoa = N, (152/n)

pxp
- Regibes (elipsoides) de Conflancaparaw: __ __ __ __ _______ UC,:,?SO de
i Ve e (n-1)p | R, 9 Un
R(u|Y)=4pueR® n(Y —u) S, (Y —pu)<c?c?=T2 (a)= F . ()t "Op Ca
: (/U| ) {,u ( /U) ( y) (pin-1) (n_ p) p.( p)( )}: U/agéo



Inferéncia — Analise Multivariada

Regifes de Confianca e Intervalos de Confianca e
X
Testes Multivariados Testes Univariados
iid Hoyt 44 =0
Yipxl = (IU;Z)1 H, Mg = Opxl X 3
(Hop -1, =0

» H4 interesse na analise conjunta de multiplas variaveis

= Realizar inferéncias mais “precisas” devido a incorporar a informacao da
covariancia entre variaveis

» Realizar comparacfes entre os parametros associados as diferentes variaveis:

construir contrastes entre médias das variaveis

Bonferroni, FDR



Inferéncia sobre para peiP

Dados do Primeiro e Segundo filhos

Boxplot Bivariado: Elipses de concentracéo de

1° Filho 2° Filho
Familia Comprimento Perimetro Comprimento Perimetro ~
191 155 179 145 observagoes
195 149 201 152
181 148 185 149 Filiho 1 Filiho 2
183 153 188 149 i
176 144 171 142 = TN 2
208 157 192 152 S i
189 150 190 149 o ) 8 -
197 159 189 152 ) R
188 152 197 159 p £
192 150 187 151 sl g |
179 158 186 148 K ‘
183 147 174 147 g
174 150 185 152 g/
190 159 195 157 Fe N
188 151 187 158 sl
163 137 161 130 ‘ : . ‘ . ‘ oL : : . ‘
195 155 183 158 160 170 180 190 200 210 160 170 180 190 200
186 153 173 148 cl c2
181 145 182 146
175 140 165 137 L. .
192 154 185 152 Estatisticas Descritivas:
174 143 178 147
176 139 176 143 — '
197 167 200 158 Y = (185,72 15112 183,84 149,24)
190 163 187 150
91,481 50,753 66,875 44,267
y v ) vy i ( _2) S 52,186 49,259 33,651
] i 1 u
2544 25) 0 Tiy TAH 96,775 54,278




Regiao de Confianca e Teste para peiP

' iid

Yos.4 = (Yl""’YZS) : Yi4xl - N4(/U'Z)
y — 1 Hlho 2 Fiho__ Caso 1: Ha interesse em inferéncias

Familia Comprimento Perimetro Comprimento Perimetro L.
1 191 155 179 145 para o vetor de médias
2 195 149 201 152
3 181 148 185 149 " _
4 183 153 188 149 Regidao de Confianca (baseada na
5 176 144 171 142 . .
6 208 157 192 152 estatistica T2 de Hotelling):
7 189 150 190 149
8 197 159 189 152
9 188 152 197 159 l ) (n-1)p
10 192 150 187 151 2 Y iva -1(v _
11 179 158 186 148 T (a) =N (Y —,u) Sy (Y —,u) = (n—p) Fon-p (a)
12 183 147 174 147 Nivel de P
13 174 150 185 152 A
14 190 159 195 157 significancia global  n =25 p=4, o =5%—=12.98
15 188 151 187 158
16 163 137 161 130
17 195 155 183 (17 J Sttt
18 186 153 173 148 | !
19 181 145 182 146 — ' '
20 175 140 165 137 | Ho = (185’150’180’148) T2=6,44 i
21 192 154 185 152 ! , .
22 174 143 178 147 |Hu# (185,150,180,148) C :
23 176 139 176 143 Op o l
24 197 167 200 158 === mmmmmmmmmmmmmmmmmemmemmem oo CE 47@ -
25 190 163 187 150 s 905- -

Pense na situacao de Intervalos de Hotu= (185'150'180’145) T2 =

Confianca e Testes de hipoteses individuais

para cada variavel! H, : 42 #(185,150,180,145)



Regiao de Confianca e Teste para peiP

tjz =n(\7j —yj)sj‘l(\ﬂ _ﬂj)" Fony (@), 1=1234

t?=0.14; t>=0.58; t?=3.66; t;=9.98

' iid T :
Yoa = (VoY) 5 Y, ~ No(45%) . Caso Multivariado: ;
1° Filho 2° Filho ! !
Familia Comprimento Perimetro Comprimento Perimetro | l !
1 191 155 179 145 o, B S (n—1)p i
2 195 149 201 152 . — — Y — )< .
3 181 148 185 149 IT (0[2 " (Y ,u) Sy (Y ,u) ~ (n-p) Fon-s (a) I
4 183 153 188 149 l Nivel de !
5 176 144 171 142 ! iqnificAnci :
- 208 Lo7 102 i : significancia global a=5%=12.98
7 189 150 190 149 ! |
8 197 159 189 152 | , .
9 188 152 197 159 | H, : 1«=(185,150,180,145 I
10 192 150 187 151 | o-H ( ) T2=17,98 !
11 179 158 186 148 : _ ' !
12 183 147 174 147 | Hytu# (185,150,180,145) Co !
13 174 150 185 152 ! o |
14 190 159 195 157 T TTTTTTTTTTTomommoommmmssmmmoeoes Cr78 jQ&a‘ “““
15 188 151 187 158 . 60@, 8o .92
16 163 137 161 130 ! _ _ /@S Q Og o U, |
17 195 155 183 18 Casos Univariados: ), My, b,
18 186 153 173 148 ! /f/,b 4
19 181 145 182 146 ! _ /OS
20 175 140 165 137 I (Yj — ﬂj) _
22 174 123 178 e Uy Thala) 151234
. s./n
23 176 139 176 143 ! J
24 197 167 200 158 ! a=5%=4,26
25 190 163 187 150 |



Inferéncia sobre um Vetor de Médias

Correspondéncia entre as Estatisticas de Teste
dos casos Uni e Multivariado

Y —uf - gy
t- ( 82/;) N n(Y —ﬂ)(sz)l(Y —ﬂ) ~ oy =Fie
— ~ /)
_ Y — i f Pode ser calculada
@ Hotu=p, = t'= ( Sz/nO) > oy :Fl,(n—l)(a) para cada variavel
T2 _nd's;'d =n (7 - ) 5.7 )~ (WU
u u (h—p) PO
- ~ /)

- 7 _ ) sy n-1 Teste conjunt
ot = T2 =l 5207 ) TR, () Teste conunto para



Regiao de Conflanca e Testes
Caso de Duas Populacdoes - Amostras Pareadas

Amostra Pareada = respostas multivariadas sao avaliadas na mesma unidade
amostral em “duas” condi¢des diferentes (Ex.: Antes e Depois de uma intervencao)

@ Ylnxp;Yli px1 = (Ylil’YliZ""’Ylip) Y2n><p;Y2ip><1 = (YZil’YZiZ""’YZip) | :1’2""’n
iid

iid
Ylipx1~Np(lLll;zl) Y2ipx1~Np(lLl2;22)

ObservacOes Pareadas

o - Dij :Ylij_YZij j=12,...,p, 1=12,...,n
¢ Uma Unica Populagéao
de Diferencas D lid _

pa ~ No(tp =t =153%5); Doy ~N(pp = 4= 4,125 /1)

P 5 -

Elipse de Confianca para - — "=
a diferenca entre vetores R(Y,Y; )= {'”D SR (D _'”D) So (D ~Hp ) =G,
de médias:

N




Regiao de Confianca e Testes
Caso de Duas Populacoes Independentes

Amostras Independentes - Homocedasticidade

iid iid
Ylnlxp’Yll =~ Np(,Lll,Zl), Y2n xp’Y2| ~N (,le, )

N 4 { 1
=Dy =Y -Y, ~ N, :uD:lul_IUZ;Z[_—i__]

n N

S, Matriz de
covananma comum
n _1)Su1 + (n 1)Su2 aos grUpOS

s, =
‘ n +n,—2 Estimador de X

-1
) (= "1 1 — _(n+n,-2)p
! _(D_MD) {(n_l—i_n_zj SC} (D_IUD) (n1+n2 - p_l) F(p,(n1+n2—p—1))

diferenca entre vetores de n n,

-1
Elipse de Confianca para a — "I(1 1 —
P “ap R(Yl,YZ){uDeiRZ;(D—,uD) {(_+_js°} (D—up) gcé}
medias:



Retomando os dados do Primeiro
e Segundo filho em 25 familias

Regiao de Confilanca e Testes - Duas Populacoes

O J o U1 b wdhRE

SR R R R R e e e el e e
G WN O WW-Io 0 s WN R O

Cl

191
195
181
183
176
208
189
197
188
192
179
183
174
190
188
163
195
186
181
175
192
174
176
197
190

P1

155
149
148
153
144
157
150
159
152
150
158
147
150
159
151
137
155
153
145
140
154
143
139
167
163

Cc2

179
201
185
188
171
192
190
189
197
187
186
174
185
195
187
161
183
173
182
165
185
178
176
200
187

P2

145
152
149
149
142
152
149
152
159
151
148
147
152
157
158
130
158
148
146
137
152
147
143
158
150

Boxplot Bivariado: Elipses de concentracéo
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Vamos supor duas “possiveis estruturas para esses dados:

= ObservacOes pareadas (estrutura original): primeiro e
segundo filho avaliados na mesma familia
(n=25 pares de irmaos)

= Observacotes independentes: dados do primeiro e do
segundo filho avaliados em familias diferentes
(n;= n,=25; n=50)



Regiao de Confianca e Testes - Duas PopulacOes Pareadas

Dados do Primeiro e Segundo
filho em 25 familias

5 '\Oq, WL .= Observagoes pareadas (estrutura original)
AR | _ . L
c1 P1 C2 P2 !Cl.2 Pl1.2 : = medida resumo: diferenca entre as variaveis

1 191 155 179 1451 12 10 i

2 195 149 201 1521 -6 -3 |

3 181 148 185 149! -4 -1 ! 2 4

4 183 153 188 149! -5 4 :

5 176 144 171 142! 5 2 : e

6 208 157 192 152 16 5 l

7 189 150 190 149: -1 1 i o

8 197 159 189 1521 8 7 ! N

9 188 152 197 1591 -9 -7 ! 5

10 192 150 187 151! 5 -1 |

11 179 158 186 148! -7 10 | o

12 183 147 174 147! 9 0 :

13 174 150 185 152, -11 -2 l o |

14 190 159 195 1571 -5 2 i e e

15 188 151 187 1581 1 -7 | 5 0 5 0 5 10 15 20

16 163 137 161 1301 2 7 | C12

17 195 155 183 158! 12 -3 !

18 186 153 173 148! 13 5 |

19 181 145 182 146, -1 -1 :

20 175 140 165 137, 10 3 l _ _(96.78 11.98

21 192 154 185 1521 7 2 D=(1.88,1.88) S,= 11 299

22 174 143 178 1471 -4 -4 ! .98  29.28

23 176 139 176 1431 0 -4 !

24 197 167 200 158! -3 9 |

25 190 163 187 150! 3 13 |

________________



Regiao de Confianca e Testes - Duas PopulacOes Pareadas

Dados do Primeiro e Segundo
filho em 25 familias

1 |

| G'\'O(L Q'\? i

Cl Pl C2 P2 |Cl.2 P1.2 i

1 191 155 179 1451 12 10 |
2 195 149 201 1521 -6 -3 |
3 181 148 185 149! -4 -1 !
4 183 153 188 149! -5 4 :
5 176 144 171 142 5 2 :
6 208 157 192 152, 16 5 l
7 189 150 190 149: -1 1 i
§ 197 159 189 1521 8 7 !
9 188 152 197 159! -9 -7 !
10 192 150 187 151! 5 -1 !
11 179 158 186 148! -7 10 :
12 183 147 174 147! 9 0 :
13 174 150 185 152, -11 -2 I
14 190 159 195 157: -5 2 |
15 188 151 187 1581 1 =7 |
16 163 137 161 1301 2 7 |
17 195 155 183 158! 12 -3 !
18 186 153 173 148! 13 5 :
19 181 145 182 146! -1 -1 !
20 175 140 165 137, 10 3 l
21 192 154 185 1521 7 2 i
22 174 143 178 1471 -4 -4 !
23 176 139 176 1431 0 -4 !
24 197 167 200 158! -3 9 !
25 190 163 187 150! 3 13 |

________________

Observacoes pareadas (estrutura original)

= medida resumo: diferenca entre as variaveis

oy
—

10

15 10 5 OCl.Z 5 10 15 20
- o= n-1
T2(a)=n(D- ) S, 1(D_ﬂD)sﬁFp,n_p(a)
N=25p=2,aa=%=17,14
Hy @ 1 =(0,0)

T2=3,6L p=0,1994

H, : 4 #(0,0)



Dados do Primeiro e

Regiao de Confianca e Testes - Duas Populacoes
Independentes

Segundo filho

O J o U1 b wdhRE

SR R R R R e e e el e e
G WN O WW-Io 0 s WN R O

Cl

191
195
181
183
176
208
189
197
188
192
179
183
174
190
188
163
195
186
181
175
192
174
176
197
190

P1

155
149
148
153
144
157
150
159
152
150
158
147
150
159
151
137
155
153
145
140
154
143
139
167
163

Cc2

179
201
185
188
171
192
190
189
197
187
186
174
185
195
187
161
183
173
182
165
185
178
176
200
187

P2

145
152
149
149
142
152
149
152
159
151
148
147
152
157
158
130
158
148
146
137
152
147
143
158
150

___________________

191
195
181
183
176
208
189
197
188
192

R O o Joy U b WD

(@]

197
190

NN
a1

155
149
148
153
144
157
150
159
152
150

167
163

179
201
185
188
171
192
190
189
197
0 187

R O oo Joy Ul WDN

24 200
25 187

145
152
149
149
142
152
149
152
159
151

158
150

___________________

= QObservacoes independentes:
dados do primeiro e do segundo
filho avaliados em familias
diferentes
(n;= n,=25; n=50)

Y,=(185.72,151.12) Y,=(183.84, 149.24)

. 95.29 52.87 oo 100.81 56.54
171 52.87 54.36 27| 56.54 45.02

c

_ 98.05 54.70
D=(1.88,1.88) S :( j

54.70 49.69
Assumindo X,=%,=%

Teste M de Box: Homocedasticidade
Chi-Sq = 2.2674, df = 3, p-value = 0.5188



Regiao de Confianca e Testes - Duas Populacoes

Dados do Primeiro e
Segundo filho

___________________

191
195
181
183
176
208
189
197
188
192

R O 0o Joy U d WD

(@]

197
190

NN
[T

155
149
148
153
144
157
150
159
152
150

167
163

179
201
185
188
171
192
190
189
197
0 187

PR O o do 0w N

24 200
25 187

145
152
149
149
142
152
149
152
159
151

158
150

___________________

Independentes

-1
, (= "1 1 - (n,+n,-2)p
T —(D_,UD) |:(_+_j Sc:| (D_:uD)S (n11+ n22_ p—l) F(p,(nl+n2—p—1))

n=n,=25p=2a=5% = 6.53

T2=0.90; p=0,1824

E esperado que delineamentos com Amostras
Pareadas oferecam mais precisado e maior poder
comparados aos delineamentos com Amostras
Independentes!

Por que isso néao foi atingido no caso dos dados
dos Filhos?



Teste da Igualdade de Matrizes de Covariancia

Comparacéo de Vetores de Médias - Amostras Independentes

iid iid

Y~ N (32)) Y

2n,xp’?

Y.

Inxp?

=>Hyiwy—p, =0 2, =%,=%

E uma Hipotese condicional.

Logo a homocedasticidade
deve ser verificada.

= Teste Mde Box: = H,:Z =%, u, €R’

G

—2InA=nlnS, _Z[ng In‘SgH

oS00 Sl

g=1 =1

REs 2p°+3p-1
_Lz(n —ﬂL(pﬂ)(G—l)}

e Np(IUZ;ZZ)

!

DA EAESE.
g i=1

_ (n1 _1)51 +(n2 _1)82 .

n+n,—2

S (com divisor n), S, (divisor n-1)
Para p=1 o teste de Box equivale ao
teste de Bartlet.

2

~P(PH)(G)
Critério “pratico” de
heterocedasticidade sugerido
em Johnson and Wichern 1992:

Oy =40y



Inferéncia sobre Vetores de Médias
de Duas Populacoes

Medidas de produtividade e altura de plantas de duas

variedades

Variedade A Variedade B
X11 X12 X21 X22
5,7 2,1 4.4 1,8
8,9 1,9 7,5 1,75
6,2 1,98 5,4 1,78
5,8 1,92 4,6 1,89
6,8 2 5,9 1,9
6,2 2,01

= Teste a igualdade do vetor de médias das duas variedades, sob homocedasticidade.

= Obtenha os intervalos de confianca simultaneos e de Bonferroni.



Inferéncia sobre Vetores de Médias
de Duas Populacoes

Variedade A Variedade B B 51 —6.6_556 =104
X11 X12 X21 X22 D=|_
5,7 2.1 4.4 1,8 D, =1,985-1,824 = 0,161
8,9 1,9 7.5 1,75 ~ ~
6,2 1,98 5,4 1,78 S,= 1,4200 -0,0504
5,8 1,92 4,6 1,89 \-0,0504 0,0051 )
6,8 2 5,9 1,9 - ~
6,2 2.01 s,=| 1,543 -0,087
Média 6,6 1,985 5,56 1,824 -0.037 0,0045 |
Var. 1,42 0,005 1,543 0,0045 ~ ~
g = 1,4745 -0,0442
¢ \-0,0442 0,0049

J
= Hoipy—p, =0 (X =%,=X

-1
Tz:(Y_l_Y_Z),KniJrnijsc} (V,-Y,)=30584 = p=0,0027
1 2

Conclusao?

Existe diferenca significante entre os dois grupos para
alguma combinacao linear das variaveis.



Inferéncia sobre um Vetor de Médias

Intervalos de Confianca Univariados e Simultaneos

) 2 100(1-a>%_(vk ler2)[ T, +tn1(a/z>m

Sob independéncia = P(todos os p intervalos conterem 0s z,'s)=(1-a)’

(1-a)=0,95 , p=2,n=25 = P(coletivo)=(0,95)"=0,90 t,,(cr/2)=2,06
(1-2)=0,95 , p=4,n=15 = P(coletivo)=(0,95)' =0,81 t,(a/2)=214

I.c.s<ﬂk>aloo<1—a>%=(v1 TN = THEEY

(n—=p) P77 n (n-p) n

Nivel coletivo igual a (1-a) = intervalos simultdneos sao mais largos que os individuais:

(1-a)=0,95 p=2,n=25= \/(” )P F .o (@) iz 67},7/ mais largos

(n—p)

(1-a)=0,95 p=4,n:15:>\/((r;]__1l)3;) Foo (@) =413



Inferéncia sobre um Vetor de Méedias

O Método de Bonferroni para Comparacoes Multiplas

— P (todos os p intervalos conterem o0s , 's)=P(todas hip6teses H, serem verdadeiras

=1-P(pelo menos uma Hser falsa)

p
>1-) P(Hy, falsa)=1-(a, +a, +..+ a, )
k=1 -

J
~
Controle da taxa de erro total independente da
estrutura de covariancia = muito conservador
V2 Sll ava S11
1—'[n_1(05/2p) _1Y1+tn—1(a/2p) — o _
n n O critério de Bonferroni para

_ S.. _ S correcao de multiplos testes é
Y, _tn—l(alzp)\/%;YZ +t,4(er/2p) rzf] conservador

Bastante utilizado para

S--- s comparacoes de subconjuntos de
[ —tn_l(a/2p),/%;\7p +t (al2p), |2 ] médias (m<p)

P n
= a/2m



Intervalos e Regioes de Conflanca

Intervalos de Confianca Univariados e Simultaneos
Everitt, 2002

IC(z, ) @ 100(1- )%

= (ﬂ Fto(af 2)@}

!

T =n(V—p) s*(-u)

Y1l

ICS (1, )a100(1—a )%

(n_ p) p.(n-p) N

ICB(z, )a100(1— %

n

= [Y_k Ft,.(a/2m) h}

— Compare as analises multivariadas (Regido de Confianca, ICS) e
univariada (IC e ICB).

— Comente sobre as decisbes tomadas para os pontos P e Q sob analises
univariadas e multivariadas. Justifique.



Inferéncia sobre Vetores de Médias
de Duas Populacoes

Variedade A Variedade B D= El =6,6-556 =104
X11 X12 X21 X22 D, =1,985-1824 = 0,161
5,7 2,1 4.4 1,8
8.9 1.9 75 1.75 S = 1,4745 -0,0442
6.2 198 54 178 -0,0442 0,0049
58 192 45 189 My =0 %=X,
6.2 2,01 T2-30,584; p=0,0027
Média 6,6 1,985 5,56 1,824
Var. 1,42 0,005 1,543 0,0045
|.C.S. para a diferenca entre os — 1
grupos em cada variavel (ou I'(E)i\/ (n+n, =2)p Fotoen s \/ [—+—jl’scl =
combinac&o linear delas) (ny+n, = p-1) L

Variavel X1: 1,04+ ./(18/8)4,46(1/6 +1/5)1,47 =1,04 + 2,33 = (-1,29;3,37)
Concluséao?

Varidvel X2: 0,161+ ./(18/8)4,46(1/6+1/5)0,0049 = 0,161+ 0,134 = (0,027;0,295)




Inferéncia sobre Vetores de Médias
de Duas Populacoes

Variedade A Variedade B B - El =6,6 —5,56 =1,04
X11 X12 X21 X22 D, =1,985-1824 = 0,161
5,7 2,1 4,4 1,8
8,9 1,9 7,5 1.75 S,= [ 1,4745 -0,0442}
6,2 1,98 5,4 1,78 -0,0442 0,0049
5,8 1,92 4,6 1,89 : .
’ ’ ’ ’ —SHyim—i,=0 ;%,=%,=3
6,8 2 5.9 1,9 0ty — Hy 1 2
02 2,01 T?-30,584; p=0,0027
Média 6,6 1,985 5,56 1,824
Var. 1,42 0,005 1,543 0,0045 |.C. de Bonferroni para a

diferenca entre os grupos
em cada variavel

ICB(1, — 115, )a100(1— )%=V, - Y, )= t, .. ,(0,05/4) \/ (i+iJsjj
1 2 nl n2

1,04 +2,685./(1/6 +1/5)1,47 =1,04 +1,97 = (- 0,93;3,01)

0,161+ 2,685./(1/6+1/5)0,0049 = 0,161+ 0,114 = (0,047:0,275) Conclus3o?



