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Relacoes Entrada/Saida

Como ja discutido em aula segue abaixo conceituacdao importante:

(D) dor(t)
= o
(1t ot ,
Entradas / qu()—; — Gzl Saidas
(Inputs) : | (Outputs)
L din(D) l don(D) Efoi
Causa fronteira do sistema f eito

» Entradas: Agentes que provocam disturbios no sistema. Geralmente, nao
dependem do sistema

» Saidas:  Respostas do sistema. S3o na verdade “entradas” modificadas pelas
caracteristicas dinamicas do sistema.
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Cont. ...

Na linguagem de modelos dinamicos e sistemas de controle, € muito comum
utilizarmos o conceito de diagrama de blocos na visualizacao destas propriedades

Entradas

qi(t)

l\(\(\(l

SISTEMA
H(s), h(t)

Saidas

q,(1)

Esta representacao introduz a 1dé€ia de visdo sistémica, onde pode-se observar
o modelo do sistema bem como suas entradas e saidas. Um caso muito comum

Considera apenas uma entrada € uma saida, chamado de SISO (single input,

single output)

Entrada .| SISTEMA _ Saida
q:(1) H(s), h(t) q.()
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Cont. ...

Da mesma forma podemos definir outras duas configuragoes:

Multiplas entradas — Uma saida

Entradas —
q:(1)

SISTEMA
H(s), h(t)

Uma entrada-Multiplas saidas

Entrada SISTEMA Saidas ‘ SIMO
q:(1) H(s), h(t) q.(1)
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Relacao entre Dominios

Funcao Transferéncia
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FT
&2}
& 4 , A
&0@“ o« DOMINIO
& N DE
E LAPLACE
N /
,C —1
- A ,
DOMINIO J DOMINIO
DO -_—> DA
TEMPO — e FREQUENCIA
o y T 1 \_ )
Equacoes Funcao Resposta em
Diferenciais Frequéncia
Tranformada de FRF
Fourier
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O Conceito de Funcao Transferéncia (F. 7))

A funcdo transferéncia ¢ um dos conceitos mais importantes em modelos
dinamicos. Considere inicialmente o sistema mais simples SISO

Definicao:

SISTEMA

H(S) - qo(o

q(t) ——

Funcao transferéncia ¢ o quociente entre as transformadas de Laplace
da saida ¢,(7) pela entrada ¢,(7) , sendo nulas todas as demais entradas
e condic¢oes 1niciais do sistema. Algebricamente

C
Q0
_ _ —S1 Definicao de Transformada
F(S)_L(f(t))_ If(t)e dt de Laplace parat> 0!
0
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Cont. ...

Devemos observar que a definicao de FT para um dado sistema exige uma
unica entrada, bem como condi¢des 1niciais nulas. Para sistemas com
multiplas entradas, deve-se considerar uma entrada por vez ! Embora existam
métodos sofisticados que calculam as FT para multiplas entradas com atuacao
simultanea. Para o caso de varias saidas, temos

—> Qol (S)
SISTEMA
. —_ e 22(S

0/ o FONY

Q03 (S)

De forma geral:
\
H, (s)= Qp (5) FT relacionando a saida no ponto p devido a uma
P-4 Qq (S) entrada no ponto q e zero nos demais !
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Exemplo # 1

O primeiro exemplo € a revisao do modelo massa-mola-amortecedor, que ja fo1
discutido previamente nas aulas presenciais.

Sistema Fisico Modelo Fisico
f, f; .. N
L A
— (@)
A Tk -
" EWS f. 1 (t)
B M >

./ %/T ? Y Bl © o v

Hipoteses Simplificadoras
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Cont. ...

Para o caso de sistemas mecanicos, trés efeitos fisicos:

— | Ms?2 Js?|——»
Massa 0 7 | s s P,
ST |1 1] @ 6
—| K K |——
Mola L R
u @ |k K| f T
> U B o v f 1|1 1 u 0
N ™ —f 7 7. —» | Bs Bs|—*
| | 2 — — — =
Amortecedor o 0+—] ta @B B T
f:B<ﬁ1—ﬁz) > v sz(@—@)
1
-y 9 @y @z}//c é/ @ wrolc
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Modelo Matematico

Diagrama de blocos:

£;1(t)
" > H u(t)
>
Xin(t
12( ) R N H2
Xjo(0)
N \ _|_.K ucﬁ)
. o . AWM -
22 Le1 de Newton: Z fr = M,u, [EN G
r=1 . T e

Miu, + Bu, + Kuo, = fi1 + Kxio + B2

Aplicando Laplace com ClIs nulas:

™ T N D . -
| |
| |
(Ms® + Bs + KWU,(s) = Fy1(s) + (Bs + K)X;2(s)
|
L e d
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Funcoes Transferéncia

Inicialmente fazemos x;,(t) =0

Hy(s) = ol8) _

=
alIS

C,Ql\D
.

Va

_|_

-

B
H S U O (S) 17 S —|— 1
2(8) = — M
2 | B
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Exemplo # 2

Considere o modelo fisico abaixo:

u,q(t) U ,o(t)
ky — ks —
AN W% fip()
i1
s, | e
\JJ RO

Obtenha as F.T. relacionando as saidas u,(t) ¢ u,,(t) com as entradas f;;(t) e
f.,(t). Todos os elementos sdao puros ¢ 1deais.
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Hipoteses Simplificadoras

U1 (1 Ugalt)
., . ;. . ky k)
Como ja partimos de um modelo fisico, as hipoteses Ry — U i
simplificadoras resumem-se em: N
e m i —H

* Todos os elementos sao puros ¢ 1deais
* Na3jo existe atrito entre as massas ¢ a superficie horizontal. Ou de forma

equivalente, considera-se que todos os fenomenos dissipativos estejam
concentrados nos elementos amortecedores de constantes B, ¢ B,
* As entradas f;;(t) e f;5(t) sao conhecidas e independentes do sistema.

Em seguida, faremos algumas consideragcdes adicionais importantes
sobre as relagOes entrada/saida para o nosso modelo !

Do iy TN, Gonoaties & E " TP
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Relacoes Entrada/Saida (Quais F.'T. queremos ?)

Iniciamos a solugao reconhecendo que trata-se de um sistema com 02 entradas
e 02 saidas e, de acordo com a visao sistémica discutida em sala de aula temos

;1 () Ui (1)
> > H11 >
H12
f,(t) Hy, Uoa(t)
> > H22 >

Como 1lustrado acima, notamos que existem 04 combinacOes possivels entre

as entradas e saidas do sistema. Vale aqui lembrarmos o conceito de F.T. discutido
nas aulas presenciais

F. T..: Razdo entre as transformadas de Laplace

de uma dada variavel de saida e de uma dada entrada,
considerando-se nulas todas as condicoes iniciais

do problema bem como as demais entradas.
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Equacoes de Movimento

Como ja partimos do modelo fisico e considerando elementos puros e 1deais,
as hipoteses simplificadoras ja estao definidas, restando apenas considerar que
as entradas sao conhecidas e independentes do sistema. Entao, as equacgoes de
movimento no dominio do tempo sdo obtidas a partir da aplica¢do da segunda
le1 do movimento de Newton as massas M; € M,, ou seja:

- Myiipr + (B1 + Bsa)tor + (K1 4+ Ko)uer — Batlgs — Kougs = fin
N
Z fr — Mrur 7
r=1

- Matgo + Batiga + Kotps — Batigr — Kaotgr = fio

o©°°

As equagoes de movimento acima podem ser escritas na forma matricial:
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Cont. ...

My, O Uo1 n B1+ By —Bs| [t n K+ Ky —Ko| Juer | _ fi1
0 My | Uy — B> Bs Uo2 — K> Ko U2 fi2

Sdo lineares e nao homogéneas
Parametros constantes (M, B, K,)

Sdao acopladas no dominio do tempo

As matrizes dos coeficientes sdao simétricas

O proximo passo ¢ transformar as EDOs do sistema para o dominio de Laplace.
Para 1sto definimos:

Eii(s) = L (fa (1)) Uo1(s) = L (uo1 (1))

Fia(s) = L(fi2(t)) Us2(s) = L (uo2(t))
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Cont. ...

E, ainda, considerando-se nulas as condigOes iniciais para todas as varidveis obtemos
as seguintes equacoes algébricas no dominio de Laplace

Mis® 4 (By + Bo)s + K1 + Ky —(Bas + K») Uo1(s) | _ [ Fii(s)
—(BQS+K2) M282 —I—BQS—I—KQ UOQ(S) o FZQ(S)

Que sao entdo as equagoes do modelo no dominio de Laplace (e sdo algebricas !). De
forma compacta, estas equacoes podem ser escritas como

[A(s)[Uo(8); = 1Fi(s)}

A solucao do sistema de equacOes acima fornece as respectivas expressoes para

as variaveis de saida do sistema. Como se trata de um sistema de ordem 2, podemos
resolver para as variaveis de saida usando a regra de Krammer, como sera visto

em seguida

LA = S 0533 S 0232 17 @;/f @z}//c @/ (/) arcle
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Cont. ...

A0 S AO 5
Solucao para U, (s) € U (s): Uol(S): A(lé)) UOQ(S): AQi))
onde:
Bor(s) = [0y Rt
ST Fia(s)  Mas® + Bas + Ko(s)

o M182 —+ (Bl -+ BQ)S -+ (Kl -+ KQ) le(S)
—(BQS —+ KQ) FZQ(S)

A(S) — M1M284 -+ (MlBQ -+ M2 (Bl -+ Bg)) 83—|—
(M1Ks + B1Bs + My (K1 + K»)) s* + (B1 K2 + Bo K1) s + K1 Ko

Polinomio Caracteristico do Modelo
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Cont. ...

Logo temos para as solugoes

[/ (S) - Fil(MQSQ —I—BQS—I—KQ) | FiQ(BQS—I—KQ)
. A(s) | A(s)

U (s) = Fio(M1Mys® + (B1 + Ba)s + (K1 + Ko)  Fi1(Bas + K»)

02 — A(S) | A(S)

e, as F.T. sdo entdo definidas como:

\ H — e . :
i e Fii(s) 21(8) Fii(s)
i Uoi () Uya(s) |}
\ [ — 7 _ :
-_ - Fia(s) 22(5) Fio(s)

@2/ %{/c g (/%m/(r

( /4 EESC - USP




i Mss? + Bys + Ko Bos + K i
AR Hials) = =11 i
1 (s) Bys + Ko Hyy(s) = Mas?+ (Bit Bo)s + (Ku + Ka)
1 1121 . _ I
| A(s) AGs) :
i)
» H,y(s)
Xo1
Diagrama C% .
de —* Hix(s)
Blocos
f;
2 *| Hy(s) a)é/\
X2
" Hys(s)
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Cont. ...

Lembrando que a solugdo para os deslocamentos de M1 e M2 veio da solugdo de

[A(s)[1Uo(8)} = {Fi(s)}

/ | N\

RESPOSTADO | _ | PROPRIEDADES DO % ENTRADAS
SISTEMA SISTEMA DO SISTEMA
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Exemplo # 3

A figura mostra o conhecido mecanismo pinhao cremalheira e que possul varias
aplicacoes praticas. Uma entrada torque 7(¢) € aplicada ao cilindro de momento de
in¢rcia /,,, € 0 movimento ¢ entao transmitido para o pinhao, causando entao o
deslocamento linear x da cremalheira. Determine a F. T. X(s)/T(s). E.H.S.

— > pmhﬁo

cremalheira
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Hipoteses Simplificadoras

1. Elementos I,,, I, ¢ m, rigidos
2. Eixo com massa desprezivel e rigido
3. Atrito entre m, € o plano viscoso
4. Contato 1deal entre I, € m,
5. Elementos puros ¢ 1deais -
vista 2
Modelo fisico: vista 1
IP
Ly
m
vista 1 vista 2 \;io
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Equacoes Diferenciais do Modelo

f 7 A Ta e
f — forca de contato entre o pinhdo ¢ a
cremalheira
X f Pela H,, contato 1deal significa contato de rolamento
— i > puro, ou seja, ndo ocorre escorregamento entre o pinhao
¢ a cremalheira. Neste caso, vale a seguinte relacao de

) o K compatibilidade cinematica entre o pinhao e a cremalheira:
| m
:;:;:‘ o ‘ X — Ré’ ‘

)

N

sz:ﬁ $ I'—fR=10 $ LO+ fR=T

m,r+ Bx + Kx = f

14
]
>y
|
3
=
<>
—
|
3
3.
|
=
=
|
E
=:
S

1=1
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Determinacao da F.T.

Aplicando a T. L. as trés equacdes temos (Cls = 0)
X (s) = RO(s)
1,5°0O(s) + F(s)R = T(s)
(m,s” + Bs + K) X(s) = F(s)

Combinando estas trés ultimas equacoes algébricas reduzimos a seguinte expressao

<m | ég) 24 Bst K X(s) = =T(s)

Da qual obtemos a F.T. desejada na F.P.

1
X (s) _ o Resn)
T ( S ) 1 L At 2 . B -] .
K Ty R2 S 7 S
= 25 @;/f @Z}//c @/ (/%/(ﬂ/(r (
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Consideracoes adicionais

Adicionalmente, poderiamos aumentar o grau de complexidade do modelo,
considerando, por exemplo que o €1xo que conecta as duas 1n€rcias em rotacao nao
seja rigido, possuindo, por exemplo uma constante elastica torsional igual a K,:

L

K, —

Ly [ (00000000

==

Exercicio: Escrevam as equa¢des do novo modelo fisico com eixo flexivel e
obtenham a mesma F.T. anteriormente solicitada.
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