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Mapas

Equacoes de recorréncia e Mapas

@ Num sistema de tempo discreto, a evolucdo da dindmica é determinada
por uma equacio de recorréncia:

Xr41 = f(Xt)

@ Podemos ver que o dominio e a imagem da funcdo f devem ser o mesmo
conjunto, neste caso o espaco de estado do sistema:

f:S— 8.

o Em sistemas complexos, esse tipo de funcido é denominado um mapa.
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Mapas

Exemplos em uma dimensao:

@ Mapa 1:

Xep1 = o+ x (1 —x)
@ Mapa 2:

Xep1 = X (1 + p = x1)
@ Mapa 3:

_ 2

Xep1 =X (1 + p = x7)

@ Mapa Logistico:
X1 = (1 —xp)

@ Mapa de Barraca (Tent):

o 0<x<1/2
T ul-x) 1/2<x<1
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Mapa 1, u=0.16
T

Mapa 2, u=0.64

Mapa 3, u=0.49
T
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Pontos fixos

Trajetorias

@ Dada uma condicio inicial, podemos calcular a trajetéria do sistema.
@ Quais os possiveis comportamentos dessas trajetorias?
@ O comportamento depende do mapa e seus pardmetros, mas também da
condig¢do inicial.
Experimentar
Fazer cédigo e rodar iteragdes (e plotar) para os mapas acima.
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Pontos fixos

Pontos fixos

@ Pontos fixos de uma equacio de recorréncia sdo valores X* para os quais

vale:
x" = f(x*).

@ Por esssa defini¢do, eles t€ém a caracteristica de que, uma vez a
recorréncia atingindo um ponto fixo, ela permanecerd nesse mesmo
ponto.

@ Eles sdo as solugdes da equacio

x = f(x).

@ Por exemplo, os pontos fixos do mapa 1 sdo encontrados resolvendo

x=p+x(1—x),

que € equivalente a
= p
e portanto os pontos fixos sdo —, /i € /.
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Calcule os pontos fixos dos mapas 2 e 3.
Lembrando:

@ Mapa 2:
Xep1 = X (1 4+ p — x1)

@ Mapa 3:
X1 = 5 (1 + o = x7)



Pontos fixos

Pontos fixos no grafico

Note que os pontos fixos de um mapa (1D) sdo os pontos onde a curva do
mapa y = f(x) intercepta a curva identidade y = x.

Mapa 1, u=016 Mapa 2, u= 064 Mapa 3, u= 049
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Estabilidade

Estabilidade

@ Se uma trajetéria atinge um ponto fixo, ela ficard presa nesse ponto fixo
indefinidamente.

@ Pergunta: O que acontece se a trajetdria estd préxima de um ponto fixo,
sem estar nesse ponto?

Exemplo
Ver mapa 1 com p = 0.16 préoximo ax = 0.4 e x = —0.4.
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Estabilidade

Estabilidade (cont)

e Um ponto fixo € estavel se, quando o sistema esta suficientemente
préximo desse ponto, a trajetdria € atraida para o ponto.

@ Um ponto fixo € instdvel se, quando o sistema estd préximo desse ponto
a trajetdria € afastada dele.
@ No exemplo do mapa 1, o ponto fixo /i € estavel, enquanto que —,/u €
instdvel.
Exercicio
Verificar a numericamente estabilidade dos pontos fixos dos mapas 2 e 3.
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Estabilidade

Graficos de teia de aranha

@ Uma forma de analisar graficamente o comportamento de um mapa é
através dos denominados graficos de teia de aranha.
o Para produzir esses graficos, seguimos o seguinte procedimentos:

@ Desenhamos os gréficos das fungdes y = f(x) e y = x.

© Marcamos no eixo x o ponto inicial x.

© Puxamos uma linha vertical desse ponto até encontrar a curva de y = f(x).

@ Puxamos agora uma linha horizontal desse novo ponto até encontrar a
curvade y = x.

© Repetimos os dois passos anteriores pelo nimero de iteracdes desejadas.

@ Os pontos x; encontrados nesse processo sdo a trajetdria do sistema.
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Estabilidade

Exemplo 1

@ Vejamos como fica o gréfico de teia de aranha para o mapa 1 com

1 = 0.16 e partindo de um ponto ligeiramente abaixo do ponto fixo
x*=04:

Ty =03, 10 =016

0.25 0.30 0.35 0.40 0.45
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Estabilidade

Exemplo 2

@ Vejamos como fica o gréfico de teia de aranha para o mapa 1 com
1 = 0.16 e partindo de um ponto ligeiramente acima do ponto fixo
x* = 0.4

Ty =05, 10 =016
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Vejamos agora o que acontece proximo ao ponto fixo instdvel x* = —0.4

ap=—03, =016

04

0.2

0.0

Mapa 1

00 022 04



Estabilidade

Exercicios

Exercicios:

@ Verifique o que acontece no mapa 2 préximo ao ponto fixo x* = p (a
esquerda e a direita), com pu = 0.64.

© Verifique o que acontece no mapa 2 préximo ao ponto fixo x* = 0 (a
esquerda e a direita), com p = 0.64.

© Repita o procedimento para os trés pontos fixos do mapa 3, com
w = 0.49.
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Estabilidade

Condicao de estabilidade (1D)

Para um mapa de uma dimensio, podemos encontrar facilmente a condi¢do de
estabilidade de um ponto fixo x* através do seguinte raciocinio:
@ O ponto fixo ¢ estdvel se para valores x suficientemente proximos de x*,
X;41 estard mais proximo que x, de x*.
@ Definimos §; = x; — x*. Para x; suficientemente préximo de x* temos
o; ~ 0.
@ Queremos entdo garantir que |0;41| < |dy|.
@ Para J; pequeno, podemos desprezar fatores de ordem maior que linear e
aproximar:
X1 = f(x) = f(x") +f'(x"),
Portanto temos:
Ot = f'(x")y,
e para garantir |,41| < |0;| devemos ter:

()| = 1.
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Estabilidade

Exemplo

No caso do mapa 1 temos
f(X) = /.L—|—X—x2,
com pontos fixos x; = —,/u € x, = /1. Portanto temos
fl(x)=1-2
e para xi:
Gl = 1+ 2/ul,
que € maior do que 1 para todos u. Portanto, x; € instavel. Para x; temos

[ (e2)] = 11— 2y < 1,

o que é valido para
O<p<l.
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Verificar a estabilidade dos pontos fixos dos mapas 2 e 3.




Estabilidade

Mapas em maior dimensao

Para ver a generalizacdo para mais dimensdes, vamos comegar com um caso
especial, considerando a equacio:

2
Xt4+1 = Xp — ax;_.
Primeiro, transformamos num sistema de primeira ordem com duas equacdes:

Xip1 = fi (%)’r) =Xt — ay,2

Y1 :fz(xt,)’t) = Xz

Definimos entdo &, = [x, — x*,y; — y*]7, onde x* e y* sdo as componentes do
ponto fixo. Neste caso, o dnico ponto fixo é [0, 0]7 (verifique isso) e
o = [Xnyt]T-
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Estabilidade

Mapas em maior dimensao (cont)

Como as duas fung¢des sdo de dois pardmetros, precisamos agora linearizar
préximo do ponto fixo em relagd@o as duas varidveis:

d
bt =il & Al Dy - >+§@—ﬂ

= X+ 1(x —x") —2a(y, —y"),

€
i =hy) & A + G =) + T
= y 4+ 1(x—x")
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Estabilidade

Mapas em maior dimensao (cont)

Em notagdo vetorial, para o nosso exemplo temos:

1 -2

Para verificar a convergéncia para 0 de §, lembramos que esse vetor pode ser
expresso como uma combinacdo linear dos autovetores da matriz que aparece
acima (vamos denomina-la Df):

0y = ae1 + bees,
onde a; e b, sdo escalares € e € e, sdo 0s autovetores correspondentes aos

dois autovalores A1 € \» da matriz acima.
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Estabilidade

Mapas em maior dimensao (cont)

Com isso e lembrando que Dfe; = \je;, ficamos com:
Ort1 = ary1€1 + bry1€2 = arhi€ + bses,
o0 que, considerando a independéncia entre os autovetores, resulta nas

equagoes
arr1 = \ay

bt+1 - )\zb[.

Desta forma, para garantir a convergéncia, ambos os autovalores precisam ter
valor absoluto menor que 1: [A\| < 1e |X| < L.
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Estabilidade

Mapas em maior dimensao (cont)

No nosso exemplo, os autovalores de Df sdo dados por

1—-X —2a

R
que equivale a

N —\+2a=0,

com raizes
1++v1—8a
5 .
Ambos esses autovalores terdo médulo menor do que um se

Ao =

1
O0<a< —.
453
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Estabilidade

Caso geral

No caso geral, a estabilidade € determinada pelos autovalores do jacobiano do
mapa no ponto fixo:

Dada uma equagdo de recorréncia de um sistema n-dimensional

X1 = f(xt)a

um ponto fixo em x* dessa recorréncia serd estdvel se todos os autovalores
A1, A2, ..., A, do jacobiano de f, denotado Df e definido como

ofi
Df; =
8Xj
tiverem moédulo menor do que 1.
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Considere o mapa logistico com retardo, definido como:

Xep1 = (1 —x—1).

Encontre os pontos fixos dessa equagdo de recorréncia e determine sua
condi¢do de estabilidade.
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