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PREFACIO

Este livre esid baseado em notas escritas para o curso de Algebra
1 do Instituto de Matematica ¢ Estatistica da Universidade de Sao Pau-
lo (IME-USP). Elas feram experimentadas entre 1977 ¢ 1980 na {erma
de apestilas. Depaeis dessc per{odo {oi feita uma edicie preliminar que
permitiu uma maier divulgacao e, dessa forma, elas feram usadas nae
sé na USP ceme também em outras universidades. Isse permitiu testar
sua receptividade entre os alunes ¢ lazev diversas corvecees.

O centetido deste livro apresenta algumas epertunidades dida-
ticas muito intercssantes. Ele se prepee a inwroduzir um grande niime-
re de demonswracdces caracteristicas de métocdo axiematco, familia-
rizando gradualmente e cstudante cem o {ermalismo que ird encen-
trar amedida que pregride em seus estudos. Os cenceites trabalhades
sao bem conhecides do Iciter, de modo que ele pode ir se adaptande
aes novos métodos ¢ ae nivel de rigor necessarie sem a dificuldade
adicienal de cempreenderidéias que lhe sae estranhas.

O grau de [ermalizacie que adotamos é mcédie, apenas e sufi-
ciente para ilustrar o métede axiomatice. Assim, os propries axiemas
foram apresentades de um penie de vista que pederiamos qualiticar
de ingénue, mas, a partir dai, femes bastante cuidacdoses nas demons-
wagoes.

Devemes dizer ainda uma palavra quanto a apresentagao dos
temas. Elarepresenta uma propesta eu, wiclhor, uma omacla de posi-
cae quante a forma em que acreditames que 4 matematica deve ser

apresentacda. Temames ¢spedial cuidade ¢m introduzir a0 lengo do
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texto um grande nimero dec informacgdes histdricas, o que tem uma
duplafinalidade.

De um lado, achamos que tanto conceitos como novos proble-
mas nao devem ser introduzidos “em abstrato™ apcnas porque o pro-
fesser ou o programa querem se ocupar deles. Acreditamos que se
deve levar em conta a motivacao ¢ a relevancia dos tcmas em conside-
ragao. A histeéria das questoes tratadas € frequentemente da maior im-
portancia ncsse sentido. Isso é particularmente verdadeiro ao tratar
de conccitos aritméticos ou algébricos, cuja motivacao nao csta ligada
a nossa intuicao do mundo fisico, como acontece em outros ramos cda
matematica.

Dc outro lado, acreditamos também que um texto, ou um cur-
s0, nao se deve limitar a ransmitir apcnas o contetido “técnico” da
matéria, cdeve-se preocupar também com a formacao do estucdante.
Nesse senticlo, é tao importante para o futuro protissional o estudo de
uma determinada disciplina quanto o das circunstincias em que se
desenvolveu.

Gostariamos de poder transmitir essas inquietuces ao estucdan-
te, para que este livro possa vir a ser para ele uma das muitas portas a
matematica superior

Quando da primeira redagao destas notas, a Profa. Sara S.
Herkowicz fez numerosas sugestocs que contribuiram muito para o
aprimoramento ca versao tinal. Tanto a monitora Heloisa D. Borsari,
que nos auxiliou na confeccao cta primeiraversio mimeografada, como
os alunos Kunio Okuda. Deborah Martins Raphael e Fernando Qua-
dros Gouvéa, que fizeram uma cuidadosa Icitura dos primeiros origi-
nais, 520 lioje doutores em matcmatica. A todos eles somos muito gra-
tos pela valiosa colaboracao.

Ao longo dos anos em quc este texto foi cmpregaco em forma
experimental, diversos outros colegas nos auxiliaram com muitas cor-
re¢oes. Somos particularmente gratos aos Profs. Leila M. Figueiredo,
Roberto C. F. Costa, Maria Lucia S. Singer e Renate Watanabe, e ao
aluno Jodo F. Barros pelaleiturameticulosa do mesmo. que nos levou

a corrigir um grandce nunere dc detalhes.

Os autores

NUMEROS INTEIROS

1.1 INTRODUCAO

A geomeutria costuma ser apresentacla como uma ciéncia na qual
toclas as proposi¢oes podem ser logicamente demonstradas a partir de
algumas afirmagaoes iniciais chamacas axiomas ou postulados. Essa apre-
sentacao € muito antiga; data do século 1V a.C., quando Euclides de
Alexandria escreveu seus famosos Elementos.

Algo hem diferente acontece com a algebra e, em particular,
com a teoria elementar dec niuneros, que sera o ohjeto destas notas.
Parcce claro que a noc¢ao de niimero natural desenvolveu-se gradati-
vamente a partir da experiéncia cotidiana. Se¢u emprego foi-se genera-
lizando aos poucos, e as propriedades das operagdes foram admitidas
como um fate experimental.

Fato andlogo aconteceu com a nogio de racionais nao-negati-
vos, isto &, niumeros da forma «/bem que « ¢ /sio nimeros naturais,
que surgiram ligados a problemas de grandezas geométricas.

O mesmo nio aconteccu com os niuncros inteiros ncgativos. O

primeiro uso conhecido decsses niimeros encontra-se numa obra in-
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diana, atribuida a Brahmagupta (628 d.C. aproximadamente), na qual
sao interpretados como dividas.

Foi precisamente a possibilidade de dar diversas interpretagoes
aos nuumeros negativos que fez com que clcs fossem aceitos aos poucos
na coletividade matematica. Porém, desde seu aparccimento, esses
numeros suscitaram duvidasquanto a sua legitimidade. Em 1543 Stieftel
ainda os chamava de niimeros absurdos, ¢ Cardano, contemporaneo
de Stielfel, denominava-os solug¢oes falsas de uma equagao.

Foi o aparccimento dos niumeros complexos, ligados a proble-
mas de resolucao de equagocs, mas sem uma interpretagdo empirica
acessivel, que levou a ciéncia européia a reflctir sobre a natureza dos
nimeros.

O primeiro a tentar dar a adlgebra uma estrutura légica compa-
ravel d geometria dos Efemenios de Euclides fol o inglés George Peacok
que, no scu Tyenlise on Algebra, publicado em 1830 e ampliado a dois
volumes em 1845, destacou pcla primeira vez a importancia das cha-
madas “leis formais”, isto é, das propriedades das opcragoes, marcan-
do assim o inicio do pensamento axiomatico ¢m algebra.

Atitude semcihante foi assumida por seu contemporaneo ¢ ami-
go, Augusto de Morgan. na sua Trigonometry and Beouble Algebra,
publicada tamhém em 1830.

Em geral, os textos apresentam aos cstudantes teorias ja bem
organizadas, partindo de um punbado de axiomas ¢ demonstrando
ordenadamente todos os resultados subsequientes ¢ este livro nao sera
excecdo. Quercmos, no cnianto, advertir que esta abordagem da
freqiicntemente ao estudante uma impressao errada da natureza da
evoluciao da matemitica, como se primeiro se fixassem as bases para so
depois se desenvolver a teoria.

O processo historico mostra que a realidade foi bem diferente.
No século XVIII, Leonhard Euler descobriu as famosas formulas que
levain seu nome, relacionando exponenciais com numeros comple-
xos. ¢ Karl F. Gauss demonstrou o Teorema Fundamental da Algebra,
quc atirma que toda equagao polinomial com coeficientes reais admi-

tc pelo menos uma raiz complexa. Contudo, a primeira [undamenta-
¢iao precisa da no¢do de¢ niimero complexo comeo par ordenado de
nimeros reais ¢ atribuida a 5/ William R Hamilton e data de 1833.

Como os niimeros complexos foram os que levantaram mais du-

Nuameros Inteiros  *

vidas quanto i sua legitimidade, foram também cles os primciros a ser
fundamentados de forma cuidadosa, usando-se a no¢io de niimero
real, que foi formalizada sé em 1872 por Richard Dedekind.

No seu estudo dos nimeros reais, Dedekind apéia-se nos racio-
nais, que, por sua vez, definem-se a partir de pares ordenados de nu-
meros inteiros. Mas, afinal, o que sao os nimeros inteiros?

A nocao de niimero natural (a partir da qual se pode explicitar
anocao de inteiros) foi fundamentada com precisao pela primeira vez
por Giuseppe Peano em 1889 na sua Arithmetica Principia Nova
Mecthodo Exposita. O método de Peano, com leves variantes, € usado
até hoje por numerosos textos, mas tem o inconveniente de ser longo
¢ demorado. Segundo essa teoria, a definicao de nimero natural é
estabelecida a partir de trés conceitos primitivos ¢ cinco axiomas. O
leitor interessado nesse ponto de vista podera consultar o Gltimo capi-
tulo destas notas,

Nés preferimos dar diretamen te uma fundamentagao axiomatica
dos niimeros inteiros, bastante usada em algumas das referéncias clas-
sicas, que nos permitira chegar mais rapidamenze a resultados signifi-
cativos,

1.2 UMA FUNDAMENTACAO AXIOMATICA

Os numeros inteiros formam um conjunto, que notaremos por Z,
no qual estao definidas duas operagées, que chamaremos de adi¢ao e
multiplicacio e denotaremos por+ ¢ - . Em Z1ambém estadefinidauma
relacao que permite comparar os seus elementos, a relacao “menor ou
igual”, que indicaremos por=<.

Como nao desejamos ser excessivamente formais, nao definire-
mos aqui os conceitos de operagao c relagao; limitar-nes-emos a usa-
los no seu sentido intuitivo,

Os axiomas que passaremos a detalhar descreverao algumas das
propriedades basicas das operagoes ¢ da relagio “menor ou igual”,
que tomaremos como basc para desenvolver a teoria, Qualquer outra
propriedade, mesmo que intuitivamente ébvia, podera scr demonstra-
daa partir dessas.

13
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Observamos que em qualquer aprescntagcao axiomatica o co-
meco tende a ser cansativo, precisamente por ser necessario demons-
trar alguns fatos que sao bem conhecidos. Tentamos poupar o leitor,
na medida do possivel, desse inevitavel aborrecimento. Assim, nosso
sisttima de axiomas é superabundante, isto &, admitimos mais proprie-
dades do que as estritamente neccssarias. esperando tornar mais flu-
ente a exposicao. Para maiores detalhes, o leitor pode consultar os
cxercicies.

O primeiro grupo dc axiomas descrevera algumas proprieda-
des da soma que certamente sio familiares ao leitor.

A1 Propriedade Associativa: Para toda terna «, 4, rde inteiros tem-
se que

a+(b+cy=(a+b)+r¢

A.2 Existénciado Neutro: Existe um unico elemento, denominado
neutra aditivo ou zero, que indicaremos por 0, tal que

a+0=qa,paratodove Z

A3 LExisténcia do Oposto: Para cada inteiro a existe um tnico ele-
mcnto que chamaremos oposto de « e indicaremos por —a, tal
que

a+(-a)=0

A4 TPropriedade Comutadiva: Para todo par «, & de inteiros tem-se
que

a+b=b+a

O proéximo grupo de axiomas explicita algumas das proprieda-
des da multiplicacao.

A5 Propriedade Associativa: Para toda terna «. £, r de inteiros tem-
se que

a{be)y=(ab} ¢

Numeros [nteiros  ®

A.6  Existéncia do Neutro: Existe um tnico elemento, difercnte de
zero, denominado neutro multiplicativo, quc indicaremos por
1, tal que

1-a=a,paratodoae Z .

A.7  Propriedade Cancelativa: Para toda ternaa, b, cde inteiros, com
a# (. tem-se que,

se ab= ac, entao, b=c .

A8 Propriedade Comutativa: Para todo par a. b dc inteiros, tem-se
que

(Tb= bci' .

Comparando o grupo dc axiomas dados para a adi¢ao ¢ a mul-
tiplicacao, percebe-se uma grande semelhanga entre ambos. A antca
diferenca notavel surge entre os axiomas A.3 e A.7. Um analogoa A.3
paramultiplicacao afirmaria que paratodo ae Zexiste um elemento,
digamos,a’ € Z talquea -a’=1.Sabemos, porém, que issonao aconte-
ce:quandoa=2, por exemplo, nao existe nenhum inteiro 2’ tal que 22’
=1 (para consideragées mais precisas veja o exercicio 7).

Poderiamos nos perguntar ainda por que nao colocar, entre os
axiomas da adicao, um analogo i propriedade cancelativa A.7. Nao o
fizemos apenas porque é muito facil demonstrar esse resultado a par-
tir dos axiomas.

1.2:21 Prorosicio (PROPRIEDADE CANCELATIVA DA ADICAO)
Para toda terna a, b, c de inteiros tem-se que,

sea+b=a+c,emtaob=c .

DEMONSTRACAO
Se a+ b=a+ c.somando o oposto de a a ambos os membros
dessa igualdade, temos que

(=a)+(a+b)=(-a)+(a+c)

15



16

* Numeros: Uma Introdugcio i Matematica

Usando a propriedade associativa, temos:

[(-a)+(a)]l+b=[(-a)+(a)])+c,

isto é,
0+b=0+c,
portanto,
b=c. ]

O préximo axioma relaciona ambas operagoes.

A9  Propriedade Distributiva: Paratodaterna a, b, cdc inteiros tem-
se que

a(b+c)=ab+ ac .

As proximas afirmac¢des também sao intuitivamente evidentes,
mas conforme o plano inicial serao demonstradas com base nos axio-
mas até aqui introduzidos.

1.2.2 Prorosicio

Para todo inteiro a, tem-se quca-0=0.

DEMONSTRACAO
Comoa-0+a-0=a(0+0)=a-0=a-0+0,comparandoo

primeiro e o ultimo termo da cadeia de igualdades acima temos que
4:-0+a-0=a.0+0.

Usando a propriedade canccelativa daadi¢ao, vem imediatamente que

a-0=0. [ ]

1.2.3 Prorosicie

Sejam a, binteiros, taisquea- b=0. Entio. a= 0oub=0.

Nimeros Inteiros ®

DEMONSTRACAO

Se ab= 0, usando a proposi¢ao anterior podemos escrever essa
igualdade naformaab=a-0 .

Se a =0, a proposicao esta demonstrada. Se a = 0 , podemos
usar o axioma A.7 para cancelar e obtemos b=0. ]

Se o leitor lembra da forma como sao apresentadas as opera-
¢ées com nimeros inteiros no curso secundario e o mistério que en-
volve o processo de decidir o sinal de um produto, certamente apreci-
ard as vantagens do método axiomitico da proposicao seguinte.

1.2.4 Prorosicio (REGRa bOS SINAIS)
Sejam a e b inteiros. Entio vale:
(i) -(-a) = a

i)y (-a)(b) =-(ab)=a(-b)
(iii) (-a)(=b) = ab .

DEM@NSTRACAO

Notamos inicialmente que podemos interpretar o axioma A.3
da seguinte forma: o oposto de,um clemento a¢ o unico inteiro que
verificaa equacaoa+ x=0.

Para provar (i) basta observar que a verifica a equagao
(-a)+ x=0.Conseqientemente, a ¢é o oposto de —a (que € o
elemento indicado por- (-a)) .

Para provar a primeira igualdade de (ii), basta observar que
(-a) béasolucaode ab+ x=0, ja que

ab+ (-a)b=[(-a)+a]l b=0-b=0 .
Analogamente, verifique que ab+ a(-b) =0

Para (iii), podemos observar diretamente que aplicando (ii) te-
mos

(-a)-(=b)=-(a(=-b))=-(-(ab)) .

17
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e usando também (i) no ultimo termo seguc que

(=a)(=b)=ab |
EXERCICIOS
1. Sejam « e f inteiros. Mostrar que:

(i) (-1)a=-a
(i)  Se a*
(iii) Se a*

(iv) A equacao « + x= b tem uma ttnica solu¢io em Z .

0,cntao =0 .

1

aenaoa=0oua=1

2. Mostrar que, se no sistema de axiomas substituimos A.7 pela
proposicao 1.2.3, entao a propriedade cancelativa da multiplica-
¢ao pode ser demonstrada a partir de novo sistema de axiomas.
Enunciaremos a seguir os axiomas referentcs a rela¢ao “menor

ouigual”.

A.10  Propricdade Reflexiva: Paratodo inteiro « tem-se que ¢< a.

All  Propriedade Anti-simétrica: Dados dois inteiros cte b ,se « < b
eb<a,cntaow=10.

A12 Propriedade Transitiva: Para toda terna a, &, ¢ dc inteiros tem-
sequc,se n<be bse,entao asr.

Poy causa dos axiomas A.10,A.11 e A.12 diz-se que arela¢ao< é
uma relacde de ordem. .

Usaremos o simbolo « < b para indicar que « < b, mas a# b;
ncsse caso, diremos que « ¢ menor que b . No que scgue, cmprega-
rcmMos 0s termos “positivo™ ¢ “negativo” no seu sentido usual, isto €&,
para indicar que um certo numero é maier ou INCNOI que z€evo, res-
pectivamentc. @uando conveniente, usarcmos também os simbolos »

>a ou b> « paraindicar que as<b ou «<b.

A13  Tricotomia: Dados dois intciros quaisquer « ¢ 4 tcm-se quc ou
a<bou «=0bou b<a.

Nameros Interros ]9

Devemos ainda introduzir alguns axiomas que vinculem a rcla-
¢ao de ordem com as operagdes:

A.l4 Paratodaternaa, b, ¢ de inteiros,se a< b,entaoa+c< b+c.
Al5 Paratodaternaa b. c deinteiros,scas< b e 0<c,entao ac< bc.
Note que, no nosso sistcma de axiomas, admite-se que 1 # 0,
porém, nao sabemos aindase 0 <1 ou 1<0.Felizmente, ja cstamos
em condi¢des de elucidar essa davida tao pouco razoavel.
1.2.5 Prerosicio
Seja a um inteiro. Endio:
(i) Sea<®, entio-a=0.

() Scaz=20, entio-a<().

Ve 9 . . . . .
(i)  a® 2 0 (isto é na terminologia usual, todo quadrado ¢

nao negativo).
iv) 1>0.
DEMONSTRACAO

Sc 2<0 , usando o axiomaA.14 podemos somar -2 a ambos os
membros e temos

(-a)+as(-a)+0,istoé,0<-2a

A demonstracao de (ii) é andloga.

" Para provar (iii) discutiremos separadamente dois casos. Se a2 0,
podemos, usando A.15, multiplicar ambos os membros dessa desi-
gualdade por ae obtemos dirctamentc a2+ 2> 0. a, isto é, 220 . Sc
a<0,dc (i) vem que —22 0 . Da parte antcrior temos que ( —2)* 20
¢, da parte (iii) da proposi¢ao 1.2.4 vem que ( -2)* = a*; logo a*2 0.

Finalmente, como 1 = 1%, (iv) seguc imecdiatamente de (iii). W

EXERCICIOS

3. Sejam ac b inteiros tuis quec i < b. Provat que—a>=0.
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4. Demonstrar que as afirma¢ecs obtidas dosaxiomasA.12,A. 14 ¢
A.15 substituindo o simbolo < por < sao verdadeiras.

Dado um inteiro a, chamamos valor absoluto de a2 o namero

[

intciro designado por| al e definido como scguc:
Scaz0,entaolal=a .
Se a<0.entaol al=-a

Sejam 2 e binteiros. Provar que:

(i) lalZ20clal=0seesomentesca=0

1) -=lal€a<glal

(iii) l-al=lal

(iv) labl=lallbl

(V)  la+ bi<lal+ 1Dl (desigualdade triangular)
(Vi) Hlal=1h11<1la =bHl

Para apresentar nosso altimo axioma, inttoduzircmos primeiro
alguns conccitos.

1.2.6 PEFINICAO

Seja A um subconjunto de Z. Diz-se quc A € limitado inferior-
mente sc existe algum inteiro % tal que, para todo ae A4, tem-sc que
k<a.

Um elemento 2, € Adiz-se clemento minimo de 4 sc, para todo
ae A.tem-se que g, < a (verifique que, sc existe um elemento minimo
dc A, ele é Gnico).

De forma analoga definc-se conjunto /imitado superiormente c
elcmento médximo de um conjunto. .

Usaremos os simbolos min A e max Apara indicar ominimoc o

maximo de um conjunto A4, quando cxistircm.

A.16 Principio da Boa Ordem: Todo conjunto nao-vazio de inteiros
nio-negativos contém um clemento minimo.
Note que, como conscqiéncia dos axiomas A.14 ¢ A 15, pode-
mos provar que () < 1. Porém, ainda n3o conseguimos demons-
trar o fato dbvio de que nao existem intciros entre O ¢ 1. Essc ¢
o contcudo da préxima proposicao.

Nmeros Inteiros  ®
1.2.7 PROPOSICAO
Seja a um ineeire il que 0 <a <l . Entio. a=0 ou a=1

DEMONSTRACAO

Suponhamos por absurdo quc exista i inteiro a diferente de
0 e 1 nessas condi¢oes. Assim, o conjunto S=1{ue ZI10<a<1}seria
nao-vazio ¢ pelo Principio da Boa Ordem existivia m= min §.

Como me S temos que 21> 0 cm< ], Usando o axioma A 15,
multiplicando por m a segunda desigualdade. obtemos m* < m . As-
sim, m? > 0 (verifiquc) e. como m < | . da propriedade transitiva te-
mos m*<1.Logo, m*e Sc¢ émenor que seu clemento minimo, uma
contradi¢ao. [ ]

O Principio da Boa Ordem desempenhari aim papel importan-
te em muitas demonstragdes. Para ilnstar como o utilizamos, provare-
mos quc o con junto dos intciros positivos 1 a chamada Propricdade
Arquimediana. Veja também o proposicio 1 2.9 e o ¢xercicio 8.

1.2.8 PROPOSICAO (PROPRIEDADLE ARQUIMEDIANA)

Sejam ac b intciros positivos. Entio, c¢xistc um inteiro positivo
ntal que na> b

DEMONSTRACAO
Suponhamos que a afivinaciio nio sejd s erdadeira. Isso significa
que, para todo intciro positivo 1. tem-sc que H 2 pa. Assim, o conjunto

S={b-nalneZ n> )

csta formado por inteiros niao-negativos. Contorme o Principio da Boa
Ordem, existc m=min 5. Como mre §. cle ¢ datorma m = b- 12
paraalgum re Z.

Considcramos entio o clemento m'= H—( 1~ 1), que também
pertencc a S, ¢ temos

m=b-(r+1)Ya=(b=r1)=-0=ir=u<1n

(pois >0 ;verifiquel).

21
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Teriamos, entio, que m’ € § ¢ ' <m = min §, uma conua-
dicio. [ ]

Note que, trivialmente, se um conjunto A tem mn minimo, en-
tde A ¢ limitado inferiormente. A reciproca também ¢ verdadcira, como

demonstraremos a seguir.

1.2.9 Prorosi¢ao

Tedo conjunte iie-vazie de intefros limitados inferiermente tem

minimo.

DEMONSTRACA®
Seja A um tal conjunto ¢ seja ainda X € Z tal que, para todo

a€ A, tem-se que A< 2. Consideramos entao o conjunto
S={a-klae Aj .

Obviamente, S# ¢, ja quc A é nao-vazio. £, como Kk < i, para
todoae A, oselementosde §sioudo-negativos. Do Principio da Boa
Ordem, existc m = min 8, que scrida torma m =a -k, paraalgum
a,e A. Mostraremos que o elemento a, assim decerminado ¢ o mini-
mode A.

Como a, ¢ um elemento de A4, s6 resta veriticar que, para todo
a€ A, lem-=se que a4, £ a.Suponhamos que isso nio acontega; existi-
ria, entao, a e A walque a <. Somando ~ & a ambos os membros,
a - A< a, = k= m. Teriamos exibido, assim, um ¢lemento de Smenor

que m = min S, uma contradi¢ao.

EXERCICIOS -

6. Seja a um inteiro. Provar que, se be Z ¢alque a<b<a+
entao b=a ou b=a+ 1. (Note que csse resuttado permite
definir a nocao de “sucessor” de um inteiro. Essc é um dos con-
ceitos em que G. Peano sc hascou para claborar sua axiomatica

do namero natural.)

7. Um elemento a € Zdiz-s¢ inversnel/se exisie tun outro elemento

Nriimeros Jnreitos

a e Zal que 22’ = 1 . Mostrar qu¢ os 1Minicos elementos
inversiveisde Zsao 1 e —1 . (Sugestiao: provar que, se aa’ =1,

entaoial=1.).

8. Provar que Ledo conjunto nio-vazio de inteiros limitado superi-

ormente contém um elemento miximo.

©

Provar que, s¢ um cenjunto de intciros tem clemento minimo,

entao este ¢ unico. Fazer o mesmo, ¢m relacio ao miaximo.
EXERCICIOS SUPLEMENTARES

10.  Sejam a, b, ¢, d intciros. Provar que

(i) Sca=2bccz0,entio ac be

(i) Sccec>0cac< be,entio a<bh |

(ili) Se c<0e ac> bc,cntdo a<bh |

(iv)  a®-ab+ I? 20. (Sugestio: dividir em casos. Por exem-
plo, a, 520 )

(v}  Sea<b,entio a®< b*. E verdade que, sc a< b, entio
a’< b??

(i) Seab>0,entaioa>0ch>0oua<0ch<0.

(vil) Se0<a<bclO<c<d.entioac< bd .

(vili) Se0<a<becl<c<d,entio ac< bd |

(ix) Sca’=#,cntio a=b. (Sugestio: dividir em casos. Por
exemplo, 4. H20.)

(X) Sca+a+ta+a=0,entdloa=0

I1.  Provar que a cquacao »~ + 1 = 0 nao tem solucio em Z.
¢

12, Demonstrar que, para todo inteiro &, a—1 é o maior inteiro

menor quc a.

Os proximos exercicios mostram algnnas alternativas possiveis

na formulag¢ao do sistema dc axiomas.

13. Provar que a propricdade cancelativa A.7 pode sct deduzida
usando o axioma A.13. se ¢ste for formulado para a relagcdo <.
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14.

1.3

Provar que a propricdade comutativa da adi¢io A 4 € conseqiién-
cia do caso particular a+ (=a) = (—=a) + a4 ¢ dos demais axiomas.
(Sugestio: desenvolver (2 + b) (1+]) de duas formas diferentes.)

Provar que o axioma A.13 (Tricotomia) é consequiéncia do se-
guinte caso particular: dado um intciro . tem-se que ou a< 0

ouna=0oua>0.

Provar quc, sc nos axiomas A.2, A.3 ¢ A6 supomos apcnas a
existéncia de neuwo aditivo, de oposto de um elemento ¢ dc
neutro multiplicativo, cntao pode-se demonsiar que esses ele-

mentos sao unicos.

Seja P={ae Z|a>0} (isto &, o conjunto dos inteiros que
usualmente chamamos de positivos). Provar que:

(i) S¢e @ae€e Pe be P, entao a+ be P .

(i) Se ae Pe be P, cntao abe P .

(iii) Paratodoae Z ,vale uma ¢ somente uma das scguintes
possibilidades: 7=0 ou ae P ou -a2€ P

Demonstrar que, se aceitarmos os axiomas A l, A.2e A3, se
admitirmos a existéncia de um subconjunto Pc Z verificando
as condicecs (1), (ii) e (iii} acima ¢ se definirmos uma rclacao
de ordem por 2 < b se e somente s¢ a=hou b-—ae P.entio
os axiomas A.10, A.11, A.12, A13, A ld ¢ A13 podem ser de-

monstrados como proposicoes.

O PRINCIPIO DE INDUCAO COMPLETA

.

As ciéncias naturais utilizam o mé¢todo chamado inducao

cmpiica para formular leis que devem reger determinados fenome-

nos a partir de um grande numcro dec observagéces particulares,

selecionadas adequadamente. Esse tipo de proccdimento. cmboranao

scja uma demonstracio de que um dado fato ¢ logicanente verdadei-

ro, ¢ freqlientemente satisfatério. Por exemplo: ninguém duvidaria de

que quando um corpo ¢ libcrado ao seu proprio peso, no viacuo, na

supetficie da Terra, ele cai scgundo a vertical local.

Niimeros Imnteiros  ®

A validade de um teorema matematico sc estabelecc de forma

totalmente diferente. Verificar quc uma ceria afirmagao ¢ verdadciia

num grandenuamero de casos particulares ndo nos permitira conclnir

que cla é vilida.

Com efcito, dada a expressio §(n) = n°- n+ 41, consideremos

a seguintc afirmacao: para cada inteiro positivo 17, o valor de ¢(n) é

um nimcro primo (estamos supondo aqui quc o leitor esta familiari-

zado com a nogao de numcro primo; de qualquer forma, cla sera defi-

nida no proximo capitwlo) .

Para n =1 temos que ¢ (1) =41 . Da mesma forma, ¢(2) =43,

$(3) =47 e sc o leitor dver paciéncia suficiente podera verificar que a

afirmacao ¢ verdadeira para os primciros 40 valores de 2. Porém, para

n=41temos que $(41) = 41 - 41 , que nao ¢ um numero primo.

Consideremos entao wma afirmac¢do como a scguinte: a soma

dos n primeiros inteiros positivos é igual a

n(n+l) .
— 7, ou ¢m simbolos,

-

1+2+3+_‘.+1)=LH1)

Como verificar sua validade? Evidentemente, é impossivel

demonstri-lacm todosos casos particulares.

Para demonstrar a verdade dessc tipo dc proposi¢io, que na

realidade é uma seqiiéncia infinita de proposicées, uma para cada in-

teiro positivo, introduziremos o chamado método de recerréncia ou

deinducao completa. Paraisso, comecaremos demonsuando o seguinte

resultado:

1.3.1 TEOREMA

Sejam a wm intesro dado ¢ S um conjunto de intciros mmaiores

ou gUAIS 4 1, que Lein as seguintes propricdades:

(i) ae s

(it)  Se um imeiro k2 a pertence a 8. entio k -1 ambeém

pertence i S

Envie S ¢ o conjunto de todos os intciros maiores ou ytiais ai .
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DEMONSTRACAD

Suponhamos quc a afirmagio scja falsa. Entao, o conjunto §’
dos inteiros maiores ou iguais a 4 que nao pertencem a $¢ nao-vazio
(e limitado inferiormente por a ) . Conforme a proposicao 1.2.9, exis-
lem=mins’.

Como a€ §, ceremente a< m,logo a<m-1< . Temos
aindaque m-1l<m=min§' ,logom-1¢ § ,istoé, m-1€ §.
Conforme (ii), (cremos entao quc m= ( m—-1)+1 € §, uma contradi-
¢io,jiqucme S’. ]

1.3.2 Corotario (Prancieto i INDucAo COMPLETA — 1° FORMA)

Seja a um intetro dado. Suponhamos que para cada inteiron > a
estd dada uma afirmaciao A (1) de forma que:
(i) A (a) ¢ verdadeira.
(iiy  Se para um incciro k2 a. A (k) € verdadeira, entio
A(Lk+1) éverdadeira.

Entio a afirmacio A (n) é verdadeira para todo inteiren 2 a.

DEMONSTRACAO

Basta considerar o conjunto Sdos inteiros n 2 a para os quais
A {(n) é verdadeira c verificar que cstd nas condi¢ocs do tcorema ante-
rio1. Assim, S contém (odos os inteiros maiores ou iguais a a ¢ scguc

a tese. ]

1.3.3 ExEMPLO

Provaremos agora que a formula

n(n+l)
5]

r4

1+2+..+n=

¢ verdadeira para todo 2 1.

-
~r

Numeros nteiros  ® £
Para n =1, a férmula acima da

1=M),ismé,1=l
9

Assim, nossa afirmagao é verdadeira para 2 =1 Becveremos
mostrar agora que, se a afirmacao é verdadcira para 2 = &, entao tam-
bém ¢ verdadcira para n = &k +1

Estamos admitindo, entio, como verdadciro que

((hk+1)

1+2+ ... +4=
2

Somando 4 + 1 a ambos os membros dessa igualdadce temos

(A+1 k(A+1)+2 (k+1
T+ 2+4. 4+ k4 (k1) = (q+‘)+(k+l)=_()c,%),
isto ¢,
1+2+..4+k+(k+])=(k+1)q(k+2) '

P4

que ¢ a férmula correspondentc a 11= & + 1, cuja validade queriamos
demonstrar.

.

1.3.4 EXEMPLO (SOMA DOS TERMOS DE UMA PROGRESSAO ARITMETICA)

Sejam ae rdoisnimeros inteiros. A sequénciaa, =a, a, =a+r,
a,=at 27 ..., a =at ( n=1) r....diz-sc uma progressao aritmctica de

- 1azdo r. Provaremos que a soma dos n primeiros tlermos de uma pro-

gressao aritmética é

nCa+(n-1)r)
—_—

P4

a+(a+r)y+.+(a+(n-1)r)=

Como efeilo, para # =1 a férmula ¢

2a .

a=1- == isto € para 11=1 cla é verdadeira.
Q
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Suponhamos agora que a formula valha parasr= & . isto é, admi-
timos que vale
k(Ra+(k-1)r)
a+(a+r)y+.+(a+(k=1)r)= —.;;.__

Somando a + Ar a ambos os membros dessa igualdade, temos

(D oy (f .
at(a+r)+.. (avr(k=1)r)+ (a+ k) =A(-4‘I'<()éﬂ)+ (a+ k)=

kQRa+(A=1)n)+2(a+kr) 2ak+k(A=1)r+2a+2kr

9 9

~ 2a(k+1)+Akr(£k=-1+2) 2a(k+1)+hkr(k=1)
B 2 B 9 )
~ (k+1)(2a+kr)

= —

1sto €, )
(k+1) (2a+kr)

a+ (a+r)+..+(a+Akr)-= 2

quc ¢ a formula corvespondente a s1= 4 +1, cuja validade queriamos
demonstrar,

1.3.5 ExemrLo

Mostraremos agoraum resultado da geomeuwiado plano: “asoma

dos dngulos internos de um poligono convexo de i lados é
S =(n-2)180°, 723" .

De fato, para 17=3 temos quc o poligono convexo coreespon-
dente ¢ um wridngulo e sabemos da gecometria elementar que a soma
dos seus angulos ¢ 180°,

Suponhamosa afirmacao vilida para N,
n= k23, isto ¢. que a soma dos dngulos \
de um poligono convexo com A lados ¢ S,
= (£=2) 180° ¢ considercmos o poligono

convexo a, a,... a com A+ 1 lados. a,

Niumeros Inteiros *

O poligono a a,... a, que se obtem tracando o scgmento a, a,
tem 4 lados: conseqiientemente, @ soma dos seus angulos € 5, = (k—2)
180° .

Agora, a soma dos dngulos do poligono original serd §, mais
a soma dos dngulos do tridngulo a,a, a,, 1sto é, .= S,( + 180° =

(A=2)180°+180° = (k-1)180°.

1

1.3.6 ExEmrLo

Consideremos a formula 212* > 3n% + 3n + 1 . O leitor podcra
verificar diretamente que cla é falsa pava n=1 e n=2.Porém, para
11 =3 obtemos 54 > 37, que é uma afirmacao verdadcira.

Suponhamos, entao, que a afirmacao é verdadeira para n= 42
3,isto é,quc 24%> 347 + 34+ 1. Tentaremos demonstrar quc a afirma-
¢ao também € verdadcira para 1= 4+ 1. isto é, que

2(k+1)°>3(&k+1)°+3(k+1)+1

Temos que

QA+ 1)V =2+ 387+ 8k+ 1) =287+ 647+ 64+ 2 .
Usan('io a hipétese de indugao, vem
2(k+1)°>3k%+3k+1+6k"+6k+2=

=3 (A7+2k+ 1)+ 3k+6k%=

=3 ( &+ 1)°+34+647.

g) € - . .
Como 423, temos que 64~ 2> 54 >3 ~ 1 ¢ substituindo na
formula acima obtemos:

QU+ > S(A+1)24 34 +3+ 1 = 3(&+ 127+ 3(4+1) + 1,

como queriam os demonstrar.

2
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Podemos, afirmar, entao que a férmula dada é valida para todo
inteiro maior ou igual a 3.

EXERCICIOS

*

1. Usando a féormula do exemplo 1.3.3, da: outra demonstracao
da férmula quc d4 a soma dos n primeiros tcrmos de uma pre-
gressao aritmética.

2 Calcular a soma dos 11 primeiros nameros pares.
3. Calcular a soma dos 11 primeiros inteiros impares.
4, Provar quc para todo intciro positivo n vale:
i
. . s A{2n+1) (n+1
12492, 924 4 2o ARAFD 4])
6
5. (Soma dos termos de uma progressao geométrica) Scjam a ¢ r
dois nameros inteiros, r# 1 . Asequéncia a,=a, a,=ra,
9 - . ~ - .
a,=r-a, ..,a =r" 12, ... dizse uma progressio geométrica
de razio r. Provar que a somados n primciros termos de uma
pregressao geométrica é
r"a-a
o r=1 )
6 p 1 1 1 n
5. rovarque T + T t..+——— =
1 1-2 2.3 n(n+l)  n+l
7. Provar qnc o nimcro de diagonais de um poligono convexo

de n lados ¢ 21-3)
()

Existe uma variante do Principio de Induciao, que é util em al-
gumas demonstracoes.

1.3.7 Troxema

Sejam a um inteiro dado e S um conjunio de inteiros maiores
ou Iguais a a, que tem as seguintes propriedaclces:

(1) ae S

Nameros Intetros  © 3]

(i)  Se k € um inteciro maior ou igual a a tal quce todo inteiro
m veriffcando a< m <k pertence a S, entio k + 1
pertence a S

Entio, € oconjunto de todos os inteiros maiores ou Iguaisa a.

DEMONSTRACAO
Suponhamos que a afirmacao seja falsa. Entao, o conjunto §"
dos inteiros maiorcs ou iguais a a, que nao pertencem a$, é nac-vazio
¢ limitado infcriormente. Conforme a proposicao 1.2.9, existe
m,=min$’, e pelacondicio (i) certamentc m >a.logom -12a.
Como m_ € o mcnor dos elementos de $’. podemos concluir que
osinteirosa, a+1,.., m -1 todospcrtencema S . Logo, aplicando
a condicdo (ii) parak = m;~ 1, temosque ( m ~1) + 1 =m,pcrtence
a §; uma contradicao. [ ]

1.3.8 Cororirio (Principio pE Inptcio CoarleTa - 2 Foraa)

Suponhamos que para cada iniciro 12 a estd dada uma afirma-
cd0 A(n) de forma que

(i) Ala) é verdadeira,
(i1) S& A(m) é verdadeira para todo inteiro m tal queas< m< Kk,
entao A ( k+ 1) érerdadeira.

Endio A(n) é verdadeira para todo ineiron 2 a.

Deixamos a demonsuacao a cargo do leitor, que podera fazé-la
imitando a do corolario 1.3.2.

1.3.9 EXEmrro

Vamos definir uma sequéncia da seguintc forma: os dois pri-

meiros termos serdo a,= 1 ¢ a,= 3 ; cada um dos termos subsequientes

2

define-se como a soma dos dois anteriores, isto é, a,=a,_ + a, ..
Assim, os primeiros termos dessa sequéncia serao: 1,3,4.7,11,18,29, ..

Queremos demonstrar que, para cada 1, vale a desigualdade:

4 < [7]”
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. s ) 2
Bc fato, para =1 temos 1 < Z/ epara n=2tcmos 3< (é] .

Seja cntao k 2 2 e suponhamos agora que ela valc para todo
=) k+1
inteiro positivo menor ou igual a A . @ueremos provar que 7, | <[ﬂ .

+ Temos cntao que a, = a, +a, | .

Pa hipotese de indugao, a afirmacdo vale, em particular, para
n=4~ke n=k-1. Logo, temos

7 A i k=l
‘3,&<[?J e a‘“l<(;-}] , donde

Z & [E] .."i—]_ [ZJ A1 Z _ [z} L=1 u
31”‘[4 S 3 A S N Pt Bl B
Como ainda %< [%]-, tcmos que

como queriamos dcmonstrar. (Nesse cxemplo usamos proprie-
dadcs elemcentarcs da exponenciagio, que o leitor demonstrara no
exercicio 8.)

Antes de concluir esta se¢io, gostariamos de observar que a
indugao complcta fornece também um método para dcfinir novos
conccitos (o chamado mérodo de recorrénciay.

Por cxemplo, dado um inteiro a, podemos detinir poténcia de a
dc expoente positivo da seguinte forma:

(i) al=a.

(i)  Para cada inteiro positivo 1, definimos a"l=a.a".

O par dc condigdes acima da uma regra quc espccifica o signifi-
cado do simbolo a" para cada inteiro n2 1 . Por conven¢ao dctinirc-
mos ainda 4" = 1

O méiodo de rccorréncia também é usado para definir o sim-
bolo 5! (fatorial de n1). Pefinimos:

| UFsC |

Niineros Inteiros  ®

1.

n{(n-1)"!] paratodo inteiro n =2,

(i) I!

(i) !

Assim, temos que 11=1, 21=2.1,3!=3.2.1 e, em geral, n!
¢ o produto de todos os niimeros positivos menores ou iguais a 11 . Por
conveniéncia, define-se também 0! = 1 *

Como seria dc se esperar, quando se dcfine um objeto matema-
tico por recorréncia, o Principio de Inducio Completa revela-sc uma

ferramenta til para estudar esse objcto. Os excrcicios 8 e 10 ilustrario

esse fato.

EXERCICIOS

8. Sejam ae b inteiros. Provar que:
(i) a™a"=a"",

(") ( 3“!‘)”: 3”)"’

(i) (abh)”=a"p",
quaisquer que sejam m. 229 .
9. Decidir sc as afirmagoes abaixo sao verdadeiras ou falsas:

(i) (mm)! = m! n!, paratodom, n2>1

(i1) (n+m)! = m! + !, para todo m, n 21
10.  Provar que:

(1) nt> n‘", paratodonz4.
Giy  m'>n® paraitodo n2 6.

(*) Note que, sem mengio explicita, fizemos uso de definicoes por recorréncia nos

exemplos 1.34.1.3.9 ¢ no exercicio 3.
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Il.  Sejam az e dintciros ¢ n um inteiro maior ou igual a 1. Provar
que:

(i) Senéimparea”=hb" entaoa= "> .
(i) Seméparca”=hb"cntaioa=%b .

(iii}y Sc ac b siopositivos e a"< b”, entao a< b .

O que se pode afirmarse a e b sao ncgativos? E se sao intciros
quaisquer?

O uso do Principio de Indugao Completa como método de de-
monstragcao parcce ser muito antigo e csta implicito na obra de Euclides.
Aceita-se freqiientemente que a primeira formulagao explictia desse
principio sc deve a Blaise Pascal, num folheto intitulado 7raité du
Triangle Arithmétique, escrito em 1654, mas publicado somente de-
pois de 1665, porque Pascal havia se retirado da matcmatica para dedi-
car-se a religido * . Descobriu-se posteriormente que o essencial desse
folheto estava contido na correspondéncia mantida entre Pascal e Picrre
dc Fermat sobre o jogo de azar. Essa mesma correspondéncia ¢ consi-
derada hoje a origem da Teoria das Probabilidades.

O nomc “indugio matematica” surgiu bem mais tarde. Apare-
ceu pela primcira vez em 1838 num artigo de Morgan. Essc principio
desempenha um papel essencial na fundamentagao do niimero natu-
ral devida a G. Peano, que mencionamos cm 1.1 ,

Sobre a histéria do Principio de Indugzio, o leitor pode consul-
1ar, por cxemplo, o artigo de F. Cajori, “Origin of thc Name
“Mauhemadcal Induction', Ameriean Mathematical Menthly, > (1918),
pp- 197-201

(*)  Lemos, por exemplo, na Historia da Matennitica de Carl 8. Boyer (Sao Paulo,
Edusp e Edgar Blicher, 1974), que, na noie de 23 de novembro de 1654, das
22h30min as 24h30min, Pascal experimenton um éxtase religioso que o levon a
abundonara ciéncta pelia teologia, Uma noite, em 1658, uma dor de dentes o
impedia de dormiv ¢, para distraiese. vohon ao estudo da cicldide. A dor melho-
rou milagrosamente ¢ Pascal considerou isso um sinal de que o estudo da mare-
matica nao desagiadayva a Deus

Ntmeros Inncerros

EXERCICIOS SUPLEMENTARES

2. Demonstrar que para todo inteiro positivo s vale:

. 1 .
(i) l3+23+.”+f?3=[§ﬂ(1}+])]‘J.
1 1 1 l]+(—)
(ii) 1+2(§)+3(§)2+...+u(§)“ =4-o0

1 |
y (- - =)= —
9 n+l

n+l

iy (1-

rN =

(iv) 1+2+..+ gn-l_90_ 1, |

vy n<27.
13. Seja xum inteiro positivo. Demonstrar quc
(1+x)">1+ nx, paratodon22.

14 Demonstrar que, tracando-se sz retas em um plano, nao se pode
dividi-lo em mais de¢ 27 “partes”.

1.4 O TEOREMA DO BINOMIO

O Icitor certamente estd familiarizado, desde o curso seccundario,
com as poténcias de um binémio. Assim, por excmplo, temos que

(a+b)'=a+b,
(a+b)i=a"+2ab+ b,
(a+[))3=ag+33“’b+3abg+ ».

Nesta sc¢ao utilizarcmos o Principio de Inducao Completapara
demonstrar a férmula que dia expressao de ( 2+ b)”, para qualquer
inteiro positivo 11 . Esse teorcma é freqiientementce atribuido a Newton,
mas era conhecido ha muito tempo pela ciéncia européia ¢ mesmo
antes por autoresorientais, ao menos de forma empirica. Arazao pela
qual se associa 0 nome Newton 2 esse resultado ¢ que cle conseguiu
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cstendé-lo para coeficientes fracionarios (que nio consideraremos
aqui). @uando o expoente nio € um inteiro positivo, o desenvolvi-
mento do binémio conduz a séries infinitas; isso o levou naturalmente
didéia de limite. O Tcorema do Binémio, junto com suas preocupa-
coes com o problema da determinag¢ao dc tangentes, pode, assim, ser
considerado parte da “pr(-historia™ do caleulo diterencial.
Introduzircmos primeiro os mimeros combinatérios, ja que eles
irdo desempenhar um papel fundamental no Teorcma do Binémio.
Decsde tempos muito remotos oshomens tém-se preocupado com
o problema de saber de quantas maneitas se pode combinarum detcr-
minado nimero de lewas. Poy exemplo, no Sefer Yerzird — um livro
quc data dos primeiros séculos da cra crista ¢ que. scgundo a tradi¢ao
oral, teria sido composto pelo patriarca Abraao milhares dc anos antes

— lemos:

Aleph cem todas ¢ tadas com Aleph.
Beth com todas e 1odas com Beth.

Se repetem num circulo e existem em 231 portas *.

O quc o autor qucr dizer € o seguinte: o alfabeto hebraico €
formado por 22 letras (das quais as duas primciras sao precisamente
Aleph ¢ Beth) ¢ esti-se tentando determinar quantos grupos de duas
lctras podem ser formados com elas. Como veremos adiante, essc nu-
mero ¢ precisamente 231.

Esse problema pode ser enunciado de forma geral. Seja
~l=la. ..., 4 um conjunto nilo vazio, com 11 elementos: desejamos deter-
minar o nimero de subconjuntos de /1 com & elementos, onde £ é un
inteiro al que 0 sA<n . Denotaremos esse nimero pclo simbolo
’llA]J . que sc lé: combinagoes de n elementos tomados £ a k. Nio é di-

ficil determinar o namero.

1.4.1 Prorosicio

Nas condi¢oes acimin tem-se que:

[n] ~ n!
K7 kAn-k)!

(*) Ver. por exemplo. A, Kaplan, Sepher Sereini, Madrid, Ed. Mivach. S.L.. 1994, p.158.
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DEMONSTRACAO

Faremos a demonstragio por indugao sobre .

Sen =1, os inicos valores possiveis para Asao & = O e & = 1. Obvia-
mente, um conjunto com um elemento tem um tnico subconjunto
com 0 elementos (o vazio) e um tnico subconjunto com 1 clemento

{ele proprio), dondc

R
Q 1 '
1! 1! 1

Temos: ooy~ € na-ny ~
de modo que o enunciado é validosc n=1.

Suponhamos, agora, como hipotese de indugao, que a proposi-
¢ao é vilida para conjuntos com n-1 (/12 2) eleméntos. seja & um
intciro tal quc 0 S A< 2 =1 e e ol um conjunta com n elementos.

Vamos denotar por o ntimero de subconjuntos de A que tém &
elementos e que nio contém, entre cles, o elemento 2 , e denotar por
so namero de subconjuntos de A que tém £ clementos e que contém
o elemento a. Entao, claramente, temos que

[n
k

Note quc s nada mais ¢ do que o nimero de subcenjuntos de

=r+s5.

A ={a,...a _ 1quetém kclementos. Logo,

I,_[”‘l] _ (n-1Y!
"Lk Kl (n-k-1)!

E os subconjuntos de & clementos de A quc contém 4, estao
formados pela unido de { 2 } com subconjuntos de A’ que tém A -1

elementos. Portanto,

c= [n—l]
k1)

Segue-se, entao, quc

-

n—l]
k=1
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Essa relacao entre numeros combinatérios é conhecida como
Formula de Stieffel

Podemos calcular os mimeros do segundo membro a partir da
nossa hipétese de inducao. Temos, assim, que

[n] o (n=1)1 N (-1}
Al 7 K(n=-1=-k) ~ (k=Da=-&!

Como Al =(k=1)Vbt e (n=-k)=(n-k-1)(n=-k),
podemos escrever as fracées acima com denominador comum:

[n] _(n—l)!(n—k) (n=-1)1% _(n-l)!(n—k+k) B n!
AT Tkimeor T R@-R T K=k Rl

o que demonstra a formula para ) < & < 17~ 1 . Para £ = n, tem-se

[g]:le#!_n)!=l. [ ]

Note que todos os fatores de ( n — k£ )! comparecem cm n! .
. n P
Cancelando, podemos dar outra expressao para ) |-coma qual é mais

facil calcular:

lf] _ n(n-1) .;(.’!(n—k+1)

No numerador, temos Xfatores decrescentes come¢ando por n
e no denominador, & faiores crescentes comecando por |.
Assim, por exemplo, temos que

[,] _71-605 o
3 1.2.3

No caso particular das “portas” mencionadas no Sefer Yetzird,

Lemos quc
[22] _22-21 o4
2 1.2 '

Também vale a pena observar que, pelo fato de [l;] indicar um

numerode subconjuntos, ele ¢ sempre um inteiro, apesar de a expres-
sao oblida ter denominadores. Scguc-se, entao, o seguinte:

Niuineros Inteirtos  ®
1.4.2 COROLARIO
Sejam k, n inteires positives, com k< n. Entao,

k' in-k) divide n!

Agora estamos em condi¢des de estabelccer a féormula do
binémio.

1.4.3 TeOREMA

Sefam a e b inteiros e n um ineire positivo. Entao,

o n o, 2Ll 1) p3;2 e n-1 n] ]
{a+h) —[O]a +[1]a b+[2]g b +...+{n_1]ab * b
ou, usando a notac¢ao de “somatorias”,
1 ) )
(o 0173 (7] 5
1=0 \Z
DEM@NSTRACAO
Usaremos a primeira forma do Principio de Inducao.
Paran=1,aférmulaobtidaé ( a+ b)l = [:] a+ [” b=a+b;

logo, a afirmacao € verdadeira nesse caso.
Suponhamos, entao, que a férmula ¢ vilida para n= k21
Temos que

(a+ BV =(asb)(a+r DY =ala+ b)Y+ b(a+ b)r.

Usando a hipétese de indugao. vem

k(R ke (R x (K] k1 g2 { k) o pael fi‘] B
afa+h) —0]3 +[1]J b+[2 at T b+ J('_IJ‘} P +ab”,
YT LI R LN 1‘} v (K pta
bla+h) —[O]a' b+ l]d b+ 0 a* b +"'+LL'—I ab* + P bt

39
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Somando ambas as expressocs, temos

(arb)t <[ &) 2t ”ﬂ* [(l;]} ath+ ”

k k+1
o

| . {[f]+[/\fl]} ab’s

e, usando repetidamente a Férmula de Stieffel, obtemos

ety {2 1

. ]\'] _ [k+l
Como amda[o =17

e[k]_ k+1
ko Lk

(a+b)k’I = [kﬂ] a4 [,('+I] a’b

o 1

k+1
k

+

k k+l]b£¢|
ab™+ )

Como um exercicio simples, o leitor pode provar que

[2] - [HEJ('J ’

Isso mostra que coeficientes eqiiidistantes dos extrcmos sio Iguais

no desemolvimentode (a+ b)".

Se dispusermos os coeficicntes binomiais por filas, correspon-
dentes a cada poténcia, obteremos o seguinte diagrama:

n=0 1
n=1 1

n=2 1 2
n=3 1 3

n=4 1 4 6
n=5 1 5 10

2

a*b+.+ [k;l] ab* +[

, temos tinalmente

10

x']

Niuneros Inteiros  ®

Essa disposicao de nimeros ¢ conhecida como widngulo de
Pascal ou tridngulo aritmético. E muito ficil dar uma regra para sua
formagao: os lados estao formados por 1'se cada namero no interior
do tridngulo é a soma dos dois numeros mais proximos dele, na fila
anterior. O leitor podera justificar facilmente esta regra, relendo a de-
monstracao do teorema 1.4.3.

Como dissemos na secao anterior. Pascal explicitou pela primci-
ravez o Principio de Indu¢do no seu trabalho sobre o tridngulo. Po-
rém, o conhecimento do Teorema do Tridngulo é bem anterior; apa-
rece numa obra de Chu Shih-Chieh, o Ssu-yian yi-chien (Espelho
Precioso dos Quatre Elementos), publicado em 1303, que inclui os
coeficientes binomiais até a oitava poténcia. Chu nao se atribui o méri-
to da descoberta e refere-se ao tridngulo como o "diagrama do velho
método paraachar poténcias oitavas ou menorcs”. O triingulo aritmé-
tico também aparece numa obra drabe de Al-Kashi, do século XV.

EXERCICIOS

1. Para n 21, provar que:
.[n]_[}(n] ¢ um inteirofmoare £ = » (-1
() 1) =Lgq 7] 5€ € somente s¢ 2 € um inteiroimpare =3 (n-1).

o[ n 0<k 1
(i) P < "’ , S€ € somente se )_l\<2 (n-1)

"

Para n24 e 2< X< n-2,provar que
n n-2
WE [,(-—2] 2

3. Para n 21, demonstrar as identidades:

alg)+ (1] [2] -2

1)—2] n-2
-1tk

(Sugcestiio: facer a = b = 1 no Teorema do Bindmie.)
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o [ 8+ [2) o )-o
(if) l’]’] v2 (3] +. v n|")= n2o

(Sugestao: expandir 2 ( 1+ 5)"-' pelo Teorema do Binémio e
fazer b =1 . Observar, ainda, que n [”_lJ =(4k+1) [ n ] )
k k+1)

S ‘”] e O {”] -3
1 n

™) |q

(i) Paranz2, prevar que

n| |n+l
2 +"'+{2]' 3]

m 9 .
o +tm=m~, param 22, deduzir:

(i) Observando ainda que 2

2_ 1)([)+l) (2n+l)
6

124 2%+ +n

Nos exercictos seguintes, indicaremos por 7. o termo que ocu-

pa o lugar J no desenvolvimento do binémio, ou seja, o correspon-

dente ao indice /-1 na somatoria.

~J

No desenvolvimento de ( x+ a)”, ostermos 7, e 7|, sao equi-

distantes dos extremos. Determinar 1 ¢ o valor de

T

=3 .

7

No dcsenvolvimento de [¢1\-+£]n , sabe-se que T, = 945
eab= 2. § 256x

4

Determinar 22, a e b.

Determinar o coeficiente numérico de maior valor absoluto no
desenvolvimento de ( 4,\’—5_;')”.

. . o 20
No desenvolvimen(o de ‘24\"+ %] , determinar:

(1) o termo central;

Nameros Inteicos  ®

(ii) O coeficiente do termo em X', sc existir, e 0 lermo si-

métrico.

3

$ xtex.

(ili) Se existem termos em x

oy 1)
Dado e binémio ['” +3,\'°J , determinar a ¢ B de modo que

7}, seja independente de xe que o termo central ocupe o déci-

mo lugar,

EXERCICIOS SUPLEMENTARES

Provar que a soma de todos os coeficientes da fila n-ésima do
riangulo de Pascal é duas vezes a soma dos coeficientes da fila

anterior.

Seja bum inteiro do interior do tridngulo de Pascal. Provar que
bé igualasoma de todos os inteiros que o precedem, na diagonal
acima de b;isto é, b =1 +..+ 4 + vcomo na figura.
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< . . . . . Y

2. Seja b uminteirodointcriordo triangulo de Pascal. Provar que
b ~1 ¢igual & soma dc todos os inteires contidos na regiio
indicada na figura.

DIVISIBILIDADE

21 ALGORITMO DA DIVISAO

Uma equacao do tipo bx=a pode ou nao ter solu¢io no con-
Jjunto dos niimeros inteiros; isso dependera dos coeficienies a e b da
equacao. Quando tal solugio existe, diz-se que a € disiie/por b. Mais
precisamente:

2.1.1 DrrINICAO

Sejam a e b nameros inteiros. Diz-se que b divide a (ou que b
€ um dijvisor de a ou, ainda, que a € um multiplo de b) se existe um
inteiro ¢ tal que bc =a.

Usarcmos a notagao b | a para indicar que b divide a. A nega-
¢ao dessa afirmacao scra indicada por hta .

Convém observar quc, se b# 0, o inteiro ¢ nas condigdes da
definicao é inico. De fato, se existisse outro ¢’ tal quc bc'= a, teriamos
que bc =bc’ e, cancelando, vem que ¢ = ¢’. O inteiro assim definido
chama-se quociente de a por b e é indicado per

c=a/b=2
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Por outro lado, note que 0la se e somente se a= 0. Nesse caso,
0 quociente nao é unico pois 8 - ¢ = §, para todo inteiro c. Por causa
disso, costuma-se excluir o caso em que o divisor é nulo, e nés vamos
aderir a essa convencgao: cm do o que seguc, MESMO que nao seja
expliciiamernie dito, estaremosadmiundo que todos os divisores consi-

derados sio diferentes de zero.
2.1.2 Prorosicio
Scblaeaz0,entaol bl al

DEMONSTRACA®

Se b | a, existe ce Z1al que bc = a. Tomando médulos em am-
bos os membros, tem-seque |l b llcl =lal

Como ¢ | é um inteiro positvo, temos que 1 < [c | ¢, multipli-
cando ambos os membros dessa desigualdade por 151, temos que
Ib1<Ibltcl=1al ]

2.1.3 CoroLirie

(i) Os tinicos divisores de 1 sio 1 e-1.
(ii) Sealbebla, entiioa=xb.

DEMONSTRACAO
(i)  Se béum divisor de 1, temos, pela proposi¢io anterior,
que | b1 < 1. Pa proposicao 1.2.7 sabemos que nao exis-
tem inteiros entre ) ¢ 1; como 6 # (), temos que § <1 b1,
Logo, 1b1=1e, portanto, b=+1 ou b=-1
(ii) Sealbebla,existem inteiros ce d taisque ac= be bd = a.
Substituindo na segunda igualdadc o valor de, 4 dado

pela primeira, temos
acd= a
¢, como a# (), pedemos cancela), dondc

cl=1.

Divisibitidade  *®

Logo, d é um divisor dc 1; pela parte anterior, d = *1. Consc-
quentemente,

a=%b. [ ]

Na proposicao seguinte, reunimos algumas das propriedades

elementares da divisibilidade.

2.1.4 ProresiCio

Quaisquer que sejam os nikmeros inteiros a, b, ¢, d (lembrando
que assumimos os divisores diferentes dc zero). valem:

(i) ala .

(i) Seal'b c blc, emaoalc

(iil) Sealbd ecld emao acl bd .

(iv) Sealbealc entdoal(b+ c) .

(v) Sealb, entio para todo me Z, tem-se quealmb .

() Sealb ealc emao. para todos m, ne Z, tem-se que

al(mb+ nc) .

DEmensTRACAO

(i)  Basta observar que podemosescrever a- 1=a .

(i)  Por definicao, existem inteiros d ¢ d', tais que ad = bc
bd’ = ¢ . Substituindo o valor de b dado pela primeira
igualdade, tcmos ¢ = ( ad)d’ = a( dd’ ), logo al ¢ .

(i) Novamente, por definicao, existemn inteiresfe £, tais que
af=>b e cf’ = d . Muluplicando ordenadamente ambas
as igualdadecs, temos ac ( /') = bd. donde segue a tesc .

(iv)  Existem imciros de d', tais que ad = b e ad” = ¢
Somando ordenadamentc ambas as igualdades, temos
ald+d’) = b+ c.donde al (btc) .

(v)  Seal b, existc um inteiro ¢ talque ac = b. Multiplicando
por m , temos i ¢m) = bm ; portanto, al bm .

(vi))  Scgue diretamente: de (v) e (iv) . [ ]

Note que a relagdo | tem algumas propriedades semelhantes
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aquel asda relagao <. Com efeito, compare (i) e (ii) da proposi¢ao
anterior com as dadas pelos axiomas A.10 e A.12. Por outro lado, exis-
tem também algumas diferencgas; por exemplo, compare a parte (ii)
do corolirio 2.1.3 como axioma A.11. Ainda, conforme o axiomaA .13,
dois inteiros a ¢ b sio sempre comparaveis, narelagio < ,isto é, a< b
ou h< a.lIsso ndo é necessariamente verdadeiro paraa relagio | ; de
fato, temos, por exemplo, que 314 e também que 413 .

EXERCICIOS

L. Dccidir se as afirmag¢ees abaixo sao verdadeiras ou falsas, dan-
do a demonstragao ou um contra-excmplo. Comparar com as
propriedades da relagao < .

Sejam a, b e ¢ inteiros quaisquer:

(i) Se al b,entao (a+ ¢} | (b+ O
(i) Sealb,entao acl bc .

(iii) Se al b, entido (=b) 1 (-a)

(iv) Seal(b+c), entao alboualc

2. Sejam a, b, ¢ inteiros. Provar que:

(i) Scalbcentio(=-a)lb,al(=b)e (-a)l(=-b)
(i)  Se c¢#0, entio albse c somente se ac | bc .

O leitor certamente sabc que, se b ta, existe um método para
“dividir” a por b, obtendo-sc um resto, ¢ que esse “processo” de divisio
termina quando o resto é menor que b. Por exemplo, se a=2437e¢ b

=5, fazemos:

243715
20 487
43

40

37

35

2

e temos que 2437 =5 - 487 + 2,

Divisibilidade *

Isso pode ser enunciado de forma geral: dados dois inteiros ae
b com b #0, sempre existem g e r taisque a= bg+re0<r<lbl .

Antes de dar a demonstragao formal desse resultado, gostaria-
mos de dar uma interpretagao dele. Note que g é um multiplo de b,
er=a-bqg.Acondi¢ao0 £ r<l bl pode ser interpretada no seguinte
sentido: estamos procurando um muiltiplo de b, menor ouigual a a
(ja que a- bg > 0), mas que este ja “o mais perto possivel de a”. Essa
idéia sugere o método de demonstracao.

Primeiro estudaremos um caso particular:

2.1.5 LEma

Sejam a e b inteiros, taisque a2 0e b > 0. Entao, existemqer,
taisquea=bg +re 05r<bd

DEMONSTRACAO
Consideremos o seguinte conjunto

S=la-bxlxe Z a-bx20) .

Quando x = 0, temos que a— bx = 22 0 é um elemento de S
logo, S# 0.

Pelo Principio da Boa Ordem, existe r= min S. Como re S, ele
também é da forma r= a- bgz 0, para algum ge Z.

Para mostrar que as condi¢des do enunciado estao verificadas,
bastara provar que r< b. De fato, se fosse r2 b, teriamos que:

a-b(g+tl)y=a-bg-b=r-5620,

logo, a- b (g+1) também pertenccriaa S.
Masa- b (g+1) = r- b< r= min §, uma contradicdo . [

2.1.6 TEOREMA (ALGORITM® DA DNV1SAO)

Sejam a e b inteiros. com b # (0. Entao, existem inteiros q e r,
anicos, taisquea =bg +re 0<r<ib/ .
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DEMONSTRACAO

Mostraremos inicialmente que podemos determinar g e rquan-
do b> @ e a é qualquer.

O caso a 2 0 esta dado pelo lema anterior-
. Se a < 0 podcmos, ainda pelo lema anterior, determinar ¢’ e 1’
tais quc

lal=bg'+r e 0<rcb.

Ser =0, temos-lal=a=b(-qg')+® eoparg=¢q, r=90
verifica as condicdesdo teorema.

Se r' > #, temos
a=-=lal=b(-q')-r=b(-q’)=-b+ b-r'=b(-q'-1)+ (b-r").

Obviamente, < b — 1’ < b; logo, os inteiros g=—q'-1 e
1= b-r' verificam as condicoes do enunciado . .

Agora provaremos quc o resultado também vale quando 6< 0.
Qualquer que seja a, pela parte anterior, podemos determinar ¢’ e r’
tais que

a=lblg +r c 0<r’<Ibl .
Quando < #, temos que b1 =- b, logo,
a=lblg+r=(-b)qg +r=>06(-q) +r,

c os inteiros ¢ = -q’ ¢ r=r" estao nas condicees do cnunciado .
Finalmentc, provaremos que, se (g, r) ¢ (@', r') sao dois pares

de intciros verificando as condicoesdo enunciado, cntaog=q’ e r=r".

De fato, temos que
217 gb+r=a=q" b+r’.

Podemos supor, por exemplo, que r* > r . Da igualdade acima,
temos (g—q’ ) b=r-r
Como I b 1> r’, também temos r’'= r< | b l. Substituindo,

Divisibilidade ®

(g—q’ )b<1blc, tomando médulos,
0<tg-g l1bl<Ibl

Comol b 1>0, podemoscancelar e obtemos0<1g—qg’I<1.Da
proposicio 1.2.7, vem que lg- ¢’ | = 8, isto é, g = ¢'. Na igualdade
2.1.7, temos agora gb+ r= gb+ r’ . Cancelando. scgue r=r’ ]

2.1.8 DerINICAO

Os nimeros g e rdeterminados no teorema anterior chamam-

se, respectivamente, quociente e restoda divisao de a por b.
Os exercicios 3, 4 e 5 sao uma aplicagao do Algoritmo de Divisio.
EXERCICIOS

3. Usar o Algoritmo da Bivisao para provar que:

(i)  Todo inteire impar é da ferma 44+ 1 ou44k+3 .

(ii) O quadradode um inteiro é daforma 3kou3k+1 .

(iii) O quadrado de um inteiro é da forma 4fou4k+1 .

(iv) O cubo de um inteiro é da forma 9%, 94+ 10ou 94+ 8

4. (i)  Prevar que, de trés inteiros consecutivos, um é multiplo

de 3

(i) Mais geralmente, provar que, de 7inteiros consecutivos,
um é multiplo de »

5. Provar, diretamente e também usando induc¢ao, que
6in (n+1)(2n+1) para todon 21

6. Provar que, se a e bsao inteiros com b > @, entao existem intei-
ros g e r,Gnicos. taisque a= bg+ 5, com 2b< r<3b

EXERCICIOS SUPLEMENTARES

7. Provar que todo inteiro da forma 64 + 5 ¢ também da forma
3k + 2, mas nao vale a reciproca .
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10.

11.

12.

13.

14.

Mostrar que, se um inteiro ¢ um quadrado e também é um
cubo (como 64 = 8% =4% entio édaforma7kou7k+1.

Demonstrar a seguinte versao do Algoritmo da Divisao: sejam a e
binteiros, com bz 0. Entao, existem inteiros ge r;uinicos, tais que

1 b1

N|—

1
a=bg+r, cem -3 Ibl<r<

(Sugestao: tomar primeiro a= bg’+ 1" com 0<r’ <1 b 1. Quando

’

1 1
O<r <5 b1, temar 1=’ e g= g"; quando s1bl1< r< bl

“

tomar r=r'-lbleg=q +1,sc b>00ug=g-1lse b<0.)

Seja a um inteiro. Provar que um dos inteiros a, 2 + 2, a+ 4 é muil-
tiplo de 3.

Para tedo inteiro a, provar que 11(a2*+2) .
Seja n 2 1. Provar que:

G 71(2%-1).
(i) 81 (3%+7).
(i) 3V (2" (=1"").

Mostrar que, se a2 é um inteiro tal que 2ta, ento 81 (2-1) .

Provar que:

(i)  Asomadosquadrados de dois inteiros impares nao podc
ser um quadrado perfeito .

(ii) O produto de quatro intciros consecutivos é a diferen¢a
entre um quadrado perfcitoe 1.

(iii) A diferenca de dois cubos de inteiros consecutivos nio é

divisivel por 2.

Provar quec:

(i) Se a € um inteiro impar, entao 24 | a ( a’-1) .

16.

17.

18.

19.

22

Divisibitidade — ®

(ii) Se ae bsao inteiros impares, entao 8| { a°-b?)
(ili) Seaéum inteire tal que 2t ae3ta entio24 ) (#+23).
(iv) Se aéuminteiroarbitirio, entao 360 1 a°( a*~1)(a*-4).

Determinar o menor inteiro positivo n, tal que 9351 é mult-
plo de 43. Jdem, tal que 935 + nn é multiplo de 43 .

Sejam a= bg+r e a=(b+l) ¢ +r’,com a, bpositivos, 0 £ 1<
Ible0<r <lb+11.Provar que g = g’ se ¢ somente se 7> g

(i) Determinar a e htaisque a ~ b= 184, e o quociente e o
resto da divisao de a por b scjam, respectivamente,
g=16er=4.

(i) Jdem a-b=274,g=16¢er=19

(i)  Quais as condi¢des sobre g, r ¢ s para que existam
inteiros ae b, taisquc a= bg+rea-b=s?

(1) Que condi¢oes devem verificar inteiros n ¢ s para que
existam £ inteiros consecutivos cuja soma seja s ?
(i)  Determinar oito intciros consecutivos, os maiores possi-

veis, cuja soma é menor ou igual a 1000

Sejam ae binteiros, b= 0, e seja rorestode divisao de a por b.
Se ¢> 0 é outro inteiro, provar que:

(i) O resto da divisao de acpor bcé 1c .
(i) Se clae c!b.cntie clr, e o resto da divisio de a/c
porb/cé r/c

NUMERACAO

Hi uma anedota sobre um mercado 1 alemao do século
XV quc. embora cu nido possa autenticas; ¢ tao caracteristica da
$ituacao cxistente, que Nao Posso resistir d tentacao de conta-la
O mercador tinha um filho ao qual des¢java dar uma ampla
formacao comcereral. Chamou um eminente professer da uni-
versidade para lhe perguncar para onde devia enviar seu filho.

o
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O professor respondeu que, se os conhecimentos matematicos
do filho deviam limitar-se 4 adigao e subtracio, provavelmente
numa universidade alema pudesse obter essa instrucao; mas, se
queria chegara multi plicacao e divisao, como estas tinham sido
muito estudadas na Itilia ele pensava que somente nesse pai's

poderia aprendé-las. T. Danuzig

A numeracao escrita nasccu, nas épocas mais primitivas, do de-
scjo de manter registro dc gado ou outros bens, com marcas ou tragos
cm paus, pedras, tibuas de argila etc. E pelo menos tio antiga quanto
aescrita, e talvez anterior: € possivel que o registro dc naimeros tenha
sugerido o registro de sons.

@s sistcmas de escrita numérica mais antigos que se conhecem
sdoosdos egipcios e os dos sumérios, que datam apreximadamente do
ano 3500 a.C.

Para os egipcios, um traco vertical valia 1; o niumero 10 era re-
presentado por um osso de calcanhar invertido M; o100 por um laco
9, e o 1000 por uma flor de lotus** | . @utros niimeros eram escri-
tos com a combinacdo desses simbolos. Assim, por exemplo 2125 se

FToNM

@ quadro seguinte dia uma idéia dasemelhanca entre o sistema

escrevia como

cgipcio e o sumério.

l 3 10 13 20 23 100 1000

Egipcios | 1111 N AN ERIRNalalT 9‘ I

Sumérios Y YYY ( an (( " Y' (Y‘
(*) Numero,a Linguagem da Ciéncia. Zahar, Rio de Janciro, 1970
(**) Tinham tambémsimbolos para ninnerosbem maiores. Ver por exemplo. o

livro de C. Bover, op. cit.

Divisibilidade  ®

Um novo estiagio na histéria da numeracao correspondc aos
sistemas hebraico e grego. Ambos os povos atribuiam valores numéri-
cos as letras.

@ sistema romano (usado até ho je para datas, nimeros de capi-
tulos etc.) mostra influéncias gregas no uso de letras para representar
numeros: por exemplo, X para dez, C para cem e M para mil; porém,
em esséncia, esta baseado nos mesmos principios que a numeracgao
egipcia ou suméria.

Se ratasse apenas de registrar nimeros, as diferencas de um sistc-
ma para outro nao teriam grande importdncia; o preblema é que de-
pendemos da escrila dos nimeros para a realizacido pratica das ope-
racaes. As dificuldades envolvidas no use do sistema remano explicam a
anedotacomqueiniciamos estase¢ao (sugcrimosao leitor pensar como
calcular o produto de CCXVII por CXIX sem usar numeracao deci-
mal; ou pior ainda, adivisiodo primeirodesses nimeros pelo segundo!).

A numeracao posicional de base 10, quc adotamos atualmente,
teve sua origem na India, aproximadamente no fim do século V, e foi
divulgadanaEuropa em torno do ano 825 d.C. pelo matematico arabe
Mohamed Ben Mussa Al Khawarismi. Na obra de Aryabhata, intitulada
Aryabhauya (um pequeno volume escrito em verso, publicado em 499
d.C.), aparece a frase “de lugar para lugar, cada um vale dez vezes o
precedentg”, que sugere o uso do Principio de Posicao. Porém, a pri-
meira aparicio inquestionavel de um zero na India é do ano 876 d.C.

A palasra hindu para o zero era sunya, que significava “vazio™
ou "em branco”. Quando os drabes adotaram 2 numeracao hindu,
raduziram esse termo por cifr, que significa vazio em arabe. Deste
derivaa palavra cifrd, que, até na obra de Gauss ~ tiltimo grande ma-
tematice a escrever em latim —, ainda conservava seu significado pri-
mitivo <le zero.

Detcnhamo-nos. entdo. para pensar no que¢ expressamos quan-
do escrevemos um inteiro positivo no sistema decimal. Quando escre-
vemos 3 427, por excmplo, estamos nos referindo na verdade ao nu-

mere quc se obtém fazendo:

3.10°+4-10°+2-10+7
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Mais geralmente, uma expressao do tipo 4 a, ;.. a a,, no

sistema decimal, representa o niimero

I n-1
a, 10%+a, (10" +.+210+4a.

A primeira vantagem é que esse sistema representa uma grande
ecenomia de notacae. Usando apenas os dez simbelos-0,1,2,..,,9-,
podemoscscrever qualquer inteire positivo. Uma vantagem adicional,
¢ dccerto amaisimportante, € que permite dar regras de calcule simples.

Um instante de reflexae nos mostrard que nada determina que
abasc de numeracae seja necessayiamente dez. Cem tedaprobabilida-
de, essc é @ sistema usade quase que universalmente pelo fate de ter-
mos dez dedes disponiveis nas mies para nos auxiliar nos calculos.

Teoricamente, entretante, poderiamos escolher uma base de

numeragao arbitrdria, como demonstraremos a seguir.

2.2.1 Trorema

Seja b2 2um inteiro. Todo inteiro positivo a podc ser escrito de
modo tinfco na forma

_ n - n-l -
a=r b"+r, b+ . xr b,
em quen 20 r# Oe, para cada indice i, 0 1< n, tem-se que
0 < r. < b

DEMONSTRACAO
(i) Existéncia

Dividindo a per b, obtemos numeros g, r, tais que
asbg +r1,0sr<b .

Dividindo g, per b, obtemos g, r,, tais que

q,=bg, + 1,0 <h

Essc processo pede scrrepetido: porém, ceme cadaqueciente ob-

Hdo € 10 negativo ¢ necessariamente menor que o anterior (verifi-

Divisibitidade  ®

que!), em algum passe deveremes obter um quociente nulo.
Suponhamos quc o primeire quocientc nulo seja o s-ésime.

a = bey+ 1, ¢s:<b.
9, =bq1+r|_ 0<rn<b.
g = bgytry < 1<b .
9,0 =bq, , + r,,0<r <b.
q”_1=b..+rnl 0<r”<b .

Agora, podemos substituir o valor de g, na primeira expressae

e centinuar fazendo substituicdes sucessivas.

a = bg+5=b(bq +n)+1,=>0%g +br 4=

n

b* (bgy + 1) + brI + 1, = b3 g, + b21;>,+ br‘ +r =

bn—i b " n-2 A e e
(bg,_, ru_l) + b rog et b r,+ b;] +r, =

n o, n=i . n=2 . + 2 4 -1
b"r + 0" 1+b ro_gte b/2 b/I -

- -2

Essa ¢ uma expressae para a nas cendi¢des do enunciade.
(i)  Unicidade

Suponhames que temes duas cxpressoes para a :

N . n-l 2 .
a AR e X + 1 bt =

y b
=r b +1

. ma-1 2 5.2 D 2
m “m m-| b +"'I‘_’b +Ilb+lu

Ponde em evidéncia hem ambas as expressees, temes

a b (rnb”‘1 et L, b))+ =

il

.9 -1 L ) M
b(lmb’ +...12b+1 1)+/0

Come 8 < 1, < b.0< 1’ < h.daunicidade do queciente e resto
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da divisao intcira, vem que

n-1 . SO m-1 L .Y .
r“b +m+1(_,b+:|—1mb +..‘+1(zb+!1 e r=r,

. Agora, repetindo o processo, temos que

=2 . . rpm=-2 L2 L
b{r b +...+32}+Il—b(fmb LR I

¢, usando novamente a unicidade do quociente e do resto, temos

=r b" 4w ]

_g
r=r cr b+ 41
1 i 2 i 2

1

Dessa forma, poderemos demonstrar sucessivamente que os
cocficicntes em ambas as cxpressoes sao iguais {note que esse racioci-
nio pode ser formalizado, usando indugao completa).

Utilizamos o simbolo (1 r, ... ), para representar a expres-
sao de a na basc b, que determinamos no teorema anterior. Natural-
mcnte, omitiremos menciona-la explicitamente, quando trabalharmos
com numeros na base 10 .

Note que a demonstracao anterior dd um método para determi-
nar a expressao de um niamero dado na base 10, numa outra base.

2.2.2 Exrmrro

Escrever o numecro 1 329 em base 5.
Prccisamos efetuar as divisées sucessivas:

1329 | 5
32 | 25 | 5 .
29 15 | 53 |5
1 0 03 |10 5
s 0|2 |5
2 | o

Divisibilidade * 59

Conforme demonstramos no teorema anterior, a expressio de
1329 em base 5 sera

1 329 = (20 304)5
2.2.3 EXEmMrLO

Escrever 855 em base 12.

Observamos inicialmente que precisamos de mais dois algaris-
mos correspondentes aos inteiros 10 e 11. INotamos: & = 10, = 11.

Agora, efetuamos as divisoes sucessivas:

855 12
015 71 12
3 | 5 12
5 0

Logo, 855 = (5B3) ,
Paraobtera expressao de um niimero escrito em outrabase, na
base 10, basta interpretar o significado da expressao.

2.24 ExemrrLe

.

Escrever (1 235)ﬁ em base 10.
Temos que (1 235),=6"+2-6°+3.6+5=311.

EXERCICIOS

1. Escrever:

(i) 1472 em base 5 .
(i) 218 em base 2 .
(ii)) 15 422 em base 12 .

(3]

Escrever:

(i) (2 356). embasc 10
(i)  (532), cm basc 8
(iii) (21)3cm base 12 .
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4.

¥ — . f — . .
Sejams=(r,r, .15}, Provarqueb'm=(rr, ..z 0::: ),

] = - ) = .Provarque,sen< n’
Sejamm=(r,r, ... r”)b = (5,8, . Sﬁ)b‘ que, ,

entao m < nr'. Dar um critério paracomparar me m’ em geral.

EXERCICIOS SUPLEMENTARES

b

10.

(Critérios de divisibilidade) Seja bum inteiro positivo cuja
expressiao na base 10 é

b=r 10"+r 10"'4.+r10+r, .
" n-1 1 {

Provar que:

(i) 21 bse e somentesc 2| I,

(1) 31 bse e somente se 3I(rﬂ It )
(iii) 51 bsc e somente sc 51 I

(iv)  91bse e somente sc 9|(Ih +r +...+rn)

1
(v) 111 bse csomentesc 111 (r‘)—rl+r2~...+(—l)" r) -

Quais sdo os niimeros que, em base 10, sao representados com
todos os algarismos iguais e que sao divisiveis por 32 E por 9? E
por 112

Determinar todos os inteiros positivos miltiplos de 5 quc, em

base 10, sdo de 3 algarismos e cuja soma dos algarismos é 19,

Provar que nenhum intciro da seqiéncia 11, 111, 1111,... é
um quadrado perfcito. (Sugestdo: um tcrmo arbitrario dessa sc
quéncia pode scr escrito na formalll..111=111... 108 +3=44+3.)

(i)  Demonstrar que todo quadrado perfeito é da forma 5%
oubkxl,

(i)  Como aplicagao, indicar em quais algarismos-pode ter-
minar um quadrado perfeito .

(i) Demonstrar que, se trés inteiros positivos a, b. ¢ verifi-
cam a condi¢ao a’= b2+ ¢ entio, entre elcs ha um mal-
tiplo dec 5 e um multiplo de 2.

Dcterminar um niimero de quatro algarismos que, somado com
a soma de scus algarismos, resulta 2 603.

Divisibilidade

11. (i)  Mestrar que nenhum quadrado perfeito se escreve com
todos os seus algarismos iguais.

(i) Determinarum quadrado perfeito n2tal que 1= (aabb) .

12 Determinar um inteiron da forma nn = (ab), ,, que é maliplo de

2_ oy

3 eal que 7= (bxax)

13.  Determinar o menor inteiro positivo 1 tal que 911 sc escreve

com os mesmos algarismos de 1, na ordem contraria.

14. Um farmacéutico tem apenas pesos de lg, 3g, 9g, 27g, 8lg e
uma balanca de dois pratos (os pesos podem ser colocados em
ambos os pratos). Mostrar que ele pode pesar qualquer objeto
com até 12lg (Sugestio: exercicio 9 de 2.1.)

2.3 IDEAIS E MAXIMO DIVISOR COMUM

E impossivel escrever um cubo como soma de dois cubos, uma
quarta poténcia como soma de duas quartas poténcias, e, em
geral, qualquer poténcia maior que a segunda como soma de
duas poténcias similares. Para isto eu descobri uma prova verda-
deiramente maravilhosa, mas esta margem ¢ muito pequena para
conté-la.

Picrre dc Fermat, em torno dec 1637.

Pierre de Fermat (1601-1655), funcionario publico francés, foi
o ultimo dos grandes matematicos amadorcs que cultivava o estudo
dessa ciéncia apenas como um bobby. Fez importantissimas contribui-
¢Oes a matemdtica, e seu nomc esta ligado s origens da geometria
analitica, do calculo, da probabilidade e, sobretudo, da moderna teo-
ria dos niimeros. A cita¢ao que transcrcvemos toi deixada por cle numa
traducdo da Aritbmetica, de Diophanto de Alexandiia, ¢ grandes mate-
maucos tentaram, ao longo de sé¢culos, descobrir a prova mencionada.

A afirmacdo reproduzida passou a ser conhecida como o “lti-
mo teorema de Fermat” ou, ainda, como a “conjetura de Fcimat”.
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Explicitamente, ela afirma que se, 21> 3, entdo a equagao X"+ y'= 2’
nao tem solucdes inteiras.

O préprio Fermat publicou uma demonstra¢ao para o caso em
que 1 =4.Noséculo XVIII, Euler provou que ela é verdadeira também
c'luando n =3, massua demonstracao era muito complicada e a valida-
de ncsse caso sé foi completamente aceita quando Gauss deu umanova
demonstragao. O caso em que n=>5 foi estudado por Dirichlet, no sécu-
lo XIX, e o caso n=7, por Lamé, em 1839.

Lamé propos uma demonstragao geral, introduzindo uma “arit-
mética” de certos nimeros complexos, e assumindo implicitamente
que ela tinha as mesmas propriedades da aritmética usual. Isso susci-
tou certas diuvidas em Liouville, que as comunicou a Kummer. Este
provou que a pressuposi¢ao de Lamé era falsa. Porém, conseguiu res-
gatar ¢m parte as idéias envolvidas nessa demonstragao e provar que a
con jetura vale quando 7¢é um “primo regular” (a definicao desse con-
ceito é muito técnica e escapa aos limites deste livro). Essc foi o pri-
meiro resultado de carater geral em relagao i conjetura de Fermat.

A questaopermaneceu em aberto durante muitissimo tempo e,
ocasionalmente, alguns matematicos acreditaram té-la provado. A his-
t6ria comecou a ser solucionada em junho de 1993, quando o mate-
matico Andrew Wiles, numa série de trés conferéncias proferidas na
Universidade de Cambridgc, anunciou a prova da conjetura. Havia,
porém, uma falha no raciocinio, que levou mais de um ano para ser
corrigida. Finalmente, em 1995, Wiles publicou a demonstra¢ao com-
pleta cm uma revista * . Um dos passos da demonstragao foi elaborado
c¢m colaboragao com Richard Taylor ¢ publicado como artigo inde-
pendente no mesmo volume da revista **. O conteudo desses artigos
¢é altamente técnico e certamente esta fora do alcance do leitor destas
notas. Porém, pode ser interessante ler as paginas 449 a 454, em que o
autor conta o processo de descoberta.

(*) A. Wiles, “Elliptic Curves and Fermat's Last Theorem®, Annals of Madl:, 141,
3 (1995), pp- 443.55
(**)  A.Wiles e R. Taylor, “Ring-theoietic Properiies of Certain Hecke Algebras”,

Annals. of Math.. 141, 3 (1995), pp. 553-372.

Divisibilidade *®

Quando datentativad e resgatar a demonstragao de Lamé, em 1843,
Kummer definiu uma nova classe de nimeros, que chamou de atime-
ros fdeais. Mais tarde, Richard Dedekind wabalhou com a ariunética dos
chamados ndmeres algébrices e substituiu na sua teoria 0s numeros
ideais de Kummer por certos conjuntos, que também chamou de idears.

A nocao de sdeal, além das inumeras aplica¢bes em diversos cam-
pos, permite dar um tratamento muito simples a questoes da Teoria
Elementar de Numeros.

2.3.1 Dermicio

Um conjunto nao-vazio_fde numeros inteiros diz-se um ideal de
Z se

(i) o,Be J=0+PBec ).

(i) ce f,ae Z > 0ace J.

E ficil dar exemplos triviais de ideais: o préprio conjunto Z de
todos os nimeros inteiros certamente é um ideal de Z, e o conjunto
{0} ambém o é.

Um exemplo mais intcressante é o conjunto dos numeros pa-
res; de fato, a soma de niimeros pares é par e o produto de um nume-
re par por qualquer nimero também ¢é par. Porém, é facil ver que o
conjunto J dos numeros impares nao ¢ ideal; de fato, a soma de dois
elementos de I'nao pertence a [,

O conjunto dos niimeros pares nada mais é do que o conjunto
dos miltiplos de 2. Podemos obter novos exemplos com uma constru-
¢ao aniloga.

Dado um inteiro m, indicaremos por /m Z o conjunto:

mZ={mx|lxe Z|,

isto é, o con junto de todos os multiplos de /.

Mostraremos que mZ é um ideal. Com efeito, dados , Be mzZ,
existem x, Jj'€ ZZ, tais que o = mx ¢ § = mr. Entao, temos que
a+ B = m(xtr) € mZ. Por outro lado, dado 2 € Z, temos que
&= m(xa) e mZ.
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Um fato interessante é que esses sao todos os exemplos possi-
veis, COmMO veremos a seguir.

2.5.2 TEOREMA

SejaJum ideal de Z. Entao, [ = { 0 f ou existe um inteiro positi-
vo m tal que J=m Z.

DEMONSTRACAO

Seja/ um ideal de Z.

Se f # {0}, existe pelo menos um inteiro a# 0 tal que ae J. Pa
condiciao (ii) da definicao de ideal vem que —a€ . Como ae (-a)
pertencem a_f , podemos afirmar que_fcontém inteiros positivos. As-
sim, o conjunto /* = (&€ J o> 0} é nao-vazio. Pelo Principio de Boa
Ordem, existe m = mim [*.

Provaremos que / ¢é, precisamente, o conjunto dos miiltiplos de
m,isto é, J=mZ .

De fato, como me J, a condicido (ii) dadefinicao 2.3.1 mostra
que, paratodo x € Z, tem-se que mxe€ J,logo, mZ C J. Para provara
inclusao contriria, consideraremos um elemento qualquer o € J e
provaremos que é um multiplo de m. Efetuando a divisao inteira de a
por mpodemos determinar ¢ e rtaisque 0. = mg+ r.em que 0< r</m.
Se r= (0. como r = 0-mq e tanto & quanto mq pertencem a J, teriamos
quc re J*'. Mas, r< m=minj*, uma contradi¢ao. Assim, r = 0, logo,

o = mq ¢ um multiplo de m . ]
EXERCICIOS

1. Provar que o inteiro positivo mnas condi¢eées dc 2.3.2 é Gnico.
2. Quais dos seguintes conjuntos sao ideais do Z? Em cada res-

posta afirmativa, determinar o inteiro positivo nas condicoes do
teorema 2.3.2

(i)  Todos os inteires 1 tais que alguma poténcia de n seja
divisivel por 64.

(il)  Todosos inteiros ntaisque 1 24 .

(tii) Todos os inteiros 2 tais que 6 ) n ¢ 241 .

Divistbitidade *
(iv) Todos os inteiros n tais quc 21 seja divisivel por 9 .

Agora, passaremos a estudar alguns conccitos de teoria elemen-
tar de niimeros cujo estudo ¢ facilitado pelo uso da nogao de ideal.

Em toda esta secao, a e bindicarao inteiros. nao ambos nulos,

Um inteiro ¢ diz-se um dissorcomum deae bseclaecl b. @
conjunto D (a, b) de todos os divisores comuns de ae b é limitado
superiormente (pois se 2 # 0, para todo elemento c € D (a, b) temos
que c< lal). Conseqlientemente, D ( a, ) tem maximo.

2.3.3 DerINICAO

Chama-se miximo divisor comum de a e b o maior de seus

divisores comuns, isto é,
mdc(a b)y=maxD(a b) .
2.3.4 TEOREMA UE BEzOUT

Sejam a, b inteiros ed =mdc (a,b) . Entio, existem inteirosr e
saisque d =ra + sb.

DEMOI\'STI;A(‘.&O

Consideremos o conjunto f={ xa+yb | x, y€ ZZ } . Mostrare-
mos que / é um ideal dc 2. Com cfcito, dados &, B € J, eles devem
ser da forma

a=xa+nb e P=xa+yb.
Temos, entao, que
o+ B ={x+x)as+ (nty,) be J .
Pe forma analoga, tcmos que, para todo ae Ze todo o € /.
oa e J Agera do tcorema 2.3.2 vem que existe um inteiro positivo x,

wlque /=X, ZZ Moswaremos que v = mde tah) = d
Com efeito, como a é da forma 2= 1-a+ 0-b, tcmos que a < J,

6
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logo x 1 2. De forma idéntica, vem quc X! /», portantox € D( a, b) .

Ainda, como o proprio x e um clementode J, entao deve ser da
furma x =ra+sb,comr,se z .

Finalmente, para provar que x, ¢ o maior dos elementos dc
D(n,b) , consideramos d’ € D(a, b) .

Comod’lae d’l b,vemqued’| (ra+ sb);logo, d'! x,.Portan-

to, ld’' I €1x =X, e segue a Lese . [ |

EXERCICIOS

A funcio Z» Z- {{0,0)} » Z*
b)) = mdce(ah)

pode ser considerada como uma operac¢ao cm Z. O exercicio abaixo
estuda as semelhancas e diferencas em relacao as operagdes de adigao
e muluplicagao.

3. Sejam a, bc cnumeros inteiros. Verificarse as afirmagoes abai-
xo saoverdadeiras ou falsas, dando a demonstta¢ao ou um con-

wra-exemplo:

(1) mdc(a,b)=mdc(b, a).
(i) mdc(mdc(a b)c,)=mdc(a mdc(bc)).
(i) A operagio Zx Z-(0,0) » Z*
(a, b) = mde(a, )

tem elemento neutro.
(v) mdc(a,1)=1.
(v) mdc(a b+c)=mdc(a, b)+mdc(ac).
(viy mdc(a bc)y=mdc(a b) mdc(a c).
(vit) mdc(a,a)=I1al.
(vini) mdc (a, bc)=bmdc(a c).
(ix) mdc(ab, cd)=mdc(a c) mdc(b,d).
(x) blasmdc(a, b)=1Db1. ‘
(xi) mdc(-a, b)=mdc(a-b)=mdc(a b).

4. Sejum a, b e d intcivos. com d > 0. Decidiv se as afirmacoes
abaixo sioverdadeiras ou falsas, dando a demonsiracio ou am

contra-exemplo.

Divisibilidade

(i) Secxistemrs,se Z taisque d=ra+sb, entiod= mdc(a.D).
(i) Seexistem r, s€ Z tais que ra+sb =1,entao mdc(a,b) = 1.

Note-se que no decorrer da demonstra¢cao do teorema 2.3.4
provamos também que todo divisor comum de a € b ¢ um divisor de
d=mdc ( a, b) . Naverdade, cssa propriedade pode ser usada para
caracterizar o maximo divisor comum dc dois nimeres, como demons-

traremos a seguir .

2.3.5 TEOREMA

Sejam a, b inteiros. Um inteiro positivo d é o mixime divisor
comumdea e b se e somentce se verifica

(1) dlaedl b
(i) Sed’ laed Ib,cntiod'ld .

DenensTRACA®

Seja d= mdc (a, D). Entao, obviamente dverifica (i), ¢, na de-
monstra¢ao do Teorema de Bézout, provamos também quc a condi-
cdo (i1) se verifica.

Reciprocamente, se um inteiro positivo d verifica (i), cntao
de D ( n: b). A cendic¢ao (ii) afirma que,se d' € D ( a, b), entdo
d’ld; logo, d' < d, donde segue que d é o maior dos divisores co-
muns. Portanto, d=mdc( a, b) s

A caractetiza¢ao do maximo divisor comum dada pelo teorema
anterior apresenta algumas vantagens. Entre outras, ¢ maisfacil de ser

usada c simplificara algumas das demonstizigcées que se seguem.

2.3.6 PROrosicio

Sejam a, b inteiros, d=mdc( a. b ) cc mmninteiro ndo mio.
Entao:

(i)  mdc (ac, ) =dlc
(i) Seclaeclb emiomde(a/c. b/c)=d/l cl
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DEMONSTRACAO

Para (i), mostraremos quc d | ¢ | verifica as condi¢oes (i) e (ii)
do teorema 2.3.5 em relacao aos inteiros ab e bc.

De fato, como d = mdc ( 4 b), temos em particular que dla,
logo, (d'1 ¢ ) | (ac). Da mesma forma, (d | c 1)1 (bc). Ainda, do Teo-
rema de Bézout, temos que existem r, s€ Ztais que d= ra+sb. Logo,

dlicl=r(alcl)+s(blcl).

Agora, se d’ ¢ um inteiro tal que d’lac e d’| bc, da relacao
acima vem imediatamente que d’ 1(d | ¢ )

Para provar (ii), poderiamos usar um raciocinio analogo, mas
daremos uma demonstracao mais breve, usando o resultado anterior.
Seja x=mdc(a/c, b/c) .De (i) temos que

mdc(a,b)=mdc(f.c.£).c)=mdc(§,[_) dcl
c c c c
isto é, d=xlc |, donde x=d/lc|. [ ]

O proximo resultado, embora de demonstracao simples, sera
de uso frequente na teoria .

2.3.7 Trorema bE EvcLipks
Sejam a, b, ¢ imteiros tos que a  be. Se mdc(a, b ) =1, emtaoalc.

DEMONSTRACAO
Se mdc ( a, b) =1, da preposi¢ao antcrior temos que
mdc (ac, bc)=1cl.
Agora, obviamente alac ¢, da hipotese, allx . Consequcnte-
mcnte, usando (ii) do tcorcma 2.3.5 temos quc allci,
logo alc.
]

2.3.8 DEFNICAO

Doisintcires ac b dizem-se refacivamente piimesse mdc(a,b) = 1.

Podemos entao enunciar o Teorema de Euclides da scguinte
forma: se um nimero divide um produto dc dois fatores e é relativa-
mente primo com um deles, cntio divide o outro.

Dwisibilidade ¢

2.3.9 Prorosicio

Sejam ae b inteiros relativamente primos, ¢ scja ¢ um outro

inteirotal que al ce b 1 ¢. Entao, ablc.

DEM@NSTRACAOQ

Se al c. podemos escrever c=a- g . Agora, blagemdc(a D) = 1.
Doteorema anterior, | g, isto é, podemos escrever g = br: com re Z.
Substituindo na expressdao de ¢, temos ¢ = abs; logo, abl ¢ [ ]

EXERCICIOS

5. Sejam a, b. cinteiros. Provar que
(i) Sculbemdc( b c)=1,entao mdc(a c) =1
(i) mdc( a4 ¢) =mdc(b.c)=1se e somente se mdc(ab o) =1.

6. Dar outra demonstracao do teoremade Euclides, usando o fato

de que 1=mdc( a b)=ra+sh.parar,se Z .

7. A proposi¢ao 2.3.9 pode ser generalizada. De fato: se ae bsao
inteiros e d= mdc (a,b), dado um outro inteiroctalquea l c e

b_l ¢ . provar que "_b lc.

8. Dar uma demonstracao direta da proposic¢io 2.3.9, imitan-
do a demonstracao do teorema de Euclides.

©°

Sejam a, b inteiros tais que mdc(a,b) = 1. Provar que:

(1) mde (ax b, ab) = 1.

(i) mdc(a+ b a-b)=10u?2.

(i) mdc(a+b. A +ab+ b7) =1

(v) mdc(a+b. > -ab+b’)=10u3.
(v) mdc(2a+b.a+2b)=10ul.
() mde(a+ b+ b%)=1on2.

10.  Sejam a um intciro, num intci1o positivo e d = incle (a, a+n).

Provar que dln.

6Y
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EXERCICIOS SUPLEMENTARES
11.  Sejam a, b, cinteiros. Provar que

(i)  Se87:al bce ae bsao relativamente primos, entao alc.
(i)  Scae bsao relativamente primose c 1 (a+b), entao
mdc(a,c)=mdc(bc)=1.
(ili) Se a e bsao relativamente primos, entao
mdc (ac, b) =mdc (c, b) .
(iv) mdc (a, b) = mdc(a, at b) .

12.  Sejam ac binteirosrelativamente primos e num outro inteiro.
Calcular:

(1) mdc(a+nb a+(n+1)b) .
(1i) mdc(a+nb, a+(n+2)b) .

13. Sejam ae binteiros. Provar que, se mdc (a1, 4) = mdc (b 4) =2
entao, mdc (a+b, 4) =4 .

14.  Provar que, se d ¢ um divisor positivo comum de a e b, entao

d=mde (a.h) e ¢ somente se mdce (% ' %’) =1
d

15.  Sejam, a, b, cinteiros, d= mdc (a, b). Provar que:

(1) Osinteiros 1 staisque d= 7 a+ sbnao estao univocamente
determinados

(i)  Existem inteiros ; stisque ¢ = ra+ sbse e somentese dl ¢

(i)  Para cada par de inteiros J; staisque d= ra + sb, tem-se
que mdc(r,s) =1

16. Sejam a, binteiros. Para 11> 1, provar que:

(i) mdc ( a, b)=1 se e somente se mdc (a”, b") =1
(Sugestao: exercicio 5(ii)) . )
(1) a"l Y'seesomentesealbd.

17. Sep Aum subconjunto nao-vazio de Z tal que, sc a;, a, € A

entao a + a, € A Provar que A é um ideal de Z .

Divisibilidade ®

2.4 O ALGORITMO DE EUCLIDES

O leitor certamente conhece, do curso secundario, o método
paradeterminar o mdc de dois nameros usando a decomposicao de-
les em fatores primos (que trataremos brevemente em 2.6). Porém,
quando se trata de nimeros muito grandes, pode nao ser facil encon-
trar essadecomposicao. O método que damos a seguir é baseado ape-
nas em divisOes sucessivas e aparece no livie sétimo dos Elementos de
Euclides; porém, hi evidéncias historicas de que o método seja ainda
anterior a essa obra.

2.4.1 LEMAa

Sejam a, b inteiros. b # 0, e sefam q, r o quociente ¢ o resto da
divisiode a por b. respectivamente. Entio, D (a. b) =D (b, r );temos
também que mdc (a, b ) =mdc (b, r).

DEMONSTRACAO

Podemos escrever a= bg + r. Seja x€ D (a, b). Entao, xlae
xlb.Masr= a- bge xdivide cadaum dossomados,logo.x | 1. Mostra-
mos, assim, que D (a, b ) c D (b, r). A inclusao contraria segue de
forma analoga, donde resulta a igualdade dos conjuntos.

Se os conjuntos sao iguais, seus maximos também coincidem,
isto é, mdc (a, b) = mdc (b, r) . [ ]

Segue do lema acima que o prohlema de achar o mdc ( a, b)
reduz-se a acharo mdc ( b, r) .

Naturalmente, pode-se rcpetir esse processo. Fazendo divisees
sucessivas, teremos:

-3
|

b, + 1, 0<sr<Ibl.

b = Gyt Ty, .Sr2<1'1.
no= e, 8Sn<r,.
. . < .
1/1-" 111 | qn + ln’ 0<r < Iu

r =

r
n=1 n Tel
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Como o resto diminui a cada passo, o processo nao pode conti-
nuar indefinidamente, e alguma das divisécs deve ser exata. Suponha-
mos entao que r,,, seja o primeiro resto nulo, como estd indicado
antes. Do lema, temos que

mdc{a, b) = mdc (b, n) = mdc(ry,r,)=""= mdc (1, |, 1-”)

Finalmente, como r | r . é ficil ver que mdc (r, ,r)=r,

n o=l n-1""n n

logo, mdc ( a, b)) = r, Demonsiramos assim que, nessc processo, o
maximo divisor comum de ae b ¢é o altimo resto diferente dc zero.

Usualmente, para dividir 2por b utlizamos o seguinte esquema:

a | b
r q
Se mudarmos um pouco o esquema para

q

a b

sera ficil dispor os nimeros que intcrvém no processo de cilculo do
mde{a, b) :

ql Q<> q"{ """ qn q/n]
4 b rl ’é rn-‘.’ l:_‘_ l n
ll 1‘3 I}E n 0
2.4.2 ExEmrLO

Vamos calcular o mdc {1 128, 336). Temos:

3 2 1 4
1128 336 120 96 24
120 96 24 0

Logo, mdc (1128, 336) =24 .

Divisibitidade  ®

Notamos, agora, que essc processo também permitc determi-
nar intcires re¢ snas condicees do Teorema de Bézout. De falo, da
primeira das divisees, Lemos que

n=a-qb,

isto ¢, r, foi escrito como uma combinacao linear de a e b. Substituin-
do r, pelo seu valor na segunda, temos: b= (a- q,b) g, + 1, : logo,

ny=—gua+ (l+gq,g) b .

Novamente, pudemos escrever 7, como combinagao linearde ze b. Na
igualdade seguintc poderemos substituir r, ¢ 1, pelas expressoes acha-
das e escrever 7, cm funcio de a ¢ b. Reiterando o processo, obteremos
finalmente uma expressao parar, como combinacio lincar de a e b.

Escrevendo explicitamente as divisées, no casodo cxemplo 2.4.2
Lemos:

(1) 1128 = 3-336+ 120.

(2) 336 = 2.120+96.
(3) 120 = 1.96+24.
) 96 = 4.24.

Em (1). obtemos 120 = 1 128 — 3 . 336. Substituindo em (2),
vem quc 336=2.(1128- 3-336) +96,logo, 96=- 2- 1128+ 7 - 336.

Finalmente, em (3) obteremos
1128 -3x336=1- (-2-1128 + 7- 336 ) + 24, logo,
24=3-.1128-10- 336 .

Asstm, um par de inteiros s, s nas condi¢cées do Teorema dc
Bézout é dado por r=} e s = - 10.
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EXERCICIOS
1. Usar o Algoritmo de Euclides para obter niimeros re s satisfa-
zendo:

. () mdc(56,72) = 56r+ 72s .
(i)  mdc (24, 138) = 24r+ 138s .
(i) mdc(119,272) = 1195+ 272s .

2. Pemonstrar a proposicao 2.3.6 lancando mao do Algoritmo de
Euclides.

3. Dcterminar um muiltiplo de 19 e um miltiplo de 17 cuja dife-
renga seja 5.

4. Sejam a|, a,, &,... 4, numeros inteiros nao todos nulos e
D (a,, a,,,...,a") o conjunto dos seus divisores comuns. Defini-
mos, entdo, que
mdc (a, a,,..., a,) = max B (a,, Ay a, .

(i) Provar que, se az0e mdc (;zl, a,) = d, entdo
mdc (;2’, ay s a”) =mdc (d, Ay ay.
(ii)  Provar que, se ®= mdc (a, ..., a ), entdo existem in-
terros Lseees r, tais que
D= rat.troa,
(iii) Calcular mdc(96, 1974, 858) e determinar r, s, ¢ tais que
d=r96+ 51974 + (858.

5. Resolver novamente o excrcicio 14 de 2.3 lancando mao do
algoritmo de Euclides.

2.5 MINIMO MULTIPLO COMUM

Sejam ae b inteiros nio-nulos. LUm inteiro ¢ diz-se um muifti-
plo comum de a e b sc alcc blc . Indicaremos por M (a, b) o
conjunto de todos os miltiplos comunsde ae bepor Af*(a b)o

Divisibilidade ®

con junto de todos os multiplos comuns positivos de ae b .
Certamente M*(a, b) # ¢, pois lal 1 bl e M* (a, b); logo. pelo
Principio da Boa Ordem, esse conjunto contém um clemento minimo.

2.5.1 DEerIniCAO

Chama-se minimo miiltipio comum de a e bo menor dos seus
multiplos positivos comuns, isto é,

mmc(a bY=minM* (a, b)

2.5.2 LEMA

Sejam a e b inteires. Entio, o mmc (a. b ) divide todo outro
muiluplo comum de a e b.

DEMONSTRACAO

Usaremos novamente a no¢ao de ideal.

Mostraremos inicialmente que M ( a, b ) é um ideal. De fato,
sejam o, B € M ( a, b ). Temos que alo e alp; logo, al (a+p). Da
mesma forma, bl ( &+ B ). Aoutracondi¢io da defini¢io 2.3.1 segue
facilmente.

Do teorema 2.3.2, sabemos que A/(a, b) deveserdaforma mZ.
em que 7 é precisamentc o elemento minimo dc M™( a, b ), isto é.
m=mmc(ab).

Assim, se m'e M (a,b) = m Z, entao m | m’, como queriamos

demonstrar. []

Podemos agora dar uma outra caracterizacao do mmc de dois
nteiros.
2.5.3 TEOREMA

Sejam a, b € Z e m um inteiro posiuvo. Entio, m =mmc (4, b)
se e somente se m verifica

(i) alm, blm .
@) Scalm e blm’, emaom| m .
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DEMONSTRAC.AO

Do lema 2.5.2 vem que o minc (a, b) verifica as condig¢oes (i) e
(i1) do enunciado.

Reciprocamente, se m veritica as condi¢ées, de (i) temos que
mé M (a b),c(ii) mostraque m=minM* (a b),jaque m<im’l.

Logo, m=mmc (a, b) . ]
2.5.4 TEOREMA

Sejam a, be Z, d=mdc (a,b) cm=mmc (a, b). Entio,
md=1abl

PEMONSTRACAO

Consideremos o caso em que a ¢ b sao positivos (apenas para
cvitar ter que escreveras barras (1) a cada passo, ja que a demonstra-
¢ao seria idéntica). Seja entao
ab
-
Queremos provar que x = 1 e, para isso, bastara provar que xverifica

X =

as condicoes do teorema 2.5.3.

Escrevendo a = a, de b= bI d, vem, da partc (ii) da proposi¢ao
2.3.6, quc mdc (a], b]) =1, ¢ podemos escrever x = a b. Da mesma
forma, x = ab, . Segue, entdo, imediatamente que alx e bix, logo,a
condic¢ao (i) do teorcma csti verificada.

Seja agora ' € Zum miultiplo comum de ae b Como alnr,
existc g€ Ztalque m’'=aq=a, dq . Ainda, bim’,isto¢, b dta, dq.
logo, b 1 a, g .

Como mdc (a], b]) =1, do Tcorcma de Euclides 2.3.7 vem que
b,1g. Assim, podemos escrever g = b ¢ ¢, substituindo na expressao de
', temos = a dbI ¢, isto ¢, m’ = x¢, ¢ scguc que x1 7’

Assim, veriticamos quce . satisfaz também a condigido (ii) do

tcorcma 2.5.3; logo, x =i, como queriamos demonstrar. [

O teorema acima di entao um método de céalculo para o
mmc (a, b). Dados a, be Z, podemos calcular o mdc (a,b) pelo
Algoritmo de Euclidcs e dcpois obter
Labl

mmc(ab) = mdc (a.b)

Divisibilidade *
EXERCICIOS

L Determinar o minimo multiplo comum dos pares dc inteiros

dados no exercicio 9 de 2.3.

2. Paratodo ne Z, n # 0. -{, calcula:
(i) mmc (n, n+1) .
(i)  mmc(2n-1,2n+l) .
(i) mmc(2n,2n+2) .
(iv) mmc (nc, (n+1)o), ce Z., c# 0.
3. (i)  Determinar inteiros positivos 4 ¢ biais quc ab=9900 e
mmc(a,b) =330 .
(i)  Determinar inteiros positivos a e btais que a+b = 581 e
mmc(ab) _ 040 .
mdc (a,b)
4. Determinar todos os intciros positivos 2 e b tais que mmc (a,b)
=72 c mdc(ab) = 36 .
5. Dados os intcirosnao-nulos 2 e b, prevar que:
(1)) . mdc{ab) = mmc(a,b) se e somentescial=1bl.
(i) Paratodo ke Z k%0, mmc (ka, kb) = | k| mmc (a, D) .
(iii) Se klae kb, mmc (34 ,bN = mmc(ab)
k& ) 141
6. Sejam a c b inteiros positivos. Prevar que o nimero de multi-
plos de a contidos no conjunto{ 0,2b.,..., ab} ¢ igunalaomdc(a, b)
2.6 O TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARITMETICA

Nesta sccao mostrarcmos que todo inteiro diterente de 0,1 e -1
pode-se expressar como produto de nimeros primos, de forma tni-
ca, a menos da ordem dos fatorcs. Esse resultado, conhecido como o
Teorcma Fundamcntal da Aritmética, ja aparcce do livro IX dos Ele-

memntosde Euclides e destaca a importincia dos primos na Teoria dos
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Nuimeros: eles desempenham um papel analogo ae dos dtomos na
estrutura da matéria. Todos os outros niimeros podem ser obtidos
através de produtos dos nimeros primos.

Comecaremos lembrando sua definicao .

-

2.6.1 DrrniCie

Um inteiro p diz-sc primo se tem exatamente dois divisores po-

sitivos, 1 e Ipl.

Notc que a definicao exclui propositadamente o 0, que tem in-
finitos divisores positivos, eosinteiros 1 e~1 quetém um divisor positivo.

Um namero diferente de 0, 1 e ~1 que nao é primo diz-se com-
posto. Note que, da dcfinicao, vem imediatamente que, se um inteiro
nao-nulo 2 é composto, ele admite um divisor b tal que | b1 seja dife-
rente de 1 e delal,isto é, um divisor btal que 1 <! b1 <l al. Unm divisor
nessas condi¢oes diz-se um dnisor proprio de a .

Comcgarcmos provando uma propricdade muito importante dos

nlimeros primos.
2.6.2 PrOPOSICAO

Seja p um miimero primo, ¢ sejam a e b inteiros.

(i) Scepta entiomde (p a) =1.
() Seplab, entioplaouplb.

DEMONSTRACAO
(i)  8e pta, o tnico divisor comum positivo dc ae p é 1,
donde segue imediatamentc a tese.
(i)  Suponhamos que pl ab. Sc pl a, atese estd verificada. Em
caso contririo, da parte anterior temos que mdc (p,a) = 1,
e, do Tcorcma de Euclides 2.3.7, vem quc pl b. |

2.6.3 CoroLuuo

Se um mimero primo p divide um produto a, a,... a,, entao
pla, paraalgumk 1 < k<n.

Divisibilidade  ®

DEMONSTRACAO
Segue imediatamentc da proposicio, usando indugao. n

Notamos ainda que a parte (ii) da proposicao 2.6.2 pode ser
usada para caracterizar a no¢ao de niimero primo.

2.6.4 Teorema

Seja p um inteiro diferente de 8, 1 ¢ =1, Entio, p é primo se ¢
somente se, toda vez que p divide um produto dc dois nimeros, p
divide pelo menos um dos fatores.

DEM@NSTRACA®

Num sentido, o enunciado nada mais é do que a partc (ii) da
proposicao 2.6.2.

Para provar aafirmacao nooutrosentido, vamos raciocinar por
absurdo. Suponhamos que p tenha a propriedade do cnunciado mas
ndo sejaprimo. Entao, {p | pode serescrito naforma |pl=a.b, onde a
e bsao divisores proprios positivos, isto ¢, verificam

I<a<lipl e I<b<lipl .
Consequentemente, pl ab, mas ptae ptb:umacontradi¢ao. @

Aseguir daremos o primciro passo na direcao do resultado mais
importante desta secao.

2.6.5 LEMA

Todo intciro a> 1 pode ser escrito como produto de mimeros

Primos.

DEMONSTRACAO

Usaremos a segunda forma do Principio de Inducio.

Para a = 2 o cnunciado ¢ verdadeiro, ja quc 2 é, cle préprio,
um numcro primo. Suponhamos agora que o resultado scja verdadei-
ro para todo intciro A, 2 < b< a. Mosuaremosque Lambém vale para 2.

Se a ¢ primo, o lema esti demonstrade. Caso conuxirio, ;:admite
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um divisor positivo btalque 1 < b< a . Isto é, a= bc, c tcmos também
1 < c¢< a. Pela hipétesc dec indugio, b ¢ ¢ podem ser escritos como
produto dc primos, na forma

b=p .p,c=qg.q.

Substituindo, temos a= p,... @ q,... g, e o resultado também
vale para 1. |

2.6.6 TEOREMA

Seja a> 1 um inteiro. Entao, existem primos positvosp, < p, <.
Sp laisquea=p p,..p, . €essadecomposicio ¢ unica.

DEMONSTRACA®

No lema anterior, provamos a cxisténcia da decomposicao. Res-
ta apenas provar sua unicidade.

Dado um inteiro 4, ele pode admitir, em principio, mais de uma
decomposicao em produto de fatores primos. Chamaremos compri-
mento de uma decomposi¢ao ao numero de fatores que nela compa-
recem.

Farcmos a demonstrag¢ao porindu¢iao no comprimentode uma
dccomposi¢ao de a.

Suponhamos que a admita uma decomposicao do tipo a = p,,
onde p, ¢ primo, e que vale

a=p =g 99,

cm que g, < g, <...< g sdo primos positivos. Como g, divide g, q,... g,
g, deve dividir p, , que € primo. Entao, devemos ter p, = g, . Cancelan-
do, vem 1 = g,... g, . Sc s> 1, teriamos que o primo g, seria inversivel,
uma contradi¢ao. Assim, s =1 e, como ja provamos que'p, = g, , 0
primeiro passo dc indu¢ao esta verificado.

Suponhamos agora oresultadoverdadeiro para todo inteiro que
admita uma decomposicao de comprimento £2 1, e seja 2 um inteiro
com uma decomposi¢ao de comprimento A+1. Se aadmite outra de-
composi¢ao, temos

Divisibitidade  ®

267 a=p..p.,,=q.-q,,

em que g, < g, <... < g, 30 primos positivos.

Como na primeira parte, 9, |p| v Pro © pelo corolirio 2.6.3,
temos que gl p, , para algum 1. Como p, é primo, devemos ter nova-
mente que g, = p,. Em particular, g, 2 p, .

Pe forma anéloga, pode-se obter que p, = q,, para algum 4.
Logo, p, 2 g, De ambas as desigualdades, vem que p, = g,. Finalmen-
te, cancelando em 2.6.7, temos que

Pore Pry = o 9

Agora, o primeiro membro da igualdade tem uma decomposi-
¢ao de comprimento %, logo, da hipétese de inducao, admite uma
Onica decomposi¢ao. Assim, temos £ = s-1, donde £ +1 = se p = q,,
paras=2,.., k+1. Como ja provamos que p, = g,, ambas as expres-
seecs de a coincidem. ]

Agrupando primos eventualmente repetidos na decomposicao
de a, podemos enunciar o teorema anterior de forma levemente dife-
rente. Também podemos estendé-lo a niimeros ncgativos.

2.6.8 TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARITMETICA

Seja a um inteiro diferente de 0, 1 e -1. Entdo, existem primos
POSItiVOS P < p,<.. < e INeiros PosSItvos 11, Ny, ..., 11, tals que
a=Lpy o pnemque o= £1 conforme a sefa positivo ou negativo

Além disso, ¢ssi decomposicao € tinica.

DEMONSTRACAO

Temos que a= Elal, onde £=1ou £= -1, conforme a scja
positivo ou negativo. Como | al ¢ positivo, do teorcma anterior, temos
que existem primos p, £ p, <. . < p tais que

a= Epl Py P, -
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Agrupando os primos eventualmentc repetidos, podemos cscrever

a=kKE Pfl... p’”,
A unicidade seguc diretamentc do teorcma anterior.,
Uma conseqiéncia importantissima do Teorema Fundamental
da Aritméticaé que ele permite dar uma nova caracteriza¢ao do mdce
mmc de dois namcros. Paraisso, faremos algumas observa¢des preli-
minarcs.

Consideremos primeiro uma situacgao particular. A decomposi-

¢do em fatores primos dos niimeros 360 e 4 725 é

1l
[3]
&
©»
()

360
4725

1]
[£4]
%
[$2)
[}
g O

Os primos que comparecem numa e noutra decomposi¢ao nao
sao todos iguais; porém usando expoentes iguais a 0, podemos dar

decomposi¢cdes com os mesmos primos:

360

9'. 3%. 5.7%,
4725 :

2. 8% 5% 7.

Nawralmente, isso pode ser feito para qualquer par de nume-
ros. Assim, o leitor poderi formalizar a demonstra¢ao da seguintc con-
sequéncia do Teorema Fundamental.

2.6.9 COROLARIO

Sejam a e d inteiros diferentes de 0, 1 e —1. Enddo, existem

pHmos positives p/< p, < ... < p,_e Ineiros ndo-negauvos n,..., n,,
my, ...m, {mas eventualmente iguals a zero, se necessitio) tais que
a=Lophe.pre

d=E, py..opm

cm queE,.= +1,/=-1,2

Divisibifidade  ®

Usando essas decomposicoes, podemos dar um critério de
divisibilidade que formulamos apenas para inteiros positivos {obser-
var que isso nao € uma perda de generalidade, ja que dl ase e somente
se | d| divide lal) .

2.6.10 Lema

7

. n m . . ..
Sejam a= p"\.. p? e d=pM .. p ineiros positives. onde
Py sy P, S30 primos posjtivos ¢ ., m,, 1 < 1 < ( sdo ineeiros nao-

negativos, Entao, d a sc ¢ somente se m<n., 1< IS¢,

DEM@ONSTRACA®
Se dl a, cxiste um inteiro positivo ¢ tal que a= dc. Escrevendo
c=pjt... p%, temos que :

[FFIES nr + r
i 1.

p‘rl ver pf::Pf?l _.‘p:hr | p;l "'P;\{ = p] 1 - pt

Do teorema 2.6.6, vem que nn,=m + 1, donde n,2m, 1 s i<¢.
(Note que nessa prova assumimos que os primos que aparecem na
decomposicao de ¢ sio os mesmos que nas decomposicoes de a e d,
isto €, que ¢ nao é maltiplo de nenhum outro primo. Mostre quc ¢
correto proceder assim!)

Re.ciprocamcme, se ln‘.S n, 1 € /7< ¢, chamando r,=n.-m,
temos que

r

i Iy
=p, S o =deplt s ple

Logo,dla . ]

26.11 TEOREMA

: N n m moo. . ..
Sejam a = P, L P o.c l}:p1 '...p, 1nierros nas condi¢cées

do fema 2.6.10. Endio,

« . .
d= mdc (a,b) =p, " ... p:‘f , cm que &= min (n;,,m)1<i<y,

I"... pr

' emquep =max(n,m)1<i<¢.

m = mimc (a,h) =p
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DEMONSTRACAO

Bastara provar que os inteiros de m verificam as condi¢oes dos
teoremas 2.3.5 e 2.5.3, respcctivamente. Isto scguirs facilmente do uso
repetido do lema anterior. Deixamos a tarefa a cargo do leitor. =

EXERCIiCIOS

Ao refazer as demonstracdes das proposicoes e resolver os exerci-
cios rclacionados abaixo, usando as informacdcs desta se¢ao, o leitor
podera apreciar a eficacia do Tcorema Fundamental da Ariumética
como ferramenta na Teoria dos Nameros.

1. Dcmonstrar as proposigoes 2.3.6, 2.3.7 e 2.3.9, usando o lema
2.6.10 e o teorcma 2.6.11 .

2. Resolver os exercicios 4, 6, 8, 9(iii), 13 e 15 de 2.3, usando o
Teorema Fundamental da Aritmética e o teorema 2.6.11 .

3. Demonstrar o teorema 2.5.4 usando o teorema 2.6.11 .

4, Resolver o exercicio 5 de 2.5 usando o teorcma 2.6.11 .

A Tcoria dos Numeros é um dos ramos mais antigos da matema-
tica. Muitos dos seus preblemas nasceram mais ligados a questoes mis-
ticas do que a consideragdes dc carater cientifico.

Quando se perguntou a Pitagoras o que é um amigo, ele res-
pondeu: “aquelc que é o outro eu, como acontece cem 220 ¢ 284”. O
que Pitagoras tinha em mente é o seguintc: os divisores positivos de
284, diferentes dele proprio, sao 1,2, 4, 71 e 142, cuja soma é precisa-
mente 220; da mesma forma, a soma dos divisores positivos de 220,
diferentes dele, é 284. Dois nimeros nessas condicoes dizem-se amigos.

Um conceito semelhante é o de nimero perfeito. Um nimero
diz-sc perfeitosc é igual 2 soma dos scus divisores positivos diferentes
dcle préprio, isto é, se é amigo de si mesmo.

Os primciros numeros perfeitos sio 6 e 28, e alguns estudiosos
da Biblia atribucm a essa propricdade o papel dcsses numeros na
descricao do universo (ver a esse respeito R. Dantzig, op.cit.).

Dc qualquer forma, o conceito de nimeros amigos chamou a

Divisibilidade  ®

aten¢ao paraum problema: determinar o namcro de divisores dc um
namero dado ou, ainda, calcular a soma dcsses divisores.

Podemos usar o Teorema Fundamental da Aritmética c o lema
2.6.10 para respondcr essas questoes .

2.6.12 ProrosicAo

Sjaa=ph.. pl adecomposicio de mn nimero a> 1 nas
condicoes do Teorema Fundamental da Aritmética. Entao, o niimero
de divisores positivos dc a e a soma de todos esses divisores estio da-
dos, respectivamente, por

n{a) = (n+ 1) (ny+ ). (n + 1)

Hytd il "o
sigy = 2L pd P -]

Pl p-l 7 pod

DEMONSTRACAO
Do lema 2.6.10, vem que existem tantos divisores positivos de a
quantos nameros da forma

i I .
0’=p, L P r,comOSm!.S a, 1<i<y.

Nole que, conforme esse critério, os divisores positivos dc asao
todos os termos do desenvolvimento do produto

1
.rr)'

S=(p]+ p)+.xph) - (p+ plor P (P Pl p

Como cada paréntesc contém 1, + 1 parcelas, I <7< ¢, temos
que o namero total de tcrmos no desenvolvimento é

n(a) = (nI +1) (n,+ ... (n,+ 1)

Ainda, uma vez desenvolvido, o niimcro § acima ¢ a soma dc
todos os divisorcs de a, isto é, S= s(a). Agora, usando a férmula quc
da a soma dos termos de uma progressao gcométrica (vcja o exerci-
cio 5 dc 1.1.3), temos que
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.y
pap e+ pli=bPi - ycige.
I I 7 P’. _1
Logo,
12 ¢4 7.4 27
©osa)= 2 -1 A A O .
pi-l1 p;-1 p, -1
EXERCICIOS
5. Seja n>2. Provar que,se 2" -1 ¢ primo, entio 271 (27-1) é
perfeito .
6. Determinar todos os inteires a e b tais que 2 tem 21 divisores

positivos, b tem 10 divisores positivos e mdc (a,0) = 18 .

EXERCICIOS SUPLEMENTARES

7. Sejam a e b inteiros tais que mdc (a,b) = p. um intciro primo.
Calcular mdc (a%.b) e mdc (a°,b%) .

8. Provar que 4% + 3 e 54 + 4 sao relativamente primos, para todo
inteiro 4.
9. Mosuar que wés impares positivos consecutivos niao podem ser

todos primos, com excegio de 3, 5, 7.

9

10.  Sejam p, g primos tais que p 2 g 2 5. Provar quc 241 (p° - ¢°) .

11.  Seja num inteiro positivo. Provar que:

i) Se n>4nao é primo, entao nl (m-1)1 .
ii) Nenhum inteiro da forma 8” + 1 é primo .

iv)  Todo inteiro da forma n* + 4, com n > 1, ¢ composto.

v)  Todointeiro 11> 11 pode ser escrito como soma de dois
nimeros compostos positivos.

(vi) Todo primo daforma 312 + 1 ¢ também da forma 6m + 1,
para algum me ZZ.

(vitl) Todo inteiro da forma 371 + 2 tem um facor primo dessa

(
(
(iii) Se o inteiro 2" -1 é primo, entao n ¢ primo .
(
(

forma.

Divisibilidade ¢

(viii) O unico primo da forman®-167.
(ix) O Gnico primo 1 tal que 317+ 1 seja um quadrado perfei-
t0éb.

12.  Provar que

(i) Sc pé um primo maior que 3, p* + 2 é composto .
(i)  Sc péum primo impar diference de 5. cntio 10 é divisor
dep’+loude p?+1.

I3.  Determinar a maior poténcia de 14 que divide 100! .
14.  Decterminar todos os primos que dividem 50! .

15. Sejam m e ninteiros tais que mde (m,n) =1. Provir que se mn

é quadrado perleito, entio m e n sio quadrados perfeitos.

16.  Um inteiro diz-se /ivre de quadrados se nio é divisivel pelo
quadrado de ncnhum inteiro maior que 1.
Provar que:

(i)  Uminteiro ¢ livre de quadrados se e somente se pode ser
fatorado em um produto de primos distintos .

(i)  Todo intciro ¢ produto dc um inteiro livre de quadrados
por um quadrado perfeito .

17.  Mostrar que,dadosum inteiro 17c um primo p, 71 pode ser escri-
tonaforman=p' m cm que 420 ¢ mé um intciro nio divisivel

por p.
2.7 A DISTRIBUICAO DOS PRIMOS

As questoes tratadas na secao anterior destacam o papel quc os
nameros primos desempenham na Teoria dos Numeros. Mas. dado
um inteiro positivo em pardcular, como decidir sc cle é um nimero primo?

Utilizando ingenuamente a definicio. um método possivel se-
ria testar sc ele ¢ ou nao, divisivel por algum dos inteiros positivos
menores que ele préprio (excciuando-sc, é claro, o 1),
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Notamos inicialmente que se > 0 é um divisor préprio de um
inteiro positivo a, temos que a= d em que ¢ > 1. Se acontecesse d>a
e c> "a, teriamos que a = dc >Va+[a = a, uma contradi¢io. Demons-
tramos, assim, que todo nimero composto a tem um divisor primo
menor ou igual a Va . Ainda, se é um divisor de 2, e p é um divisor
primo de d, temos que pla, logo, todo niimero composto a tem um
divisor menor ou igual aVa .

O critério acima simplifica muito a tarefa de determinar se um
inteiro é primo. Considcremos, por exemplo, o inteiro 2= 223. Entao,
temos que 14< Va <15. Assim, devemos testar se 2 ¢, ou nio, divisivel
pclos primos 2, 3,5, 7, 11, 13. Uma verificacao direta mostra quc 223 é
primo.

Usando cssas idéias, Eratésthenes (276 - 194 a.C.), que foi dire-
tor da famosa biblioteca de Alexandria, elaborou um método para
detcrminar todos os primos menores que um certontimero dado N> 0.
Este método € conhecido como o Cr/ve de Eratosthenes.

Primeiro se escrevem todos os inteiros positivos menores ou
iguais a V. Depois, suprimimos todos os miltiplos dc 2, diferentes do
préprio 2 (para isso, basta ir riscando os niimeros escritos, de dois cm
dois); depois, os miltiplos de 3 diferentes de 3 e assim sucessivamente.
O Crivo de Eratésthenes paraosniimeros menoresque 100 é oseguinte:

1 2 3 4 5 f 7 8 ¢ 19
1M1 12 13 14 13 e 17 1§ 19
21 92 923 4 2% 6 W W X 30
31 #2382 34 s #6371 3 39 49
41 42 43 44 43 46 47 48 49 39
51 %2 53 B4 3% 36 Hr B8 59 60
61 62 @3 64 63 66 67 68 69 70
71 #¢ 73 4 s 26 17 19 ¢
g1 42 83 84 @83 86 @ 88 89 9
91 %2 92 9A o ok 97 % 99 I8

Note que. como Y106 = 10, basta riscar muiltiplos dos primos 2,
3,5¢c7.
Uma questao que se apresenta naturalmente ¢ saber se o con-

Jjunto dos primos € finito ou se, pelo contrario, asequiéncia dos primos

Divisibilidade  *

¢é intinita. A resposta também aparece na obra de Euclides, num
teorema cuja demonstragao ¢ considerada, até hoje, um modelo dc
raciocinio matematico * .

2.7.1 TEeREMA

O conjunio dos mimeros primos € infinite.

DEM@NSTRACAO
Suponhamos que o conjunto dos primos positivos se ja finito e
sejam p,, p,,...., P, esses primos. Consideremos, entdo, o numero

P=p py..p,+ 1.

Conforme o lema 2.6.5, Padmite um divisor positivo primo p, . Como
p; € um dos elementos do con junto acima, p,divide o produto

P, Py P, - Entao, p, divide também I = P- p, p, ... p,, uma contradi-
¢ao. [ ]

O leitor encontrari outras demonstracoes desse resultado
sugeridas nos exercicios.

A distribui¢ao dos primos é extremamente irregular e tem sido
objeto d¢ estudo de grandes matematicos, Porém, muitas con jeturas,
faceis de formular numa linguagem acessivel mesmo a alguém com
conhecimentos rudimentares de matemitica, continuam ainda sem
solucao.

Um exemplo, nesse sentido, é o seguinte: dois niimeros primos
dizem-se primosgémeosse a diferenca entre ambos ¢ 2. Alguns exem-
plos de pares de primos gémeossao: 3¢ 5,5¢7,11¢13,17e19,29¢
31,41 e 43.

Conjeturou-sc que o namcero dec pares de primos gémcos é infi-
nito, mas até ho je nio foi possivel decidir se essa afirinaciio é verdadei-
ra ou falsa.

(*) O maior primo conhecido. por ocasiio da publicacio deste: livio. foi descwober-

to por David Slowinski em 1996. Ele ¢ p= 21977
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Por outro lado, é possivel demonstrar quc existem primos con-
secutivos “tao afastados quanto se dese jar”. A expressao “primos conse-
cutivos” € usada no sentido de “censecutives na seqiiéncia dos primos”,
isto é, todo nimero compreendido entrc ambos é composto. Paraisso,

precisaremos do seguinte:
2.7.2 LEMA

Dado um inteiro positivo n, é possivel determinar n inteiros
consecutivos tais que nenhum deles se ja primo.

DEMONSTRACAO
Dado n, consideremos a sequiéncia de intciros

N+ +2,(n+1)!+3, ..., (n+ 1+ n+1)
Obviamente, essa scquéncia tem 11 termos e todo numero da forma
(n+ 1)+ m,com2<m<n+1,

¢ compesto ( )i que ¢ um miltiplo de m). .

2.7.8 CorOLARIO

Dado wm inteiro positivo n, existem dois primos consecutivos

Py P 1S que p, = p,>11.

DEMONSTRACAO
Seja p, o maior dos primos que sio menorcs quc {12+1)! + 2.
Entdo, p, < (n+1)! + 1. Do lema anterior, temos ainda que

Py, > (ne D+ (04]) .

Fazendo a diferenga entrc ambas as desigualdades, temos

Pnoa—Py> 1. e

Vista a dificuldade dc estudar a forma cm quc os primos se

distribuem cntre os nimeros inteiros, uma abordagem razoavel da

Divisibitidade ¢ 9/

questao é procurar fun¢des V(1) cujos valores percorrem um con-
junto de primos, quando # percorre os inteiros positivos.

Na Idade Média, acreditava-se que o polindmio £(n) = n*+ n+
41 56 assumia valorcs primos. Essa afirmacio é verdadeira paravalores
menores ou iguais a 39. Paran = 40, temos

£(40) =407 + 40 + 41 = 40(40+1) + 41 = 40 - 41 + 41 =41 - 41,

quc nao é primo (o leitor poderia se perguntar como ¢ possivel que na
Idade Média se acrcditasse nessa afirmacao, quando é tao ficil mostrar
que ela é falsa. Nota-sc, assim, como ¢ importante ter uma boa notagiao
para explicitar os problemas!). Alids, é ficil provar quc nao cxistem
polinémiosnessas condi¢oes.

2.7.4 PrOPOSICAO

Nao existe nenhum polinémio f «\. ndo constante, com cocfici-
entes inteiros, tal que f(n) seja primo, para todo inteiro positivo n.

DEMONSTRACAO
N — 2 =1 . .

Suponhamos que f(x) =a, x"+a, X" +..+ a2 x+ a sejaqal
que £f(n) ¢ primo, paratodo 112 0.

Se ja cntao p o primo quc se obtém para um valor n, fixo, isto ¢,
p= [(no)i Consideremos entao a cxpressao f(n“ + (p), com ¢arbitra-
rio. Temos

1 n-)

f(n,+tp) = a_ (a+p) S a, | (n+p) e+ a, (n+1p) + a,
Desenvolvendo cada uma das poténcias pela férmula do binémio e
agrupando os primeiros termos de ¢ada desenvolvimento, obtemos

_ 1] . m-1 . .
flogtp)y=a, my+a,  n"0 + . +a 4 a+y(g,
em que Y(¢) indica um certo polinémio em ¢, de grau m (verifique!).
Além disso, todos os termos quc nao foram destacados contém pcomo
fator, logo, podemos pérp em evidéncia na expressao de y (¢) e escreve-
p porp p

lo na forma y(¢) = pg(¢), em quc g(¢) indica um outro polinémio em
¢, também dc grau m. Como
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" ; nr=1

m T s 1 o teetan,ta,=p,

temos

f(ngp)=p+pg(o=pl+g®).

A igualdade acima mosua que p If(nn+tp) . Sc f(n0+ (p) é pri-
mo, dcvemos ter £(n +ip) = = p, donde 1 + g (¢) = £ 1, para todo «
Temos assim uma contradi¢ao, pois g (¢) nao é constante. | ]

Note que o teorema antcrior refere-se a polinémios numa vari-
avel. Em 1970, Mativasevie construiu um polinémio em vdrias variiveis
com coeficientes inteiros, cujosvalores percorrem todos os primos po-
sitivos e inteiros negativos.

Ja sabemos que o conjunto dos niimeros primos ¢ infinito. Mui-
tas tentativas tém sido feitas para avaliar a “velocidade de crescimento”
dos primos.

Indicando porm(x) onimcro dc primos positivos menores que
um dado numero real x, pode-se demonstrar que essa fun¢ao cresce

“com a mesma velocidade” que a fungao

X

log x
Mais precisamente, o chamado Zcorema dos Niimeros Primosafirma
que
: T x
lim ™9 _
o= x/logx

Legendre foi o primeiro a avaliar r(x) para valores grandcs de
x, em seu Essai surila théorie des nombres, publicado em 1798. Mas o
Teorema dosNamerosPrimossé foi demonstrado, independentemcn-
te, cm 1896, por I'ladamard e de La Valléc Poussin.

Em 1949, Alte Selberg descobriu uma prova desse teorema quc nao
usa métodos de anilise, o que sc ac1editava impossivel at¢ aquela data.

Pelo seu trabalho, reccbeu a medalha Fields (a maior distincao

possivel em matemidca), no Congresso Intcrnacional de Matematicos em
1950.

Divisibilidade

Ainda hoje permaneccm sem resposta iniimeros problemas,
dc formulacao elementar, cm torno dos niimeros primos.

Vimos no exercicio 5 de 2.6 que, sc 2”- 1 ¢ primo, entao o
namero 27! (27-1) é perfeito; a demonstracao desse fato se deve a
Euclides. Os primeiros nimeros perfcitos sao 6, 28, 496 ¢ 8 128 e sao
obtidos atribuindo a 71 0s valores 2, 3,5 ¢ 7. O seguinte nimero pcrfei-
to que se obtém fazendo n =13 (2!'-1) nio é ptimo; ver o exercicio
8(iii) de 3.2 . Como ja vimos (exercicio 11(iii) dc 2.6), se 2"-1 é pri-
mo, entao .1 é primo. Logo, todos os expocntes usados devem ser pri-
mos. O sexto e sétimo nameros perfeitos sio 2% (2'-1) e 2'8 (2'-1) e
foram determinados por Cataldi em 1548.

Note que a férmula para obter namcros perfeitos s6 permite
encontrar niimeros pares; Euler demonstrou que todo perfeito par é
dessa forma (ver o exercicio 11). Outro problema nao solucionado é
decidir se existem, ou nao, nameros perfcitos impares.

Assim, parece natural tentar determinar para que primos p o
numero 2°-1 ¢ primo. Tal problema foi considerado por Martin
Mersennc (1588-1648), ¢ até hoje os nimeros da forma 2°-1, com P
primo, chamam-sc Mimeros d ¢ Mersenne. Decidir quais nimeros de
Mersenne sao primos é um problema ainda nao totalmentc resolvido.
Tém-se apenas resultados em casos particulares ¢ rccentemente alguns
primos de Mersenne foram obtidos através de computadores.

Outro tipo de niimerosrelevantes sao os da forma £ =2 S}
Pode-se demonstrar que o poligono regular com um namero primo p
dcladosé construtivel com régua e compasso sc ¢ somente se pé dessa
forma (ver também o exercicio 5). Em 1640, Fermat mostrou que os
numeros £ sao primos para n =0, 1, 2, 3, 4, e con jeturou quc todo
numero dessa forma ¢ primo. Por causa disso, csscs niimeros sao co-
nhecidos como Nimeros de Fermat. Em 1739, Euler demonstrou que
F5 é divisivel por 641, o que prova que cssa conjctura € falsa (ver o
excmplo 3.2.8). Aindanao se conhece nenhum outroprimo dec Fermat
além dos cinco primeiros; também nao se sabe se o nimero dc primos
de Fermat é, ou nao, infinito.

Outro problema de enunciado clementar envolvendo primos
foi formulado por Christian Goldbach, em 1742, numa carta dirigida
a Euler, na qual conjetura que todo intciro positivo par é soma dc
dois numcros positivos que sao primos ou iguais a 1.
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Para os primeiros inteiros pares tcmos

2=1+1,

4=2+2=1+3,
6=3+3=1+5,
8=3+5=1+7,
10=3+7=5+5.

Avalidade da conjetura de Goldbachji foi verificada para todo name-

ro par menor que 100 000. Porém, em toda a sua generalidade conti-

nua a ser mais um desafio aos matematicos.

EXERCICIOS

G

Decidir se 1009 é primo, testando todos os possiveis divisores
(1009

primos p s~

. . . N .o
Seja 1 um niimero natural tal que nenhum primo p <V# divida
n. Provar que 17 ¢ um primo ou um produto de dois primos.

Demonstrar que existem infinitos primos de forma 41 + 3, com
nex.

Demonstrar quc existem infinitos primos de forma 31+ 2, com
ne Z.

Provar que, se 2”7 + 1 é primo para algum m> 0, entao m é uma
poténcia de 2.

Scjap, =2,p,=2,p,=5.p,, ... p,. - aseqiiéncia dosniimcros
primos positivos em sua ordem natural,

(1) Mosuarquep | Sp py.p,tl.
(i) Demonstrar por inducio que p, < (2)* “nzl.

(ili) Concluir quc cxistem pelo menos 1 + 1 primos menores
a
que (2)™ .

©

10.

11.

12.

13.

Divisibifidade ®

Consideramos a seguintc seqiiéncia de inteiros positivos:

n =92 ny=1n+ 1,113-_-11

(Mot o =0 0,0+ 1L

12

1.
(i)  Concluir que o conjunto dos nitmeros primos é infinito.

(1) Provar que, sc i< 4, entao mdc (n. np)

Seja [pl, ., p,tum con junto de primos positivos. Chamemos
de Ao produto de rquaisquer desses primos cde B o quociente

P]ij"'P,; .

(i)  Provar que p, divide ou A ou B, mas nao ambos .
(ii)  Provar que A + B tem um divisor primo p ¢ (p,...., P
(ili) Concluir que o conjunto dos primos ¢ infinito .

Provar que cxistem infinitos primos, assumindo por absurdo que
cxiste um primo p maior que todos os outros c considerando o
inteiro p! + 1 para chegar a uma contradigao.

Para cada intciron2 1, scja p, o n-ésimo niimero primo positivo.
Prevar que o intciro p, p,... p, + 1 nao ¢ um quadrado perfeito.

(i) Sejam a e binteiros positivos relativamente primos. Pro-
T ovar que s(ab) = s(a) s(b) (s (a) = soma dos divisores po-
sitivos de a ; ver a proposi¢ao 2.6.12) .
(i)  Sejn /7 um inteiro positivo par. Podemos escrever n na
forma1=2"!m, em que k2 2 e mdc (2,m) = 1. Provar
que, se 11 é perfeito, (2X= 1)1 m.

(iil) Sejam 7€ mcomo em (i) escja m = ——

— - Provar que

1]

s(my=m+m .
(iv)  Concluir que m é primo .

Sejam a e bintciros relativamcnte primos € /m um intciro positi
vo. Provar que, na pregressio b, a+ b, 22+ b,.., ka+ b, ..

existem infinitos termos relativamente primos com 1.

Provar que, se a # b, existem infinitos inteiros positivos 2 tais
que a +22 ¢ b+n sejam relativamente primos.
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CONGRUENCIAS

3.1 EQUAC®ES DIOFANTINAS LINEARES

Nesta secao consideremos equagoes da forma
aX+ bY=c

em que a, be csao numeros inteiros, e 2 e b nao sao ambos nulos.
Procuraremos solugdes inteiras, isto é, pares de nimeres x, y€ Z tais
que ax+ by =c.

O primciro a considerar problemas desse tipo, isto é, equa¢oes
indeterminadas que eventualmente admitem infinitas solucdes, foi
Diophanto de Alexandria (em torno de 250 d.C.); porém, elc procu-
rava solucdes racionais. De qualquer forma, csse tipo de equag¢des
associa-se tradicionalmente ao seu nome e, por cxtcnsao, até hoje o
adjetivo “diofantino” é usado para indicar problemas relativos a niime-
rosinteiros.

Na verdade, seria mais justo associar esses problemas ao nome
de Fermat, que foi o primeiro a chamar a atengao sobre as questoes
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aritméticas estritamente no conjunto dos niimeros inteiros, no pream-
bulo de um problema que propds em 1657.

Naturalmente, muitos problemas da vida diiria admitem ape-
nas solucdes inteiras. Suponhamos, por exemplo, que se quer adquirir
um determinado liquido que é vendido em recipientes de 7 1 ou de
15 1 e se deseja fazer uma compra de 125 ). Chamando de xe y o
numero de recipientes de 151 e 7 |, respectivamente, a resolucao do
problemaacima nos leva a equacao diofantina:

15X + 7Y =125,

No exemplo 3.1.5 estudaremos a resolu¢io deste problema.

De uma perspectiva mais moderna, podemos dar uma interpre-
tacio geométrica dessas questoes.

O leitor sabe que uma equacio do tipo aX+ bY = ¢, em que se
admitem valores reais para as variiveis X e ¥, representa uma retano
plano cartesiano. Assim, podemos interpretar a resolu¢ao da equagao
diofantina como o problema de determinar os pontos da reta que tém

ambas as coordenadasinteiras. Lt oo a0 L AL g
[} | ) | [} | | 1
ro o 1T T2
[ P e R o ]

Por exemplo, a figura ao lado o oo

- 2qn r=fmasr- ?(”)(' (e |
representa o grafico da reta L4 1 2 L1

X~2Y=~1.Assinalamosal- ¢ ¢+ r tep 1ot

) P d— -+ = —l=

gunspontosdessaretacujasco- 1 @ R

. = . ; [t s Wt A A I I e |

ordenadas sao ambas inteiras. I S
| ! | ! | U | |
Fo=a-r=eET=sr o0

Algumas equag¢des diofantinas nunca tém solucio. Por cxem-
plo, na equacao 4.X + 6Y'= 5, para qualquer par dc inteiros xe ¥, o
primeiro membro é um nimero par, enquanto o segundo ¢ impar.
Portanto, essa equacao nao tem solucao.

Comecaremos o estudo procurando condi¢dcs para a existén-

cia de solugdes.
3.1.1 Prorosicao

Sefama, bc cinteiroscd=mdc( a, b) . A equacdo diofantina
a.\+ bY = ¢ tem solucées se e somente se dc.

Congruéncias *

DEMONSTRAC.AO
Consideremos o conjunto 7 de todos os valores que o primeiro

membro pode assumir, isto é,
I={ax+bylx,ye Z} .

Como no Teorema de Bézout (2.3.4) , vem que /é um ideal de
Z ; maisainda, se d = mdc( a, b) vem também que

I=dZ

Obviamente, a equagaotemsolugaose esomente se ce 7, e isso
acontece se e somente se dlc. s

Veremos agora como resolver uma equacao diofantina no caso
em que existem solugdes.

3.1.2 TEOREMA

Sefam a , b e c¢ inteiros tais que d = mdc ( a, b)) divide c .
Escrevendo d na ferma d = ra + sb, comr,se Z, temos quc
o= £ ’ r= . £ ; 57 5 i _

X,=1 PRI umasolucao da equacio aX+ b¥=c.

Toda outra solucio é da forma

-
1
~
Qg

t, y=5.£_2; comte Z.
’ d d

QUlin

E, reciprocamente, para todo t € Zos valores x ¢y dados pelas
formulas acima sao solucées da equacao.

DEMONSTRAGAO
Se d = ra+ sb, multiplicando ambos os membros por ¢/d
temos que

=

il lrg) oo

<
d
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L L e E e 3
Logo, | x, =7 FRE ] é uma solucio.

Devemos provaragora que tledo par de inteiros da forma dada no
enunciado ésolugao e, reciprocamente, que toda solugao é dessaforma.

De fato, dados x= X, + b Ly=y,- 2 ¢, substituindo na equa-
d d

¢ao, temos

. b a . ab ab ,_ .
a _x“+c—!t +tbhip —Stl=ax,+=t+ by, - = t=ax + by, =c.

d L d

Scjaagora (x’, ¥') uma solucao. Mostraremos que existe t € Z

+2¢, 5=y -2
0 d(’f —-Jl)_d :

Como (x’, p’) ésolucao, temos que

1al que x' = x

3‘\_3 + b]‘ == 3_\'0 + b}:n .

donde
a(x'=x)=b(r-5").

Escrevendo a=a d e b=0b,d, temos que

ab]_d

ddl “a™l

mdc(al,bl) = mdc [ J

Dividindo a expressao acima por d, vem que:
313 a(x'-x,)= b‘, ()'0—}”),

Em particular, b la, (x'—x) (pois b, divide o0 segundo mem-
bro); como mdc ( a,b)=1, do Teorema de Euclides (2.3.7) temos
que bI (X" - .\'n) cexiste t € Z1alque x’ - X, = bI t,isto é,

,\"=,\'n+£) t.
d

Ainda, substituindo x*' — X, por blt na relacao 3.1.3, temos
ab t=b/(y,-5),dondec

=y —
FoER A l=r, dr n

Congruéncias ®
3.1.4 Extmrre

Vamos determinar as solucoes de 56 .X + 72Y =40 .

Temos que mdc (56,72 ) =8 . Como 8140, a equacao tem, de
fato, solucgoes.

Calculando s e s taisque r56 + 572 =28 . temos que r = 4
e s=-3 (paraisso, pode-se usar o Algoritmo de Euclides; ver 2.4.2).

Multiplicando por 4—80 = 5, temos uma solucao particular:
x,=20 e y,=-15.

Calculando 5§6 =7 e /E? =9, temos que toda outra solucao
¢ da forma

x=20+9¢, y=-15-7¢, (e Z.
3.1.5 Exemrre

Consideremos a equacao correspondente ao problema dc que

falamos no comeco da secao:
15X+7Y=125.

Temosquemdc (15,7)=1.Como (1) -15+(-2)-7=1,vem

quc uma solug¢do particular é

x,=1-125=125
Jo=-2-125=-250

e as outras solu¢oes sio da forma

x=125+7¢
'==230-15¢, com ¢t Z

Considcrando o problema que Icvou a essa equacao, vemos que

s inleressam respostas nao-negativas; assim, devemos ter

1256+ 7¢20,isto ¢, t2-17
~250-15¢20,isto ¢, ¢ <-17.

10/
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A Gnica resposta nao-negativa sc obtém, portanto, para ¢ = —17

€, nesse caso, temos

x=6 eyp=5.

EXERCIiCIOS

1o

Resolver as seguintes equagdes diofantinas:

(i) 2X +3Y =9 .
(ii) 38X +5Y =47 .
(iii) 88X +7YV =3 .

(iv) 47X+ 29F =999 .

Determinar todas as solu¢des nos inteiros positivos das equa-

¢oes:

(1) 54X + 21Y =906 .
(i) 123X + 360Y = 99 .
(1)) 30X + 17Y = 300 .

Seja & um inteiro primo. Provar que a equacio X* + 4¥*= &
tem solucao intcira se e somente se X = 5 . Nesse caso, determi-

nar suas soluc¢oes.

Determinar todos os multiplos positivos de 11 e de 9 cuja soma
seja 270.

Determinar todos os naturais menoresque 1000 que tém como
restos 9, na divisao por 37, e 15, na divisao por 52.

Determinar o menor inteiro positivo que tem como restos 16 e
27, quando dividido, respectivamente, por 39 e 56.

Expressar o nimero 108 como a soma de doisinteiros positivos
de modo que o primeiro se ja divisivel por 7 e o segundo, por 11.

Cengruéncias *

8. Prove que, se x e y sao inteiros tais que 2x + 3yse ja multiplo de
17, entao 9x + 5ytambém é maltiplo de 17.

9. Certo senhor, ao descontar um cheque em seu banco, recebeu,
sem notar, o numero de reais trocados pelo namero de cen-
tavos e vice-versa. Em seguida, gastou 68 centavos e observou,
surpreso, que tinha o dobro da quantia original do cheque. De-
terminar o menor valor possivel no qual o cheque foi preen-
chido.

10. Somando-se um certo multiplo 6.x de 6 com um certo multiplo
9ypde 9, obtém-se 126. Se x e y sao trocados, a nova soma é
114. Determinar xc y.

I1.  Sejam a, & > 0 relativamente primos. Provar que a equacao
diofantina ax- by = ¢ tem infinitas solucdes nos inteiros posi-

tivos.

12. (i)  Provar que a equacao diofantina aX + b¥+ ¢Z = d tem
solucao se e somente se mdc ( a b, ¢) divide d.
(i) Determinar todas as solucdes inteiras de 15.X + 12} +
+30Z2=24.

13, Um pescador tenta pescar um cardume jogando diversas redes
na agua. Se cair exatamente um peixe em cada rede, salvam-se
ainda n peixes. Se cairem 1 peixes em cada rede, sobram 1
redes vazias. Quantas sao as redes? Quantos sao os peixes?

CONGRUENCIAS

o
)

Como mencionamos no final de 2.7, problemas sobre nameros
perfeitos levam a estudar nimeros da forma 27 -1 e a procurar seus
divisores. Mais geralmente, podemos pensar em estudar os nimeros

daformaa”~1,coma € Z.
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Numa carta de 1640 dirigida a Bernhard Frénicle de Bessy,
Fermat anunciava um resultado surpreendente: se p é um primo e a
um inteiro que nao é divisivel por p, entio p divide a”~'-1 . Names-
ma carta, comentava: “Eu lhe enviaria a demonstracao se nao temesse
qlie ela é demasiado comprida”.

A primeira demonstra¢ao desse resultado, conhecido como “Pe-
queno Teorema de Fermat” (para distingui-lo do Grande Teorema de
Fermat, mencionado em 2.3), foi publicada em 1736, quase um século
depois, por Euler. Posteriormentc, Euler deu outras demonstragoes
do mesmo resultado. Numa delas, ele utiliza freqiientemente os “res-
tos de divisoes por p”, que deram origem a Teoria das Congruéncias.
Esse método de trabalho também foi usado por Lagrange e Legendre,
mas sé se tornou cxplicito nas Disquisitiones de Gauss, na qual apare-
cem a defini¢ao precisa e o simbolismo que se usa até hoje.

Veremos nos exemplos como a introducao dessa nota¢ao sinté-
tica simplifica o estudo de muitas questoes de divisibilidade.

3.2.1 DEerINICAO

Seja m # 0 um inteiro fixo. Dois inteiros a e b dizem-se con-
gruentes modulos mse mdivide a diferencaa-b.

Nesse caso, escrevemos a =4 (mod /m) . Para indicar que ae b
nao sao congruentcs médulos m, escreveremos a #b (mod m). (Gauss
escreve nas Pisquisitioncs que foi induzido a utilizar o simbolo=devi-
do a grande analogia com a igualdade algébrica.)

Com a nossa defini¢cao, a=b (mod m) sc ¢ somentce sc m|l(a-b).
ou, equivalentemente, se existe um inteiro g tal que a=b+ me.

Como ml (a-bh) se esomente se lmll| (a-5b), limitar-nos-
emos a considerar o caso em que m > 0.

Por exemplo, 5 =9 (mod 2) e também 5 =9 (mod 4). Aliis, é
facil verificar que dois namcrossao congruentes médulo 2 se e somen-
te se eles saio ambos pares ou ambos impares.

Podemos dar outra caracteriza¢ao da no¢ao de congruéncia.

3.2.2 Prerosicie

Seja m um inteiro fixo. Dois intciros a ¢ b sio congruentes

Congruéncias  ®

médulo m se e somentc se elcs tém como resto o mesmo inteiro
quando dividimos por m .

DEM@NSTRACA®

Se jam

(- a=mqg, + r, com 0<r <m
" b

mq, + 1,, com O<r,<m.
Entao,
a=b=m(q-q,)+(r-r),

logo,

ml (a-bh)sccsomente se 1l (r,=1,).

Ainda, como 0 € | = s, I < m .temosque sl (1 —1,)sce
somentese I\ -1, =0 .

Consequcntemente, 2= b (mod m) sc ¢ somentesc r, =1, B

o

Utilizando uma circunferéncia divididaem m partcs. podemos
obter uma representagao pictérica da congruéncia médulo m . Para
isso, fazemos corresponder a cada ponto assinalado um dos numeros
0,1,..., m-1, como na figura abaixo. Como dois quaisqucr dcsses
inteiros nao sao congruentes médulos m (prove!) e todo inteiro ¢
congruentc a um c apenasum desses nameros, podemos associar cada
inteiro a um unico ponto assinalado.

m
0

w.m + (m-1), m-1 I, m+l ...

2, m+2 ...

Com essa correspondéncia, dois inteiros sao congruentes mé-
dulos m sc ¢ somcente se estiverem representados pelo mesmo ponto

da circunferéncia.

105



106

¢ Niumeros: Uma Introducao d Matematica

Uma celecae de m inteiros { ag, .., am} diz-se um s/stema com-
pleto de residuos médulos m se cada inteiro é congruente médulo
a um anico a,. Obviamente, o sistema complete de residuos mais sim-
ples que podemos obter é{0,1,..., m—1}.Mas nao € o tnico possivel
®leitorpodera verificar facilmente que, escolhendo-se um inteiro qual-
quer para cacka um dos pontos indicados na circunferéncia, obtemos um
conjunto de m inteiros que formam um sistema complete de residuos.
Por exemplo. 0s seguintes sio sistemas completos de residuos modulo 5:

{0,1,2,3,4},
{5,6,7,8,91,
(12,24, 35, -4, 18 }.

Vamos verificar que, tal como Gauss afirmara, existe uma gran-
de semelhan¢a entre as propriedades da congruéncia e da igualdade.

3.2.3 ProresiCio

Sefam m > 0 um inteiro fixo, e a, b, ¢, d inteiros arbitcarios.
Entio, valem as seguintes propriedades:

(1) a=a(modm).

(i1) Se a= b (mod m), entao b= a(mod m) .

(iii) Sea=b (mod m)eb=c(mod m), entaoa= c (mod m).

(iv) Sea=b(mod m)ec=d (modm) entazoa+c=b+d
(mod m) .

(v)  Sea=b(modm), emtdoa+ c= b+ c (modm).

(vi)  Seasb(modm) cc=d(mod m), entao ac=bd(modm).

(vil) Se a=b (mod i), emdo a”" = b” (mod m), para todo
inteiro positivo 1.

(viil) Se a+ c= b+ ¢ (mod m) , entaoa= b (mod m) .

DEMONSTRACA®

As propriedades (i) e (ii) sao de demonstracao imediata e ficam
a cargo do leitor.

Para provar (iii), observamos que, se a= 6 (mod m)e c=d
(mod m), temosque m{ ( a- b)eml ( b-c).Consequentemente,
ml((a=-b)+(b-c)),istoé, ml(a-c),logoa=c (modm).

Congruéncias

Ademonstraciao de (iv) éandloga danterior, e (v) segue de (iv),
observando por (i) que c= ¢ (mod m) .

Para provar (vi), mudaremos levemente a estratégia. Se a= 6
(mod m) e c = d (mod m), existem inteiros g,€q, (ais'que a=b+gq n
ec=d+gq,m,logo

ac=bd+ ( bg,+ bg + g,g,m) m,
isto é,
m) (ac-bd) ,donde ac= bd (mod m) .

Novamente, (vii) segue de (vi), tomando-se a= ¢, b= de usan-
do inducaoem n.

Finalmente, para demonstrar (viii), observamos que, se a + c=
= b+ c (mod m) , temos diretamente que m | ( (a+c)-(b+c))
logo, ml (a-b) ,istoé, a=b (mod m). [ ]

A propriedade (viii) da proposicao anterior é andloga a
cancelativa da soma. A semelhanca com as propriedades da igualdade
sugere que também poderia valer a cancelativa do produto, isto ¢, que,
se c20(modm) ,entdo ac= bc(mod m) implica a=b (modm) (ou,
em termos de divisibilidade se mtcemlc(a-b) ., emaoml(a- b);
como ja sabemos, isso vale emgeralse mdc( m, ¢) =1) . Isto em geral
¢ falso, como mostra o seguinte exemplo: 3 20 (mod 6) e 3.3 = 3.5
(mod 6) mas 35 (mod 6).

Mais precisamente, vale:

3.24 Prorosicie

Seja m um inteiro fixo e sejam a, b e c inteiros arbitrarios. Se
mdc (¢, m) =1, entio ac= bc (mod m) implica a= b (mod m) .

DEM@NSTRACAO

Se ac= bc (mod m), temosque m | (a-b)c.

Como mdc ( ¢, m) =1, do Teorema de Euclides (2.3.7) vem
que ml (a-b) ,donde a= b (mod m) . [ ]

Observamos de passagem que, se mdc(c, m)=d#1,sempre
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existem intciros a e b tais que a # b (mod m) , mas ac = bc (mod m):
sed=m,isto é,sec=0 (mod m), entao, para inteiros arbitrariosae b,
tem-se que ac= bc (mod m) , independentemente de ac b serem ou
nae congruentes médulo m; se d< m escrevendo

m=kd,
c = 4k'd,
tem-se que

k#0 (mod m) , mas c- k= ¢- 0 (mod m), pois ck=k’dk=k’m.
3.2.5 ExEMprLO

Vamos determinar o resto da divisio de 5" por 26 .

Escrevendo 5% =26¢ + r, o problema cquivale a determinar o
inteiro r tal que 0< <25 etalque 5 =7 (mod 26) .

Notamos que 5%=925  isto é,52= -1 (mod 26) . Usando a parte
(vii) da proposicio 1.3.3. temos que 5* = (-1)? (mod 26),isto é,5* =1
(mod 26).

Finalmente, 5% = (5* )", logo, 5% = (1)"° (mod 26) , donde o

resto da divisio de 5™ por26¢1.

3.2.6 ExeamrrLo

Vamos dctermimar o algarismo das unidades de 3'™.

T . _ n n-1 . ;
Note que, em geral, sea=a 107+ a 10" +..+a10+4a,,
tao a= a, (mod 10) . Devemos cntao determinar um numero x (al
que 0 < x <9 e 3=y (mod 10) .

en-

Agora, 3°=-1 (mod 10), logo 3*=1 (mod 10) e, portanto,
3= (34)¥ =1 (mod 10) . .

3.2.7 Exrmrero

No exercicio 5 de 2.2, o lcitor determinou critérios para que
um namero fosse divisivel por 3. 9 e 11, a partir de sua expressao na
basc 10. Mostraremos aqui como essa discussao se simplifica introdu-

zindo a linguagem de congruéncias.

Congruéncias ®

Seja
a=a,0"+a 10""'+.+a10+a,, com0<a <9 para
n-1 1 0 i
i1=0,1,...,ne a #0.
Notamos inicialmente que 10 =1 (mod 3) , conseqiientemen-
te, temos que 10°=1 (mod 3), para todo inteiro positivo 7, donde,

usando a parte (vi) da proposi¢ao 3.2 , temos que
al.101A= a. (mod 3),paral<i<n.
Somando ordenadamente todas essas congruéncias, temos que
a=al0"+ a”_llO"‘l t..tall0+a,=

=a +a, +.+a, (mod 3),

1

isto €, existe um inteiro £ tal que

a=s{a,+ta,  +..+a)+3k,

Conseqiientemente, a € malkiplo de 3 se ¢ somente se asomade
seusalgarismosa +a, | +... + a, também o for.

Como temos também que 10=1 (mod 9), um raciocinio idén-
tico ao anterior mostra que aé multiplo de 9 se e somente se a soma de
seus algarismos o for.

Finalmente, como 10=-1 (mod 11), temos que

11

10/
10°= 1(mod I1),se 7é par .

-1 (mod 11), se fé impar

Multiplicando pclosalgarismos &, correspondentes ¢ somando,

tal como antes, temos

_ n n-1 = (_1\# _1)n-1
a=al0%a 10" +.. +al0+a =(-1)" +(-1)""a  +

+..t(-a)+a, (modll)
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isto &,

as(ag+ay+..)-(a +a,+..) (modl1l)

3

Consequentemente, a é miltiplo de 11 se e somente se

ll|((ao+a,_,+...)—(a|+aa+..));

3.2.8 ExEmrLo

Dissemos no fim de 2.7 que Fermat conjeturou que todo ntime-
-odaformaF, =22+ 1 épri isso é verdade para
rodaforma F = ¢é primo, e que provou que P
n=0,1 2,3, 4. Porém, a afirmacao ¢é falsa para 2 = 5 ji que Euler
provou que F; é divisivel por 641. Veremos como isso podc ser feite
usando congruéncias. Temos quc

Fs=225+l=232+1‘
Agora,
92=4, 2*=16, 22=16.16 = 256, 2' =65 536

Dividindo 65 536 por 641, obtemos um restoiguala 154. Pode-
mos, entao, escrever que

2'° = 154 (mod 641), donde 2** = 1542 (mod 641) .

Agora, 154% = 23 716, e dividindo por 641 obtemos que
1542 = 640 (mod 641) .

Logo,
232 = 640 (mod 641) e 2%+ 1 =641 (mod 641),

isto €,641 1 (2%2+ 1).
EXERCICIOS

1. (1) A que numero entre 0 e 6 é congruente médulo 7 o pro-
duto 11-18-2 322.13-19>
(i) A que nimeroentre 0 e 3 é congruente médulo 4 a soma
1+2+224+..42"

10.

Congruéncias * 111

Sejam a, b, r inteiros, s um inteiro nao-nulo. Provar que
a=b (modr) see somente se as=bs(mod rs) .

Seja a um inteiro. Provar que:

(i)  a®é congruente a0, 1 ou 4 médulo 8.

(ii) Se a é um cubo, entio a2 é congruente a 0, 1, 9 ou 28
moédulo 36.

(iii) Se2tac 3ta,entioa’=1 (mod24).

Determinar todos os inteiros positivos m tais que toda solucao
da congruéncia X?>=0 (mod m) também seja solugio da
congruéncia X=0 (mod m) .

Sejam m. , m inteirosrelativamente primos e se ja a um inteiro

l b
arbitrédrio. Provar que a=0 (mod m m,) se e somente se
a=0 (mod ml) ea=0 (mod m?). Mostrar com um exemplo que

a hipétese mdc (m, m,) =1 € essencial.
Provar que 72’ = n (mod 42), para todo inteire 1.
Determinar o resto das divisoes:

(i) + De2”por7 .
(ii) De41%por7 .
(iii) De 1°+2%+ .. +100°por4 .

Usar congruéncias para verificar que:

(i) 891 (2¥-1).
(i) 971@2¥-1).
(i) 231(2"-1).

. . . . o L9
Seja a um inteiro impar. Provar que = 1(mod 2"°%), para
todointcironz1 .

Sejata,, ay...., a, | um sistema completo de residuos médulo
11, e seja a um inteiro tal que mde (a,n) =1 . Provar que

laa . aa,,.., aa_ ¢ um sistema complcto de residuos médulon.
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3.3 RESOLUCAO BE CONGRUENCIAS LINEARES

Nesta secao cstudaremos o problema de resolver equag¢ées da
ferma aX= b (mod m) ,onde a, b e m indicam inteiros dados, com
m>0.

Note que, se .x é uma solu¢ao de uma tal equagao, ax- b deve
ser multiplo de m, isto é, deve existir ytal que ax=b-my, ou seja,
ax+my=>b Em outras palavras, se x é solucao da equacao
aX= b (mod m), existe y € Ztalqueo par ( x, )) ésolucio da equa-
c¢ao diofantina aX+mY=»5

Reciprocamente, é ficil ver que se ( x, ) é uma solugao
da equacao diofantina aX+ mY= b, entao x é solucao de
aX = b (mod m) .

Usando entao a proposicao 3.1 1, podemos afirmar:
3.3.1 TEeKEMA

A congruéncia aX= b (mod m) tem solucio se e somente se
d=mde (a.m) divide D

Neste caso sabemos que, se ( Xy Fy) ¢ uma solucao particular

da equacao diofanltina, sua solucao geral é
v=x +2,,
0 d

y=y - (3/[, te Z.
Ainda, escrecvendo d na forma d=ra+sme b= b,d, com
s be Z, sabemos quc uma solucao particular da diofantina é dada
por x, = rbI Ky = sbI . .
C'Onseqtientememe, segue que todas as solu¢des da congruéncia
dada sao da forma

. . m
332 4\=1bl+g[,t62.

Atwribuindo a ros valores c =0, 1, ..., d- 1, obtemos as solucoes

Congruéncias *

2m d-1

3.3.3 fXa-—-f'b',, X‘,=f‘b‘,+%, x?=rb‘,+ J ,xd_‘,=rb,+?mj.

Mostraremos que toda outrasolu¢ao é congruente a uma dessas
maédulo m. De fato, se

L. m
.l—lbl+dt

€ dada por outro valor de ¢, dividindo ¢ por d podemos escrever
t=qg-d+r’,onde0<r’<d-1.Logo,
m , ) r’
X=1~bl+g(qd+r )=1b|+:1-m+mq,
isto é,

X= rbI +%m (modm) .

Como (0 £r’<d-1,o0segundo membro dacongruénciaacima
é uma das solu¢coes dadas em 3.3.3 .

Provaremosainda que estas solucdes nao sao congruentesentre
si médulo m .

De fato, suponhamos que

. h
,\h-lbl+;,m

fosse congruente a
X, = rbI + é{ m, modulo m,
emque 0< A< A< d-1. Teriamos entao
rb, + (% m=rb, + f—: m (mod m) ,
isto é,
%—n = h_(;n (modm),
logo,
l(h-k)2
m( ) p

Como0<€h-£k< d,lemosqueOS(h—k)%<d%=m.

Mas ml ( h~ k) % ,logo ( h-k) =0, portanto, h= k.

1713
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Reunindo as informacoées obtidas, temos:
3.3.4 TEOREMA

. Sejam a e m inteiros, d = mde (a, m) e bum miluplo de d.
Escrevendo d=ra+ sm comr,se Z e b= b/d, a congruéncia
aX= b (mod m) tem d solucées nio congruemntes, duas a duas,
modulo m:

. 2 oy d-]

X, -:b] + E m, .., x, = fb] +—d—m .

_ - in
An—rbl . X, —rbl + g
Toda outra solucio € congruente a uma dessas, modulo m .
3.3.5 CorelAne

Se a e m sdo imeiros relativamente primos, a congruéncia
aX= b (mod m) tem sempre solucao. Escrevendo 1 = ra+ sm, temos
que x = rb é uma solucdo e é tinica modulo m (isto é, toda outra solu-
cdo é congruente modulo m a rb).

3.3.6 EXeEmrLO

Consideremos a congruéncia —3.X'= 18(mod 15) .'_ﬁalculamos
mdc (-3,15) =3.

Escrevendo 4(-3) + 115 =3, vem que r=4, e podemos tam-
bém calgular b1 = 6. Uma solu¢ao particular serd, entao, X,=24e,
como ° = 5, temos que

Xn=24, X]=24+5=29, x2=24+10=34

sao solucdes da congruéncia dada. Toda outra solucio sera congruente
a uma dessas, modulo 15.

No exemplo anterior, resolvemos umacongruéncia linear obser-
vando que, essencialmente, trata-se apenas de uma equacao diofantina
levemente disfarcada.

A titulo de ilustra¢cao, mostraremos a seguir como este proble-
ma poderia ser resolvido sem referéncia alguma as equag¢oes diofantinas

Cengruéncias *

(faremos isso nao s6 para enriquecer o ponto de vista do leitor, mas
também para demonstrar um resultado que nos sera ttil mais adiante).

Consideremos novamente uma congruéncia do tipo aX= b
(mod m) e seja d=mdc (a, m) . Se x é uma solucao, temos que
m l(ax - b); logo, dl(ax-b) e, como dla, devemos terque dlb.
Descobrimos assim, novamente, que para que a congruéncia tenha
solucao é condi¢iao necessaria que d Ib . Do processo de resolucao
seguird que essa condicao é também suficiente.

Escrevendo a = ald, b= bld e m = nd, a congruéncia toma a
formaaldXE bld (mod nd) .

E facil verificar que essa congruéncia é equivalente a

337 a,X=b, (modn),

isto é, que os con juntos de solucoes de uma ¢ outra coincidem.
Ainda, escrevendo d=ra+sm=rad+ snd, temos que
1= ra, +sn, logo ra = 1 (mod n) .

Multiplicando (3.3.7) por r, temos que
ra X= rbl {mod n) .

Ma:s ra, X =X (mod n) , logo, toda soluc¢io de (3.3.7) também
é solucao de

338 X=1b,(modn).

Reciprecamente, se x = rbI (mod n) , entao ra, x= rb; (mod n)

1
e,comomdc{r,n) =1, podemos cancelar para obtera x= bI (mod n),
isto é, toda solucao de (3.3.8) é solucaode (3.3.7).

Provamos acima:
3.3.9 Preresicio
Sejam a e m inteiros ¢ bum miltiplo de d = mde (a,m) . Escre-

vendo a= ald, b= bld, m=nd e d naformad =ra+sm, temos
quea congruénciaaX = b(mod m) é cquivalce a X=rb, (mod n).
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A vantagem da proposicao anterior é que é muito facil dar a
solucio de X = rb, (mod n) . Ela é

x:rbI +nt, te Z

Lembrando que n = -]g , temos

. m
x=1bl+dr, re Z .

Temos determinada, assim, a solucao geral da congruéncia dada,
que coincide com a que achamos em 3.3.2. Daqui em diante, o estudo
da determinacao dassolug¢des dif erentes médulo mpode ser feito como
antes.

3.3.10 ExempLO

Consideremos a congruéncia 6.X= 14 (mod 4). Calculando
d=mdc (6,4) =2 e escrevendo 2= 1-6+ (-1)4, temos que

b m
r=1, |=9-=7 cn=7i-=2.

Consequentemente, a equacao dada é equivalente a
X=7(mod 2),

cujasolucaogeralé x=7+2r ,re Z. et
Assim, as solucoes diferentes médulo 4 sao

.\'0=7e.\’ =7+2=9

1

e toda outra solucao é congruente a uma dessas, médulo 4.

EXERCICIOS
1. Resolva as seguintes congruéncias lineares:

(i) 25X =15 (mod29).

Congruéncias

(i) 5 .X =2 (mod 26).
(i) 140 X =133 (mod 301) .

2. Usando congruéncias, resolva as seguintcs equacoes diofantinas:

(1) 4X +51YV=9.
(ii) 12X + 25Y =331.

3. Determinartodas as solugdes da congruéncialinear3.X- 71=11
(mod 13) .

4. Resolva a congruéncialinear 17 .X=3 (mod 2.3.5.7) .

3.4 SISTEMAS DE CONGRUENCIAS LINEARES

Aproximadamente no primeiro século a.C., o autor chinés Sun-
Tsu, num livro intitulado Suan-Ching (Aritmética), considerava, num
verso chamado rai-ycn (grande generalizacao), o seguinte problema:
determinar um namero tal que dividido por 3,5 e 7 dé restos 2, 3 e 2,
respectivamente.

Seumétodo de resolucao consistia em determinar niimeros au-
xiliares 70, 21 e 15 e notar que 233 = 2-70 + 3-21 + 2.15 é solucao. Divi-
dindo esse resultado por 3-5-7, obtinha 23 como resto, que é a menor
solucao positiva do problema (no exemplo 3.4.4 esse m¢todo de reso-
lucao sera justificado).

Esses resultados tornaram-se conhecidos na Europa sé a partir
de 1852 e, apds algumas discussoes sobre a validade do método de
trabalho, observou-se, em 1874, que essa técnica eraessencialmente a
mesma contida na Disquisitiones Arithmeticae, de K. F. Gauss.

Talvez seja interessante observar que, também por volta do ano
100 a.C,, o pitagérico Nichomanus considerou o mesmo problema que
Sun-Tsu e achou a solucao 23.

Traduzido paraa linguagem de congruéncias, o problema de
Sun-Tsu consiste em determinar um inteiro quc seja solugao simulta-
nea das scguintes cquacoes:
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341 (i) X=2(mod3)
(i) X =3 (mod>5)
(iiif) X =2 (mod?7)

Vejamos como esse problema pode ser resolvido. Conforme
mMOostramos na se¢ao anterior, os inteiros que verificam a primeira equa-
¢ao 3.4.1 estao dados pela formula

x=2+3y.

Desses, os que forem solucao de (i) deverao verificar também
2+3Y=3 (mod5),isto é 3Y=1 (mod 5) .

A solugao desta ultima equacao esta dada por

y=2+52

Substituindo na expressao de x, temosque osnimerosda forma
x=2+3(2+52) =8+ 152

sao solugdes simultineas de (i) e (ii).
Finalmente, para quc sejam solugdes de (iii) também, eles de-

vem verificar
8+15Z2=2(mod 7) ,isto é, 15Z2= -6 (mod 7) ,

cujas solugées estao dadas por

e 3
z=-6+7t.

Substituindo novamente na expressao de x, temos que os intel-

ros da forma

x=8+15(-6+7¢)=-82+105¢

sao solugdes simultancas das trés equagdes.
Por excmplo, para ¢ = 1, obtemos x = 23 que é, de fato, uma
resposta para o problema de Sun-Tsu.

Congruéncias *®

Naturalmente, parece razoavel tentar discutir o problema de
forma mais geral. Consideremos entao um sistema da forma:

342 a,Xs b/ (modm})
2,X'= b, (mod m, )

aX= bﬁ_ (mod m,) .

Obviamente, para que o sistema tenha solugao, sera necessario
que cada uma das congruéncias, considerada individualmente, admi-
ta solucao. Conforme viste em 3.3.1, chamando dj: mdc { a.,m;}, a
condi¢ao necessaria seraque @1 b, 1< /< k.

Nesse caso, conforme a proposi¢ao 3.3.9 , cada uma das equa-
¢oes do sistema € equivalente a uma equacao da forma X =c,
(mod n)) , onde n,= ml./d(a proposicao 3.3.9 nos da também o valor
de ¢;, mas preferimos escrevé-lo assim por enquanto, para nao sobre-
carregar a notagao).

Consequientemente, o sistema dado é equivalente ao sistema

343 X = ¢, (mod n)

X = €y (mod n,)

X

<y (mod nﬁ_)

e, portanto, saberemos resolver o problema se conseguirmos determi-
nar as solu¢oes dec 3.4.3. Essa questao sera resolvida no préximo resul-
tado, cujo nome lembra as origens desse problema. (Introduziremos,
porém, uma hipétese adicional sobre os médulos; ver no fim desta
sec¢ao uma discussao sobre essa hipétese.)

3.4.4 Treorema CHINES DO RESTO

Sejam 11, n,. ..., 1, inteiros, relativamentc primos dois a deis

1 A
(isto é, tals que, se i# f , cntdo mdc(n},, 17!) =1), esefame,, ¢y, .. s ¢

inteiros arbitririos. Entio, o sistema dc congruéncias lineares
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X =c¢, (mod n)

1
X = <, (mod n,)

X = €, {mod uk)

admite uma solucio, que é tinica médulon = n,n, .. n

1 ke
DEMONSTRACAO

Imitando a resolu¢ao do problema de Sun-Tsu, poderiamos re-
solver a primeira congruéncia, depois substituir a solu¢ao na segunda
¢ assim sucessivamente. Isso daria lugar a muitos calculos; seguiremos
entao um caminho mais simples, exibindo diretamente uma solucao.

Consideremos o namero = n n, ... . Para cada indice 7 de-
finimos entio N, = Fn. Como N, ¢ o produto de todos os inteiros
.., n, — omitido o proprio n,— e eles sio relativamente primos
com 11, segue que mdc (N, n)=1.

Podemos determinar entao inteiros r,s, tais que

345 r, N;+s,n,=1, 1<si<k.
Mostraremos, entao, que o namero

Xy=cC 1 N] + 6 I J’V:.5 LT S Nk

é uma solucao do sistema dado.

De fato, observamos inicialmente que se j#7, entao ]\G =0
(mod n,.) , pois n, ¢ um dos fatores de ]\6 , logo, cj rj NJs 0
(mod n,) , donde segue qug, ‘

X=c|rlNl+c N+ +e,r N

0 A (N = N, (m.od n}.

Ainda, de 3.45vem que 7, N.=1 (modn.),logo,x =c.r N.=
i i (] 17 1
= ci(mod ”1)’ isto &, X, ¢ solugao da equacao X'= < (mod ni), para
cada 7, consequentemente, ¢ uma solugao do sistema.
Resta unicamente mostrar que toda outra solug¢ao é congruente
a x, médulo n. 1sso é facil.

Congruéncias ®

Se x € outra solucao, temos que x = c (mod n}.) ,1<i<k.Como
também x, = ¢, (mod n, ), da transitividade da relacio de congruéncia
vem que x = x, (mod n,), isto &, n.i (x-x,) , para cada s, 1< i< k.
Ainda, como os inteiros n, sdo relativamente primos, temos que

nn,. . n.l(x-x),logo,x=x (modn). [ ]

3.4.6 ExemrLo

Consideremos o sistema

6X=" (mod 4)
2X=1 (mod 3)
4X=2 (mod?7).

Calculamos
d|=md(:(6.4) =2 (1)6+(-1)24 =29
d2=mdc(2,3) =1 -1)2+(1)3=1
d, = mdc(4,7) =1 (0 +(17=1.

Usando a proposicao 3.3.9 sabemos que o sistema é equivalente a

X =2 (mod2)
X =-1(mod3)
AN =4 (mod7).

Consideramosn = 2:3.7 = 42 e defmimos NV, = 21, N, =14, N, = 6. Es-
crevemos, entao,

(1) 21 +(-10) 2 = 1, logo, no= 1.

(-D14 + (5) 3 = 1logo, 1, =-1.

(-1) 6 + (1) 7 = 1,logo, r; =-1.
Donde

x,= 2121+ (=1) (=1) M +4(-1) 6 =32 .
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Logo, toda outra solugao do sistema é da forma

x=32+42¢, r € Z (verifique!) .

3.4.7 ExeEmpPLO

Vamos aplicar o método do teorema 3.4.4 ao problema de
Sun-Tsu.
O sistema que consideramos é

X =2 (mod?2
X = 3 (mod)b)
X =2 (mod?7)

Determinamos rn = 3-5:7 = 105 e N, = 35, N, = 21, N3 =15.
Temos:

(2)35 + (-23)3=1,logo, 1, = 2.
(21 + (-4)5 =1,logo, r,=1.
()15 + (-2)7 =1 logo, r,=1

Logo, x, = 2-(2-35) + 3-21 + 2:15 = 233 é uma solucao. Como
233 dividido por 3-5-7 = 105 da resto 23 , vem quc x| = 23 € também
uma solucao particular (a menor solucao positiva) e podemos expres-
sar a solu¢ao geral novamente na forma

x=23+105¢

(note que os numeros 70, 21 e 15 na expressao de x,, sao 0s nameros
auxiliares de Sun-Tsu). ’
Uma obs®Yacao final: a hipotese do Teorema Chinés'do Resto,
de que os médulos sejam dois a dois rclativamente primos, € necessa-
ria para garantir que o sistema tenha solucao, quaisquer que sejam os

valores dos coeficientes C1s Cyrin €y

Congruéncias *®
Quando essa hipétese nao esta verificada, o sistema pode ou

nao ter solucoes e serd necessario estuda-lo individualmente, como
faremos nos préximos exemplos.

3.4.8 ExemprLO
Consideremos o sistema

X
X

-1(mod4)
2 (mod®6).

Como osistema nao esta nas condi¢coes do Teorema Chinés do
Resto, tentamosa resoluc¢ao diretamente. As solucoes da primeira equa-
¢ao sao os inteiros da forma

x==1+4Y.

Para que sejam solu¢des também da segunda, deveremos ter

-1'+4¥=2 (mod 6),
isto €,

4Y=3 (mod6) .

Como 2 = mdc (4,6) nao é divisor de 3, essa ultima equacao

nao tem solu¢des. Conseqlicntemente, nao existe nenhum inteiro que
seja solucao do sistema dado.
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3.4.9 ExEmrio

Consideremos o sistema

X
X

-1 (mod4)
3 (mod 6)

Novamente, as solu¢oes da primeira equacao estao dadas por
X=-1+4V,
Substituindo na segunda, temos
-1+4¥Y =3 (mod6),isto é. 4Y =4 (mod 6) .
Como mdc (4,6) = 2, estaequagao é equivalente a
2Y=2(mod 3) ,
cujas solucdes saoda forma y=1+3¢,te Z .

Substituindo na expressao de x, temos que todo nimcro da
formax=-1+4(1+3¢) =3+ 12¢ ,¢t € Z.é solucao do sistema .

EXERCICIOS

1. Resolver os seguintes sistemas de congruéncias lineares:
(1) X=1(mod 3), X=2 (mod 5), X=3(mod7).
(1) X=5(mod6), X=4¢ (mod 11), . X=3 (mod 7).

= Determinar o menor inteiro a > 100 talque
21a,31(a+1),41(a+2).51(a+3),6((a+4)

~1

Congruéncias *

(1) Determinar wés inteiros consecutivos tais que um deles
seja divisivel por um quadrado pcrfeito.

(i)  Determinar trésinteiros consecutivos tais que o primeiro
seja divisivel por um quadrado, o segundo por um cubo ¢
o terceiro por uma quarta poténcia.

(i)  Provar que as congruéncias X= a2 (mod n) e X=b
(mod m) tém uma solucao comum se e somente se mdc
(m,n)l(a-bY) . Provar que a solu¢ao é uinica médulo

mme (m,n) .

(ii)  Mostrar que o sistema de congruéncias
X =5 (mod6)
X =7 (mod 15)

nao tem solucao.

Um certo inteiro entre 1 e 1 200 tem comorestos |, 2 e 6 quan-
do dividido respectivamente por 9, 11 e 13. Dctermina-lo.

Se de uma cesta com ovos retiramos duas unidades por vez, so-
bra um ovo. O mesmo acontece se os ovos sao retirados 3 a 3, 4
a4,5a50u 6a6.Masnao restanenhum ovo se retirarmos 7
unidades por vez. Encontrar o menor niimero possivel de ovos.

A Teoriado Biorriunodizque os cstados fisico, mental e emocio-
nal de uma pessoa oscilam periodicamente, a paitir do dia do
nascimento, em ciclos de 23 dias, 29 dias ¢ 33 dias, respectiva-
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mente. Dado que os dias mais positivos dos ciclos fisico, mental

e emocional sao, respectivamente, o sexto, o sétimo e o oitavo

de cada ciclo, nos primeiros dez anos de vida de uma pessoa,
. quantas vezes os trés ciclos estao simultaneamente no ponto

méximo?

(Agradecemos ao prof. Fernando @uadros Gouvéa por este

problema.)

3.5 OS TEOREMAS DE FERMAT, EULER E WILSON

Dissemos, no comego de 3.2, que Fermat afirmou em 1640 que,
se a é um inteiro nao divisivel por um primo p, entao p divide
aP~' — 1. A seguir daremos uma demonstragio desse resultado, for-
mulando-o na linguagem de congruéncias.

3.5.1 TEOREMA DE FERMAT

Sejam p um primo e a um inteiro tal que p t a. Emtao,
ab~' = (modp) .

DEMONRSTRACAO
Consideremos o con junto de inteiros

352 (a,%,3%,..,(p-1)al.

Dados dois elementos quaisquer desse conjunto, eles nao sao
congruentes entre si, médulo p, pois, se xa= ya (modp) com1 <y,
¥ <p-1,comomdc(a,p) =1, cancelando teriamos x = ¥ (mod p) ,
0 que nao acontece, ji que os elementos do conjunto

353 (1,2,8,...,p-1}

nao sao congruentes entre si, médulo p .
Além disso, nenhum dos elementos de (3.5.2) é congruente a 0
médulo p, jaque,se pl xa,com1 £x<p-1,entaoplxoupla.o

que nao acontece.

Congruéncias  *

Segue-se entao que os elementos dc 3.5.2 sao congruentes aos
elementos de 3.5.3, numa ordem convcniente.
Temos, entao, p —1 congruéncias da forma

a=sx, (mod p)
2a = Xo (mod p)

(p-l)a= .x‘P_l (modp) ,

onde XX ,X saoosinteiros 1,2, ..., p—~1 ,eventualmente em

grr Xy
uma outra ordem.

Multiplicando ordenadamente essas congruéncias, temos

a.-2a-..(p-1)a=1-2...(p-1) (modp) ,

ou seja,
(p=Nta = (p-1)! (modp) .

Como mdc ((p-1)!, p) =1 (verifique!), podemos cancelar e
obtemos

aP~'=1 (modp)
3.56.4 COROLARIO

Sefam p um primo ¢ a um Inteiro arbitrario. Entio, a¥ = a
(mod p) .

DEMONSTRACAO
Se pt a, do teorema acima temos que 2~ =1 (mod p); multipli-
cando os membros dessa congruéncia por ascguc que 2’ = a (mod p).
Sc pla,entao pla”®, e conseqiientemente p | (a”-a) ; logo,
af=a (modp) . ]

O Teorema de Fermat pode ser usado para provar diversos re-
sultados sobre divisibilidadc. Ilustraremos essa afirmac¢ao com al-
guns exemplos.

1

2

~
4



198 * Niumeros: Uma Introduczo 48 Matematica
3.5.5 ExemrLo

Seja a um inteiro arbitrario. Provaremos que o algarismo das
unidades de a e de a° é 0 mesmo (quando escritos em base 10).

Se re sindicam esses algarismos, como a=r(mod 19) e

(2]

= s (mod 10), para concluir a igualdade bastara mostrar que

a2’ =a (mod 19) .
Do Teorema de Fermat, temos que a=a (mod 5), logo,
51(P-a).

Por outro lado, 2 | ( a’-a ), pois ae a’

sdo ambos pares ou
ambos impares.
Como mdc(2,5) =1,temosque 101( a’-2a), como queriamos

demonstrar.

3.5.6 EXEmpLO
Dados a e binteiros arbitrarios e pum primo, tem-se que
(a+b)P=a?+bP(modp).

De fato, tomando congruéncias médulo p e usando repetida-
mente o Teorema de Fermat, temos que

(a+b)P=a+b=al+bf(modp).

Em 1747, Euler publicou uma generaliza¢io do Teorema de
Fermat, que demonstraremos a seguir.

Sugerimos primeiro ao leitor que retorne 4 demonstragao do
Tcorema de Fermat e se pergunte o que aconteceria se tentassemos
refazé-la substituindo o primo p por um inteiro n tal que mdc
(n,a) = 1. Verificara que todos os passos sao validos, exceto o ultimo;
se 11 nao é primo, temos que mdc (n,(n-1)!) # 1 e ndo poderemos
cancelar o fator (n-1)! na congruéncia final!

Porém, pode-se modificar levemente essa prova para obter um
resultado igualmente interessante.

Dado 11, vamos considerar o conjunto de nimeros compreen-

Congruéneias

didos entre 1 e ( n— 1) que sio relativamentc primos com 1, que
denotamos

A:{JY],," ,X}‘

2 f

isto €, cada x; € tal que
1<y, < n-1 e mdc (.\',., n=1.

Por exemplo, se 11 = 12, temos o conjunto

pois todo outro nimero entre 1 e 11 tem algum fator comum com 12.
Agora, dado outro nimero a tal que mdc (a,n) = 1, considera-
mos o conjunto de numeros

B={x a,,\;_,a,...,x(a}.

1

Como «x; a érelativamente primo com 72, o resto dadivisio de
x,a por 11deve ser um dos elementos de 4.

Ainda, como x; a= Y.a (mod n) implica x,= X, (mod n),ji que
mdc (a,n) =1, temos — como antes — que o0s elementos de B sio
respectivamente congruentes aos elementos de A e que elementes di-
ferentes correspondem a elementos diferentes.

Temos novamente as congruéncias:

by
]

= X (mod n)
(mod n)

o
|
>

em que oselementos X, , X, , ....x; sao os de A4, eventualmente em
2 i
outra ordem.

Como antes, multiplicando essas congruéncias, temos

. Y - .
X Xy X A= X XX, {mod n)
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Como cada x; , 1 € /< ¢, érelativamente primo com 17, temos
que mdc (.\'1 Xy oo X, n) =1 e podemos cancelar para obter

a'=1(mod n) .

O leitor deve obscrvar que o numcro natural ¢ é uma funcao de

11, mais precisamente:
3.5.7 DerniCAo

Para cada inteiro n21, indicaremos por ¢(7) o ndmero de
inteires positivos, menores ou iguais a 17, que sao relativamente pri-
mos com 1. A funcao assim definida chama-sc funcio ¢ de Euler.

Por exemplo, se 17=4 , os inteiros positivos menores ou iguais a
4, rclativamente primos com 4, sao 1 e 3, assim ¢(4) = 2.

Analogamente, temos ¢(5) =4, ¢(6) =2 e, se p é primo,
o(p)=p-1.

Notemos, finalmente, quc o conjunto A = {.x'l s Ng s e ,\'/} das
considerag¢des anteriorcs esta formado precisamente pelos inteiros po-
sitivos, menores ou iguais a n, relativamente primos com 2 ; logo,
t=0(n) .

Com essa neta¢ao, provamos o seguinte:

3.5.8 TFOREMA DE EULER
Sejam a ¢ n inteiros com n2 1, tais que mdc(a,n) = 1. Emao,
a*=1(mod n) .

Note que, se pé primo,$(p) = p -1 ; assim, o Teorema de Eermat
seguc como um caso particular do Teorema de Euler.

Em 1770, um matemitico inglés chamado Edward Waring pu-
blicou um tratado sobre Teoria dos Numeros, chamado Meditationes
Algebricae, no qual incluia um resultado que lhe fora comunicado
por um dc seus alunos, John Wilson, segundo o qual todo primo p
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divide o numero (p -1)!+1. Naépoca nao passava de uma con jetura,
que Lagrange demonstrou em 1771.

A seguir, daremos uma prova simples, usando mais uma vez a
nocao de congruéncias.

Comec¢amos com um lema.

3.5.9 Lima

Seja p>0 um inteiro primo. Considcremos o conjunto
C=1{1, 2,...,p-1}. Para cada elemento a€ C existe um mimero
b € Ctalqueab=1(modp) .

DEM@NSTRACAO
Basta observar que isso ¢ um consequéncia imediata do corolario
3.3.5 (verifique!). .

Como ilustracao do lema acima, consideremos o caso em que

p=11.
Por exemplo, se a = 2, resolvendo a congruéncia obtemos

6-2=1(mod p).
De forma analoga, temos:

1-1=1(mocdll).
2.-6=1(mod1l) .
3.4=1(mod 11).

5.9=1 (mod 11)
6-2=1 (mod 11)
7-8=1 (mod 11)
8-7=1 (mod11)
9.-5=1 (modl1l)

10-10=1 (mod 11} .
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Observamos, na tabela anterior, que 0s tinicos elementos que
verificam a® = 1(mod 11) (isto é, tais que b=a no lema anterior) sio
a=1 e a=10 . Mostraremos que isso ¢ um fato geral.

3510 LEMA

Seja p um intciro primo. Os Unicos elementos do conjunto

C=1(1,2,...,p-1} que verificam a equagcio x2=1 (mod p) sdol e
p-1.
DEMONSTRACAO

Se ae Céal que a’=1 (mod p), temos que p | (a2-1), isto é,
pl(a-1) (a+1).

Como p é primo, dcvemos ter que pl (a-1) ou pl (a+1).

No primciro caso,como l €a<p-1,temosque2<a+1<p
e que a unica possibilidade ¢ a+ 1 = p,logoa=p-1.

De forma aniloga, se p i (a-1), conclui-se facilmente que a
unica possibilidade é a=1. ]

3.5.11 TeoREMA DE WiLsen
Seja p um inteiro primo. Entdo
(p-1)1+1=0(modp) .
DEMONSTKACAO

Se p=2 ou p=3 o enunciado é verdadeiro. Suponhamosp > 3.
Conforme osdoislemasanteriores, podemos agrupar os naime-
ros da sequiéncia

2,8,..,(p-2)

em pares a, a’ taisque aza' e aa’ =1 (modp).
Conseqiientemente, fazendo o produto dos elementos dessa

sequéncia, temos

2.3...(p-2)=1(mod p).

Congruéncias ®

Multiplicando a congruéncia acima pela congruéncia p— 1=-1
(mod p), obtemos

(p-1)'=-1(mod p),

logo,

(p-1)t+1=0(mod p) . ]
EXERCICIOS
I. Seja a um inteiro. Provar que:

(a) a%' =a(mod15), a” =a(mod 42) .
(b) Se mdc(a,85) =1, entio a'? =1 (mod 35) .
(¢) Se mdc(a,42)=1, entao 3-7-81 (aﬁ—l) .

2. (i)  Sejam a e b inteirose p um ptimotalque mdc(a,p) = 1.
Verificar que uma solu¢ao da congruéncia ax= b (mod p)
¢é dada por v= al=*b .
(ii) Resolver as congruéncias 2x=1 (mod 31), 6x=5
(mod 11) e3x=17 (mod 29) .
3. Sejam p um inteiroe a e b inteirosarbitrarios. Provar que, se

ar= b (mod p), entao a= b(mod p) .

4. Seja p>2 um primo. Provar que 1”7+2%+ ..+ (p-1)"=0
(modp) .

5. Seja p um primo.

(1) Mostre que X = p—.\')2 (modp), paratodo x€ Z.
(ii) Mostre que cstes sao os Gnicos numeros congruentes

2

médulo p, naseqiéncia 12,2%...., (p-1)
6. Demonstrar o Teorema dc Fermat por indugdo.

7. (a) Mostrarque 2"=1(mod17), 2'°=1 (mod 17) (conse-
quicntementc, dados um inteiro a e um primo p quc nao
divide a, (p-1) nio é em geral. 0 menor inteiro
positivo tal que 2”~' = 1 (mod p). Compare com o
Teorema de Fermat).
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10.

11.

13.

14.

15,

16.

Sejam p um primo e a um inteiro tal que pta. Provar que:
yo-l |

(b) Se p>2.a*=1(modp) oua” =-1(modp).

(c) O menor inteiro positivo e tal que a“=1 (mod p) ¢é
divisorde ( p-1).

(d) Se e ¢ o inteiro acima, entio todo inteiro x tal que
a‘=1(mod p) é muliiplo de e.

Sejam p, g primos distintos e impares taisque (p-1)I {g-1).
Se mdc(a,pq) =1, provar que a’'=1(mod pq) .

Seja a um inteiro. Provar que
(i) a*=a(mod]1729).
(i) a’%=a(mod 158) .

Sejam a, n inteiros tais que mdc (a,n) = mdc (a-1, n) = 1.
Provarque 1 +a+ ...+ a*“'=0 (mod ») .

Scjam m, n inteiros relativamente primos. Provar que
mbm 4 n®" =1(mod mn) .

Seja p um primo distintode 2 e 5. Provar que p divide infini-
tos intciros da seqiiéncia: 1, 11, 111, 1 111, .., .

Dcterminar o inteiro r tal que a=bg+r, com 0<r<b,
quando

(1) a=15! e b=17.

(1) a=2(26!) e b=29.

Reunir os inteiros 2, 3, ... , 21 em pares a, b tais que
ab=1(mod 23) .

Mostrar que 18!=-1(mod 437) .

Seja p um inteiro primo. Provar que:

() (p=-1)=(p-1)mod (1+2+ ...+ (p-1)).
(i)  Paratodo inteiro :,
plaf+(p-hla) e pl(p-Dtaf+a).
(iii) Se p &impar, entao 12+ 3 -5 ... (p-2)2=(-1)" (mod p).

Congruéncias *

3.6 INTEIROS MOPULO

Nasua Theory of Numbers, G. B. Matheus escreveu: “A inven-
¢ao do simbolo = por Gauss nos did um exemplo impressionante das
vantagens que podem derivar-se da notag¢ao apropriada, e marca uma
época no desenvolvimento da ciéncia da aritmética”.

Como dissemos no inicio de 3.2, Gauss a introduz por causa da
semelhanca entre as propriedades da congruéncia c da igualdade, se-
melhanga que se tornard mais clara no que se segue.

Nesta se¢ao consideraremos as congruéncias sob um novo pon-
to de vista que permitira reinterpretar e talvez compreender melhor
os resultados das se¢ées anteriores. Para isso, intreduziremos inicial-
mente um conceito que sera fundamental.

Em toda esta secao, m indicara um inteiro maior que 1, dado.

3.6.1 Dermncio

Seja a um inteiro. Chama-se d/assede congruénciade a médulo
m o conjunto formado por todos os inteiros que sao congruentesa a
moédulo m. Denotaremos esse conjunto por 2. Temos, entao,

Z2={xe ZI| x=a(modm)}.

Como x = a(mod m) secsomentese x ¢daforma x=a+¢m,
para algum (e Z, também podemos cscrever

Z={la+tmlte Z}.

Mostraremos a seguir quc a relagao de congruéncia entre nu-
meros se traduz em igualdade no sentido estrito entre classes.

3.6.2 Prorosicio

Sejam aeb inteiros. Entao a= b (mod m) se e somente seii= h.

»>
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DEMONSTRACA®

Suponhamos que 2= b (mod m) ; queremos provar que a =b,
isto é, uma igualdade entre conjuntos.

Dado xe &, temos, por defini¢io, que v = a (mod m). Da
propriedade transitiva de congruéncia (proposi¢ao 3.2.3 parte (iii))
e da hipétese, segue imediatamente que x € b. Légo, a < b. Ainclu-
sao de sentido contririo segue dc forma analoga.

Reciprocamente, se 3= b, como a€ a, temos também que
ae b, logo, a= b (mod m). [ ]

3.6.3 CereLire
Sejam a e b inteiros. Sea# b, enmtioan b=¢.

DEMONSTRACAO

Se 3nb # ¢, consideremos um inteiro ¢ que pertenca a
ambasas classes. Como c€ 3, temosque ¢ =a (mod m) e, dc forma
andloga, ¢= b6 (mod m). Portanto, a= b (mod m) e, da proposicao
acima, 2= b. [ ]

Note que, por exemplo, para as classes médulo 6, temos que
0=6=12="6=.. oud=10=-2etc.

Mais precisamente, dada uma classe z, para qualquerintciro x
taique ve 7, temosque ¥= 7. Porcausadisso, cada inteiro perten-
cente a uma dada classc diz-se um representanie da classe. Por exem-
plo, 10 e -2 sao representantes da classe 4 modulo 6.

Consideremos um sistema completo de residuos médulo m,

por exemplo, os inteiros 9, 1, ..., m-1 c respectivas classes:
0=0,+m,*2m,...}
1=(1,12m,1%2m,..}

w=1l ={tm-1, m=-1*tm, m<1+2m,...}.

Conforme as consideracées de 3.2 e o corolario anterior, cada
inteiro pertence a uma e apenas uma das m classes (do ponto de vista
darcpresentacgao pictérica da congruéncia da pagina 103, cstamos reu-
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nindo em cada classe os inteiros que correspondcm a um mesmo pon-
to de circunferéncia).

Porexemplo,se m =6, todasas classcs possiveis, médulo 6,sao
as seguintes:

=10,6,-6,12,-12, ..}
={1,7,-5,13,-11, ..}
=(2,8,-4,14,-10, .}
={3,9,-3,15,-9, ..}

4=(4,10,-2,16, -8, ..}
5=15,11,-1,17,-7,..}.

1 OO NI —| Q)

Denotaremos pelo simbolo  Z o conjunto das classes de
congruéncias médulo m e chama-lo-emos conjunto dos inteiros

médulo m.
Assim, Z,=10,1,2,3,4,5}.
Note que, por exemplo, 0=6, 1=7, 2-14, 3=-3, 4=-2,

5=-1 e também podemos escrever

Z,=16,7,14,-3,-2,~1}.

Em geral, se a, ,a,,.., a €umsistcma completo de residuos
moédulo m, temos que

Z ={a

TR O A S B

Tomando osistema de residuos mais simples, podemos escrever

Z =(0,1,.., m-1}.

n

Note que, conforme as observacdes acima, o conjunto Z
tem precisamente m elementos.

Agora gostariamos de introduzir operagoes de soma e produto
em Z = e estudar suas propriedades. Exisic uma forma natu-
ral de fazé-lo. Por exemplo, parasomar ¢ multiplicar 3 € 5 em Z;,

+

13

-

7
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fariamos

R I
X +
I
—
o
Il
|

o O
1]
[e ]|
[]
NI

»

Mais explicitamente, definimos soma e produtoem ZZ, por

b7}

+b=2+0,
b=ab.

.

|

Quer dizer, para efetuar a soma de duas classes médulo m,
tomamos representantes (quaisquer) a e b dessas classes, fazemos a
soma a+b em Z e consideramos como resultado da soma a classe
dc a+ b médulo m. Aoperagao de produto se fazde forma analoga.

Surge agora uma pergunta natural: serd que o resultado das
operacoes nao dependc dos representantes escolhidos? Voltando ao
exemplode Z, parasomar 3+5, poderiamos tomar 63 como um
representante de 3 e 23 como representante de 5.Seré que 63 + 23 = 86
é 0 mesmo resultado que aquele obtido acima, 3 +5=2?

Como 86 =2(mod 6), felizmente o resultado é o mesmo. O
lema abaixo mosua que isso nao é uma coincidéncia.

3.6.4 LeMa

Sefam a,a’ ,be b imteirostaisque a=a" e b=>b". Emao,
a+b=a +b e ab=2a’b’.

DEMONSTRACAO

E uma conseqiiéncia imediata das partes (iv) e (vi) da proposi-
¢ao 3.2.3 e da proposicao 3.6.2. u
EXERCICIO
1. Construir as tabelas de soma e produto de Z, e Z.

Temos construido, até aqui, um conjunto finito— Z , — e nele
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definimos duas operacoes. Cabe agora nos perguntarmos se elas go-
zam de propriedadessemelhantes aquelas da soma e do produto entrc
nameros inteiros, Como veremos, a resposta sera afirmativa na maio-
ria dos casos, embora com notiveis exce¢oes. Comecaremos com as
propriedades da soma.

3.6.5 Prerosicio
Em Z , valem as seguintes propriedades:

P.l  Propriedade Associativa: Para toda terna 3, b. ¢ de inteires
modulo m, tem-se que

a+(b+c)=@G+b)+c.

P.2  Existéncia do Neutro: Existe um tinico elementoem Z

m?’

que é
precisamente ¥, a classe do elemente 0, tal que

=

a+0=2 paratodo ae Z .
m
P.3  Existéncia do Oposto: Para cada mteiro médulo m, a, existe
um inico elemento em Z , que chamaremos oposto dc a ¢

n?

indicaremos por -a, tal que

F+(-a)=0.

P4 Propriedade Comutativa: Para todo par 3, b de elementos de
Z, , temseque

F+b=b+3.

DEMONSTRACAO

As demonstragoes sao feitas apoiando-se nos axiomas para as
opera¢oes com nimcros inteiros. A titulo de ilustracao, provaremos
P.leP3
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Usando repetidamente a definicao de somaem Z , temos

F+(b+T)Y=a+(b+cy=a+(b+c)

*  Agora, como vale a associativa da soma entre nameros inteiros

(axioma A.l), temos que
at(b+c)=(a+b)+c,

logo,

at(b+c)=(a+b)+c,

donde,

a+(b+c)=a+(b+c)=(a+b)+c=(a+h)+c.

Na altima seqiiéncia de igualdades usamos, novamente, apenas
a definicao de somaem Z .
Para demonstrar P.3, dado ae Zm , bastatomara classe de —a

e verificar que
F+(Sa)=a+(=a)=0

Para provar a unicidade, suponhamos que be Z também
verifica 3+ b6 =0 ou, usando da comutatividade, & + 7 = 0. Temos,
entao,

+0=b+@+(FA)) =(b+D+ED =0+ (Fa)=(=a). m

U“I
Q‘I

A verificac¢ao dec P.2 é imediata. Note, porém, que a classe do
elemento neutro ¢ formada também pelos multiplos de m . Temos,
assim, que 0= 77 .

Da demonstracao de P.3 vem que o oposto de aem Z  é€a
classc de —a. Em simbolos, =a = (=a) . Eclaro que, sc explicitamos
Z  naforma Z = {0,1, ..., m=1} ¢ a ¢ um dos represcntantes
utilizados, entdo — 2 nao é um dcles; para obter o menor representan-
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te positivo da classe de —a, fazemos —a=0-a=m-a=n=a. Por

exemplo em Z- temos que -2=(5-2) = (de fato,
2+3=5=0).

Listamos na proxima proposicao as propriedades do produto e
a propriedade distributiva, que relaciona ambas opera¢oes.

3.6.6 Prorosicio
Em Z m valem as seguintes propriedades:

P.5  Propriedade Associativa: Para toda terna a, b, ¢ de inteiros
modulo m, tem-se que

a(bcy=(ab)c

VI

P.6  Existéncia do Neutro: Existe um tinico elementoem Z , , que
é precisamente 1 , tal que

a.l=a

P8  Propriedade Comutativa: Para todo para. b de elementos em

Z, , temrse que
m

a .

o

ab=

P9  Propriedade Distributiva: Para toda ternaa, b, ¢ de clemenios
de Z ., temseque
"

A(b+CT)=ab+ac

DEMONSTRACAQ
Tal como na proposi¢ao anterior, as dcmonstra¢ées— que dei-
Xamos como exercicio ao leitor — sao feitas reduzindo-as ao caso dos

inteiros. [ ]

O leitor deve ter notado quc nao listamos uma propriedade P.7
que, no paralelismo que estamos fazendo com as propriedades das
operagoes nos intciros, correspondcria i propriedade cancelativa. Isso
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ocorreu porque ela nao é valida em geral. Com efeito, em Z, temos
que3-2=6=0,3.4=12=0 ,logo,3-2=3-4,porém2=4.

No contra-exemplo que exibimos acima temos dois elementos
nao-nulos de Z_ cujo produto € zero, situacao que demonstramos
nao acontecer em Z (vejaa proposicao 1.2.3). Para estudar melhora
propriedade cancelativa, comecaremos formalizando esse conceito.

3.6.7 Derivi¢io

Um elemento nio-nulo 2e Z  diz-se um divisor de zero se
existc be Z , tambémnao-nulo,talque 26 = 0.
mn
Agora, determinaremos quais sao os divisores de zero em ZZ .

3.6.8 LEMA

Um elemento nio-nulo a de ZZ w édivisor de zero se e somen-
tese mdc (a,m)=#1.

DEMONSTRACAO
Seja 7 um divisor de zero e b #0 um elemento de Z  1alque
ab=0, Comoab =ab =0, temosque ab=0®(mod m), istoé,
mlab. Supondopor absurdo que mdc (a, m) =1, pelo Teorema de
Euclides (2.3.7) vem que m! b, logo, b =0, uma contradicao.
Reciprocamente, suponhamos que mdc (a,m)=d >1. Va-
mos detcrminar um elemento 6# 0 em Z , tal que ab =9,
Podemosescrever a=a,-de m=m -d, emque 0<m <m

{Jaquc d>1), logo, 171:&6.

Agora, temos que

a-m|=3-d-m]=31-m

Logo, em Z temos
n

amlsal-m=0.

Assim, basta tomar b = m,

Congruéncias
Como consequiéncia imediata desse lema tcmos:
3.6.9 CoreLine

Seja p>1 uminteiro primo. Entao, Z » nao contém divisores
de zero.

Na verdade, vale também a reciproca.
3.6.10 LEma

Se Z . ndo contém divisores dc zero, entio m é um inteiro
primo.

DEMONSTRACAO
Suponhamos, por absurdo, que m seja composto, isto é, da
forma m=r-scom l1<r<m, 1<s<m. Temos, entao, que
O=m=r-53,

em que 720 e 5§20, uma contradi¢ao. .

O leitor pode tentar uma demonstragao dircta do lema acima,
usando a caracteriza¢ao de numeros primos dada no teorema 2.6.4 .

EXERCICIO

2. Em Z,, ,determinar:
(i) Os menores representantes positivos de (=10) e (jé) .
(i)  Todos os divisores de zero.

3.6.11 PROrosiCA0

A propriedade cancelativa do produto vale em Z | sc ¢ somen-
tese m € primo.
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DEMONSTRACA®
Suponhamos inicialmente que m seja primo, e sejam z, b, ©

elementos de Zm , com a#0, taisque

b=3c.

=i

<

Entio 3(b-¢)=0.

Como a#0 e Zm nio tem divisores de zero, deve ser b-¢ =0,
donde b==¢.

Suponhamos que vale a propriedade cancelativa; mostraremos
que nesse caso Z  nao contém divisores de zero. A tese seguird en-
tao do lema anterior.

Sejam 3, b de Z , taisque ab=0. Se a#0, escrevemos
ab =30 e, como podemos cancelar, temosque b =0. [

Das propriedades até aqui estudadas, temos ainda a seguinte
informacao sobre as operacdesde Z, : todasaspropriedade de Z
que foram demonstradasa partir dosaxiomas A.1, A.2, A.3, A4,
A5, A6, A8, A9 valem, com as devidas adaptacdes, em Zm. Por
exemplo, o leitor podera demonstrar como exercicio a propriedade
cancelativa da adigao, a regra dos sinais etc.

Para continuar nosso estudo comparativode Z  com Z, in-

m
treduzimos ainda outro conceito.

3.6.12 DEFINICAO

Um elemento ze ZZ diz-se inversivel se existe 3 e z,
talque 3a'=1. Um elemento 4 nessas condicoes diz-se um
inversode a.

No exercicio 7 de 1.2, observamos que os tinicos elementos
inversiveisde Z saolc-1.

.bviamen[e,i e (—_l) saosempre inversiveis em Zm. Porém,
ha outros exemplos.

Em Za temosqueg' 3-=6=1c4-4= 16=1, logo, 2,3¢4 sio
também inversiveis de Zs; 9 é o inverso de 3 e, reciprocamente, 4é
0 seu proprio inverso.

Congruéncias *

Em Z  temosque5-5=25=1; logo, 5 € uminversivel de
Z,. _
Por outro lado, é claro que 0 nao é inversivel em Z para
m
nenhum valor de m . De fato, para qualquer 3¢ Z  temos que
n

0-2=0=1.

EXERCICIOS
3. Provar que, se a € inversivel em Z, , entao seuinverso € unico.
4. Determinar os elementosinversiveis de Z , €seusinversos.

E facil determinar quais sio os elementos inversiveisde 2Z
em geral

3.6.13 Proresicie

Sejaa um elemento nio-nulode Z | . Entio,a é inversivel se
e somente se mde (a,m) =1.

DEMONSTRACAO
Suponhamos que mdc (a,m) =1 Pelo Teorema de Bézout
(2.3.4) , temos que existem inteiros s e s taisque as + ms=1.
Tomando classes temos que

| =ar+ms=ar+ms=ar+ms=3r+0s5=3-7 .

Logo, 7 é oinversode 7 .

Reciprocamente, se mdc(a,m) 21, entao a édivisorde zcro
eexiste b #0 rtal que 2b = 0. Mostraremos que, nesse caso, 3 nao
pode ser inversivel. Com efeito, suponhamos que existe 2° tal que

aa’ = 1. Teriamos, entao,

b=bh.

=5(aa’)=(( )?=6-?=6,

M|

uma contradicao. "
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A demonstragao da proposicao anterior também sugere um mé-
todo para determinar o inverso de um dado elemento. como ficari
claro no exemplo abaixo.

3.614 Exemrro

Vamos calcular o inverso de 4 em Z,,. Pclo Algoritmo de
Euclides, determinamos os inteires de que fala o Teorema de Bézout:

—9.(4)+1.-(87) =1.

Logo,em Z,. temosque (-9) -4=1; isto €, o inverso de 4
€-9=28.
Uma consequiéncia imediatadaproposi¢ao anterior é aseguinte:

3.6.15 CereLAlu®

Seja p>0 um inteiro primo. Entao, todo elemento nao-nulo
de Zp é inversivel,

EXERCICIOS

5 Determinar os divisores de zero e os elementos inversiveis de
Z 4, Para cada elemento a que € divisor de zero, determinar
outro b# 0 tal que ab=0; para cada elemento inversivel

detcrminar seu inverso.

6. Provar que o nimero de elementos inversiveisde 2, € ¢(m),

em que ¢ indica a funcao de Euler.

7. Seja @ um elemento nao-nulo de Z . Provar que a € um
divisor de zero ou um elemento inversivel.

Para concluir reinterpretaremos, na linguagem Z , alguns
resultados das sc¢des anteriores. Por exemplo, o corolirio 3.3.5 pode-
sc enunciar agora na forma:

Congruéncias *
3.6.16 TEOREMA

Sefa a um inteiro tal que mdc (a,m) =1, eseja b um outro
inteiro. Entao, a equacdo a X= b temuma inica solucaoem Z .

DEMONSTRA(AO

E claro que basta interpretar o resultado de 14.5. Daremos, po-
rém, uma prova independente para ilustrar como podem ser usados
os resultados desta secao.

Como mdc (a,m)=1, existe a talque Za =1 Eniao,
¥=a’b é solugio, pois substituindo na equacio temos:

ax=3ab=1b=b.

Ainda, se y é outra solucao, temos

ag=b

e, multiplicando ambos os membros por a’, vem

a 5}_’=?b,

iIsto é,

Nessa linha, podemos enunciar, reinterpretando:
3.6.17 TrerEMA DE FERMAT

Sejam p um primo positivo e a um inteiro tal que a#0 e
Z, . Ento ab' =1,

3.6.18 TeerEMA DE EULERr

- . . .. . =(m T
Se 2 ndao é um divisor de zero em Zm, entjo At =1.

147



148 * Nuameros: Uma Introdug:ie ;i Matematica Congruéncias * 149

Note que esse rcsultado afirma, em particular, que o inverso de EXERCICIOS SUPLEMENTARES
= T’

a pode ser obtido como uma poténcia de @, ja que a- F¢m -1

donde 7*™-! ¢ oinverso de 7. 15.  Determinar os divisores de zero c os clementos inversiveis de

Finalmente, gostariamos de observar que nao é possivel intro- ZoygeZq -

duzirem Z  uma relacao de ordem total compativel com as opera-

4
¢oes, isto é, uma relacao que verifique axiomas analogosaos A.10,A.11,

A.12,A13, A.14, e A.15. Veja a respeito os exercicios 13 e 14.

16.  Resolver asseguintes equacoes em Z .

(i) X+2-6X+ 7, m=8.
EXERCICIOS (ii) (2X+ i_’))z' + (3‘}’+ 5)5 +_g)f= 0 ,m=5.
(i) 4X-7+6X+2=3X+5X, m=12.

8. Sejam a, b, T elementosde ZZ , com mdc(c, m) = 1. Provar
que,se ac=bc, entaioa=b. 17. Resolver o sistema de equacdes abaixo em Z,:
. . . - 9v_3y_9
9. Sejam p um primo positivo e 2um elemento de Z . Provar 2X-3r=2
Jam p P P P Tv.5v. 3
que 3¥=3. 3X+2¥=3.
18. Se 3 64@ for inversivel em Z dcterminar seu inverso.

10.  Sejam p um primo positivo e Z, b elementos de Zp. Provar

72977

que (a+ b)P=3f+a’.
19, Resolver as seguintes cquacoes em Z :

I1.  Seja p um primo positivo. Determinar as solu¢ées da equagao

X'=1em Z . (i) X*-x =0, m=5.
4 (ii) X"-1 =0, m=5.

12.  Seja p um primo positivo. Provar que, em Z , , tem-se ) X'-X =0, m=4.

(p-IN=-1.

20. Seja p um primo positivo. Resolver as seguintes equagoes em

13. Suponhamos que existaem Z  umarelacio < verificando os Zp:

axiomas A.10,A.11,A.12,A.13,A.14, e A.15. Prevar que, se 3, b, _

¢ sao elementos de Z tais que < b, entdo a+¢ <b+T. i X7 =4.

(i) X2P_XP=6.

- . - oo . “dp-4_ xy2p-2_ %
14.  Mostrar que nio existe uma relacio em Z  verificando axio- (i) X A =5

mas analogos aosA.10, A.11, A.12, A.13, A.14 ¢ A.15 (sugestao:
supor que existe uma relagao nessas condi¢des. Entao, 0 < 1 ou
1 <0 . Mostrar que ambas as afirmacées levam a uma contradi-
¢ao.)



NUMEROS RACIONAIS

4.1 RELACOES DPE EQUIVALENCIA

No decorrer destas notas, temos estudado diversas relacoes bi-
narias entre nimeros inteiros, tais como menor ou igual, divide e
congruente modulo m.

Relacoes desse estilo aparecem muito freqientemente na mate-
matica e inclusive fora dela. As relacoes ¢ filho de ou é irmio de sao
exemplos de relagoes entre entes nao-matematicos.

Para trabalhar formalmente, dado um conjunto arbitrario A4,
indicaremos por Kuma relacao em A e, para indicar que dois elemen-
tos a, be A estaio Rrelacionados, escreveremos aRb.

Uma rela¢ao Rtal que, paratodo a€ A vale aRa, diz-se refle-
xiva. As wrés relacdes mencionadas acima sao exemplos de relacoes
retlexivas. Ja menor que nao é uma relagao reflexiva.

Uma relagcao Rdiz-se uma relacio simétricasc, para todo par de
elementos o b de A, wm-se quer se afh, entio tambem vale hRa .
O leitor pode verificar quc as relagbes menor ou iguale dividenao sao
simétricas, cnquanto a congruéncia médulo mo é.



152

*  Numeros: Uma Introdugio a Matemética

Finalmente, uma rclacao R diz-se transitiva se, para toda terna
de elementos a, b, c de A, tem-se que: se aRb e bRc, entdo, aRc.

Um caso particularmentc importante em matematica é o da-
quelas relacoes que verificam simultaneamente as trés propriedades
anteriores.

4.1.1 Dermnicaio

Uma rela¢ao bindria R num conjunto A diz-se uma relacdo de

equivaléncia se ela é reflexiva, simétrica ¢ transitva.

Utilizando- como ¢ freqiientemente — o simbolo = para indi-
car uma relacao de equivaléncia, podemos refrasear a defini¢ao ante-
rior da seguinte forma:

Uma relacao binaria num conjunto A, que indicaremos por =
diz-se uma relaciao de equivalénciase, para quaisquer a, b, c em A,
tem-se que:

(1) a=a.
(i) a=b implica b=a .
(i) a=be b=c implica a=c.

Damos a seguir uma lista de exemplos que ilustram essa noc¢ao

em diversos contextos.
4.1.2 ExemrLo

No conjunto Z dos numeros inteiros, definimos a seguinte re-
lacao: dados a, b em Z, diremos que a~b seasoma a+ b é um
namero par.

Vamos verificar cxplicitamente que essa relacao ¢ de cquivalén-
c1a.

(i)  Paratodo inteiro a, temosque a+a=2a ¢ um inteiro

par, logo, a~a .
(i) Se a~b, istoé, se a+ b é par, entao b+a=a+ b
também é par, portanto, b~ a.

Numeros Ractonais  *

(ili) Se a~b e b~c, temosque a+ b e b+ ¢ sao name-
ros pares,isto é, a+ b=24k, b+ c=2/ ,logo
{a+b)+(b+c)=2k+2],
donde a + c=24+2/-2b é um nimero par,
portanto, a~ ¢ .

4.1.3 Exiarro

No conjunto Z, a relacao de congruéncia médulo m é uma
relacao de equivaléncia. As trés propriedades foram demonstradas em
(i), (ii) e (iii) da proposicao 3.2.3.

Como exercicio, o leitor pode provar que, dados a, b em Z,
entao a~b, como foi definido no exemplo anterior, se e somente se
a=b (mod 2), o que di outra demonstra¢ao de que ~ é relacao de
equivaléncia.

4.1.4 Exemrio

No conjunto dos pontos de um plano =, fixamos um ponto 0.
Dados dois pontos p, g de n, dizemos que p= g se e somente se
distancia 07; € igual a distancia 3; . Isso define uma relacao de
equivaléncia em w (verifique!) .

4.1.5 Exemrro

Consideremos o conjunto T de todas as retas de um plano w.
Dadas R e § em R, definimos R 11§ se e somente se R=.5 ou
RN S= ¢ (essaé adefinicao de paralelismo usual). Verifique que essa
relagao é de equivalénciaem T .

4.1.6 ExemrLo

Num plano n fixamos uma reta R. Dados dois pontos p, g de
7, indicamos por R(p, q) areta que passapor p ¢ g. No conjunto
dospontosde n, definimos p~ g sc e somentcse R{(p. g) || R. Isso
define uma relacao de equivaléncia em 7 (verifique!).

Existem muitissimas outras relacoes de equivaléncia que o leitor
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ird encontrando a medida que progredir no seu estudo da matematica.

Por causa da propriedade transitiva, dada uma relagao de equi-
valéncia = num conjunto 4, todos os elementos equivalentes a um
dado elemento ae A sao equivalentes entre si. Por isso, é razoavel
tentar agrupi-los em subconjuntos.

4.1.7 DerinICAO

Sejam A um conjunto ¢ =umarelagao de equivalénciaem A.
Para cada elemento a€ A, chama-se c/asse de equivaléncia de a o
conjunto

C(a)={xe Alx=a}.

Vejamos rapidamente quais sao as classes de cquivaléncia nos
exemplos citados.

No exemplo 4.1.2, se um numero é par, todos os equivalentes a
cle sao pares; da mesma forma, se é impar, todos os equivalentes a ele
sao impares. Assim, s6 existem duas classes, uma formada por todos os
numeros pares e outra por todos os impares.

No exemplo 4.1.3, as classes de equivaléncia sao as classes de
congruéncia @, 1,.., ;s -1, estudadas nasecao anterior (3.6).

Os proximos exemplos sao levemente mais interessantes, pois,
sendo de natureza geométrica, é possivel visualizar as classes.

Em 4.1.4 os pontos equivalen-
tes a um dado ponto p sao todos os
pontosda circunferéncia com centro

O quc passa por p. Assim, nesse
caso, existem infinitas classes dc equi-
valéncia em 7 : todas as circunferén-
cias com centro O.

Em 4.1.5 vemos quc cada classe esta formada por todas as retas
paralclas a uma dada. Em certo sentido, paderiamos dizer quc hi tan-
tas classcs em 7 quantas sao as “dire¢oes” possiveis.

*

Nimeros Racionais

Finalmente, em 4.1.6, fixado um ponto p, os pontosde =
equivalentes a p sao todos os pontos dareta que passa por p e é
paralelaa R.

Assim, novamente existem in-
finitas classes de equivalénciaem = :
todas as retas de © paralelasa R.

E claro que, dados a, be A, temos que C(a) = C(b) see
somente se a= b. Por eutro lado, é facil ver que, se a# b, entao
C(a) N C(b) =0 (bastaimitar as demonstra¢oces da proposicao 3.6.2
e do corolério 3.6.3 adaptando-as a esta situa¢ao).

Por causadisso, cada elemento b de C{a) diz-se um represen-
tante da classe C (a) (isto é, b é um representante de C(a) se e
somente se b= a; note que ja usamos esta terminologia para as clas-
ses de congruéncia).

Enunciaremos essas observagoes sob a forma de um pequeno
teorema.

4.1.8 TEOREMA

As diferentes classes de equivaléncia de uma relacao de equiva-
léncia num conjunto A fornecem uma decomposi¢io de A em
subconjuntos mutuamente disjuntos, nao-vazios, aija uniao é e con-
Junto A todo.

Reci procamente, dada uma decomposi¢io de A como uniio
de subconjuntos mutuamente disjuntos, nio-vazios, podemos definir
uma relagao de equivaléncia em A cuyjas classes sefam, precisamente,
os subconjuntos dados.

DEMONSTRACAO

A primeira parte segue diretamente das obscrvacoes antcriores.
Para demonstrar a reciproca, basta definir uma relacao de equivalén-
ciaem A daseguinte forma: dados 2, b em A, dizemos que a= b se
esomente se a2 € b pertencem a um mesmo subconjunto.

Deixamos a cargo do leitor mostrar que essa relacao é de equi-
valéncia e estd nas condi¢ées do enunciado. s

(VY
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Chamamos conjunco quocientede A por = o conjunto forma-
do por todas as classes de equivaléncia determinadas pela relagao =
no conjunto A. Em simbolos,

. A/==(C(a)lae A}.

Por exemplo, Z ¢ o conjunto quociente de Z pelarelacao
de congruéncia médulo m .

EXERCICIOS

1. Sejam A, B conjuntos ¢ f:A— B uma funcao. Definimos
uma relacao em A da seguinte forma: dados a, a’ em A,
dizemos que aRa' se e somente se f(a) = f(a') . Provar que R
¢ uma relacao dc cquivaléncia.

2. Seja R umarelacao em um conjunto A, verificando:

(1) Se aRb, entao bRa.
() Se aRb e bRc, entao aRc.
(iii) Paratodo ae M, existe be M talque aRb.

Provar que R é umarelacao de equivaléncia.

42 CONSTRUCAO DE Q

No Capitulo 2, observamos que, se a e b saonumerosinteiros
com b#0 aequacao bX=a nem sempre tem solu¢ao em Z; isso
acontece se e somente se bl a.

Essa é uma limitacao importante do conjunto dos nimeros in-
teiros e, neste capitulo, dedicar-nos-emos a constru¢ao de um novo
cenjunto de numeros em que teda equacao da forma acima tenha
solucao.

A necessidade de novos niimeros foi sentida desde muito cedo
na histéria da matematica, sugerida naturalmente por problemas pra-
ticos.

Nisneros Racionais  ®

Os egipcios ja empregavam fragoes, embora possuissem apenas
notagoes para aquelas que tém numerador 1. As outras eram cxpressas
como soma de fra¢oes dessa forma. Assim, por exemplo, no papiro
Rhind*, achamos as fragoes 2/5 e 2/13 expressas a partir das seguin-
tes decomposigoes:

2/56=1/3+1/15,
2/13=1/8 +1/52+1/104 .

Entre os babilénios, que ja sabiam resolver equacoes de primei-
ro e segundo grau, também era comum o uso de fragoes e, em tabule-
tas de argila provenientes do periodo babilénico antigo (1900 a 1600
a.C.), achamos tabelas de niimeros incluindo fracées.

Entre os gregos, casos particulares de propor¢oes (média arit-
mética, geométrica e a propor¢ao durea) eram familiares desde as épo-
cas dos pitagéricos e, no livro V des E/emences de Euclides, achamos a
Teoria das Propor¢oes de Eudoxo de Cnido (aprox. 408 a 355 a.C.)
que nao-somente sugere a definicao atual de igualdade de fragoes
(a/b=c/d se e somente se ad = bc), como é muito proxima as defi-
ni¢oes de numero real surgidas no século passado.

O leitor sabe, dos tempos do curso secundirio, que a solucao de
equacao do tipo bX'=a, com b#0, indica-se pelafracao a/b, e um nu-
mero dessa forma chama-se um nimecro racional. Nosso intuito nesta
se¢ao é definir cuidadosamente essanocao a pastr danogao de inteiro.

Lembramos que uma mesma fracao pode-se escrever de diver-
sas formas. Assim, por exemplo, sabemosque 3/6=5/10=1/2, quer
dizer, um mesmo racional pode ser representado por diversos pares
de nimeros. No caso do exemplo, diriamos que os pares (3, 6), (5, 1¢)
e (1, 2) sao todos representantes do mesmo racional.

Isso sugere que podemos nos apoiar na no¢ao de relacao de
equivaléncia, introduzida na secao anterior 4.1, para elaborar nossa
teoria.

") Uma das melhores tontes de nosso conhecimento atual sobre a matematica
egipcia. Comprado em 1848 4 beiradoNilopor Henry Rhind. de quem leva o
nome, tratase de um documento feitoem 1650 a.C. por um cscryiba de nome
Ahmes, que afiima té-lo copiado de um original de aproximadamente 2000
a.C. (por essa razio tamhém é conheciclo coma papiro Ahmes).
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Indicaremos por Z* o conjunto de todos os inteiros cxceto o
numero 0 e comegaremos por considerar o conjunto

ZxZ*=((ab)lae Z be Z*},

isto é, o conjunto de todos os pares ordenados de niimeros inteiros
com segunda componente niao-nula.

Neste conjunto introduzimos umarela¢ao, que indicaremos por
=, do seguinte modo:

4.2.1 DerivcaAo

Dados dois elementos (a, b) e (c, d) do conjunto Z X Z*,
diremos que (a, b) = (¢, d) se csomente se ad= bc.

Por exemplo, notamos que (3, 6) = (5, 10), pois 3-10=6-5
e, damesma forma, (5, 10) =(1,2), jaque 5-2=10-1.

4.2.2 Prorosicio
A relacdo definida acima é uma relagio de equivaléncia.

DEMONSTRACAO
Precisamos demonstrar que a nossa relagao verifica as trés con-
di¢oes da defini¢io 4.1.1:

(i) Paratodo par (a,b) € Z x Z *, temos que
(a b)=(a, b), jaque ab= ba.

(i1)  Sejam agora (a,b), (¢, d) pares taisque (a,b) =(c d).
Temos, entao, que ad= bc, donde também cb=da
(seria interessante, como exercicio para o leitor, identi-
ficar quais os axiomas de Z que justificam essa passa-
gem). Da udltima igualdade e da defini¢ao acima, vem
que(c,d)=(a, b).

(i) Sejam agora(a, b ), (¢, d ) e (e ) pares tais que
(@a b=(cd) e (¢ d)=(e ). Entio, temos que
ad= bc e cf = de. Multiplicando a primeira igualdade
por f e asegunda por b obtemos:

adf= bcf,
bcf= bde,

Nimeros Racionalis  ®
donde

abf= bde .

Como d# 0 (pois é asegundacomponente de um par), pode-
mos cancelar e obter af=de, o que implicaque (a, b)=(e f),
como queriamos demonstrar. ]

Podemos agora considerar o conjunto quociente (Z X Z *)/=,
isto é, o conjunto de todas as classes de equivaléncia. Pararepresentar
a classe do par (a, b), utilizaremos o simbolo a/b. Temos, assim,

i: {(x.9) € Z xZ* 1 (x,)=(a b =l(x, W € Z x Z* | xb=ya)
Osimbolo 2 chama-se uma fiacao de numerador a e denomi-
nador b. b

Como vimos em 4.1, qualquer elemento da classe a/ bdiz-se um
representante da mesma. Assim, como (3, 6), (5, 10), (4, 8) sdo todos
elementos que pertencem a classe do par (1, 2), podemos dizer que
todos esses pares representam a classe 1/2.

Lembramos que a classe de um par (a, b) é amesma que a de
outro par (c, d) se e somente se esses pares sao equivalentes. Temos,
entao, que a/h=c/d se e somentese ad= bc.

4.23 DrriniCio

Indicaremos por Q o conjunto Z x Z */= c chamaremos
nimeros racionais os elementos de Q .

Naturalmente, para que o conjunto construido acima seja util
para nossos propositos, precisamos definir opera¢oes de soma ¢ pro-
duto nele. Faremos isso apoiando-nos nas operac¢ées de Z, na forma

que ja deve ser familiar ao leitor desde o curso secundario.
4.2.4 DernnGAO

Sejam & c P elementosde Q. Decfinimosa somade o ¢ B
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da seguinte forma: escrevendo o =a/b paraalgum par (a, b) € Z ~
Z* e B=c/d paraalgumpar {(c,d) e Z x Z*, definimos o+
como sendo o racional

ad+bc_
bd

oa+p=

Por exemplo, dado a=4/3 e B=5/6, temos que

4 5 5.6+3.5 39
a-{-l}::—-l-__ —_—e
3 6 3.6 18

Note que, em principio, a definicao de soma parece depender
dos representantes escolhidos para « e B. Assim, per exemplo, na
situagdo acima também podemos representar & ¢ B como

_68 o _15
51 18

Dessa forma, ao efetuar a soma teriamos

51 18 51-18 918

Obtivemos por caminhos diferentes resultados aparentemente
diferentes. Para que a defini¢io pretendida seja correta, deveremos
ter que

39 1 989

: : 989
wsp 68 .15 _68-18451-15 1989

18~ 918

Isso felizmente acontece, jaique 39 - 918 = 35802 =18 - 1989.

Paramostrar que no casogeral a definicao anterior independe
dos representantes, provaremos:

4.2.5 Liema

Sejam a/b=a'/b' e ¢/d=c/d" mimeros racionais. Entao,

ad+bc _ ad+bc’
bd b'd’
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DEMONSTRACAO
Da hipétese, temos que
ab’ = ba,
cd’=dc .

Multiplicando ambos os membros da primeira igualdade por
dd e os dasegundapor bb’, temos

ab’dd’ = ba'dd’,
cd'bb’ = dc'bb’ .

Somando, vem

ab’dd’ + cd’bb’ = ba'dd’ + dc'bb’ ,
e fatorando

(ad+ bc) b’d’ = (a’'d’ + c'b’) bd,
donde

ad+bc ad’+b’c’

= . »
be bd’

Na préxima proposicao daremos algumas das propriedades da
operacao de soma em Q (compare com as propriedades da soma em
Z dadas nos axiomas A.1, A.2, A3e A4).

Nesse caso, desde que demos uma defini¢ao explicita de soma,
poderemos dar uma demonstracaodestas propriedades, apoiando-nos
nos axiomas correspondentes em Z

4.2.6 Prorosicao

A somaem Q tem as seguintes propriedades:

a.l Associativa: Para toda terna o, B, Y de nimecros racionais, tem-
se que ®+(B+Y) = (a+p)+Y
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a.2  Existéncia do Neutro: Existe um unico elemento que, chamare-
mos neutro aditivo ou zero e indicaremospor 0, tal que
o+0=o
para todo racional .

a.3  Existéncia do Oposto: Para cada racional « existc um tinico

clemento, que chamaremos oposto de o e indicaremos por
-, talque

a+ (-a)=0.

A4 Comutativa: Para todo par o, B de nameros racionais, tem-
se que

a+B=p+ac.

DEMeNnSTRAC.A®

A titulo de ilustragao, demonstraremos a propriedade associativa
da soma. As demais sio deixadas como exercicio para o leitor.

Sejam o =a/b, B=c/d e y=e/f. Entio, calculamos:

one A(E 4 €y A (cf+dey  a(df) +b(cf+de)
or(By)= 5 d £ b s bldD

{0&+B)+y=(3+£)+£ =(‘39r+_bc)+£ _ (ad+bc )+ (bd)e
b d f bd  f (bd)f

Agora, usando as prepriedades das operacées em Z, é facil ver
que os resultados em ambos os casos coincidem.

0 .
Para demonsurar A.2, bastatomar 0 = — , com m arbitrario
. , m
em Z (jique Y- N m, me Z*).

m m

Parademonstrar A.3, dado o= a/b, tomamos — 0. como sen-
do o elemento -a = (-a)/i, Segue entdo facilmcnte que
a+ (~-a)=0. [ ]

Numeros Racionais  *

Como nao havera perigo de confusio, daqui por diante utiliza-
remos o simbolo 0 paraindicar tanto o zero de Z como o zero de Q .

EXERCICIO

1. (1) Seja n um elementode Q tal que n+0 =0 para todo
o e Q. Prevarque n=0.
(i) Demonstrar que o oposto de um racional o é inico.

4.2.7 Drrmicao

Sejam o e B elementos de Q. O produtode o por B serd
o racional aff obtido da seguinte forma: escrevendo
a=a/be B=c/d, definimos

¢
off =
bd

Novamente, a primeira coisa a fazer seria verificar que a defini-
¢ao acima independe dos representantes. Isso é uma consequéncia do
lema que enunciaremos a seguir, cuja demonstra¢io pode ser feita
imitando a do lema 4.2.5.

4.2.8 Lema

Sejam a/b=a'/b’ e ¢/d=c'/d’ nidmeros racionais. Entao,

4.2.9 PrOPOSICAO
Em Q, saovalidas as seguintes propriedades:

a.5  Associativa: Para toda terna a, B,y de niimeros racionais, tem-
se quc

a(By) = (aB)y.
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a.6  Existéncia de Neutro: Existe um tinico elemento, que chamare-
mos neutro multi plicativo ou unidade e indicaremos por 1, tal

que
l-a =a, paratodo o em Q .

a.7  Existéncia de Inverso: Para cadaracional o diferente de 0 exis-
te um Gnico elemento que chamaremos inversode o e deno-
taremos por o' tal que
oot =1.

a.8  Comutativa: Paratodo par o, B de racionais, tem-se que

off = Bo.

DEMONSTRACAO

As demonstracoes de a.5, a.6 e a.8 sao deixadas como exerci-
cio. Provaremos apenas a.7.

Dado o =a/b#0, temos que a#0 (por qué?), logo, b/a
também é um numere racional. Mostraremos que o' =b/a. Como
efeito, temos

b/a-a/b=ba/ab=ab/ab=1.

Demonstraremos agora a unicidade do inverso de o. Seja o’
um elcmento de Q tal que oo’ =1. Temos

a:a"l=a’~i'£=l'2=b [ ]
b a a a

Como nao haveri perigo de confusao, daqui por diante usare-
mos o simbolo 1 para denotar tanto o neutro multiplicativo de Z
comoo de Q.

Note que as propriedadcs a.5, a.6 e a.8 sao semelhantes as pro-
priedades do produto em Zdadas nos axiomas a.5, a.6e a.8, Porém a
propriedade a.7 nao tem um anilogo em Z, onde os tinicos elemen-
tos inversiveis sao 1 e -1 (veja o exercicio 7 de 1.2).

Mostraremos a scguir que a.7 implica a propriedade cancelativa,
enunciada em a.7 para Z .

Nieros Racionais  *

4.2.10 Proresicio

Vale a propriedade cancelativa do produto em Q ; isto é, dada
uma terna de nimeros racionais o, e y, com a0, se off =y,
entio B=7.

DEMONSTRACAO
Basta multiplicar ambos os membros de & = oy por o',
Concluimos o estudo das propriedades das operagées em Q
considerando a relacao entre soma e preduto. ]

4211 Prorosicio

Vale a propriedade distributiva etn Q ; isto é, para toda terna
de nimeros racionais o, B e Y, tem-se que

a(B+y) = off + ay.

DEMONSTRACAO
E um exercicio para o leitor. ]

Agora estamos em condi¢des de demonstrar que o nosso ob je-
tivo inicial, aquele que nos levou a construcao de um novo con junto
de nimeros, foi de fato atingido.

4212 TEOREMa

Toda equagcdo da forma BX=a, onde o, B sio mimeros raci-
onais, B £ 0, tem solugcio em Q . Ainda mais, essa solucdo é tnica,

DEMONSTRACAO
Como P #0 sabemos. da proposicao 4.2.9, parte a.7, que exis-
te um inverso de f3, isto é, um elemento B! talque BB-'=B-B=1.
Mostraremos que o racional y=$-' a é umasolucao.
Com efeito, substituindo-o na equacao dada vem que

By=BB'o)=PpHoa=a .
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Suponhamos agora que xe Q ¢é outra solucao de equacao.
Isso significa que Px=o. Multiplicando ambos os membros dessa

igualdade por P-' vem

BiPe=Bla=y.
logo,

xX= ‘Y | |

Temos ainda um problema a tratar. Acabamos de provar que
uma equacao de forma B.X'= o tem solucio em Q quando o e B
sao nimeros racionais com P # 0. Porém, nosso problemainicial era
construir um con junto de niimeros onde uma equacao de forma b.X= a
com coeficientes inceires tivesse solucao.

Bem, o leitor dira que o problema ji esta resolvido, pois x= a/b
é solucao dessa equacao: basta substituir e verificar. De fato, teriamos
b-a/ b= a e estamos acostumados a aceitar isso como uma igualdade.

Entretanto, se quisermos ser cuidadosos nas nossas definigoes,
deveremos notar que o produto de umracional porum inteiro nao foi
definido; em principio, sé definimos o produto de um racional por
outro racional. Note que, conforme a definicao, um racional é uma
classe de equivaléncia constituida por pares ordenados de nimeros
inteiros. Assim, num certo sentido, podemos dizer que inteiros e racio-
nais sao elementos de “natureza” diferente.

Esse impasse pode ser superado se observarmos que o conjunto
Qcontém uma “copia”de Z .

Com efeito, seju 7 = | y1ae Z | que obviamente é sub-
conjunto de Q, c consideremos a funcao ¢: definida por

AeZ ,‘L%EZ_

O leitor verificard sem dificuldades que ¢ é uma funcio bijetora.
Ainda mais, cla “copia” as operagdes ou, mais precisamente, verifica:

() ¢(a+db) =0(a) +9(b),
(ii) d(a-b)=0¢a) - d(b) Y a, be Z.

Nwmeros Racionais  ®

Com efeito, temos

¢(3)+¢(b)=%+_b _a-1+1- b ;1;b

¢<a>’¢(b>=§-7” -ab ="’1_” - o(ab) .

Dessa forma, podemos identificar os inteiros como racionais de
/#/ através da funcio ¢ .

Dadauma equacao da forma b.X=a, interpretando-a como a

equacao
b .2 ,
1 I

faz sentido dizer que sua unica solu¢ao em Q ¢é

x=2
b

Daqui em diante, quando nao houver perigo de confusao, nao
distinguiremos entre os inteiros m e a sua imagem m/1 em Z.
Assim, por exemplo, simbolos como

m-2 on 2 (m)-!
b

b
indicaraorespectivamente

M. a2 ¢ a/b-(m/1).
1 b

Agora, introduziremos uma relacao de ordem em Q e mostra-
remos que tem propriedades semelhantes ds estudadas em Z

Para isso, observamos inicialmente que todo racional o tem al-
gum representante com denominador positivo, Como efeito, dado
o=a/b, se b<0, temosque o também ¢ representado pelo par
(-a)/ (-b) (verifique!) e, nesse caso, temos —5>0.
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4.2.13 DEFINICAO*

Dados dois nimeros racionais o e P, diremos que o é
menor ou igual a B, e escrevemos a <P se, tomando representan-
‘tes com denominadores positivos a2/b e ¢/d para ae B respecti-
vamente, tivermos ad< bc.

Equivalentemente, podemos escrever nossa defini¢ao na forma
a/bsc¢/de ads Ix

O leitor deve ter notado imediatamente que, tal como no caso
da soma e do produto, a defini¢ao acima parece depender dos repre-
sentantes a/b e ¢/d escolhidos para a e B, respectivamente.

Para mostrar que nossa defini¢ao é consistente, verificaremos
que independe dos representantes .

4.2.14 Lema

Sejam a/b=2’/b’ ¢ c¢/d=c/d’ numcres racionals, em que
todos os denominadores sao positivos. Entdo, temos que ad< bc se e
somentese ad’ s b’c’.

DEMONSTRACAO

Suponhamos que ad< bc¢. Como b’d’ ¢ um inteiro positivo,
multiplicando ambos os membros dessa desigualdade por b’ d’, temos,
pelo axiomaA.l15, que adb’d’ < beb’d’ .

Da hipdtese, temos que ab’=a’b e cd’ = dc’. Substituindo
na desigualdade anterior, temos

dd’ba’ < bb’dc’

*) Esta definicio pode parecer um pouco artiticial. Porém. ela é a unica que
estende “naturalmente” a ordem de Z “copiada” da ordem de £ . Mostrare-
mos isso com cuidado na nota do tinal do capitulo.

Numeros Racionais ¢

e, como bd também é positivo, podemos cancelar (veja o exercicio
10, parte (ii) de 1.2) e temos

ad sbc .

A reciproca fica a cargo do leitor, que podera demonstra-la in-

vertendo os passos acima. .

Tal como em Z, usaremos o simbolo o < para indicar que
<P, mas oo #=f.

42.15 Prorosicio

(1)  Reflexiva: Para todo racional o, tem-se que <.

(i) Anti-simétrica: Dados o, e Q, se a<f e B<a,
entio o =§.

(iily  Transitiva: Dados o, B, Y€ Q , tem-se que se a <P ¢
By, entio <y,

DEMONSTRACAO

A titulo de exemplo, provaremos a parte (iii) e deixaremos a
demonstracao das outras afirmag¢des como exercicio para o leitor.

Sejam a=a/b, B=¢/dc Y=e/f, emque supomos que todos
os denominadores sejam positivos.

Se <P ¢ By, temosque ad < bde cf <de. Multiplican-
do ambos os membros da primeira desigualdade por f e os dasegun-
da por b, temos

adf< bef e bef< bde

Da transitiva dc relacio < em Z  (axioma A.12), temos que
adf < bde

Finalmente, como podemos cancelar d (por que?) vem que

af < be, istoé a<y. n
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EXERCICIO
2, Provarque /1< 6/1 (naordem de Q) se e somentesc a< b
(e Z).

.

4.2.16 ProrPosSICAO

Para toda terna o, B,y de racionais temos que:

(i) Se <P, entao o+y<P+y.
(i) Sc a<P e 0<y, entio ay<Py.

A demonstracio ¢ simples ¢ fica a cargo do leitor. Por causa das
propriedadcs (i) ¢ (ii) acima, costuma-se dizer que a ordem definida é
compativel com as opcragécs dc Q .

Se quiséssemos lev-ar adiantc o paralelismo entre as proprieda-
des da ordem em Z e Q, deveriamos tentar decmonstrar agora um
analogo do Principio da Boa @rdem. Essa, porém, é uma difcrenca

marcantc cntrc um € outro caso, como ilustraremos a scguir.

4217 LLXEMPLO

Existem em Q conjuntos de nimeros racionais nao-negativos
que ndo contém clemento minimo. Com efeito, consideremos o con-
junto A=(V/alae Z, a>0}.

E claro quc os elementos de A sio todos racionais positivos.
Mostraremos que A nao tcm minimo.

Suponhamos quc tivesse. Esse elemento, por pertencer a A,
seria da forma 1/m paraalgum m>0 em Z. Mas

1 1
el < ;q(j:iqutllm<(m+1)'1),
1

0 quc contradiz a minimalidade de 7, .

14 ainda outra difcrenga importante entre as ordens. Na pro-
posi¢io 1.2.7, provamos que nio existem inteiros cntre 0 e 1, e oleitor
deve ter usado um argumento analogo para provar, no exercicio 6 da
secao 1.2, que nao cxistem intciros entre z e atl. A situagdo é
radicalmente difercntc em Q

Numeros Racionais — ®
4.2.18 ProrosicAo (DENSIDADE DE Q)

Sejam & ¢ P racienars tais que o< B . Eniio. semprc oxisie
um racional Y wlque o<y<p.

DEMONRSTRACAO
Sejam a=a/b e Pp=c/d, em quc b e d sio positivos,
. a+
Mostraremos quc o racienal Y= _Z_B
esla nas condiches da tese (intuitiva-

mente, se representamos & ¢ p numa o

+=

rcta pumérica, o racional vy

[
+
-

corresponde ao ponto médio do seg-

10

mento). Com cfeito, temos que

ad+ bc
2bd

¥ = .
Com a <P, temosque ad< bc, logo, 2ad< ad+ bc. Portan-
to, 2adb < (adrbc) b e conseqiicntemcnte

a/b< @+ D isi0é, a<y.
2bd

De forma analoga, segue que y<f. u

A Wdltima propriedade que mereccra nossa atencao ¢ a
arquimediana. Mostramos na proposicao 1.2.8 que a ordem nos intei-
ros tem cssa propriedade e, para isso, utilizamos o axioma de Boa @r-
dem. Embora nido disponhamos dc¢ um analogo desse axioma em Q,
scri possivel dar uma demonstracao reduzindo ao caso de Z.

4.2.19 Prorosicao (PROPRIEDADE ARQUIMEDLANA)

Scjam o e B racionais pesitivos. Entio, cxiste um inteiro po-
sittivo n tal que na 2.

17
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DEMONSTRACAO

Scjam o=a/b e B=c/d. Como a e B sio posilivus, pode-
mos assumir que os inteiros a, b, ¢ sao todos positivos.

Como vale a propriedadc arquimediana cm Z, sabemos gue
existe um n al que n (ad) 2 bc (veja a proposicio 1.2.8).

Isso significa precisamente que

na c a ¢

_— . — _

b 2d ou 2 b 2 - n
EXERCICIOS
3. (i)  Mostrar que todo nimero racional nao-nulo pode ser

representadosobaforma a/b, cmquce a, be Z, b# 0
¢ mdc(a, b) = . Diz-se, nesse caso, que o racional ab
estia na forma Jirredutivel.

(ii)  Mostrar que dois racionais escritos na forma irredutivel
a/b e c¢/d saoiguais sc ¢ somente se a=c e b=d ou
a=xce b=%d.

4, Seja o um niimero racional. Provar que existe um dnico intei-
ron talque n<a<n+l

5. /*Mostrar com um exemplo que nem todo conjunto nao-vazio de

numeros racionais limitado superiormente tem maximo.

6. Dados os racionais & ¢ B, com p=# 0, detinimos o simbolo:

a
— = of- .

B

Provar quec, sc o =% c B:f. , cntao
el

i d
be

it
B -

n|m|o|m
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7. Definigdo: Sefa a um inteiro nao-nulo. Para todo 71 inteiro
negativo, definimos

ar= —

a"
Provar que continuam validas as propriedades de poténcia ¢nun
ciadas no excrcicio da secao 1.3.

Nota

Vamos indicar rapidamente comose pode justificar a definigao
de ordem em Q, que demos em 4.2.13.

Uma forma simples sera ver como devemos definir os racionais
positivos; depois, poderemos dar a defini¢ao geral da seguinte forma:
dadosoe B em Q, diremosquc <P se ¢ somente se B —a émaior
ouigual a zero.

Nossa intencao é introduzir a ordem cm todo Q de forma que
estenda a ordem quc os inteiros induzem em Z; em outras palavras,
para racionais da forma

2 diremosquc 2> 0 sc c somentc se #20.
Agora, qucremos ver qual deve ser a definicio geral. Pretendemos tam-
bém que a ordem se ja compativel com as operagacs, isto €, quc: verifi-
que as regras de proposicao 4.2.16.
a . . . b > (]

Dado o == com denominador positivo, devemos ter —=2U.
Se também for o0 =0, devemos ter
=z 0, ouscja,

o >0, istoé, & -

b b
1 1
?20; logo, deve ser 22 0.

a
Assim, a defini¢ao razoavel seria que um racional @ = b
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com denominador positivo é maior ou igual a zcro s¢ e somente sc o
numerador a o é.

Finalmente, dados

da C
Q= —¢ = —
5P g

com denominadores positivos, diremos que < se 0<f—a, istoé,

0 & _ 2
T d b
donde
0< bc- ad
bd

Como o denominador é positivo, a ltima desigualdade vale se
e somente se 9< bc-ad ou, cquivalente, se ad< ch. Chegamos
assim i nossa defini¢ao original: a <P se e somente se ad< bc.

EXERCICIOS SUPLEMENTARES

8. Scja a um namcro intciro que nio é um quadrado perfeito.
Mostrar que a cquagio X*—=a=0 nio tem solugioem Q.

9. Para que valores de n e Z a represcntagao do racional
n*+2n+3 ¢ irredutivel?
n°+3n+5
. . . n+17 .
10.  Determinar todos os inteiros 2 tais quc scja o
. n-4
quadrado de um racional.
. . .oa a c ol : s _
1. Scpmosracionais —,—- € — verificando ba - ab’ = bc

ad-1. o d
(a) Demonstrar que a cxpressao decadaumdeles é irredutivel.

(b)  Supondo quc os denominadores ienham o mesmo sinal,
determinar qual dos racionais dados ¢ o menor.

12.

Neimeros Racionats

(¢)  Nas mcsmas hipotescs de (b), que condicoes devem ve-
rificar c e d paraque 4 < ¢ < 4’ ;
b d b’

Dadas as fragoes irredutiveis 2. e £ , scjam:
b d

a=6a-13b o g 17c-13d

a
N N he-s =,
52178 560 abe-se que 3 A

(a) Provar que &« = £

(b)  Se & = mdc(6a-13b, 5,1 7b) e d”’= mdc {(17¢-13d.
5¢-6d), expressar ¢ e d em funciode 4, be d’, ¢
ac b cemifunciode ¢, dc d”.

175



APENDICE

NUMERO NATURAL

5.1 A AXIOMATICA DE G. PEANO

Deus fez os nimeros naturais.
O resto ¢ obra dos homens.
Leopold Kronecker

No decorrcr destas notas, mostramos como os inteiros médulo
m ¢ os nimeros racionais podem ser construidos a partir dos intei-
ros. Da mesma forma, pode-se dar uma consti ucio dos nimeros reais
a partir dos racionais e dos niimeros complexos a partir dos reais.

Mas, e es niimeros inteiros? Mostrarcmos neste apéndice que eles
proprios pedem ser construidos a partir do con junto, mais simplcs, dos
numeros naturais (isto ¢, os numeros do conjunto {0, 1, 2, 3, ...}).

Finalmente, os niimeros naturais podem ser apresentados como
um conjunto, cuja cxisténcia admitimos, ¢m que vale um reduzido
nitmero de axiomas. Isso justifica a citacao de Kronecker acima.

@ método de Giuseppe Pcano que apresentamos aqui se baseia
no fato dc que os niimeros naturais podem ser ordenados numa se-
qéencia, na qual cada clemento tem um “sucessor” bem detinido. Por
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causa disso, diz-se umu tcoria erdinal. Uma outra fundamentagio pos-
sivel seria construir uma teoria cardinal, isto é, formalizar aidéia intui-
tiva — que foi também a primcira a ser concebida — de que o ntimero
expressa quantidade. Esse caminho, porém, nos levaria a introduzir
‘conceitos da Tcoria dos Con juntos, estendendo em demais estas notas.
Na sua fundamentacao, formulada em 1879 na linguagem da
época, Peano admite wrés conccitos primitivos: ndmero natural, zero
e sucessor, relacionados entre si por cinco axiomas. Indicaremos por
o(n} o “sucessor” donimero n e, como é usual, utilizaremos o sim-
bolo 0 para indicar o ero.
Com essas notagdes, os axiomas sao os seguintes:

(1) 0 ¢um nimero natural.

(2) Todo nimero natural 7 tem um “sucessor” 6(n) .

(3) 0 nao ¢ “succssor” de nenhum niimero.

(1) Sca(n)=0olm). enllvo u=m

(5)  Principio da Inducao Completa: Seja § um conjunto de
nimeros naturais tal que:

(a) 0e S

(b) Se ne S, entao 6(m € S.
Entao, § ¢ o conjunto dec todos os niimceros naturais.

Denotaremos por ¥ o con junto dos niimeros naturais.

Hoje em dia estamosacostumados a expressar asidéias marema-
ticas em termos de conjuntos e fun¢ées: vamos “traduzir”, cntao, as
id¢ias de Pcano nessa linguagem.

Notamos inicialmentc quc o conceito primitivo de sucessor nada
mais € do que uma fun¢do, que a cada niimcro associa outro; o axioma
2 apenas afirma que essa fungao esti definida em todo . .

Admitiremos, entao, que existe um conjunto .¥ ¢ uma fungiao
o: N =+ X vcrificando:

P.1  Existc um clemento 0€ N tal que 8 ¢ Im(a) .
P2 Afuncao O éinjetora.
P3  Seja A um subconjunto de N tal que:

(i) 0eAd.

(ii)y Sc me A. enlio o(n) e A.

Entdo, A=N.

Apéndice. Numero Natural @

Indicaremospor N*o conjunto de todos os naturais difcrentes
de zero. Note que G{(0) € .N*e, conforme o axioma P.2, temos que
0+ 6(0) ; isso mostra que ™~ é nao-vazio.

Ainda, podemos provar quc todo natural diferente de zero é
succssor de algum nimero. Mais formalmente:

5.1.1 PRrorosicio
Im(c) =" .

DEMONSTRACAO
Basta considerar o conjunto A= {0} vIm(g). Obviamente,
0O Aese negA, entdo 6(u1) € A (pois g(n) € Im(T)) .
logo,peloaxiomaP.8, A =N Assim, dadoum natural 7€ X,
comone A e n#0, devemos ter ne Im(c). | ]

5.1.2 DEerNICAO

Dado um natural n2# 0, ontimero natural /m tal que 6(m) = n
chama-se o antecessor de 11, e 13 chama-se o sucessorde m.

A vantagem da apresentagao que estamos desenvolvendo € que
nela admitimos muito pouco. Mostraremos a seguir que se podem dc-
finir as opcragoes de soma e produto e demonstrar que elas tém as
propriedades que admitimos no primeiro capitulo. Em conmapartida, o
leitor notard quc o maior inconvenicnte ¢ a quantidade de trabalho ne-
cessaria para obter resultados que nos parecem intuitivamente ébvios,

Comecaremos por definir a soma. Quercmos dar um significa-
do ao simbolo m+n, paratodo pardenimeros m, n€ N. Paraisso,
procederemos cm duas ctapas. Primeiro consideraremos um m fixo e
indicaremos o que entendemos por m-n para qualquer n € . Dc-
pois, verificaremos que a soma esti bem definida, para todo par dc
namcros naturais,

5.1 3 DEerinICAe
Seja me N um nimcro natural dado. Entao

iy m+0=m.
(ii) m+0(n)=c(m+n).
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Notc quc sabemos somar m com 0 e que a segunda condigio
nos permite somar m com o succssor de @, com o sucessor do sucessor

de 0 erc. Temos, entao:
5.1.4 PROPOSIC.AO

Seja me N um mimero natural dado. Emtao, a soma m+n
estd definida para todo mimero natural ne N .

DrEMONSTRACAD

Seju A o conjunto de natUrais DpaAra 0§ quais 4 soma m+n
esth definida.

Conforme a condigio (i) dadefmicao anterior, temosque 0 € A4,
e da condicao (ii) temos que, se m+n estd definido, entio m + g(n)
também esta definido ou, em simbolos, se ne 4, entdio o{n) € 4.

Do axioma de indu¢io temos que A= esegue atese. W

Notamos agora que, paracada me€ N, sabemos que a soma
m+n esta definida para todo natural #€ XN, o que quer dizer que
m+n estd definida para todo par de nimeros naturais m, 22,

Como o leitor deve estar comecando a suspeitar, elaborar toda a
teoria a partir dos axiomas de Peano nao passa agora de um longo
exercicio de inducao.

Mostraremos, a titulo de ilustragio, como podem ser demons-
tradas algumas das propriedades, e deixarcmos as restantes ao leitor
interessado que, temos ccrieza, nao encontrara maiores diticuldades.

5.1.5 Prorosic.io
Para 1oda terna m, n, p de nimeros nawurais, vale
m+ (n+p)=(m+n) +p
DEMONSTRACAO
Scja So conjunto dos nimeros naturais p tais que m+ (n+ p) =

(m+n )+ p, paratodo par de naturats m, n. Para demonsuar a
proposi¢ao, bastara provar que S=N.

Apéndice: Nianero Natwral — ®

Temos que
m+~(n+0)=m+n=(m+ n)+0.
Logo, 0¢ §.

Ainda, suponhamos que pe S, isto €, que
m+n+p)=(m-n)+p.

Vamos provar que também o(p) € §. Com efeito,

m+ (n+a(p))=m-0(n+ p)=0c (m+(n1+p))=
=0 ((m+n)+pP=(m+m+0(p).

Temos usado aqui, repetidamente, a condicdo (ii) da definicao
5.1.3. [ |

5.1.6 Prerosicio
Para todo mimero natiral m, tem-se quc
m+0=m=0+m .

DEMONSTRACA®

A primeira igualdade segue da prépria definicao.

Para provar a segunda, consideramos o conjunto de naturais

A={me XN |0+m=m}

®bviamcnte, 0 € A.

Ainda, sc 0+m = m, temos que 0+ c(m) =0(0+ m) =a(m).
logo, verifica-se tamb¢m a partir de (31) do axioma P.3, e tcmos que
A=X. n

Ainda precisariamos dcmonstrar que 0 ¢ o Gnico elemento neu-

tro, pois, a priori, nada impede que algum outro natural uverifique
u+ m=m+ u=m, paratodom.

5.1.7 PROPOSICAO

@® neutro aditivo é unico.
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DEMONSTRACAO
Seja 7 um elemento neutro, e considcrcmos a soma 0+u.
Coma u é neutro, por hipétese, temos 0 + u=10 .
Ainda,como provamos que ¢ 0 € neutro, temos tambem O+u = u.

Logo, 0=u.

Para evitar algumas dificuldades na demonstracao da proprie-
dade comnutativa, introduzircmos primeiro o elemento 1.

5.1.8 Drrmicio
Indicaremos por 1 o niimero natural que é o sucessor de 0, isto
1=a(0).
5.1.9 Prorosicio
Para todo natural m, tem-se que o(m) = l+m .
DEMONS TRACAO
Scja A=lme Nlo(m)=1+m}.
@®bviamcente, 0 € A, pois 6(0)=1-0=1.
Seja, entao, m € A. Mostraremos que G(m) € A .
Com efeito, como 6(m) = 1 + m, temos quc
g(c(m))=c(l+-m)=1+0(m), isto é,6(m)e A .
Do axioma P.3 temos que A=1 . u
5.110 ProrosiCao

Para todo par m, n de mimeros naturass, tem-sc que

m+n=mna+m .

Apéndice: Numero Natural

PEMONSTRACAO
Mais uma vez, usaremos uma técnica semelhantc aquela das
proposicoes anteriores, Consideremos o conjunto

A={meNIlm+n=n+mN/ne ™ }.

Da proposi¢ao 5.1.6 tcmos que 0 € A
Sejaentao m e A. Provaremos que também o{m) € A. Com
cfcite, Lcmos

n+o{m)=ocn+m)=c{m+ny=1+m+n=c(m)+n
Assim, de axiema P.3 seguc, mais uma vez, que A=, [ |

A definicao de produto sera feita de forma andloga a soma.

5.1.11 DeFiNICAQ

DY

Seja m e XX um natural dado. Entdo

m-0=0
m-o6(n)=m-n+m.

Deixaremos a cargo do leitor provar que o produto m - 11 csta
de fato definido para todo par de nimeros naturais e demonstrar as
propriedades do produto (veja asexercicios 1, 2 e 3).

Indicarcmos a seguir como se pode definir a relacdo € cm 2,

5.1.12 Dexinicio

Sejam m e n numeros naturais. Dircmos que m & menor ou
igual a n se existir um ouro nimcro natural 7 tal que m+ =5,
Em simbolos,

m<n seexiste re W talque m+r=n .

Novamente, deixamos a cargo do Icitor vetificar as propricdades da

relacio < (veja os cxercicios 4, 5 e 6).

183



184

¢ Nuameros: Uma Introdugcdo & Maiemdtica

EXERCICIOS

1. Provar que o produto m - nn esti definido para todo par m, n
dc nimeros naturais.

2. Provar quc
(i) l.m=m paratodo me N\ .
(i) O neutro multiplicativo € anico.

3, Provar que o produto de nimeros naturais dcfinidoem 5.1.11
satisfaz a s propriedades associativa, comutativa e distributiva.

4, Provar que, para toda terna a, b, ¢ de nameros naturais, se
atc=b+c, entdo a= b (propriedade cancelativa da soma).

5. Sejam a e b nameros naturais. Provar que uma das seguintes
condigdes esta verificada:
(i) a=b.
(i) Existe xe v, x20, talque a+x=5b .
(ii)) Existc pe ™, y=0, talque a=b+) .

6. Verificar que a relagao £ definida ern 2N satisfaz os axiomas
A.13, A.14,A .15, introduzidos na secao 1.2.

7. Verificar que a relacdo £, introduzida em 5.1.12 para o con-
Jjunto N, sausfaz as propriedadcs reflexiva, anti-simétrica ¢ tran-
sitiva, introduzidas na secao 1.2.

8. Demonstrar que X, com arclacio <, verifica o Principio de

Boa Ordem.

Apéndice: Numero Natural  ®

5.2 A CONSTRUCA® DOS NUMEROS INTEIROS

Para construir o conjunto Z dos niimeros inteiros a partir do
conjunto N dosnumcros naturais, vamos seguir uma estratégia seme-
lhante 2 utilizada na constru¢do de @, apoiando-nos maisumavez na
no¢ao dc cquivaléncia.

Considcramos inicialmente o conjunto
MNx™ ={(a, b))l a be N}

de todos os pares ordenados de nlimeros naturais. Nesse conjunto in-
troduzimos uma relag¢ao, quc notarcmos por =, do seguinte modo:

3.2.1 DEerinicio

Dados dois clementos (a,6) e (c,d) do conjunta ™ x X,
diremos que (a,h) = (c.d) se e somente se a+ d=b+c.

Por exemplo, notamos quc (4,6) =(7,9), pois 4+9=6+ 7 e,
da mesma ferma, (0,1) =(5,6), jAque 0+6=5+1.

A seguinte proposi¢io, de demonstragao muito simples, fica
como exercicio para o leitor.

5.2.2 PROPOSICAO
A relacdo definida acima é uma relacio de equivaléncia.

Vamos considerar agora o conjunto quociente; isto é, o con jun-
to dc todas as classcs de cquivaléncia definidas por essa relagao. Beno-
taremos a classe do par (a, b) pelo simbolo(a.b) ; assim, temos que

(@b =1{x.0e NxN I (x,)=(,b}.
5.2.3 Dernicao

Denotaremos por Zo conjuntoN X / = e chamaremosnii-
merosinteirasos clementos dessc conjunto.

O préximo passo sera introduzir operagdes em Z .
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5.2.4 BFrINCAO

Sejam o= (2,0 e PB= (a.b) elementos de Z. Definimos a
somade o e P per -

oa-B =(a+tc,b+d).

A primeira providéncia serd mostrar quc cssa sema esta bem
detinida;isto ¢, que ela independe dos represcntanues escolhidos.

5.2.5 Lima

Sejam (a,b)= (a’b’) ¢ (cd) = (c'd'} mimcros inteiros. Entio,

(a+tc,b+d)=(a+c,b’+d") .

BEMONSTRACAO
Da hipotese, temos que

a~-b'=a'+b

c+d’' ="+ d.
Logo,

(=) + (b+d’y=(a+c’ )+ (b+ d),

donde (2+ ¢ b+d)=(a+c’)+(p'+d’) . [}

Apéndice: Nvnero Narural — *
5.2.6 Prorosicio
Asomaem Z tem as seguintes propriedades:

(i) Associativa: Paratodaterna o, B, ye Z, tem-se que
(o+B) +v=a+ (B+Y).

(ii)  Exist¢ncia de Neutro: Existe um uUnico elemento, que
denotaremos por O0e Z, tal que ®+0=0+0 = @,
Yoae Z.

(i)  Existéncia de @posto: Para cadainteiro o existe um tni-
co elemento, que chamaremos seu oposto e denotaremos
por—a tal que

a+(-a)=(-a)+a=0.
(ivy  Comutaiiva: Paratodo par o, P e Z tem-se que
oa+f=p+o.

A demonstracao ¢ muito simples e, mais uma vez, ¢ deixada
como excrcicio paia o leitor. Ela decorre simplesmente de aplicar a
definicao e se apoiar na propriedade aniloga ja demonstrada para ™ .

Gostariamos de observar que o elemento neuatro da soma é (0,0),
que também pode serrepresentado como (a, a} para qualquer ae Z.

Notc ainda que, se o =(a, b), entao -0 =(b,a).
5.2.7 DEVINICAO

Sejam o =(a, b) c B ={c, d)mimcros inteires. Definimos e pre-

dutode a por B por

ofl = (ac+ bd, ad+ bc) .
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5.2.8 Lema

Sejam (a,b) = (a’b’) e (¢;d) = (¢ ;d’) mimeros inteiros. Entio,

(ac+ bd, ad+ be) = (a'c’+ b'd, a'd’+ b'c’),

DEMONSTRACAO
Vamos fazer a demonstracdo cm duas etapas. Afirmamos pri-
meliro que

(ac+ bd, ad+ bo) = (a’c’+ b'd’,ad’+ b'c”).

Para provar cssa afirmagao, notamos que, da hipétese, temos
a+b' = b+a’ .

Multiplicando essa equaciao per ¢, obtcmnos
act b’ ¢c=a’c+ bc

e. multiplicando-a par d e trocando a posicio dos membros, obte-

mos
bd+a'd=ad+ b'd.
Somando as duas equagodes obtidas, resulta
ac+bd+a’d+b’c = ad+ bc+a’c+ b’d,
donde |

(ac+ b'd’,a’d’~ b'c) = (a’c+ b'd, ad+ b'c),

0 que prova nossa primeira afirmacao.

Apéadice: Namern Natural  ®

Afirmamos agoraquc

(ac+ bd a'd+be)=(ac’~b'd ad+ bc’).

Novamente, da hipétese, vem que
c+d = c'+d.

Multiplicando essa equagao por b’, obtcmos
b’c+b’d=bc+b'd

¢, multiplicando-a por a’ e trocando a posi¢io dos membros, obte-

mos
a'c'+a’d=a'c+a’d’.
Somando essas equacoes, resulta
a'c’+b’'d’+a’d+b’'c=b'¢c’+a’d’+b’d+a’c,
donde

(ac’+ b'd’ ad’+bc’)=(a’c+bd ad+ b’),
o que prova nossa segunda afirmacao.
De ambas as atirmacgoes segue, por transitividade, o resultado
quc queriamos demonstrar. u
5.2.9 Prorosicio

A multplicacio em Z tem as seguintes propiiedades:

(iy  Associativa: Paratodaterna o, B, Ye Z tcm-se qu¢

(aB) ¥ = o By) .
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(il)  Existéncia de Neuero: Existe um Ginico elemento, que de-
notaremos por le Z, tal que la=al =a, Voe Z.

(iii) Cancelativa Paratodaterna o, B, ye Z, com a=0, se
. oy=0y, entio p=7.

(iv)  Comutativa: Para todo par «, Be Z, tem-se que

off = Ba.

(v)  Disaibutiva Paratodo terna o, B, Ye Z. tem-se quc

o (B+Y) = af + wy.

Também nesse caso dcixaremos a demonstragao como cxcrci-

cio para o leitor. Gostariamos de observar quc 1= (1,@) =(a- 1, a),
Y ae Z .
Agora, vamos introduzir uma rela¢ao de ordem em Z .

5.2.10 DEerFNICA®

Dados os nimeros intciros o = (a,p)e P = (c.d), diremos que
o é menorou igual a P, e escrevemos <P sc a+d< b+c.

Agora, resultard muito fécil para o leitor provar a préxima pro-
posi¢ao, quc mostra quc < é uma relagcao de ordem compativel com a
operacaode Z.

5.2.11 Proresic.io
(i) Reflexiva Paratodo ae ZZ, tem-se que ot <Ot .

(ii)  Simétrica Dados o, Be Z, se a<P e B< entao

o=

(iii)  Transitiva: Dados o, B, ve Z, se a<p e B, enldo
o=p.

Apéndice: Niimero Natural  ®

(iv)  Tricotomia: Dados &, Be Z. 1em-seque ou <P ou
o= ou <o (aqui o <P significa que a <P, com

o #B).
(v) Dados a, B, Ye Z, se <P cntao o+y=P+y.

(vi) Dados o, B, ye Z, se a<P e 0<Y, entao ay< By.

Um inteiro at=(a,b) diz-se positivese 0. > 0 e diz-sc negativose
o <0. Note quc a ¢é positivo se e somente se 2> b e negativo se ¢
somente se b>a. Note ainda que os intciros positivos podem ser
representados naforma o= (m,0), em que /= a-b, ¢ os negativos,

naforma a= (0,m), emque m=0b-u.

Também é interessante observar que o conjunto de inteiros
nao-negativos ¢ uma “copia” de IN, no sentido que cxplicitaremos a
segulr,

Seja Z'={(a ® | ae X} o conjunto des inteiros nao-negati-
vos. Consideramos a fun¢ao ¢ : ' — Z* definida por

ae N 0 i 0) e &

Verifica-se facilmente que ¢ é bijetora e que ela “copia” tam-
bém as operagdes e a ordem; mais prccisamente, para todo par  a,
be N, tem-se que

i o(a+b)y=0(a+0 (b).
(i) ¢ (ab)=9¢ (a) ¢ (b).
(iiiy Se a< b, entao ¢ (a) < ¢ (b) .

Note que isso significa, em particular, que vale o axioma P.4 para os
inteires nao-negativos.

Para mostrar que o conjunto Z aqui definido satisfaz Lodos os
axiomas que foram admitidos no Capitulo 1, falta apenas provar que
vale o Principio da Boa @rdcm.
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5212 Propcsicao (Privcirie pa Boa Orpem)

Seja AC Z um conjunto nio-vazio de inteiros nio-negatvos.
Entao, A contém um elemento minimo (isto é, existe um elemento

‘a,e A lalque a,<a,Vae A).

DEMONSTRACA®
Veja a resolucao do exercicio 8 de 5.1,

EXERCiCI®s RESOLVID®S

NUMEROS INTEIROS

1.2 UMA FUNDAMENTACAO AXIOMATICA

Exercicio 7. Sejam a, 2’ € Z tais que aa’ = 1. Tomando médulos,
temosque lal 1a’l =1. Comoa#0,devc serial >0e,pclapropo-
sicdo 1.2.7,1a1 > 1. Analogamente, | 2’ | 2 1. Multiplicando essa lti-
maigualdadc porlal,vemlal {a'1>1al>0.Comolal [a’l=1,
temes®<ial <1.Logo,lal=1,dondea=1loua=-1.

Exercicio 10 (iv). Se a e b sae de sinais contrarios. temos, pela
regra dos sinais, que ab < 0. Como a° 20, b°2 0c-ab20, temos
a’-ab+b>20.

Supenhamos quc a e »sejam de mesmo sinal. Nesse caso, ab > 0.
Temos

(a-b)Y =a>-2ab+b220,ab20.
Somando, vem ab*—ab + b*20.

Exercicio 10 (viii). Muldplicando 0 <a< b por ¢ > 0, temos quc
ac < bepcele axioma A.15. Se ac = be , com ¢ #0, pela propriedade
cancelativa devemos ter a = b, contra a hipétese. Loge, deve scr
ac < be. Analogamente, bc < bhd. Assim, pela propricdade transitiva e
o exercicio 4, devemos ter que ac< bd.
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1.3 O PRINCIiPIO DE INDUCAO COMPLETA Logo

0< 32(1‘+])+| < b2f£'+])—].

Exercicio 8 (i). Vamos proceder por indugio em n.

Seja m > @, fixo. Tcmos dc novo pelo exercicio 10(vii) de 1.2,

1 - .
L=am. g=a™ Se a<0< b, obtemos da observac¢io acima que

a™-a

. . - 9 (4 ot
por definicio de a™*!. 22Ul < o pRGeDL

Suponhamos a ignaldade verdadcira para n = £, isto €, Sca< b<®,cmos que 0 -bH< ~a.

at.o gtz gk Portanto, 0 < (-b)* < {-a)? ou. ainda, 0< b*< 2*. Da observacio ¢

da hipotese de inducdo, vem nessc caso que

Muldplicando ambos os lados por a, temos
220l pisl o

a™. a!(_ a= a’"”‘~ a= a(m -k)+1 ,
Logo,

por definigio de 2 *%)-1 _ Aysim,
02 -p¥* c—a®rl o< p?ca?.

am+u’;+l) = g™, (:’!k‘ a) =a". 3k+1

1

Muldplicando ordenadamente essas desigualdades, tcmos

por definicio dc a**'. Logo, a”'+ 2" = a™*", para todos 117, n >0 .

_“_b‘z,('+l+9 24 +1-2

2.3 2{k+])+]<b2(k+l)+l

ou a

¥

Exercicio 11 (i}). Vamos supor, por absurdo, que a< b (se b< a,a

demonstrac¢ao ¢ aniloga). como queriamos demonstrar.

Demonstraremos que a < b implica que a” < b”, para todo n
fmpar, o que contraria a hipétese. E claro que a atirmacio é verdadei- .
14 O TEOREMA DO BINOMIO

- 9 ..
rapara n =1 . Suponhamos cntio quc a** ' < b paracerio k2 0.
Obscryvamos primeiro que,se 2> 0, entao a”> 0, paratodon .

Se a<0 e n éimpar, entdo a”<0 (prove isso por indugio). Agora, Exercicio 4 (a). Vamos proceder porinducio em 1.
consideramos tréscasos: 0 Sas b, a<b<0ea<®<b.
Se 0 <a < b, pelo exercicio 10 (vii) de 1.2, vem que 0 < a2< b2, Se 1= 2, temos: [g] 1= [3 ] Suponhamos, entae, que
Dahipotese de inducao e da observacgiao acima, temos também quc 3
2] [3] A’] [k+l‘
= -2
[2 +2’“'“*[2 MRS

0 Sa?l;ﬂ < bﬁi‘+1‘
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k
Somando [ ;1] a ambos os membros, temos

Jelaleala)s

Pela Formula de Stieffel, temos

[2)oa)e -5 -

que ¢ a formula desejadaparan=4k+1.

k;l] ) [K’;l] . [k;l] .

A+2
3

»

Exercicio 4 (b). Temos

12+22+...+n‘3=1‘-’+[2[§]-—1] +[2[g}+3] ~...+[2[;]+n]=

S{HEHEH) e A B

_‘)(m-l)n(n-l)+ n(n+l) _ 2(n+1)n(n-1)+3(n+1) _
T 32 2 3.2

_n(n+1)(2n-2+38) n(n+1)(2n+1)
B 3 - 6 '

Excrcicio 7. Temos

14 _ o My o
(4(\,_5’;,)4 _ 2 [1;1] (4‘\,)14_1 (_5},):: z [ ]] 414—/ 5 xM—i (_},)1'
=0 1=0

Assim, os coeficientes numeéricos sao

[H] 4, [%T,;‘:O, 1., 14 .

i
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Basta, portanto, determinar para que valor de 70 termo

A, = [14] [é] €é maximo .
s 1 4

1
Pelo exercicio 1, o maior coeficiente hinomial é [ :J , seguido
14 14
por | g l=lg] -
Por outro lado, da desigualdade 5'4'~' > 5’~' 4’ (verifique!), temos

OB

Portanto,

14 14 516 (57
[G} <[7]E [;J >[;] implicam A4, < 4, .

Agora, vamos comparar A, A,,..., 4 ,com 4. Para i28

temos

SElBav

él" 14
1)~ |7

éJ’-
7=

14“[5
A=A = [: | 4

14-13...(i+1) [g‘”_ (i) (i-1...8)
= (14— 4; 7-6...(14~7+1)

Como os dois primeiros termos do produto sio positivos, vamos verifi-
car para que valores de fo ultimo termo € positivo. Para7 = 8, temos

= >0 ;logo, A,>A. .

8 _ 35-32
FAT

5._
3
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CGomparemos, entio, 4 comA , 2 9:

A-Ag=A -A —(A,-A) =

r

_[g]? 14-13...(J +1) [5 7 i(i-1)...8 [é 714-13.9 3
4 (14-1)! 4)  76..(14-i+1)] L4 6! 28

_[g 714:13..(+1) {5]':7 iGi-).8  J(-1)..97 3}
U4 (14-)! 4)  7.6..(14-i+1) 7-65..(14-i+l) 28]

[ ]714 13..(-1) [[ ] i(i-1)..9(- 8—73/28]
4 (14-p1 |4 76..(14-i-1) |~

_{gJ? 14.13...(/=1) [5Jf—:;‘(i-1)...9(—35/4)]
4 Taaohr (4 7 76l (14-iel)

Basta, entao, analisar o Gltimo fator. Para i = 9, tem-se

U R s L

[5] 2 9 -3 25-2.3-5
4

Logo, A,-A,<0cA,<A, Paras=10, tem-se
[ oo f-ss
i) T76514

Logo, Aln—As <0 CA10<A8

BiEI_9.4%
55 4?4}<0

Procedendo-se dessa maneira para i = 11, 12, 13, 14, obtém-se
que o coeficiente numdrico de maior valor absoluto € 4.

DIVISIBILIDADE

2.1 ALGORITMO DA DIVISAO

Exercicio 3 (ii). Scju a intciro. Podemos escrever 2 =3g + r, com
0 < r < 3. Elevando ao quadrado, vem quc #2=9g" + 6gs + 1~

Se 7 =0, temos que 22=9¢” ¢ da forma 3%. Se r =1 , cntio
a*=9g%+6g+ 1 édaforma3k+1.Ser=2 entioa’=9¢"+12g+ 4=
=9g? + 12g+ 3 + | é também da forma 34 +1

Exercicio 4 (i). Sejam a, 2+ 1, a+ 2 wds inteiros consecutivos. Divi-
dindo a por 3, temos qu¢ 4 =3g +7,com0<r<3.Ser =0, entao
3la.Ser=1,entan31(a+2),eser=2,entao31(a-1). Emtodos
os casos, o produto ¢ multiplo de 3,

Excrcicio 4 (ii). Sejam #, 2+ 1, ...,a+ ( n-1) n inleiros consecu-
tivos, Dividindo a por nn, temos 2 = ng+ r, com 0 < r< n, Entao. n
divide o fator 2+ (n-r) = ng+ 1 + a1 - r ; conseqientemente, divide
também o produto dos 1 fatores.
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Exercicio 5. Proccdemos primeiro a prova dircta. Dividindo n por 6,

lemos
n=6g +r,com0<r<6 .

Logo,n(a+1)(2n+1)=(6g+r) (6g+t+ 1) (2(6g+r)+1).
Pescnvolvendo o segundo membro, a inica parcela na qual nio com-
parece 6g ¢ oproduto r (r+1) (2r+ 1), que denotaremos por R.

Ser=0,éclaroque616g(6g+1) (2(6g)+1).Ser=1,
entdo R =6,logo, 61 (6g+1) (6g+2) (2(6g+1)+1).Analoga-
mente, para r = 2, 3, 4 ou 3, sempre se obtém um miltiplode 6 .

Passemos a prova por indugao. Para n =@ , o resultado ¢
obvio. Suponhamos entao o resultado valido para 2= £, isto é, que
61k(k+1)(2k+1) . Paran=4k+1,emos

(A+1)(k+141)(2(4k+1)+1)=

= k(k+141) (2(A+1)+1) + (k+2)(2£+3) =

=k (k+1)(2k+3) + £ 1.(24+3) + (k+2) (24+3) =
k(k4Y) (2k4Y) + k(k+1)-2 + £(24+3) + (£k+2)(2k+83) =
k (k+1)(2k+1) + k(k+1)-2 + (2k+3)(24+2) =
Kk (k+1)(24k+)) + 20k+1)(34+3) .

]

)]

Como 612 (k+1)3(4k+1),aafirmacao estd demonstrada para
n20.Sen=-m,comm>0, basta proceder por indu¢io cm m .

Exercicio 12 (i). Vamos proceder por indu¢ao ecm n.Se n=1, a

afirmacao € imediata.
Suponhamos, cntao, que 71 (2% —1) , parak 21, e considerc-

mos o inteiro 2341 _1

Tem-se

Qi\Uﬁl?_l =23k_423_] =23k_‘8__1 __.rzﬂk (7+1)-1 =23k_ 7 +23i‘_ 1.
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]

Pela hipétese de inducio, vem que 7 | ( 2%%_1). Comoainda712*. 7,
segue-se que 7 divide a soma, isto €, 7 | (234~ _ 1),

Exercicio 14 (ii). Temos

1-2:3.4 =24 = 5%-1,
2.3.4.5=120=11°-1.

Assim, é razoavcl Lentar provar que
(n-Dym(a+1) (n+2) = ((o-1) (n-2)+1)2-1 .
Partindo do segundo mcmbro, tem-se que
((1=1) (n+2)+1)° -1 = ((n-1) (n+2)+2) ((2-1) (2=2) +1-1) =

= (n—l)(n—2)(ny—11) =(n=1)n(n+1)(2+2)

Exercicio 15 (i). ®a hipotese, 2 é da forma a= 24+ 1 . Portanto,
a(a™=1) = (2k+1) (4 4%+44) = 44k(2k+1)(k+1) . Do exercicio 5.
vem que 61k (k+1)(24+1) , logo, 24 144 (k+1)(2k+1) .

Exercicio 15 (iv). Temos 360=23.3%2.5,¢

a*(a®~1)(a°-4) = (a-2) (a-1) aa(a~1) (4+2) .

Temos ai cinco inteiros consecutivos. Pelo exercicio 4(i1), um deles é
miuluplo de 5. Suponhamos, por exemplo, que #-1 sejamultiplo de 5
(nos outros casos, adcmonstragao € anialoga). Segue-se quc

(a=2)(a-1)aa(a+1)(a+2) =
=(5k-1) 5k (5k+1)% (5k+2)(54 +3) .

Se 5k+ 2 ¢ impar, pela parte (i) vem que 241 (54+1) (54+2)
(54+3) . Mostraremos agoraque 31 (5k—~1) k(5k+1) .Seja. entdo,
k=3g+r,comsr=01ou2.
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Se r =0, ndio ha nada a demonstrar. Se r =1 , entio

54+1=5(3¢g+1)+1=15¢+6,dondc 3| (5k+1).

Se r=2, analogamente mostra-se que 31 (54~ 1).

Portanto, de 31 (5k=1) £ (5k+1) e 24| (5k+1) (3k+2) (5k+3),
concluimosque 3-5-24 1 (5k=1) 5k (5k+1)2(54+2)(54k+3).

Suponhamos agora que {5k — 2) ¢ par, Entao, £ ¢ pare
k(5k+1) (5k+2) émultiplo de 24 (verifique!). ®bservando agora
que (5k-1),(5k+1) e (5k+3)sdo inteiros daformax, x+2¢
X + 4, vem pelo exercicio 10 que um deles é multiplo de 3 . De
24P k(5k+1) (5k+2)e31(54=1) (5k+1) (5%k+3),vem que
8.5-241(5k=1)5k(5k+1)2(5k+2) (5k+3) .

’

22 NUMERACAO

Exercicio 4. Temos
m =s . b" 4+ ... +5s b+s.,
n 1 0
ms=r, b” +...— r b+ r,, com ' >n,

Para mostrar que m<.m’, serd suficiente provar que m < b" !,
Jaque b <’ Mas

m=r +rb+ .+ b <(b=-1)+ (b=1) b+ ..+ (b-1) b" =

=b+ b2 4+ AT 1o b b s prtl ] ¢ poe

@ critério paracomparar /me /m', no casodctermosn = n', éo
seguinte: se r,<s,, entao m < m' . De novo, serd suficiente mostrar

que n<s b". Mas

m=r,+r b+t b"S(b-1)+(b=1)b+..+
+(b-1)b""! -i-rn/)"z b-bYs + bo-1 4 pty

cr, b 1-b-.-b"'=(r +)b"~1<5s b"-1<s b"
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Exercicio 5 (ii). Podemos escrever as poténcias de 10 na forma
k) k
10F = (9+1)¥ = 0% + [1] 9k-l 4. - [k—l] 9+1.

Assim, paratodo k21, vem que 10% = M, +1,emque M, € muliiplo
de 9 . Substituindo em b, vem

b=r 10%7+r 107 '+ . +r 10+r =
n =1 | {h

= (r” Mn +r, M _ ot M)+ (1-” tro et ry) .

-1

Come 31 (r M +r M —_+ 715 M) vemque3|b see
n n a-\ n -1 1 |
somentese 3|1 (r —r,  +..+r +1).

Analogamente se prova (iv).

Exercicio 9 (i). Basta observarque, se x =5¢g+ r,comr=9, 1, 2, 3
oud, entio x° =25¢%+ 10gr+ r*=5(54" +2¢r) + r comr2=0,1,
4, 9 ou 16 respectivamente. Em qualquer caso, € ficil ver que o resto
da divisio de x? por5¢0,1ou4.

Exercicio 9 (ii). Como 34 terminaem O ou 5, entio 54+ 1 deve tcrmi-
nar em 1 ou 6, c 54— 1 deve terminarem 9ou ¢4 .

Excrcicio 9 (iii). Sejam a, b, ¢ tais que a%= b2+ 2. K ficil ver que
a, b c ndo podem ser todos impares, ja que o quadrado de um nime-
roimpa € impar, e a soma ou diferen¢a de dois impares € par.
Vamosagora demonstrar que cntre eleshi um miltiplo de 5. E
claro que podemos supor que 5 nio divide 2. Entao, a® termina cm
1, 4,6 0u9. A seguir, cstio todas as combinag¢des possiveis dos ulimos
algarismos de b e ¢ 2, supondo que 5 nao divide b ¢ 5 nao divide c. E
facil ver que, nesscs casos, a equacdo a? = b° + ¢? nunca é verdadeira.
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r a? b2 2
— 2 1 1
o' 1 4
0 1 9
9 4 6
; T
3 4 9
5 G 9
3 9 9

Exercicio 12. Temos: 31 (a+ &) e 31 (a+ b+ 2x) . Portanto, 312x.
Como 0< x £9, éficil ver quc 31 x.Assim, +=0,3, 6 ou9 . Ainda,
x é o ultimo algarismo de um quadrado perfeita. Pelo exercicio 9(i1),
vem que x =0, 6 ou ® . Na tabela abaixo, damos os valores corres:

pondentes de b:

X b
0 0
6 4
6 6
9 3
9 7

Se x=0o0u9,cntio.como 91 2x ¢ 9! (4 +b +2x),vem que
9l(a+b). Assim,a - b =9 ou 18 (jiqucas 9. 5 < 9) .Portanio.

as possibilidades sao
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x=0,b=0,a2a=9,oun=90,
x=0,b=4,a=5 oun=>54,
xX=9 b=3,a2a=6,0un=63,
x=9,b=7,a=2,oun-=27

Fazendo os cilculos, vemos que apenas 22 = 63 satisfaz as condigdces do

problema.
Sex=6,entie b=4oubea+ b =6,9,12,15 ou 18. De qual-

quer forma, 2 | n7, portanto 4| n 2. Dai, podc-se concluir que 41 (ax) o
(prove!). Entido, a2 =1,3,5,70u9.
Reunindo essas informagdes com os valores possiveis de a+b ,

as inicas possibilidades sao

b=4,a=5 ou n=>0H4,
b=6,4=3 0un=36,
b=6 a=9,0oun=96.

Qs cdlculos mostram que ncnhum desses numeros conduz a uma

solucao.

Exercicio 14. Consideremos primeiro alguns casos particulares. Um
objeto de 4g pode ser pesado colocando no outro prato da kalanca os
pesosde 1g ¢ 3g: 4 =3+1. Um objcto dc 5g pode ser pesado colo-
cando-se num dos pratos o objeto ¢ os pesos de 3g e lg e, no outro
prato, o pesode 9g - 5=9-3-1 Analogamente,6=9-3,7=9-3+
1,8=9 -1 etc. Basta, portanto, provar que, s¢ a <121, 4 pode scr
escrito como soma dos intciros: *1,£3,+9, £27, +81 , sendo quc
cada inteiro comparecc na soma no miximo uma vez.

Pclo exercicio 9 de 2.1 | dado um inteiro a > 0, cxistem g ¢ r,
unicos. tais que 1= 3g+ r,comr=-1,00ul.

Usando o mesmo argumento de icorema 6.1, podemos provar

que 2 pode ser escrito de modo unico na forma
o " B n- . .
d—/ﬂ3 +1”_[3 +...+/13+1“.

com n20,r #0 c ~1s,,<1,paracadaindicc /,0</<n .
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Considerando-se apcnas as poténcias 1, 3, 32 3%, 3‘, 0 maior
inteiro quc ohtemos ¢ 1 +3 + 3%+ 35+ 3%- 121 . Com esta obseryacio,
o cxercicio esta completo.

2.3 IDEAIS E MAXLM® DIVISOR COMUM

Exercicio 2 (i).Sea J = {ne€Z) 3 x> @ tal que 64 | n*). Dados
ae Z e nel,temosquc existe xtal quc 64 127, logo, 64 | a¥ nV e
641 (n)™: isto ¢, onel. Sejam agora n, n'e [, tais quc 64 | n*
e641(n')  Entao, 64| (n+ n’)**". De fato, chamando £ =x+ ),
pelo Teorema do Binémio temos

(nta)f=nk- H] nlpg - [f] XY el + (n)k,

Sefossek—i< x ef<y-, paraalgum J, teriamosk = (hk—1J) - I<x+ ¥,
um absurdo. Assim, ou £ - j2 xou 72y, para todo i verificando
0 <5< k. No primeiro caso, H4 | n*=' ¢ no segundo, 64 | (27)'. As-
sim, como 64 divide cada parcela da soma acima, 64 divide
(nn+ )% Portanto, n+n'€ [ e [ éum ideal.

So fizcmos ademonstragdo acima para mosuar como € possivel
provar diretamcnte quc 7 é um ideal. Naverdade, ela ¢ desnecessaria.
Note que 641 2" paraalgum v se c somente se 2 | 7 (ja que 64 =2°).
Assim, / nada mais ¢ do que o conjunto dos inteiros pares, logo, um
ideal. Essc argumento mostra ainda que o inteiro nas condi¢ées do
tcorcma2.3.2 é 2.

Exercicio 7. Sejam a = nld ,b= bl d. Pela proposi¢io 2.3 6 (ii),vem
quc mdc (7, ,b,) =1.Sejaainda ¢= ¢ a. Substituinde o valor de a

acima ncsta igualdade, vem quc
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Pc blc,vem bld ] clald e, cancclando, temos bll ca,.
Como mdc (b] ,a ]) =1, pclo Teorema de Euclides vem que bl | c,,
isto €, ¢, = b, k. Substituindo na expressio de ¢ acima, segue-se que
¢=b,a dk. lembrando que b = 5, a d=a. temse

ab . . ah
c=—%k,istoé, — |l c .
d d

Exercicio 9 (1). Prevaremos primciroque, se x| (2 + b} , cntdo mdc
(x, 0) = 1. Dc fato, seja pum inteiro positivo tal quc ¢l xe y/1 b. Como
xl(axt b),temosqueyl(atd) eyl b, logo, sl a.Portanto,; divide
mdc (a,b) =1,donde ¥ =1.

Seja agora xum inteiro positivo tal que x| (atb) e x| ab.
Conforme o que vimos acima, mdc (x,b) =1 . Pelo Teorema de
Euclidcs,vem que xla .Como x| (ax b) , temos que x| b, logo x
divide mdc (a,b) =1,donde x =1.

Exercicio 9 (iv). @bservamos primciro que, como cm 9(i), se
xl(a+b),entaomdc(x,h) =1

Seja entio x>0tal que x| (a+ b) e x| ( a’-ab+ b . Entao,
xl(a+h)?, istoé, x1 (a%+2ab+ b*) ex| (a¥=ab- b?) . Fazendoa
diferenca, vem quc x| 3ab . Como mdc(x,b) =1, do Teorema de
Euclides tlemos que x| 32 . Agora, dividimos a resolucio em duas par-
tes, conforme o mdc(x,3) scja 1 ou 3 (notc que essas sao as duas
unicas possibilidadcs!) .

Seja mdc(x,3) = 1. Dc novo, pelo Teorema de Euclides, vem
que x| a e, como tinhamos que x| (a+ &), scguese que x| b,
portanto x| 1, e, nessc caso, mdc(a + b, 3 —ab+ bg) =1.

Seja agora mdc¢(x,3) =3 . Entao, x é da forma 34 . Como
x13a,temosque 3413a.isto é, k14 . Como x] b , temos também quc
k1 b, logo, k=1. Provamos assim que os \inicos divisores positivos
comunsde 2+ b e a®=ab + b%sio 1 ¢ 3. Logo.

mdc (a+ b, 22—ab+ b?) =%,

207
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Tomando a=2,b6=3 e a=1, b=2, vemos que ambas as
respostas podcm efelivamentc ocorrcr.

Exercicio 11 (iii). Vamos provar que D(ac, b) =D(c, b) . Seguira
entio que os clementos maximos desses conjuntos coincidem e, por-
tanto, que mdclac, b) = mdc(c, b) .

Sexlce xlh,vemquexlace xlbh,oaqueprovaainclusao
D(c,b) c Bac,b) .

Seja agora x um inteiro tal quc x| ac e x| b. Como
mdc(a, b) =1,do exercicio 5(i) vemquemdc¢(x,a) = 1. Pelo Teorema
de Euclides, segue-se de x| ac que x| ¢ . Como ja tinhamos quc x| b,
fica demonstrada a outra inclusio.

Exercicio 13. Dahipélese, temosque a =2&ke b =2h, cm que ke A
impares (se, porexemplo, X fosse par, tcrfamos que mdc (a4,4) = 4) .
Entdo, a+h=2(k+h) c k+b ¢ par. Assim, 4 | (a+h), portanto, md<¢
(a+h,4)=4.

Exercicio 15 (i). Basta notar quc também podcmos escrever d na
forma

d=ratsh=ra+sb+ab—ab=(r+b)a+ (s-a)b .

Exercicio 15 (i1). Primciro observamos que cxistem inteiros i-, s tais
quc ¢ =12+ sh se e somente se ¢ /= {Xa-f’}'b | x, yeZZ). Ora,
conformce a demonstragio do Teorema d¢ Bézout 2,3.4 , tem-sc que
I=dZ,com d=mdc (a,b).Assim, c¢ daforma c=ra + sb see

somente se ¢ € miiltiplo de 4.

Exercicio 15 (iii). Bividindo aigualdade d = ra+ sb pord,vem que
l=r f—l +§ g - Pclo exercicio 4(ii), temos que mdc(r,s) =1.

Exercicios Resolvidos

Excrcicio 16 (i). Suponhamos quemdc(a,b) = 1. Do exercicio(ii),
vem quc mdc(a®, b) =1 ¢, repctindo o argumento, podemos con-
cluir que mdc{a’’, b) =1, para todo n>1 . Agora, lasta repetir o
raciocinio com a” fixo e poténcias de 5.

Suponhamos agoraque mdc(a”,b") = 1 e sejad = mdc(a,b) .
Como dl a,temosque dla”. Da mesma formavem que dl 5", logo
dl mdc(a”, b”),dondc d=1.

Exercicio 16 (ii). Se a| b , é imediato que a"l b”, paratodo n>1.
Suponhamos agora que 4”1 b”, e sejam d=mdc(a, b), a= ad,
b = b, d.Entio, de a”l b"vem que ald”"! b d”. Cancelando 47,
temos a’l’ | b‘{ . Portanto, mdc(a'l’ s b"l) =la, t”. Por outro lado, da
parte (i) temos qucmdc(a’; , b’; =1.Assim, | a'I”= l,st0é,a,11.
Portanto, a=tlea =a,d=%d:logo,al b.

2.4 O ALGORITMO DE EUCLIDES

Exercicio 2. Demonstraremos apcnus que, se mdc (a, b) = d, entao
mdc (ac, bc) = dlcl. A segunda parte da proposi¢ao segue de forma
andloga. Multiplicando as divisées sucessivas da pagina 72 por Ic |,

temos
alci=bglcl+rlcl, 0<rlel<lbel,

blcl.—.rlgzlcl+r2|cl , GS:-Echrllcl ,

= i - < . -
ro Jel=r, g lcl+r lcl, 0<sr Icl<r el
rolel=r g lcl.

Comoo mdc de alcl e bl cl deveser o ultimo resto ndio-nulo

temos quc

mdc (alcl,blcl)=r lcl=dicl.

209
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25 MINIMO MULTIPLO COMUM

Exercicio 3 (i). Sejam a,b intciros positivos tais que ab =9 900 ¢

.mmc(a,b) =330. Pelo teorema 2.5.4, sabemos que mdc(a,h)-

mmc(a,b) = ab,logo, temos que

9900

d=mdc(a,b) = ——
330

=30

Sejam 2=.3, de b=bd .

Fntao,
a b =f7? =%)=llcdeveser

a,=1,b = 11 ou vice-versa,dondc a =1-30=30e¢ b =11-30 =330 .

Exercicio 3 (ii). Sejam a, binteiros positivos, d= mdc(a, b) ,a = ad,
b= b1 d. Pela observacio no fim de 2.5, temos

mmc(a, b) ab 4
mde(2.b) - & =a b =240=-2%.3.5,

a-b=d(a,+b)=7-83 .

Obviamente, d podc assumir os valores 1, 7, 83 ¢ 7-83, cada um
deles conduzindo a um par de equacécs:

(a) Sed=1,entio a + bl =7.83="581, etemoso sistema:

a, b, =240 ,
a,+b, =581

(b) Scd=7,em-se

albl =240 ,
a, +b =83,
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(c) Sed =83, tem-se

a b, =240 ,
;1|+b|=7 .

(d) Se d=7-83, tercmos que a +b =1 ¢ portanto, ou
a,=®ou b =0, um absurdo, jique ae b sao nao-
nulos.

Resolvendo, vemos que apenas d = 7 conduz a solugdces intei-
ras, Tem-se a, = 80, bl =3 ¢, portanto, a =56(, b =2l .

Exercicio 5 (i). Sejam d =mdc(a,h) =mmc(a,b), a= a d,
b= bl d . Pela observacio dofim de 2.5, temos:.

mmcia,b) = %) = a——'—‘bdd'- = a, bl d.

Como mmc(a, b) = d, temos que d = a b, d. Cancelando, te-
mosque a, bl =1 ,is[oé,lallzlbll =1.Assim,lal=1a, dl=1dl=
=1b,dl=15b1.Arecproca é imcdiala.

Exercicio 5 (ii). Seja d =mdc(a,b) . Enao, mdc(ka,kb) =1kl d
€ lemos

mmc(ka, kb) = lLdb =1 kI ab =lAklmmc¢(a,b) .
lkld d

Exercicio 5 (iii). Basta imitar a demonstracio acima.

Excrcicio 6. Sejam d =mdc(a,b) ¢ m =mmc(a,b) . Observamos
primeiro que o conjunto S=(h, 2b,...,abt é constituido de multi-
plos de b. Assim, um elemento de S é multiplo dc 4 se e somente se
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também € multiplo de mmc(a.b) = m. Escrevendo m na forma
a Lo . -
m == .vem que osmaultplos de m contidos em Ssio:
a 2

Zp,2%
d d

a

b,..,d=5,
d

Assim, existem d multiplos de a contidos em S.

2.6 O TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARITMETICA

Exercicio 10. Observamos primeiro que 24 1 ( p?-g?) se e somente
se2*.31(p+q) (p-q).Como mdc (2%3) =1, basta provar que

23‘|(p+q)(p-q) e3l(p+q)(p-q).

Como p e g sio impares, p+q € p— g sdo pares, isto é,
p+q =21, p—q =2s,c falta apenas provar que ou / ou s ¢ par.
Somando, tcmos

2p=2(I/+s),istoé, p=/+s.

Assim, /e snao podem ser ambos impares, caso contrdrto p seria par.
Logo 2% (p+q) (p-q).

Para mostrar que 3 | ( p2- ¢?) , observamos que p e g sio da
formap=3g+r,q=3¢ + 1’ ,com0<r, r’ £2. Em qualquer caso,
é ficil ver que p? e ¢° sio da forma

pl=3k+1,q%=3k"+1,

Portanto, 8| (pg—qg) .

Exercicio 11 (a). Observamos primeiro que n sc cscreve na forma
n=nhk com1<h, k<n-1.A menos que n seja da forma 1 = p?,
com p primo, podemos supor A# k. Entdao, /1 ¢ 4 sdo fatores de
(n=1)!, jAque h, k<Sn-1,
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Resta, entao, demonstrarque | (n-1)! quando » é da forma

p?, com p primo. Como n >4, deve ser p>2, logo, 2p < p?, isto é,

2p < p?-1, dondc se conclui que p e 2p sio fatores que compare-

cem em (pﬁ—l) !, Logo,p2 1 (p-1)1.

Exercicio 11 (b). Escrevemos 8” +1 na forma
87+1=2%"4+1=(27)7+1,

Usando a fatoragio (X ¥+1) = (X+1) (X = X+1), vem
87+1=(27+1) (2" -2"+1),

e é facil ver que nenhum desses fatores pode seriguala 1.

Excrcicio 11 (c). Suponhamos por absurdo que npossaser escrito na

forma n = hk, com 1< h, k<n. Entio, 2"-1=2%%-1=(2%)*-1,

Agora, € sé usar a fatoragao

X 1= (Xx-D) (X 'e X244 X1,

com X=274

Excrcicio 11 (d). Basta observar que
nteda=(n2+2)2—40%= ((n?+2)-2n) ((n°+2)+2n).

c que nenhum desses fatores pode scriguala 1.

Exercicio 11 (e). Suponhamos primciro que 17 ¢ composto, c seja p
o menor primo positivo que divide /7. Entdo, 71 =2p + (n-2p) eres-
ta apenas provarque n-2p ¢ composto. Comop| (s12-2p).se n-2p
nao é composto, deve serigual a p. Assim, n1-2p =p,istoé, n=3p.
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Portanto, como p ¢ o menor primo positivo que divide 1, deve ser
p=2o0up=3 e, conseqiicntemente, 71 =6 ou n=9, o que nao ¢é
possivel, pois 7> 11 .

Suponhamos agora que 1n seja primo. Escrevemos, entdo,

"n=9+(n-9). Como n éimpar, 1 -9 é divisivel por 2c nio é 2,

caso contrdrio n seria iguala 11;logo, n-9 tamhém é composto.

Exercicio 11 (g). Observamos primeiro quc, se pé primo,ou p =3
ou p édaforma 34+1 ou p ¢daforma 34+ 2. Além disso, é facil
ver quc o produto de primos da forma 34 + 1 é um inteiro da forma
3%k-1.Como 3naodivide (3n+ 2), sc todo fator primo de 31 - 2
fosse da forma 84 ~ 1, também 3n + 2 seriada forma 3/~ 1 . um
absurdo.

Exercicio 13. Temos (14)*1100! se e'somente se 2%! 100! e 7%
100!. Como 2 < 7, o nimero de vezes quc 7 comparece como fator de
100! é mcnor que o nimero de vezes que 2 comparece. Assim, basta
determinai qual a poténcia maxima de 7 que divide 100!,

Temos 71100! sc ¢ somente se 71 v, x<100. Os valores
possiveis para x sio cntao: 7, 14,21, 28, 35, 42, 49, 56, 63, 70, 77, 84,
91, 98. Os ntimeros 49 =7% e 98=1.14 =7-7-2, ¢ apenas esses.
contribuem com dois fatores iguais a 7 . Assim, a maior poténcia de 14
que divide 100! € 16 .

2.7 A DISTRIBUICAO DOS PRIMOS

Exercicio 3. Dado um primo, ou ele é 2 ouédaforma 47+1 ouc¢
datorma 4n+ 3. Seja

S={4n+1lnelZ).

Entao, é facilver que S é fechado em relagao 4 multiplicagio.

Exercicios Resolvides

Suponhamosagora por absurdo que exista apenas um namero
finito dc primos positivos da forma4n+3, e sejam elesp, =3, p, ..., p,.
Consideremos o numero

N=4p,..p)+3

€ vamos ver como sao os primos que dividern N. S¢ 31 N, vem quc
314 (py py .- p,) e,comomdc(3,4) = 1,segucseque3ip, p, ... p,
um absurdo, pois nenhum dcsses primos é 3. Se algum dos p, divide
N, vem que P | 3, também um absurdo.

Assim, todo primo que divide Vé da forma 47+ 1. Como §¢
fechado em relagiao @ multiplicagao, AM'devia serdaforma4n+1, uma
contradicao.

Exercicio 5. Provaremos que todos os fatores proprios de m sio pa-
res. Decorrera, entao, que /m € uma poténcia de 2.

Suponhamos por absurdo que m = Ak ., 1 <k<m, com &im-
par. Da fatoracao

XA-l=(X+1) (X* ' -x**+  —X+1) .
vem

2+ 1=(20) e 1= (284 1) (@PU-Doont-D g ok,

Como 2"+ 1 é impar, vem que ou 2+ 1 =1 (um absurdo. pois
2741>1) ou 2741 =2 _-1.No segundo caso, temos

2;‘13’ - 2!2 2bi—f1 =1 2&(&—1} =1.
Logo, h(4-1) =0, portanto, £ = 1, um absurdo.
Exercicio 7 (i). Suponhamos por absurdo que exista um primo p tal

que plm e pln  Endo,como pln - n, ..o .0, ,vemque
p 11, um absurdo.
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Exercicio 7 (ii). E wivial, peis os primes que aparecem na decom-
osic .. .-
posicao de 4, sio diferentes dos que aparecem na decomposi¢ao de

n] » ng:u.) n,(_l.

Exercicio 8 (i). Seguc trivialmente das dcfinicéesde 4 e B .

Exercicio 8 (ii). O inteiro A+ B, como todo inteiro maior quc 1, tem
um divisor primo p, Se p = p; s para algum 7, entio p divide A ou
B . Como também divide a soma, p divide ambos os nimeros, e quc
contradiz a parte (i) .

Exercicio 8 (iii). Se o conjunto dos primos fosse finito, digamos
{pI s Pos s pn} , @ construgao acima permitiria exibir um outro pri-
Mo quc Nao pertence ao conjunto, uma contradicao.
Exercicio 10. Suponhamos por absurdo que

PPy p,+1=x% comxe Z.
Entao,

@

PyPy-P=x"—1={x+1}(x~1).

Como x ¢ impar (por qué?), vem que x + 1 e x~ 1 sao ambos pares.

Logo, 4! p, py ... p, . 0 que é absurdo, peis o primo p, = 2 compare-
ce uma uinicavez no produto p, p, ... P,

Exercicio I1 (i).Bastaaplicar a férmula da pagina 88.

Exercicio 11 (ii). Temoss(n) -n=n,

s(281om)=2.24 0. oot ;.
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Pelaparte (i} , vem s (2%-. m) =s(2% ") s( m). Calculando. temos

s(2%') =2%-1. Levando esses dados a primeira equacio, vem
(25=1)s(m) =2%m .

Isto é, (2%4-1)12%m . Como mdc(2%-1, 2%) =1, vem que
(2= N lm

Exercicio 11 (iii). Da parte antcrior, temos

s(25"YYs(m)=2m ,

k

2%m k ,
s(m)=ﬂ =2m’.

. . . m -
Ainda, (21_ )m'=m,isto ¢, 2 = pe + 1. Substituindo, vem

s{m)= [%,*1] m=m+m'.

Exercicio 11 (iv). Temos m = (2X=1)m’. Obviamente, tem-se que
llm,mim,m' im. Assim,se m'#1,temos1+ m+m’<s(m) =
+m’,umabsurdo.Logo,m =1, m =2%-1¢ m éprimo,jique tem

apenas dois divisores, 1 ¢ 11 .

Excrcicio 12. Suponhamos primeiro que todo primo quc divide m
também divide 5. Mostraremos que todo elemento da forma pa+ b,
em que p é um primo que njo divide m . é relativamentc primo com
m (note que ha infinitas escolhas possiveis para esse primo p).

De fato, s¢ g for um divisor primo comum a m e pa+ b, pol
scr divisor de m ¢ divisor também d¢ b. Mas g | (pa + b), g lb
implica g | pa. Como g # p . segue-se quc g | a, uma contradicao.
pois mdc(m,a) =1.
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Suponhamos, agora, que existam primos quc dividem m ¢ nae
dividem b . Seja m o produto desses primos. Nesse caso, mostrarc-
mos que mdc {m' a-b, m)=1, paraqualquer n>1.

Com cfcito, seja ¢ um divisor comwn. Sc¢ g | m |, segue-se ta-
cilimente que ¢ | b. contra a escolha dos piimos de m, . Se g nio
divide m |, como ¢ é um dos primos que dividem m , cntdo g ¢ um
dosdivisoresde &. Logo, Al m’{ a.Mas mdc(q, m]) =1, logo, ¢qla,
uma contradicio.

Exercicio 13. Basta observar que, se p ¢ um primo positivo tal quc
p>ac p niodivide (b-a)entioa+ (p-a)eb+ (p-~a)siorela-
tivamente primos. Como existem infinitos primos nessas condigoes, o
problema esti resolvido.

CONGRUENCIAS

3.1 EQUACOES DIOFANTINAS LINEARES

Excrcicio 3. Sejam x, y € Z tais que x'+ 45* = k. Somando c sub-

traindo 4x° ¢, vem
€, [y o D 9
x4 4‘;"‘ = (a5 + (2)/2)2 + 4x* }'2 - 4,\’?}" =
= (xT+ 2y _qx?yt=
0 .
=(xT+ Uy ) (WP 2T -2xy) = k-

Trabalhando com Ix | e Iyl em lugarde x ¢ r. podemos

supor x e ¥ positivos. Como % é um primo positivo, vem

(a) x? + 297 + 2xy = &,

l.

(b) ¥+ 252 = 2xyp
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9 9 > 9
Somando, vem 2x~+ 4y~ =k + 1 . Fazendo x~ = #, y* = w, podemos

resolver a equagio diofantina
2z +4w=k+1 |

Como mdc(2,4) =2, a equacio tem solu¢io sc & for impar. Resol-

vendo pclo método usual, tem-se

ri=z=- A—ﬂ -4¢
2
n k+l

Ple=w= — + 2( .
2

s

Somando, vem: x° + y? =-2¢ Vamos obter agora o valor de 2x y:
(x—y)2= x4 }’2—2,\’}" =-2¢-2xy,logo, 2xy =-2t— (x- )2,
Substituindo em (b) , vem
L2 2 a2 _O 2 2 _
AT =204 =20+ A+ (x—y) =1,
ou (A\'—}')"' +)’2 =1.
Portanto,

x~53=0, r=1 ou x-y=1, y=0.

Istoé, x=¥=1o0u x=1, ¥=0.Substituindo na cquacio inicial, ¢ fa-
dil ver que a segunda possibilidade conduz a £=1 — um absurdo — e
a primcira possibilidade conduz a £ = 5, como queriamos demonsu-ar.

Reciprocamente, suponhamos que £ =35 . Se | y|>1,
e 4}'2 > 5, uma contradigao. Asssitn, devemos ter | pl=0oul yl=1.
A primcira possibilidade conduz a x*= 5, um absurdo, ¢ a segunda
conduza |l x1=1.Assim, assolu¢dessio: x=+1,p=%1.

Exercicio 9. Scjam xo nfimero de reais, o nimero de centavos recc-
bidos no banco. Equacionando os dados, temos

100x + y—68=2(100p +x) ,

Exercfcios Reselvidos  ®
o que conduz d equacao diofantina
98x—199¢ =6 .
Resolvendo, temos

x ==67-68-199¢
y =~83-68-98¢.

A quantia original do chcque era

100p+x =100(-33) (68) -9808:—67-68-199¢ =
=68 (-3367)-9999¢,

¢ devemos determinar o valor de ¢ tal que 100y + x seja positivo ¢
minimo. Calculando. vem

-9999¢ >68-3 367 ,

ou
-8 -3 367
9999 '
ou ainda,
t<~=22 .

Tomando ¢=-23, vem 100y + x =1 021 . Portanto, o menor vilor
possivel com o qual o cheque foi preenchido é R$ 10,21 .

3.2 CONGRUENCIAS

Exercicio 4. Queremos mostrar que /m € livre de quadrados (veja o

cxercicio 16 de 2.6) . Suponhamos, por absurdo, que exist4 um primo
v 53 ~

p talquc p~ I m . Podemos escrever m na forma m = p~ m’ . Entio, o
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inteiro ¥ = pm’ é solugio du congruéncia X¢=0 (mod m) ¢ nao ¢é
solucao de X'=0 (mod m) , contra a hipétese.

Reciprocamente, seja m um inteiro hvre de quadrados. e s¢jax
um iutciro tal que x? =6 (mod m) . Queremos dcmonstrar que
x=® (mod m) . Peloexercicio 16 dc 2.6, médaformam =p, p,.. p .
em que os p, sao primosdistntos, 1 <7< (. De x*>=0 (mod m),vem
Py Py-p, b X7, e dai é facil concluir que p,l x, p,I x,..,p I x.
Como os p; sio primos distintos, vem que p p, ... p, I x,isto ¢,
x=0 (mod m).

Exercicio 7 (iii). Dado um inteirox, tcmes quex=0,1,20u3 (mod 4)
cx’=0,1,0 ou 3 (mod 4) , respectivamente.

Assim, nasornal’ - 2% -+ 100°, devemoslevar em conta ape-
nas os numeros impares. Besses, os da forma x=4X- 1 sao tais que
x°=1 (mod 1), ¢ os da forma x = 44 + 3 sdo taisque x*= 3 (mod 4).
Devemos, entao, contar quantos sao da forma 44+ 1 ¢ quantossao da
forma 4%+ 3. Tem-se

4%k-1<100 secsomente se 44k<99 se e somente se k< 99 =

-4 3 1

4

Logn, cxistem 24 intciros da forma <14 + 1, ¢ analogamente se
pode verificar que existem 24 inteiros da forma 44 + 3 . Portanto,

17+ 924+ 100°=24-1+94-3=0 (mod 4) .

Exercicio 9. Vamos proceder por indugao em 1. Sc n =1, tem-se
a?=1 (mod 8), o quc é verdade, pois 8 | {a+ 1) (a=1),jiqucaé
impar; lego, a+1 ¢ a-1 sao pares, e umdeles € na verdade miltiplo
de 4.

Suponhamos, entiao, a congruéncia verdadeira para n = k:

gk ) .
a**=1 (mod 2¥?), e vamos provi-lapara n = £+ 1. Temos

321.4_1 - [82;"2 = [ag,ﬁ”] [32,(-_ ] .

Exercicios Resolvidos  ®

o : . gy gk _ .
Da hipétese de indugio, 24?1 (a“ - 1) . Como » € impar, vem que

2![32k+1].Porcanto,2k+3f {32'{:«.1] [ggk—l] ,ou;-rgk‘] =1 (mod 2% %},

Excrcicio 10. Primciro observamos que os inteiros aa, ., aa,,..., 2a,

1
séocongruentcsaosinteirosal 8y, @, M alguma ordem. De fato,

?

pela definicio de sistema complelo de residuos, para cada 7,
aa;=a, (mod n), para algum ;. Ainda, dois inteiros distintos ai, e
2a, nao podem ser congruentes a um mesmo a pois leriamos

aa, Ea}.(mod n),aa,= aj(mod n} = aa,=aa, (mod ) =

&

=asa (modn)=>a=a,jique mdc(a,n)=1.

Agora, dado um inteiro x, tem-sc que x= a (mod n) , para
algum 4. Como a =aa, (mod n) paraalgum /, vem x= aa (mod 2) .
Além disso, nao podem existir dois inteiros aa; ¢ aa, tais que
x=aa,(mod n) = aa, (mod 1) , pois)a vimos que daidccorre a=a.
Portante, {aal » Rag s A2, } ¢ um sistema complclo de residuos
medulo n.

3.3 RESOLUCAO DE CONGRUENCIAS LINEARES

Exercicio 3. Resolvercmaes a congruéncia
3X=7y+11 (mod 13)

paratodo y € Z . Temos mdc (3,13) =1, quc divide 75+ 11, para
todo y. Portanto, a congruéncia tem solugao, que é tnica médulo 13.
Como (-4)-3+13 =1, asolugao &€ dada por

x==-4(7Tp+11)=-28y-44 .

Paracada y € Z, temos um valor de x tal que o par x, y € solucao.
Fazendo y=0,1,2,...,12, teremos todos os pares de solu¢oces nao-
congruentecs duas a duas médulo 13 .
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3.4 SISTEMAS DE CONGRUENCIAS LINEARES

Exercicio 3 (i). E facil ver que nio podemes tomar o me¢smo quadra-

do.como fatorde a,a+1 e a+ 2. Escolhemos, entao, para quadra-
- b4 bid - -~ ¢

dos, 0s nimeros 22, 3% e 52 (por qué nio 22, 3% ¢ 422) . Temos

a= 0{mod ¢4,
a+l= 0(mod®),
a+2= 0 (mod 25) .

Resolvendo, vem a =548 + 980¢, te Z .

Exercicio 3 (ii). Basta, por exemplo, resolver o sistema

a= 0(mod5?),
a+l= 0(mod3?),
a+2= 0 (mod 2Y).

3.5 OS TEOREMAS DE FERMAT, EULER E WILSON

Exercicio L (a). Pelo exercicio 5 de 3.2, p.111, é suficiente provar
que al—a=0(mod3) c 2 -a=0(mod5).

Pclo corolirio do Teorema de Fermat, tem-se 4° = a {(mod 3).
Elevando a sétima poténcia, vem (a¥)"=a’ (mod 3), a = a’
(mod 8) ={a%*)? 2 (mod 3) =2 2. a(mod 3) =a (mod 3) . Analogamen-
te, tem-se a°=a (mod 3), (a°)*= a! (mod 5). Muliiplicando por a,
vem 22 = 4° (mod 3) = a (mod 5) .

Exercicio 1 (c). Pelo exercicio 5 d¢ 3.2, ¢€ suficiente provar que
2%~ 1=0{@nod3), a"-1=0 (mod 7), a®-1=0 (mod 8). Como a
érelativamente primocom 3 e 7 tem-sea”=1 (mod 7), a>=1 (mod 3),
pelo Teorema de Fermat. Elevandoao cubo essa ultima congruéncia,

vem que 2®= | (mod 3) .

Exercicios Resolvidos * 225

Resta provar que 8 | (a®-1) . Tem-se
a®—1=(a%- 1) (@*-1) = (a=1) (a®+a+1) (a+ 1) (2%~ a+]) .

Como a¢é impar, a-1 e a+1 sao pares, e um deles é multiplo dc .
Logo, 81 (a®-1).

Exercicio 2 (i). Fazendo x = 4772 b em ax = b (mod p) e aplicando
o Teorema de Fermat, vem 22” =% b= a”~' b (mod p) = b (mod p) .

Exercicio 2 (ii). Vamosresolver a congruéncia2x=1 (mod 31) . Pelo
corolario 3.3.5 , sabemos que essa congruéncia tem uma vinica solu-
¢io médulo 31 . Por (i) basta tomar x = 227,

Exercicio 4. Pelo exemplo 3.5.6 , tem-se
17-22+, 4+ (p=-1)7=(1 +2+..+ (p-1))" (modp) .

Comol +2+.+p-1= (ﬂéli? ,vem

1P+2F+ +(p-1)P= (_p2—l) +p=0(modp) .
Exercicio 5 (i). Tem-se ( p— x)° =p? -2px+ x*=x2(mod p) .

Exercicio 5 (i1). Sejam J, je Z, com 1<J, j< p - 1. satisfazen-
do i2=72 (mod p) . Tem=se i?~j2=0 (mnod p) , ou seja, p | (/= /)
(i+j) .Como p é primo,oupl (i-j) ou pl(i+ ) Masli-jl<p;
logo, se pl (i=-j) .deve-se ter i=j.Por ouro lado,se pl(/i+ ),
devemos ter i+ j=p,jaque l < i+ < 2p Assim. j=p-1.

Exercicio 6. Vamos provar primeiro que n*=n (mod p) , para
todonz29.
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Para n = 0, a proposicao € imediata. Suponhamos, cntao, esse

fato demonstrado para 22 = &, ¢ vamos provi-le para s =k + 1. Tem-se
P

heyr=3 |

F=0}

£,

p!
Ainda, como ['?] = N , € facil concluir que p '[f] , para

p—i)l
1<7<p-1.Assim,
(k+1)P=kP=1° (modp)=k+1 (modp)

pela hipétese de indugao. Dai, € facil concluir que n” = 22 (mod p),
Vne Z.

Agora, seja ne Z wal quepnaodivida n.De pln(n#~'-1),
vem que pl (n?~'-1).Ouseja, n”~! =1 (mod p), para todo n tal
que mdc(p,n)=1.

Exercicio 7 (a). Tem-se 2 =16=- 1 (mod 17), logo, (2%)%=
= (-1)2 {mod 17), ou 92¢8=1 (mod 17) . Ainda, elevando novamente
ao quadrado, vem que 216=1 (mod 17) .

Exercicio 7 (b).Pclo Teorema de Fermat, vem que [ ;DT-]J? =1 (mod p),
1.9

oup H :T]-— 1. Lego,

-1 p-l

P [32 —l] [32+1} ?

p-l p-l
2

ou, ainda, p ‘[a _1] ou p [a2 _]].

Exercicios Resolvidns 227

Exercicio 7 (c). Escrevemos p-1 =eg+ r,com 0 < r<e.Tem-se
2Pl gt =@ )-a =17-a (mod p)= a’ (mod p) .

Poroutro lado, a?~'=1 (mod p).Logo,a"=1 (mod p). Como0<r<e,

dcve ser r= 0.

Excrcicio 7 (d). Basta cscrever x=cg+r,com 0<r< c, ¢ proceder
como acimna.

Exercicio 9 (i). Como 1 729 = 7-13 - 19, pelo exercicio 5 dc¢ 3.2,
p- 111, basta provar quc

2% _3=0{(mod?7),a* -a=0(mnodl3), a®"-a=o0 (mod 19).

Temes37=5-7-2e¢a’=a(med 7). Logo. 4P =(a")’=2" {(mod 7).

Multiplicando por a*, vem

R 2

AP 22=22% 22 (mod 7),aY =a (mod7)=a(mod?).

As outras congruéncias sc provam de forma aniloga.

L attn= o a®w! =] .Logo,

Exercicio 10. Temse 1 + a— .. 1

AU _l=G-Dd+ra+.. +at )

Pelo Teorema de Euler, n 1 (a*¢? = 1). Como mdc (a-1,n) =1,
vemque nl(l+a+.. +a®im-1y

Exercicio 12. Seja 4, o n-&simo inteiro dessa sequiéncia. Entao, a,tem

a ferma

10n+l_l 1(}:”1__1
_ n n-1 = = .
3"_10 +10 +..+ 10+ 1 10-1 9
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Logo, 10"*' -1 =9a .

Seja agora n um natural tal que (p- 1)1 (a2 + 1), isto €,
n +1=k (p-1), paraalgum k. Pelo Teorema de Fermat, 10" =1
(m.od P . Logo, (10/"l ¥ = a* (mod P),ou ainda, 107! =1 (mod p).
Portanto, p | (10" - 1) =94 .Assim,se p # + 3, pl a .

Provamos, entio, que, sc p # £3 e né qualquer natural tal que
(p-1)1(n+1),entaopla . Como cxistem infinitos naturais nestas
condi¢des, o exercicio esta resolvido para p# 3.

Se p = 3, basta usar o critério de divisibilidade por 3 para con-
cluir que todo inteiro da seqiiéncia dada, cujo namero de algarismos é
multiplo de 3, € divisivel por 3 .
Exercicio 13 (ii). Pelo Teorema de Wilson, tem-se que 28! =
= -1 (mod 29). Ainda, 28=-1 (mod 29) € 27 =-2 (mod 29). Logo,

nNo

8 = 26! . 27 . 28 (mod 29) = 26! (-2) (-1) (mod 29)
=2. 26! (mod 29).

Porianto, 2- 26! =-1 (mod 29) =28 (mod 29), e r=28 .
Excrcicio 15. Como 437 =23 - 19, pelo exercicio 5 de 3.2, p. 111,
hasta provar que 18! = -1 (mod 23) ¢ 18! = -1 (mod 29). Paraa qulti-
ma dessas cengruéncias, basta aplicar o Teorcma dc Wilson.

Também por esse Leorema, tem-se: 22! = — 1 (inod 23) . Mas

22=-1 (mod 23) ,21 =-2 (mod 23) ,
20=-3 (mod 23),19=-4 (mod 23) .

Logo,

19-20-21-22=(-4)(-3)(-2)(-1) (mod23) =
=24 (mod 23) =1 (mod 23) .

Assim,

221 =181.19-20- 21 - 22 (mod 23) = 18! (mod 23) .

Exercicios Resohidos  ®
Como 22! =-1 (mod 23} , vem que 18! =-1 (mod 23) .
Exercicio 16 (i). Se p = 2, o resultado ¢ imcdiato. Scja entao p > 2.
Tem-se

1+42+. . +(p-1)=5-(p-1) ou %p(p—l) . Ainda,

PNy

mdc(p, P—;') - 1.Logo, pelo cxercicio 5 de 3.2, p. 111, é suficien-
1

te provar a congruéncia dada médulo p ¢ médulo ,';
Mas, pclo Teorema de Wilson, tem-sc quc
(p-1)!=(p-1) (modp) . Ainda,

(p-1)!1=(p=-1}= (p=-1) ((p=-2)!-1).

p-1
2

)|(p-1),vemquc("’;])l(_(p-l):-(p-l)),

p-1
2 )

Como (

ou(p-1)=(p-1) (mod

Exercicio 16 (ii). Pelo corolario do teorema de Fermat, (em-se
af =a(mod p) . Pelo teorema de Wilson, tem-se (p - 1)1 a=
=-a (mod p). Somando essas congruénciasmembro a membio, vem
a’?+(p-1)la=(a-a) (medp)=0 (mod p).

De forma aniloga sc provaque pl ((p-1)taf+a).

Excrcicio 16 (iii). E facil ver que
{1,365 .,(p=-2)}u{-1,-3,....,-(p-2)ju(0}

€ um sistema completo de residuos médulo p. De fato, dado x € Z,
l<x<p-1,ouxéimpar—enessecasox € {1,3,...,(p-2)}—eu
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p-xcimpar,e (p-x)e {1,3,..,( p-2)}. Mas, nesse ltimo caso,
tem-se quc

—(p-x)=-(-x) (mod p) =x(mod p),

isto é, x=—(p-x) (modp) c —=(p-x)e{-1,-3,..,-(p-2)}.
-1

Cada um desses conjuntos contém clementos e a uniao é
disjunta. Assim, cada um dosintciros do conjunto (1,3,..,( p-2) } v
{-1,-3,..,-(p-2)}écongruente a um e apenas um intciro do

conjunto{1.2,..,p~1}.Logo,
I-(=1)-(3)<(=3):5-(=5) ..(p—2)- (-(p-2))=
=1.2...(p-1) (mod p) =(p-1)! (mod p) = (-1) (mod p).

Reunindo todos os fatorces (- 1) do primeciro membro, vem
P;l
12.22. L (p-2)%(-1)" =-1 (mod p) .
p-1

2
Multiplicando a congruéncia por (-1), vem
p-1

12,22 . (p=2) (=D Fl=(=1)(-1)  (modp),

ou ainda
p-1

[

17.92.  (p=2)2=(-1)" (modp).

3.6 INTEIROS MODULO m

Exercicio 19 (i). Scja ¥ e Z 1al que X' 5 =0. Fatorando, temos

X (¥ -1)=0.Como Z, nio tem divisores dezero, deve ser X= 0
—20 _7 '
oux~=1.

Pelo Tcorema dc Fermat, se ¥ # (_), xt= Logo 0= (x

=1%=1. Assim,lodo Te€ Zg ¢ solugao da equacio.

Exercfcios Resolvidos  ®

~X

Exercicio 19 (iii). S¢ja ¥ € Z, wl qu X’ -x=0. Falorando,
temos ¥ (¥%=1) =0 . Assim, ¥ = 0 ou ¥ =1 = 0 ou.rt é divisor dc
Zero em 24.

Se ¥°-1=0, por tentativa obtemos ¥ = 1 . Além disso, o Gnico
divisor de zerode Z, é 2 . Mas

Como 2 -(-1) #0, conclui-se que as anicas solug¢des sio ¥ = 0
oux=1.

Exercicio 20 (i). Sep Xe ZP al que X = 4. Pelo Tcorcma de
Fermat, X=X .Logo, ¥ = 1.

Exercicio 20 (ii). Scja X e Zp tal que % - X#=6 . Pelo Teore-

9 - - . -
ma de Fermat, temos ¥~ ¥ = 6 . Considcramos agora a equacao
x2-x-6=0cm Z. Tem-se

P-x-6=(x+2)(x-3)=0

Assim, cm ZP , ¢ valida aigualdade

-3 -6=(x+2)(Xx~3)=0.

Como Zp nio contém divisores de zero, deve-se ter ¥ =2 ou ¥ < 3.

Exercicio 20 (iii). Seja ¥ ¢ Z tal que ¥ -9_ x@-H-5 SGe
%=0,cntio 5=0 ep=5.5e ¥ ¢O pelo Tcorema dc Fermat, deve-
mos ter ¥'#N =1 e, portanto,

ge=9 _ g QP (g (p-11y4 _ (% (;;-11)2 =1-7=0 =§'

o que implica p = 5 necessariamentec.
Assim, sc p =5, todo elemento de Z  é solucio. Se p # 5, a
cquagao nao tem solucao em Zp .

231




NUMEROS RACIONAIS

4.1 RELACOES DE EQUIVALENCIA

Exercicio 2.De acordo com a definigao 4.1.1, basta provarque v 2 € W,
aRa. Por (iii), dado ae .M, existe he M talquc aRb. Por (i), conclui-
sc que bRa, e por (ii), se aRbe bRa, entao aRa .

4.2 CONSTRUCAO DE Q

£ci P
Exercicio 8. Suponhamos, por ahsurdo, que g€ Q,comp, ge Z.
. 5 2
g#0. ésolucio de x~=a= 0. Tem-se
2
P 2 2
S =ao0up =ag-.
Como a nao éum quadrado perfeito, existe um primo g, que compare-
ce com expoente impar na decomposicio em fatores primos de a; logo,
comparcce com expoentc impar em ag>. Mas todos os primos da de-
. - 9 < -
composi¢ao de p~ comparecem com expoente par, uma contradi¢ao.
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Exercicio 9. O exercicio estara resolvido se detcrminarmos tedos os
valores de ne€ Z tais quc

mdc(n®+2n+3,n*+3n+5) =1

Procedcrcmos da seguinte forma: suponhamos que exista um pri-
mo p > 0 que divida esse maximo divisor comum. De pl (n2+ 2a+ 3)
epl (n2+2n + 3), vem, fazendo a difercnca, pt(n+2). De
pl11+2)n+3,vempl 3. Assim, deve ser p=3 . De pl (n+2), vern

(nt+2)=0(mod3),ou n=1(mod3).

Acabamos, portanto, de provar que, seard'c (n?+2n+3, n® +3n+3) £ 1,
entdonn=1 (mod 3) . Reciprocamente, é facil ver que sen= 1 (mod 3)
cntao 3 | mdc (n?+211+3, n2+3n+5) . Logo, mdc¢ (n?+2n+3%,
n%+3n0+5) = | se e somente se n= 1 (mod 3),

. n+17 ok
Exercicio 10. Suponhamos que -4 - ? ,com p, qe Z,

p.q >0, mde(p,q)=1. Logo,. piin - 4)= q%(n+17)

Resolvendo em n, vem

ne 17:;1"+4io- ‘
=g
Como né um inteire, p° - ¢° deve dividir 17¢2 + 4p* . Ainda, tem-se
que p>gq,jique n+17>n-4. Logo, p2g+1le p22q9%+2g+
+1> g%+ 1 ; portanto, p*—q*> 1.

Scja, entio, x > 0 um primo que divide p?- ¢?. Como
x| (17g%+ 4p?) = (4p*-4q9°+ 21¢?) , vem que x| 21g°. Portanto,
x=3o0u x="7ou x| g% Mas,se x1g% como x1 (p?-¢q?),vem que
x) p*, um absurdo.

Acabamos de mostrar que os primos que podem dividir p? - ¢*
sio 3ou 7. Assim, p2— ¢>=(p+q)(p-q) =37 coma,B20.
Ainda, ¢ facil ver que mdc (p+q,p—q) =1.Logo, oup+ g=3“c

Exercicios Resolvidos  ®

p—-q= 7 oup+ q=7ﬁ e p—q=3%.E facil conchir que a segunda
possibilidade nao pode acontecer poigquc p > q.
Da primeira possibilidade decorre que
g e
ST 17

>

com o + >0, pois ¢ # €. Substituindo na expressio dc n, vem

|34 726 3u. 78
ISR

. n+17 . .
Assim, se -4 ¢€o quadrado de um racional, n tem a forma acima.

Reciprocamernte, se /1 tcm a forma acima, tcm-sc

n+17 3% 472642 3.7 _[3«+7ﬁ]9

n-4  32_7:_9.3a. 78 (3e70

Exercicio 12 (a). Pelo exercicio 3(ii), de

17¢-13d a

5c-6d b
decerre quc 17¢-13d =a e 5¢-6d=5b, ou 17¢c-13d=-a e
5¢— 6d =-b . Se ocorre a primeira possibilidade, tirando ¢ valor dec

c ed, lemos

—6a+13b 17b-5a
c= ,d= .
37 37
Logo,
< _ 6a-13b
d 5a-17b

Se ocorre a segunda possibilidadc, procede-se de medo analogo.

235
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Exercicio 12 (b). Vamos resolver apenas o caso em que ocorre a pri-
meira possibilidade em (a).
Pelo acima, tem-sc que 371 (6a-13b) ,371 (5a-17b) . Logo,

6a-13b 5a-17H
87 ' 87

d’'=mdc(6a-13b,5a-17b) = mdc

=387 mdc(-c, =d) =37.

6a+13b  _17b-52

Assim, ¢ = -

’ .

a’ d’
Procede-se analogamente para expressar a ¢ & em fungao de
c,dcd’.

NUMERO NATURAL

31 A AXIOMATICA DE G. PEANO

Exercicio 4. (Lei do Cancelamento para Soma) Para todos a, b, c € N,
sca+c=b+c,entdo a=b.

DEMONSTRACAO

Seja A={ze N lsca+z=b+2 entae a=5b}. Obviamente
0€ A.Sejaentao m € A. Mostraremos que 6(m) € A.

Sca+o(m) =b+0(m),entiod(a+m)=c(b+ m).Comoa é
injetora,vem quc a+ m = b+ m .Como me A, segue-scque a=b.

Do axioma P.3, decorre agora que A= N.

Exercicio 5. Paratodos 2, be N,verifica-sc apenas uma das condi¢éces

(i) a=b.
(ii) Existcxe N,x20,wique b=a+x.
(iii) Existc y€ N . g2 0, 1alquca=b+y.



38

* Aumeros: Uma Introdugio 4 Matemdtica

DEMONSTRACAO

Mostraremos primeiro quc nao podem ocorrer duas condi¢ées
simultaneamente. De fato,se ocorrem (i) e (ii), segue-se quea=a+yx,
ou a+0=a+ x.Do excrcicio 4, vem que x = 0, uma contradicao.
Similarmentc, nao podem ocorrer (i) e (iii).

Suponhamos, entio, que ocorrem (ii) ¢ (iii).

Entdo,b=a+x=(b+y)+x = b+ (y+x) .Comoacima, y+ x=0.
Como x#0 , vem que x=0'(x") , para algum x'e N, Entdo, y+x =
=y+6{x’)=0(r+x')=0,c0Oestinaimagem deg, o que contradiz
a proposicio 5.1.1.

Provemos agora que deve acontecer uma das trés condigdes.
Sejam entdo a um naturaldado,c A={zeNlouz=aouz=a+x,
para algum x# 0, ou a = z + ¢ para algum y £ 0} .

Obviamente, 0€ 4, poisou 0=a ou 0+#a e, nesse ultimo
caso, segue-se quc a =0+ a;isto &, 0 vcrifica a iiltima condi¢3o.

Sejacntaiome A, e mostrcmos que 6(m) € A. Se m=a, cntao
o(m) =o(a) = a+ 1, c verifica-se a segunda condicio. Se m = a + x,
entao 6(m) = o(a+ x) = a+G(x) , e novamentc sc verifica a segunda
condi¢ao. Suponhamos, entao, que a= m + y. Como y#0 , vem quc
¥ =6(r'),paraalgum y’'e N. Logo

a=mt+y=m+0(y)=m+y'+l=m+1+y =c(m+p’.

Se ¥ =0, vale a primeira condigao para o' (m) . Sc ' 20, vale a ter-
cceira condigao.

Do axioma P.3, vem que A= N .

Excrcicio 6. Umavez quc os demais sao de demonstragcao imediata,
demonstraremos apenas o axioma A.13 : Dados dois naturais ae b,
tem-se qucou a< b ou a= b ou b<a .

Obscrvamos primeiro que, segundo adefinicio 5.1.12, a< b se
esomentese existcre N, 7#0,talque b = a+ r. Agora, do cxercicie
5 e da definicao 5.1.12 decorre queoua=»5b, ou a< b ou b<a

Exercicios Resohidos *

Exercicio 7. Provaremos apenas a propriedade anti-simétrica, nma
vez que as outras sao de demonstragao imediata.

Obscrvamos primeiro que, tendo em vista o exercicio 5, podc-
se enunciar o axioma A.13 da seguinte forma: dados dois naturais 2 e
b, verifica-se apenas uma das condi¢des

(i) a=»b,
(i1) a<b,
(iii) b< a.

Demonstrarcmos agora a propriedade anti-simétrica: sc a, b
saonaturaistaisque a< be b<a,entaioa=b.

A prova é imediata, pois a < bsignifica a<b ou a=b, e b<a
significa b <a ou b= a .PeloaxiomaA.13 enunciado na forma
acima, deve-se ter 2= b.

Exercicio 8. Demonstrarcmos primeiro o seguinte lema: Sejam
x, ¥y e N.Entao,

(i) sex=20,x21.
(i) x<o(y)seesomentese Y<y ,
(iii) o(y) < x se esomentese y<x .

DEMONSTRACAO

Para (i), suponhamos por absurdo que x< I . Logo, 1 =x+ v,
com ve N, v#0.Como v#0,vem que v=¢(v') ,com r'e N.
Substituindo, vem

l=x+v=x+0o(v)=x+v +1].

Da Lei do Cancelamento para a Sorna cnunciada na solu¢ao do cxer-
cicio 4, vem x + v’ =0 . Como x#0, tem-sc que x = G(x'), com
x' e N.Entao,

O(x’)+v¥' =0(x'+v)=0,

¢ 0 estd naimagem dc G, o que contradiz a proposi¢ao 5.1.1.

239
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Para (ii), suponhamos primeiro que x<y, isto ¢, x < y ou
x = ¥ . No primeiro caso, vem que x=) + r, com r< N. Logo,
o(y) =a(x+r) =x+0(r}), e x<a(y).Nosegundo caso, tem-se que
6(y)=0(x)=x+1, e x<o(y).

Rcciprocamente, suponhamosque x< G(¥) . Logo,a(y) = x+s,
com s€ N,s5#0.Fazendos =a(s') ,s € N, tem-se

G(ry=x+s=x+0(s")=0(x+s")
e, conseqiientemente, ¥ = x+s'. Portanto, x < y.

Para (iii), suponhamos primeiro que < xc que x<o(y). De
(ii}, vem que x< y, um absurdo. Suponhamos agora que G(¥) < x
e que x < y. De (ii), segue-se que x < G( ¥} , novamente uma contra-
dicio.

Demonstraremos agora o Principio da Boa Ordem: Todo con-
junte nao-vazio de inteiros nao negativos contém um elcmento mi-
nimo.

Seja A< N um 1al conjunto, c suponhamos por absurdo que
A nao tenha minimo.

Seja B={xeNlx<),vyeAl. Entdo, B4 =¢ . De fato,
suponhamos que existaxe BN A, entdo x < x, contra o axiomaA.13,
conforme enunciado no excercicio 7.

Provaremos agora que B=N, o que implica A=4¢, uma con-
tradi¢ao.

De fato,0€ B, pois 0 <y, ¥ ye€ A, cse0pertencesse a A, seria
seu elemento minimo, contra nossa suposi¢io de absurdo. Logo,
0<y, vV yeA.

Suponhamos agoraque xe B, e mostremos que ¢(x) € B. Para
todo y € A, tem-se que x< y. Logo, pelo lema (iii), 6 (x) <y . Se
o{x) e A, entao o(x) seria o elemento minimo de A, de novo contra
nossa hipétese de absurdo. Logo 6(x) <y, ¥ ye A,c 6(x)e B. Do
axioma P.3 ,vem que B=N.
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10.

11

ACADEMICA

Chordata: Manual para um Curse Pratico
Elizabeth Héfling e outros

. O Renascimentn

Tereza Aline Pereira de Queirez

. Principies de Eletrodindmica Clissica

Josif Frenkel
Laboratério de Virologia
José Alberto Neves Candeias

. Controte Robuste Multivariauel

José Jaime da Cruz

. fornadismo Econtmico

Bernardo Kucanski

. Intredutdo a Biologia Vegetal

Furico Cabral de Oliveira

. Mecinica Clissich Moderna

Walter F. Wreszinski

. Introdugau a Fisica £5stalistica

Silvio R. A, Salinas

Probabitidade: Um Cwso Intredutirio
Cuailos A, B. Dantas

Modelagem e Stmulagao

Claudio Garcia
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19.

20.
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28.

29.

Cronobiologia

Nelson Marques ¢ Luiz Menna-Barreto (orgs.)

Estudoy de Morbidarte
Maria [acia Lebrao

Prepawos Cavatdrios para Amdlgame e Restne Compesta

André [Luiz Baracchini Ceuntola e outros
A Jdentidade ¢ a Bifevenca

Edward Lopes

Literatwa Comperada

Sandra Nirrini

Eletroquinica: Princifnoy e Aplicagoes

Edson A. Ticianelli e Erncsto R. Gonzalez
Awnastragem Probahilistica

Nilza Nunes du Silva

Pensande a Educacdo ros “Yempos Modernos
Maria Lucia Spedo Hilsdorf

Naimeros: Uina Introdugde a Matematica
César Polcino Milies e Sonia Pitta Coelho
Arquiteturus no Brasil (1900-19%0)

Hugo Segawa

Distribuigcio de Renda: Medidas de Besigualdade e Pobreza

Rodolfo Hoffmann

Ondas e Ondaletas: Ba Anclise de Powrier d Anafise de Ondaletas

Pedro A Moretun

Introclugein a Estrutwra e Evolugeio fstelay
Walter J. Muciel

Regidio ¢ Grogafia

Sandra Lencioni

Muscus Acolhen Mederno

Maria Cecilia Frinca Lourenco

Energia Elbiea pava o Deservolirisnento Sustenteivel
Lineu Belico dos Reis & Semira Silveira ¢ovgs)

Astrenomia: Uina Visdo Geved do Urgverso

Elisabete M. de Golveia Dal Pino, Amancio C. S. Friacga,
Veri Jutenco-Pereira e Luerte Sodré Jr. {orgs)

Moanual Pratico de Microtiolngia Bdsica

Rogério Lucaz-Ruiz

30.

31

33.

24,

35.

Técnicas Computacienais paya Bindmica dos Fluidos
Armando de Oliveira Fortuna

Os Significades Urbanes

Lucrécia d’Alessio Ferrara

. Etica em Comfrutacéo

Paulo Cesar Masiero

Patologias Cardiacas da Gestagdo

Janudrio de Andrade (org.)

Um Curse de Algwebm Linear

Flavio Clhoa Coclhio € Mary Lilian Lourengo

Binémica Estecdstica e Irreversibilidade

Tania Tomé ¢ Mario Jos¢ de Oliveira

Nevos Instrumentos da Gestdo Ambiental Urbana

Heliana Comin Vargas ¢ Helena Ribeire (orgs.)

Gestdo de Sevvicos de Savide: Descentralizacie/ Municipalizag.de do SUS
Marcia Faria Westphal e Eurivaldo Sampaio de Almeida (orgs.)

. Avaliagde e Classificagdo de Reservas Minerais

Jorge Kazue Yamamoto



