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PREFÁCIO 

Este liwo está baseado em notas escrüas para o curso de AJgebra 
I do Instituto de \1atemátka c Estatística da l'ni\"ersidade de Sào Pau
lo (IME-USP). Elas foram experimentadas entre I9i7 c 1980 na forma 
de apostilas. Depois desse período tüi feita uma ediç;lo preliminar que 
permitiu uma maior divulgação e, dessa forma, elas foram usadas náo 
só na USP como também em outras universidades. Isso permitiu testar 

sua receptividade entre os alunos e lazer divers·as correções. 

O conteúdo deste lino apresenta algumas oportunidades didá
ticas muito interessantes. Ele se propõe a introduzir um grande núme
ro de demonstraçôcs características do método axiomático, famili,l
rizando gradu,tlmcnte o estudante com o formalismo que irá encon
trar à medida que prog-ride em seus estudos. Os conceitos trabalhados 
s·do bem conhecidos do leitor, de modo qut: ele pode ir se Miaptando 
aos novos métodos e ao nível de rigm nece%ário sem a dificuldade 
adicional de compreender idéias que lhe <io estranha�. 

O grau de formalizaçào que adotamos é mé·dio, .1pcnas o �uti

ciente para ilustrar o método axiomático. As-,im, os próprios axiomas 
foram apresenwdos de um ponto de Yista que poderíamo� qu<l!ificar 

de ingênuo, ma�, a partir daí, fomos bast,mte cuidado�os nas dcmons

traçôes. 
De\·cmos diLcr ainda uma pabn:t quanto,\ ;tpresC"nt;u:,ào dos 

temas. Ela representa uma proposta ou, ntdhOl, uma toma(Lt de po�i
ção quanto à forma em quc ,\creditamo� que :1 matem;ítir.-. de\T stT 
apresentada. Tomamos espe( ia! ctlid.tdo cm intruduúr ,to longo do 
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texto um grande número de informações históricas, o que tem uma 

dupla finalidade. 

De um lado, achamos que tanto conceitos como llO\'OS proble

mas não de\·em ser introduzidos ·'em ahstrato" a pena� porque o pro

fessai· ou o programa querem se ocupar deles. Acreditamos que se 

de\·e levar cm conta a motivação c a relevância dos temas em conside

Ltçào. A história das questões tratadas é freqüentcmentc da maior im

ponáncia nesse sentido. Isso é particularmente verdadeiro ao tratar 

de wnceitos aritméticos ou algébricos, cuja motivaçáo não está ligada 

à nossa intuição do mundo físico, como acontece em outros ramos da 

matemática. 

De outro lado, acreditamos também que um texto, ou um cur

�o. não se deve limitar a transmitir apenas o conteúdo "técnico"' da 

matéria, deve-se preocupar também com a formação do estudante. 

!'lesse sentido, é tão importante para o futuro profissional o estudo de 

uma determinada disciplina quanto o das circunstâncias em que se 

desenvo[\·eu. 

(',ostaríamos de poder transmitir essas inquietudes ao estudan

te, para que este lino possa vir a ser para ele uma das muitas portas à 
matemática superior 

Quando da primeira redação destas notas, a Profa. Sara S. 

Herkowicz fez numerosas sug-estàcs que contribuíram muito para o 

aprimoramento da versão fi. na!. T.mto a monitora Heloísa D. Borsari, 

que nos ,\uxiliou na confecç:w cLl primeira ver�áo mimeograütda, como 

os alunos Kunio Okuda. Dehorah Martins Raphael e Fernando Qua

dros Gouvêa, que fizeram uma cuidadosa leitura dos primeiros origi

nais, são h�je doutores em matemática. A todos eles somos muito gra

tos pela valiosa colaboração. 

Ao long-o dos anos em que este texto foi empregado em forma 

experimental, diversos outros rolcgas nos auxiliaram com muitas cor

reções. Somos particularmente gratos aos Proh. Lei la l'vl. Figueiredo, 

Roberto C. F. Costa, M-.uia Lucia S. Singcr e Renate Watanabe, e ao 

,dunoJoào F. Barros pela leitura meticulosa do mesmo. que nos le\'ou 

a corrigir um g-rande número de detalhes. 

Os tllllores 

1 

NÚMEROS INTEIROS 

1.1  INTRODUÇÃO 

A geometria costuma ser aprfsentada como uma ciência na qual 

todas as proposiçàes podem ser logicamente demonstradas a partir de 

algumas afirmações iniciais chamadas axiomas ou postulados. Essa apre

Sf'ntação é muito antiga; data do século IV a.C., quando Euclides de 

Alexandria escreveu seus funosos Elnuen/o:,. 
Algo �m diferente acontece com a álgebra e, em particular, 

com a teoria elementar de números, que ser,l o ohjeto destas notas. 

Parece claro que a noçáo de número natural desenvolveu-se gradati

vamente a partir da experiência cotidiana. S{'\1 emprego foi-se genera

lizando aos poucos, e as propriedades das operações fOram admitidas 

como um falO experimental. 

Fato análogo aconteceu com a noç;lo de racionais não-negati

vos, isto é, números da forma a/bem que 11 l" b sáo números naturais, 

que surgiram ligados a problemas de grandezas geométricas. 

O mesmo náo aconteceu com os números inteiros negati\·os. O 

primeiro uso conhecido desses números encontra-�e num,t obra in-
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diana, atribuída a Brahmagupta (628 d.C. aproximadamente), na qual 
são interpretados como díYidas. 

Foi precisamente a possibilidade de dar div<?rsas interpretações 
aos ':lúmeros negativos que fez com que dcs fossem aceitos aos poucos 
na coletividade matemática. Porém, desde seu aparecimento, esses 
números suscitaram dú\idasquanlo à sua legitimidade. Em 1543 Stieffel 
ainda os chamava de números ahsurdos, e Cardan o, contemporâneo 
de Stiellel, dcnomina\·a-os solw,;ões falsas de uma equação. 

Foi o aparecimento dos números complexos, ligados à proble
mas de resolução de equaçôcs, mas sem uma intcrpretaçiio empírica 
acessível, que levou a ciência européia a refletir sobre a natureza dos 
números. 

O primeiro a tentar dar à álgebra uma estrutura lógica compa
rá�·el à geometria dosE/('mnrlosde Euclides foi o inglês George Peacok 
que, no seu Tmrlist 011 .4./gebm, publicado em 1830 e ampliado a dois 
volumes em 18 4�1, clestaLou pda primeira vez a importância elas cha
madas ··teis tormais", isto é, das propriedades das operações, marcan
do assim o início do pensamento axiomático cm álgehra. 

Atitude semelhante foi assumida por seu contemporâneo c ami
go, Augusto de \forgan. na su.> Trigoi/OIIIt/J"_)" turd Douú/e Alg('bra, 

publiLada também em 1830. 
Em geral, os textos apresentam aos estudantes teorias já bém 

organizacht5, panindo de um punhado de axionus c demonstrando 

< ,rdcnacLmwnte todos os resultados subseqücntes e este livro nào será 

cxccçào. Queremos, no entanto, achcrtir que esta abordagem dá 

freqücntemente ao estudante uma imprcssáo errada da natureza ela 

evolução da matemática, como se primein1 se Hxassem as bases para só 

depois se desenvolver a teoria. 
O processo histórico mostra que a realidade foi bem diferente. 

:-\o século XVIII, Leonhanl Euler clescubriu as famosas fórmulas que 
le\"illll seu nome, relacionando exponenciais com números comple
xos. e K.1.rl F. Gauss demonstrou o Teorema FmHiitlllCnt,ll da Álgebra, 
que atirma que toda equar,;ào polinomi.>l com coeficiente� reais aclmi
tc pelo menos un1<1 raiz complexa. Contudo, a primeira (undamenta
ç,\o prec i�a da noçáo de número Lomplexo como par ordenado de 
número� reais i.· atribuíd,, .t .\i, \\'ii liam R. Hamilton e dat.> de 1833. 

Como os núnwn1s complexos foram os que le\·antaram mais dú-
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vidas quanto à sua legitimidade, foram também eles os pl"imciros a ser 
fundamentados ele forma cuidadosa, usando-se a noçào de número 
real, que foi formalizada só em 1872 por Richard Declekind. 

No seu estudo dos números reais, Dedekind apóia-se nos racio
nais, que, por sua vez, definem-se a partir de pares ordenados de nú
meros inteiros. Mas, afinal, o que são os números inteiros? 

A noção de número natural (a partir da qual se pode explicitar 
a noção de inteiros) foi fundamentada com precisão pela primeira vez 
por Giuseppe Peano em 1889 na sua Arithmetica Plindpia Nova 

Methodo Exposim. O método ele Peano, com leves variantes, é usado 
até hoje por numerosos textos, mas tem o inconvenieme de ser longo 
e demorado. Segundo essa teoria, a definição de número natural é 
estabelecida a partir de três conceitos primitivos c cinco axiomas. O 
leitor interessado nesse ponto de vista poderá consultar o último capí
tulo destas notas. 

Nós preferimos dar diretamcn te uma fundamentação axiomática 
dos números inteiros, bastante usada em algumas das referências clás
sicas, que nos permitirá chegar mais rapidamente a rt:"sultaclos signifi
cativos. 

1.2 UMA FUNDAMENTAÇÃO AXIOMÁTICA 

Os números inteiros formam um conjunto, que notaremos por ZZ, 
no qual estão definidas duas operações, que chamaremos de adição e 
mu�tiplicação e denotaremos por+ c · . Em ZZt..1.mbém está definida uma 
relação que permite comparar os seus elementos, a relação "menor ou 
igual", que indicaremos por$. 

Como nào desejamos ser excessivamente formais, nào definire
mos aqui os conceitos de opcraçào c relação; limit<W·llOS-emos a usá
los no seu sentido intuitivo. 

Os axiomas que passaremos a detalhar dcs<.-rcverào algumas das 
propriedades básicas das operaçõe-s c da relação �menor ou igual", 
que tomaremos como base para desenvolver a teoria. Qualquer outra 
propriedade, mesmo que intuit.ivameme óbvia, poderá sn demonstra
d a  a partir dessas. 
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Observamos que em qualquer apresentação axiomática o co

meço tende a ser cansativo, precisamente por ser necessário demons

trar alguns fatos que são bem conhecidos. Tentamos poupar o leitor, 

na medida do possível, desse inevitável abonecimento. Assim, nosso 

sistt:ma de axiomas é superabundante, isto é, admitimos mais proprie

dades do que as estritamente neccssárías, esperando tornar mais tlu

ente a exposiçào. Para maiores detalhes, o leitor pode consulwr os 

cxcrcícws. 

O primeiro grupo de axiomas descreverá algumas proprieda

des da soma que certamente sào familiares ao leitor. 

:'\. I 

A.2 

Propriedade Associati\·a: Para toda terna r1, b, r de inteiros tem

se que 

a+(b+r)=(a+b)+( 

Existência do Neutro: Existe um único elemento, denominado 

wufro adi!Í<'O ou zmo, que indicaremos por O, tal que 

a+ O = a, para todo a E 7Z. 

Existência do Opos\0: Para cada inteiro r1 existe um único ele

n1C'nto que chamaremos oposto de a e indicaremos por -a, tal 

que 

a+(-n)=O 

A.4 Propriedade Comutaliva: Para todo par a, b de inteiros tem-se 

que 

rt+b=b+a 

O próximo grupo de axiomas explicita algumas das proprieda

des da multiplicação. 

Propriedade Associativa: Para toda terna a. b, ,-de inteiro.;; tem

se que 

(/ ( h,- ) ( ab ) r· 

A.6 

A.7 

A.S 

Jv'úmeros lntekos • 15 

Existência do Neutro: Existe um único elemento, diferente de 

zero, denominado neutro nwltiplicalivo, que indicaremos por 

I, tal que 

I· a== a, para todo a E :Z. 

Propriedade Cancelativa: Para toda terna a, b, c de inteiros, com 

a :;z: O. tem-se que, 

se ab= ac, então, b= c 

Propriedade Comutativa: Para todo par a. b dc inteiros, tem-se 

que 

Comparando o grupo de axiomas dados para a adiçào c a mul

tiplicação, percebe-se uma grande semelhança entre ambos. A única 

diferença notável surge entre os axiomas A.3 e A.7. Um análogo a A.3 

para multiplicação afirmaria que para todo a E :Z existe um elemento, 

digamos, a' E :Z, tal que a ·a'= 1 .  Sabemos, porém, que issonào aconte

ce: quando a= 2, por exemplo, nào existe nenhum inteiro,1' tal que 2a' 

= I (para considerações mais pr�cisas veja o exercício 7). 

Poderíamos nos perguntar ainda por que não colocar, entre os 

axiomas da adição, um análogo à propriedade cancelativa A. 7. h'"ão o 

fizemos apenas porque é muito fácil demonstrar esse resultado a par

tir dos axiomas. 

1.2:1 PROI'OSIÇÃO (PROI'RIEDAlJE CANf:EL\.TIVA DA ADI CÃO) 

Para toda terna •1, b, c de Jiueiros tem-se que, 

sea+b=a+c,ent/io b=c . 

DEMOt"STRAÇÃO 

Se a+ h== a+ c, somando o oposto de a a ambos os membros 

dessa igualdade, temos que 

(-a) + ( <l + b) = (-a) + ( a+ c) 
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Usando a propriedade associativa, temos: 

[(-a)+(a)]+b=[(-a)+(a)]+c, 

isto é, 

O+b=O+c, 

portan'to, 

b == c 

O próximo axioma relaciona ambas operações. 

• 

A.9 Propriedade Distributiva: Para toda terna a, b, c de inteiros tem
se que 

a(b+c)== ab+ac 

As próximas afirmações também são intuitivamente evidentes, 
mas conforme o plano inicial serão demonstradas com base nos axio

mas até aqui introduzidos. 

1.2.2 PROPOSIÇÃO 

Par.1 todoínteli'oa, tem-se que a· O== O. 

DEWJNSTR·\CÃO 

Como a . O+ a. O== a ( O+ O) == a ·  O == a· O+ O. comparando o 
primeiro e o último termo da cadeia de igualdades acima temos que • 

<J·O+a·O=a·O+O. 

Usando a propriedade cancclativa da adição, vem imediatamente que 

a·O== O. • 

1 .2.3 PROI'OSIÇ\0 

Se_i1m a, bínteíros, tais que a· b== O. Então, a== O ou b== O .  

DEIIIONSTRAÇÁO 

Números Inteiros • 17 

Se ab== O ,  usando a proposição anterior podemos escrever essa 

igualdade naformaab= a· O . 
Se a == O  , a proposição está demonstrada. Se a ;é O , podemos 

usar o axioma A. 7 para cancelar e obtemos b == O . • 

Se o leitor lembra da forma como são apresentadas as opera
ções com números inteiros no curso secundário e o mistério que en

volve o processo de decidir o sinal de um produto, certamente apreci

ará as vantagens do método axiomático da proposição seguinte. 

1.2.4 PROI'OSIÇÃO (REGR<�. DOS SINAIS) 

Stjam a e b ínté'Íros. Então rale: 

(;) -(-a) 

(H) (-a) ( b )  

(iii) (-a)(-b) 

DEMONSTRAÇÃO 

a 
-(ab)�a (-b) 

ab 

Notamos inicialmente que podemos interpretar o axioma A.3 
da seguinte forma: o oposto de. um elemento a é o único inteiro que 
verifica a equação a+ x =O . 

Para provar (i) basta observar que a verifica a equação 
(-a) + x = O  . Conseqüentemente, a é o oposto de -<l (que é o 
elemento indicado por - (-a) ) . 

Para provar a primeira igualdade de (ii), basta observar que 

( -ã) bé a solução de ab+ x== O. já que 

ab+ (-a)b= [(-a) +a] b== O· b== O 

Analogamente, verifique que ab + a( -b) =O 
Para (iii), podemos observar diretamente que aplicando (ii) te-

(-a)·(-b)�-(a(-b))�-(-(ab)). 
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e usando também (i) no último termo segue que 

( -a) ( -b) = ab 

EXERCÍCIOS 

I.  Sejam rt e b inteiros. \1ostrar que: 

(i) ( -1 )a=-a 
(ii) Se {/�=O, então a::: O 
(iii) Se a�= a, emão a= O ou a= I 
(iv) A equação a+ x = b tem uma única �olw:,�-to em 7L 

• 

2. Mostrar que, se no si�tema de axiomas substituímos A.7 pela 
proposição 1.2.3, então a propriedade cancelativa da multiplica
ção pode �er demonstrada a partir de novo sistema de axiomas. 

Enunciaremos a seguir os axiomas referentes à relação "menor 
ou igual''. 

A .lO Propriedade Reflexiva: Para todo inteiro a tem-se que aS a. 

.\ . II  Propriedade Anti-simétrica: Dados dois inteims t i  e ú, se aS b 

e b S a, então a= b. 

A.l2 Propriedade Transitiva: Para toda terna a, b, r de inteiros tem
se que, se tiS b e ú S r, então aS r .  

Por causa dos axiomas A. 1 O, A 11 e A 12 diz-se que a relação :5 é 
uma rdrrriio de ordem. 

Usaremos o símbolo a< b para indicar que aS ú, mas a·ot b; 

nesse caso, diremos que a é lltNiorque b .  -:\o q11e segue, emprega
remos os termos "positivo" c "negativo" no seu sentido usual, isto é, 
para indicar que um certo número é maior ou menor que zero, res
pectiYamentc. Quando conveniente, usaremos também os símbolos b 

2': a ou b > a para indicar que aS ú ou a< b. 

AI3 Tricotomia: Dados dois inteiros quaisquer a c ú tem-se que ou 
ri<Ú ou a =Ú ou Ú<t!. 

Núii)(:'!'Os lncé'iros • /9 

Devemos ainda introduzir alguns axioma� que vinculem a rela
ção de ordem com as operações: 

A.l4 Para toda terna .-1, b, c de inteiros, se;1S b, então a +cS b+c. 

A.IS Para toda tC'rna a, b. c de inteiros, se aS b <" OS c, entào ac S bc. 

Note que, no nosso sistema de axioma:::., admite-se que I :;<:O, 
porém, não sabemos ainda se O <  I ou I< O. Felizmente, já est..'lmos 
em condições de elucidar essa dúvida tão pouco razoável. 

1.2.5 PROI 'OSIÇ.Ã.O 

Stja a um inteiro. Endio: 
(i) SenSO, então-a'20. 
(ii) Sca'20,ent<io-aSO. 
(iii) ;12 '2 O (isto �. n:J tcrmúwlogi:J usual, todo quadudo é 

não negativo). 
(iv) I >O . 

DEMONSTRAÇÃO 
Se aS O, usando o axiomaA.14 podemos somar -a a ambos os 

membros e temos 

( -<t) +aS ( -n ) +O , isto é, OS-a 

A demonstração de (ii) é análoga. 
Para provar (iii) discutiremos separadamente dois casos. Se a '2 O, 

podemos, usando A.l5, multiplicar ambos os membro� dessa desi
gualdade por a e obtemos diretamcntc .1 • .1;?. O · a, isto é, a2;?. O . Se 
aS O , de (i) vem que -a;?. O . Da parte anterior temos que ( -,1 )� �O 
c ,  da parte (iii) da proposição 1.2.4 vem que ( -;1) � "'  a'!.; logo ,12 '2 O. 

Finalmente, corno I= 1�, (iv) segue imediatamente de (iii) . • 

EXERCÍCIOS 

3. Sejam a c b inteiros tai� que "< b. Prm·a1 que- ,I> -h. 
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4. 

5. 

Demonstrar que as afirmações oblidas dos axiomas A.l 2, A. l 4  c 

A. IS  substituindo o símbolo$ por < são verdadeiras. 

Dado um inteiro a, chamamos valor absoluto de a o número 
inteiro designado por I a I e definido como segue: 

Se <I 2: O ,  então I n I = <1 • 

Se a< O, emão I ai =-a 

Sej.m1 a e b inteiros. Provar que: 

(i) la I<:: O c la I= O se e somente se a= O 

(ii) - lal$a$;lal 

(iii) 1-al=lal 

(iv) labl=lallbl 

(\·) L1+ b l$ la i+ lbl (desigualdade tr iangular) 
(\"i) llal-1/Jil�la -IJI 

Para apresentar nosso último axioma, intiodu:LÍremos primeiro 
alguns conceitos. 

1.2.6 DEFINIÇAO 

Seja A um suhconjunto de ZZ. Diz-se que A �  limitado inferior
mente se existe algum inteiro J.: tal que, para todo a E A, tem-se que 
k::;; :J .  

Um elemento a
0 

E A diz-se elemento mínimo de A se, para todo 
a E A , tem-se que- ,1

0 
$ ,J (verifique- que, se existe urn elemento mínimo 

de A, de é único). 

De forma análoga define-se conjunto limiwdo superiormente e 

elemento m<Íximo dc um conjunto. 
Usaremos os símbolosmin A e max A para indicar o rníninlo c o 

m;íximo de um conjunto A, quando existirem. 

A. 16 Princípio da Boa Ordem: Todo conjunto rüo-vazio de inteiros 

nào-negativos contém um elemento mínimo. 
�ote que, n1mo conscqút·ncia dos ,1xioma� A.l4 e A.l5, pode
mos provar que O < I, Porém, aind;l n;io conseguimos demons
trar o fato úb\·io de que não existem inteiros cntrl" O c I .  Esse i· 
o conteúdo da próxinLl proposição. 
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1 .2 .  7 PROI'OSlCAO 

St;.fa a um inteiro tal que O $  a$ I . Em:io. a= O ou a= I 

DEMONSTR.AÇAo 

Suponhamos por absunlo que t>Xi)t.t um inteiro a diferente de 

O e 1 nessas condiçôl"s. As�im, o conjunto /·i= f ,, E 2Z 1 ()<a< I 1 seria 
não-vazio c pelo Princípio da Boa Ordent t·xiqu ia m = mi11 S. 

Como mE S temos que m > O cm< 1. l 'sando o axioma A.l S, 
multiplicando por ma segunda desigualrLilk. obtemos m� < m, As-

• 9 . snn, nr > O  (venfique) e. HJmo 111 < I . d:t propri<>dade transitiva te-
" I ., mos nr < . Logo, nr E Se é menm Cjlll' �('11 dl'mcnto mínimo, uma 

contradição. • 

O Princípio da Bo<l Ordem dnelll]Wllhdt �-tum papel importan
te em muitas demonstraçôe�. Pa1 a il1bll ;1 r l ot 11 o o utilizamos, provare
mos que o conjunto dos inteiro.� po.'oi tinJs 1 et n d chamada Propriedade 
Arquimediana. Veja tambi·m ;1 proposi(,-\lJ 1 �-()c o exercício 8. 

1.2.8 PROl'OSJÇ\0 (PROl'RJED.\llE ARQl'l�IFI lL-\1\_\) 

Sejam a e b inteiros positivos. Ent;'to, existe um inteiro positivo 
n tal que 11:1 > b: 

DEJ\JONSTRAC,·\() 

Suponhamos que a .1finn<1çào n :10 scj,l 1 crdad{'ir.L Isso significa 
que, para todo inteiro posi tÍ\·o 11 . tt·m-sc q lll' !J;::: 1u. A5sim, o conjunto 

5= l b-JW lnE ZZ .  11 > ()) 

está formado por inteiros JÜo-nega!Í\'0:-o. ( :o1 dorme o Pfindpio da Boa 
Ordem, existe m= mín .s: Como w E S. de l· da forma m = b- ra 

para algum r E ZZ. 

Consider:lmos cnt;lo o ckmctl tOIII·=- h-( 1- I );I, que também 
pertence a S, c temos 

m' = b- (r+ I) a= ( h-1.1) -,J= w-a< 111 

(pois ;J>O :wrifiqtw!). 
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Teliamos, então, que m' E S e 111' < m = min S, uma contra-
dição. • 

Note que, trivialmente, se um conjunto A tem mn mínimo, en
tà'oAé limitado inferiormente. A recíproca wmbém é ,·erdadcira, como 

demonstraremos a seguir. 

1.2.9 PROI'OStÇ.-\(J 

Todo conjunto mio-vazio dt• inteilos lúniwdos inft--JioJmente cem 
mJÍllÍJJo. 

DE:.IONSTRA.ÇÁO 

Seja A um tal conjunto c seja ainda k E Z: tal que, para todo 
a E A, tem-se que k $.a. Consideramos então o nmjunto 

5=(a-kl.le AI. 

Obviamente, S "# 4> ,já que A é JÚo-\·,uio. E, Lomo k $. i/ , para 
todo .1 e A, os elementos de 5 são uào-negativos. Do Princípio da Boa 
Ordem, existe m = min S. que scrú da túmu m -'a,- k, para algum 
n0 E A. Mostraremos que o elemento ;111 assim determinado é<) míni
mo de A. 

Como :111 ê um elemento de A, �ó resta verificar que , para todo 
a e A, tem-se que a0 $.a. Suponhamos que isso n,\o ,u:onteça; existi
ria, então, a1 E A tal que a1 < a11, Somando-k ,t am bo s os membros, 
a 1 - k < :10 - k = m. T críamos exibido, assim, um e kmcnto de S menor 

que m = min S, uma contradição. 

EXERCÍCIOS 

6. 

7. 

Seja a um inteiro. Provarquc,se bE 2Z t· tal que a$. b'S.a+ 1 

então b= a ou b= a+ I. (Note que css1· re5uhado permite 
definir a noção de "sucessor" de um inteit o. Esse é um dos con

ceitos em que G. Peano se hascou lMra clabot:u· �u;t ,txiomática 
do número natural.) 

Um elemento;� E ZZ diz-�(· inrenJt d�c cxistl" tun outro elemento 

8. 

9. 
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a' E ZZ tal que ii.J' = I Mostrar que os únkos elementos 
inversíveis de ?Zsâo 1 e -I (Sugest;\o: provar gut', se a a' = I, 
então la I= 1.) . 

Provar que lOdo COJ"Uumo nào-va.Lio de inteiros limitado superi
ormente contém um elemento máximo. 

Provar que, se um cm�junto de inteiro� tt'lll elemento mínimo, 
então este é único. Fazer o mt'srllo, em relação ao nüximo. 

EXERCÍCIOS SUPLEMENTARES 

10. 

1 1. 

12. 

Sejam .1, b, c, d inteiros. Provar que 

(i) Se a ::?:  b c  c::?:O, então ac<:: bc 
(ii) Sc c>Ocac<hc,ent;\o ,J<b 

(iii) 

(iv) 

(vi) 

(vii) 

(viii) 

(ix) 

(x) 

Sec<Oeac > bc,cntào a<b 

il�-ab + I} ::?: O. (Sugest.'ío: dividir t'lll casos. Por exem
plo, a, b::?: O .) 

Se a< b, entáo .r�< I/. É verdade que, se a< b, então 
a2< b�? 
Se :Jb> O ,  então a> O c b>O ou a <0 e h< O. 

Se o:-:; a :o:; bc 0< c$. d. então ti(< bd 

Se O 'S. a< bcO< c :o:; d,ent;l.o ac< bd 

Se a7 = b7, CtH;'io a= b .  (Sugcst;"io: dividir cm casos. Por 
exemplo, a, b::?: O.) 

Se d+ il+ a+ a=O, ent<loa= O 

Provar que a cguaç{io x� + I = O nfto tem soluçào em zz. 

Demonstrar que, p<tra. todo imeiro a ,1-I é o maior inteiro 
menor que a. 

Os próximos cx('rckios mostram algmna5 alternativas possíveis 
na formulação do sistema de axiomas. 

13. Provar que a propricd:1de callcl"btiva A.7 podt' sn deduzida 
usando o <lxioma A.J3. se este fot formuLulo para <1 rdaç<'io < . 
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14. 

1,. "· 

16. 

17. 

Provar que a propriedade comutativa da adiçàoA. 4 é conseqüên
cia do caso particuhorn+ (-a) = ( -;1) +a c dos demais axiomas. 
(Sugcstào: desenvolvet ( .1 + b) (1+ I) de dua� formas difercn tcs.) 

Provar que o axioma A.13 (Tricotomia) é conseqüéncia do se
guinte caso particular: dado um inteit o a. tem-se que ou a< O 

ou a= O ou a> O .  

Provar que, se nos axiomas A.2 , A. 3 e A. 6 �upomos apcn :.1s a 

existência de neutro aditivo, de oposto de um elemento c de 
neutro multiplicativo. então pode-se dt>monsow· que esses ele
mentos são únicos. 

Seja P = ( a E ZL I a >  O) (isto é, o conjunto dos inteiros que 
usualmente chamamos de positivos). Prov<tr que: 

(i) Se i! E P e bE P, então a+ bE P 

(ii) Se a E P e b E P, cntào ,1hE P 

(iii) Para todo a E ZZ, vale uma c somente uma das seguintes 
possibilidades: a= O ou a E P ou -a E P 

Demonstrar que, se <tceitannos os axiomas A.l, A.2 e A.3, se 
admitirmos a existência de um subconjunto Pc Z! verifkando 
as condições (i). (ii) e (iii) acima e �e definirmos uma relação 
dt> ordem por a::;: b se e somente se a= h ou b- .1 E P, então 
os axiomas A.1 O, A. l l ,  A.12, A.13, A. l4 c A.15 podem �er de
monstrados como proposições. 

1.3 O PRINCÍPIO DE INDUÇÃO COMPLETA 

As dêndas naturais tttilizam o método chamado indução 
empÍiica para formular leis que devem reger determinados fenôme

nos a partir de um grande número de ohs<:>n·açôes particulares, 
�decio nadas adequadamente. Esse tipo de proccdimemo. embora não 
seja uma demonstração de que um dado fato(' logicunente verdadei
ro, é freqüentcmcnte satisfatório. Por exemplo: ninguém duvidaria de 
que quando um corpo é liberado ao seu prôprio peso, no vácuo. na 
superfície da Terra, ele cai segundo a \"l"rtic\1 locd. 
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A validade de um teorema matemático se estabele�;c de forma 
lot.t!mente diferente. Verifi�;ar que uma cena afirmação é verdJdcita 
num grande número de casos pani�;ulares não nos permitirá condnir 
que ela é válida. 

Com efeito, dada a expressão cjl(n) = 11�- n + 41 , umsideremos 

a seguinte afirmação: para cada inteiro positivo 11, o valor de cjl(n) é 
um número primo (estamos supondo aqui que o leitor está familiari
zado com a noção de número primo; de qualquer forma, da será defi
nida no próximo capítulo). 

Para n = 1 temos que cjl(l) = 41. Da mesma forma, 4>(2) = 43, 
<1!(3) = 47 e se o leitor liver paciência suficiente poderá verificar que a 
afirmação é verdadeira para os primeiros 40 valores de 11. Porém, para 
n = 41 temos que $(41) = 41 · 41, que não i: um número primo. 

Consideremos então uma afirmação como a seguinte: a soma 

dos n primeiros inteiros positivos é igual a 

n(n+l) , --- , ou cm sun bolos, 
2 

11(11+1) 
+n= ---

2 

Corno verifkar sua validade? Evidentemt>nte, é impossível 
demonstrá-la .cm todos os casos particubres. 

Para demonstrar a verdade desse tipo de proposiçào, que na 
realidade é uma seqüência infinita de proposições, uma para (."ada in
teiro positivo, introduziremos o cham..ido mérodo de reconénci�I ou 
de induç.io completa. Para isso, começat·emosdemonstrando o seguinte 
resultado: 

1.3. 1 TEORHt.\ 

Sejam a um intt'iro dado c S um conjun!O de intdros m aio res 

ou {�(l�<lÍs a ,·1 • q /Je tem .u .'ieguintes piopúcdide,l:· 

(i) a E S 

(ii) St> l!m ÍJJI("iro k .:?:  a pí'l"lt>nu· a S. t>JJt:io k � I também 

perrcnce a S  

Enfi'io S (;o conjunto de rodos o.\ inteiros maiores ou �!fli:IÚ a a. 
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DDH)I\STR\Ç..\.0 

Suponhamos que a afirmação seja falsa. Então, o conjunto S' 
dos inteiros maiores ou iguais a a que não pertencem a Sê não-vazio 

(e limitado inferiornwnte por a ). Conforme a proposição 1.2.9, exis

teni=minS'. 

Como a E S, certamente a< m, logo a.::;; m- 1 < m. Temos 

ainda que m - 1 < m = min S' , logo m - I É S', isto é, m-I E S. 

Conforme (ii), tcremos então quem= (m-I )+1 E S,uma contradi-
çào,já quem E S'. • 

1.3.2 Ow.oL-i.RIO (PKINCÍPJU DE INI>l1Ç.\o COMPLETA- 1' FoR!>H) 

Seja a um ÜJteilo dado. Suponhamos que pa1<t cada inteiro n 2': a 
est:í dada uma afinnaç:.io A ( 11) de fonn;J que: 

(i) A (a) é r·crdadeira. 
(ii) Se para um inteiro J.: :2: a . A 

.A ( k + I ) li r·erdadein. 
(k) li r·eJ"dadein, entúo 

En!iio a afinnilç<ioA (n) F venhulein par<J todo ÜJteiJo n 2': a .  

DDIOI\::.TRAÇ-'.0 

Basta considerar o conjunto S dos inteiros 11 :2: a para os quab 

A (11) i: verdadeira c verificar que está nas condições do teorema ante

rim. Assim, Scontém todos os inteiros maiores ou iguais a a c segue 
:1 tese. 

1.3.3 EXBII'LO 

Provaremos agora que a f(Jrmula 

l+2+ .. +11=ll(JJ+l) 

2 

i: \t'nladeira para todo 11:2: I . 

• 

Para n = l, a fórmula acima dá 

1= 
1(l+l )

,isw ê,1=1 
2 
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Assim, nossa afirmação é verdadeira para 11 = I Deveremos 

mostrar agora que, se a afirmação é verdadeira para 11 = k, então tam

bém é verdadeira para n = k + 1 

isto é, 

Estamos admitindo, entào, como verdadeiro que 

k(k+1) 
1+2+ ... +k=-

2
-

Somando k +I a ambos os membros dessa igualdade temos 

k(k+l) k(k+l)+2(k+l) 
1+2+ ... +J.+(k+I)=�+(k+l) = 

2 
, 

, 
( 

, 
I 

(k+l) (k+2l 
1+2+ .. +...- + ...-+ )= 

2 
' 

que é a fórmula correspondente a n = k + l , cuja validade queríamos 

demonstrar. 

1.3.4 EXEMPLO (SmiA IJOS TERMOS DE l'MA I'ROGRE.SS.\0 ARIT.\IÉTJCA) 

Sejam a e r dois números inteiros. A seqüt,ncia a 1 =a, a2 = ;1 +r, 

a�= a+ 21; ... , a =a+ ( n-I ) 1; . . . diz-s.e uma progrt'ss§o :uitmàica de _, Jl 
raz-io r. Provaremos que a soma dos n primeiros termos de uma pro-

gressão aritmétila é 

n(�a+(n- l)r) 
a+( a+r)+ . . +(a+(n-l )r)= 

2 

Como efeito, para 11 = I a fórmula t· 

a= 1· 
2

'1 , isto i:, para 11 = 1 e l.:t é \'erdadeíra. 
o 
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Suponhamos agora que a fórmula valha paran = J.:.. isto é, admi
timos que vale 

a +(a+I)+ 
1:(2a+U-l)r) 

+(a+(k-1)r)= 
9 

Somando il + J.:. r a ambos os membros dessa igualdade, temos 

k(2a+(1:-l)r) 
a+(a+ r)+ ... (a+(k-!)r)+(a+f.:r)= + (:J +J.:r) = 

2 

isto é, 

J.:(2a+(J.:-1)r)+2 (a+kr) 2af.:+J.(k !)r+'!.éJ+ZJ.:.r 

2 2 
Zil(k+ 1) +k1 ( J.:.-1 +2) 2:J ( f.:+ I)+ .kr(k-l) 

2 2 
(k+ 1) (2a+kr) 

2 

;J + ( a+ r) + ... + ( ii+ kr) = 
(k+l )(2a +kr) 

2 

que é a fórmula concspondt'nte a 11 = J.:. +I , cuja \·alidade queríamos 
demonstrar. 

1.3.5 Exnu•1.o 

tvlostraremos agora um rcsuhado d,t geometria do plano: "a sorna 
dos [mgulos imernos de um polígono convexo de n L.tdos é 

S=(n-2)180°,1123" " 

De fato, para 11 = 3 temos que o polígono con\'exo con:espon
dcntc t� urn triângulo e sabemos da g-cometria elementar que a soma 
dos seus <'ingulos é 180°, 

Suponhamos a afirmação \'álida para 
11 = k:::: 3, isto i', que a soma dos ángulos 
df' um polígono conve:...o �_um J.: lados e SJ. 
= (k- 2) 180° c ( onsidf'n·mos o polígono 
conw'xo a,a1 .. il�,tom k+ 1 L1dos. 

a,. 

\ 

<l .. 

a, 

a� 
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O políg-ono a0 a� . .. at qut> se obtém traçando o segmento a11 a� 
tem J.:.lados; conseqüentemente, a soma dos .<>eus áng-ulos é Sk = (J.:- 2) 
180°. 

Agora, a soma dos ângulos do polígono original será 51 mais 
a soma dos ângulos do triângulo a11 a1 a

�
, isto é, Sk�l = S" + 180° = 

( k-2 ) 180° + 180° = ( k- 1)  180°, 

1.3.6 EXBIJ'LO 

Consideremos a fórmula 2n3 > 3n2 + 3n + 1 . O leitor poderá 
verificar diretamentc que eb é falsa para n = I e n = 2 . Porém, para 

n = 3 obtemos 54> 37 , que é uma afirmação verdadeira. 
Suponhamos, então, que a afirmação é verdadeira para n = k?:. 

3, isto é, que 2J.:3 > 31:� + 3J.: + 1 . Temaremos demonstrar que a afirma
ção também é verdadcira para 11 = J.: + 1 , isto é, que 

Temos que 

Usando a hipótese de indução, vem 

2 ( 1:+ 1 ):1>31:�+ 3/.;+ 1 + 6k� +fik+ 2 = 

= 3 ( J.:2 + 2J.: + 1 ) + 31: + 61:2 = 

Como /.: 2 3, tt'lllOS qtw 6/.:� 2 :j4 > � � I c substituindo na 
fórmula acima obtemos: 

como queríamos demonstrar. 
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Podemos, afirmar, então que a fórmula dada é válida para todo 
inteiro maior ou igual a 3. 

EXERCÍCIOS 

l.  llsando a fórmula do exemplo 1.3.3, da1 outra demonstração 
da fórmula que dá a soma dos 11 primeiros termos de uma pro
gressão aritmética. 

2 

3. 

4. 

"· 

6. 

7. 

Calcular a soma dos n primeiros números pares. 

Calcular a soma dos n primeiros inteiros ímpares. 

Provar que para todo inteiro positivo n vale: 

(Soma dos termos de urna progr ess ão geométrica) Sejam a c r 
dois números inteiros, 

2 , _ ,.n-la a3=-r a, ... , a"- , 

r* l .  A seqüência a1 =a, a2= ra, 

diz-se uma progress:io geométlica 
de razão r. Provar que a soma dos 11 primeiros termos de uma 

progressão g eométri ca é 

Provar que 
1·2 

+ 
I 

2·3 
+ ... +--

n(n+ l )  

n 

n+ 1 

Provar qne o número de diagonais de um polígono com·exo 

de n lados é n(n-3) 

2 

Existe uma varianle do Princípio de Indução, que é útil em al
gumas demonstrações. 

1.3.7 TEOHHL-\. 

Sej.1m a um intcíro dado e S um lDnjunto de inteiros maiores 

ou {!?uais a a, que rem as seguintes propliedadcs: 

(i) a E S. 
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(ii) SF k ,:; um inteiro maior uu 1;t[ual a a tal que todo inteiro 

m J'tnllcando a::;; m ::;; k penence a S, entJo k + 1 

pertence aS 

Então, Sé oconjwuo de todos os inreiros m;úores ou igu:lis a a. 

DntoNSTRAt.:Ao 

Suponhamos que a afirmação seja falsa. Então, o conjunto 5' 
dos inteiros maiores ou iguais a a ,  que não pertencem aS, é não-vaz io 

c limitado inferiormente. Conforme a p1 oposiç âo 1.2.9, f'XÍste 
m0 = min S', c pela condição (i) certamente m11> a, Jogo m0- 1 2 a. 

Como m0 é o menor dos elementos de S'. podemos concluir que 

os inteiros a, a+ I, ... , m0 - l todos pertencem a S .  Logo, aplicando 
a condição (ii) para k = m0-l, temos que ( m11-I ) +I "'m11pertence 
a S; uma contradição. • 

1.3.8 COROL\RJo (PRIKCÍPJO DE IKDLC-\0 Cn.\Jl'Lf.TA- 2 'FOR�L">) 

Suponhamos quf' pau cada inteiro n �a t>sf/Í dada uma afinna

çâoA(n) de f01ma que 

(i) A( a) é l't:rdadeir:J. 
(ii) Sl> A(m) é l'Crdadt"ira para todo inteíro m tal que aS: m::; k, 

e mão A ( k + 1) é- l'erdadeir.J. 

Emiio A(n) i' l 'eJdadeirD pan1 todo inteiro n � <J. 

Deixamos a demonsuaçào a cargo do leitor, que poder á fazê-la 
imitando a do corolário 1.3.2. 

1.3.9 ExEMPLO 

Vamos definir uma se qUência da seguinte forma: os dois pri

meiros termos serão d 1 = 1 c .12"' 3; cada um dos termos s ubse qüent cs 

define-se como a soma dos dois anteriorf'S, isto é, :1 = a , + <1 � .  li li- li-" 
Assim, os primeiros termos dessa seqüêncb ser:\o: 1, 3, 4. 7, ll, 18, 29, ... 

Queremos demonstrar que, para cada n, \·ale a d esigu <�l dad e: 
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7 [ l ,, De Ena, para 11 = I temos 1 < "4 e para 11 = 2 temos 3 < i -. 
Seja então k "2: 2 e suponhamos agora que ela vale para todo 

inteiro positivo menor ou igual a k. Queremos provar que ak+l < [� k+� 
Temos ent.ão que a!.

+l =a!.+ ak-l . 
Da hipótese de indução, a afirmação vale, em particular, para 

n = k e 11 = k- 1 . Logo, temos 

[7] 
,

_
, 

aJ.-l < 4 , donde 

Como ainda 12 < [�f, temos que 

[7]'-' aJ.-l < 4 

II 
4 

Lomo queríamos demonstrar. (1\esse exemplo usamos proprie

dades elementares da exponenciaçàu, que o leitor demonstrará no 
exercício 8.) 

Antes de l"(mduir esta seçãu, gostaríamos de observar que a 
indução completa fornece também um método para definir novos 
conceitos (o chamado método de reconênda). 

Por exemplo, dado um inteiro a. podcmos definir potência de a 
de expoente posith·o da seguinte forma: 

(i) 

(ii) 

a1 =a . 
Para cada intt>iro positivo 11. definimos a""1 =a· t/'. 

O par de condições acima dá uma r<"gra que especifica o signifi

cado do símbolo a" para cada inteiro n;:::: 1 . Por convenção definire
mos ainda :/' = I 

O método df' rccorrênda também f- usado para dd1nir o sím
bolo 11� (fatorial de JJ). Definimos: 

UFSC I 
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(i) I! = I 

(ii) n! = n [ ( n- 1 ) ) para todo inteiro n;:::: � . 

Assim, temos que I!= 1, 2! = 2· I, 3! = 3· 2 ·I e, em geral,n! 
é o produto de todos os números positivos nwnores ou iguais a n . Por 
conveniência, define-se wmbém O!= 1 * .  

Como seda de se esperar, quando se define um objeto matemá
tico por recorrência, o Princípio de Indução Completa revela-se uma 

ferramenta útil para estudar esse objeto. Os excrdl ios 8 e lO ilustrar<'io 

esse fato. 

EXERCÍCIOS 

8, 

9, 

10, 

Sejam a e b intt>iros. PrO\�J.r que: 

(i) a'" a"� a"'", 

(ii) 

(iii) 

(a '")"= am", 

( ab)"'= a"' b"', 

quaisquer que sejam m. 11;:::: O . 

Decidir sc as afirmações abaixo são verdadeiras ou falsas: 

(i) 
(ii) 

(mn)! =m! n!.para todom.n;:::: I 

(m+n)! = m! + n!, para todo m, n;:::: I 

Provar que: 

(i) 
(ii) 

n ! > 11�, para todo n;:::: 4. 

n! > n1• para todo 11;:::: fi. 

(*) Note qne, sem nwnçdo e:-..plícit�. filemm uw de defmiçlJe> por reu>ni.'ncid nos 

exempl()s l .�'1.4. l .3.9 e no ,·xer<"Í<"io5. 
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I I .  Sejam a e b inteiros c 11 um inteiro maior ou igual a I .  Provar 
que: 

(i) S e  11 é ímpar e a" "' h", então <I = b 
(ii) Se 11 é par c a" = h". então a = ±  b 
(iii) Se a c b são positivos e a " <  b", então a <  b 

O que se pode afirmar se a e b são negativos? E se são inteiros 
quaisquer? 

O uso do Princípio de Indução Completa como método de de
monstração parece ser muito antigo e está implícito na obra de Euclides. 
Aceita-se freqüentemente que a primeira formulação explícita desse 
princípio se deve a Blaise Pascal, num folheto intitulado TraÍté du 
Dia11glc An'thmétíque, escrito em I654, mas publicado somente de

pois de 1665, porque Pascal havia se retirado da matemática para dedi
car-se à religião * . Descobriu-se posteriormente que o essencial desse 
folheto estava contido na correspondência mantida entre Pascal e Pierre 
de Fermat sobre o jogo de azar. Essa mesma con-espondência é consi
derada hojt- a origem da Teoria das Probabilidades. 

O nome "induç<l.o matemática" surgiu bem mais tarde. Apare
ceu pela primeira vez em 1838 num artigo de Morgan. Esse princípio 
desempenha um papel essencial na fundamcntaçào do número natu
ral dt-\'ida a G. Peano, que mendonamos cm 1.1 

Sobre a história do Princípio de Induçt"io, o leitor pode consui
J;rr, por exemplo, o artigo df' F. Cajori, "Origin of thc Namc 
• :0, Lulwmalit al lnduction "', Aowri(·,tn .U.I/Ilematiwl Montll�\1, '2:1 (l9I S), 
pp. 197-201. 

{')  Lemos, por e),_emplo. m I!J�'tóri,l d.t Jfarem;írira d e  C:u I B .  Boyn (São P�mlo, 
F.dusp e Erlg�r BhicheJ� I'J74), qu.-. na noitl' <k 23 dl' nm·embro de 1654, dJs 
:!�h�l()nlin �s :!4h30min, P d>CJ.] exptrimenlon um b;ww rel'lgio_,o que o 1<'1'011 � 
J.bJndollJI'-' ci�nci.t p<·l.• leolc>gi�. L' ma ll<>ite, <'111 ]li5k, um.1 dor de dente� o 
illlp<·dia de donnio <', p�r.l disuair-s,. 1ohon �o e�rudo <LI ' idüidc. A dor nwlho
l(HI milagros;omcnt<' t' P,,_,c�l considerou i>so un1 sinJ.I dt· C] ti<' o <''ludo d;� m.tre
lll:Otica n�o d<'S.tg•adu\'a a D<"uS 

Números Jnu:iros • 

EXERCÍCIOS SUPLEMENTARES 

12. Demonstrar que para todo inteiro positivo 11 vale: 

13. 

14. 

1.4 

(i) 

(ii) 

(iii) 

(iv) 

(v) 

I ., 
I' + ?' + + "3 = [ - n ( JJ + I ) ]- .  -

... " 2 
I I 2 

I + 2 ( � ) + 3 ( � ) + ... + 11 ( 
I ? 
- n-1 - 4 - 11+� 
2

) -
2"-1 

I I I 
( 1- - ) ( 1- - )  ... ( 1- - )  

2 :1 n+I 11+I 

+ 2 +  ... + 2"-1 = 211 - l  

11 < 2" . 

Seja xum inteiro positivo. Demonstrar que 

( 1 + x ) "  > I + JJX, pafa todo 11 :::: 2 . 

Demonstrar que, traçando-se 11 retas em um plano, não se pode 
dividi-lo em mais de 2" "partes" .  

o TEOREMA DO BINÔMIO 

O leitor certamente está familiarizado, dl:'sde o curso secundá do. 
com as potências de um binómio. Assim, por exemplo, temos que 

( a + b ) 1 = a + b , " ., b" ( a + b ) - = a- + 2ab + - ,  
'l 1 '11 3 h., I v ( a + b j ·  = J  + 3<r J +  a - + J" ,  

Nesta scçdo utilizaremos o Princípio de Jnduçào Completa pala 
demonstrar a fórmula que d;'i a expressão de ( ;J � b l " .  para qualquer 
inteiro positivon. Esse teorema é frcqüentemcntc atribuído a Newton, 
mas era (onheddo há muito tempo pela ciência européia c mesmo 
antes por autores orientais, ao menos de forma empírica. A razão pe�a 
qual se associa o nome 1\'ewton ;t esse resultado é que de conseg-utu 
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estendê-lo para cot"ficientes fracionários (que nào consideraremos 
aqui). Quando o expoente não é um inteiro positivo, o desenvolvi
mento do binómio conduz a séries infinitas; isso o levou naturalmente 
à idéia de limite. O Teorema do Binómio, junto (·om suas preocupa
çôes com o problema da detenninaçào de tangent<.>s, pode, assim, ser 
considerado parte da "prl·-história'' do dikulo diferencial. 

Introduziremos primeiro os núme1 os combínatóáos,já que eles 
ir;)o desempenhar um papd fundamental no Tt"orcma do Binômio. 

Desde tempos muito remotos os homens tém-se preocupado com 
o fH oblema de saber de quantas maneiras se pode combinar um detcr'
minado número de letras. Por exemplo, no Scfer lCtúri- um livro 
que dau dos primeiros séculos da era cristã e que. segundo a tradição 

oral, teria sido composto pelo patriarca Abraão milhares de anos antes 
- lemos: 

Aleph ('OLn todas e todas com Aleph. 

lkth Lom todas e wdas com Beth. 

Se repetem num círLulo e existem em 231 portas * .  

O que o autor quer dizer é o seguinte: o alfabeto hebraico é 
formado por 22 lNras (das quais as duas primeiras são precisamente 
A.leph c Beth) c está-sé" tentando determinar quantos grupos de duas 
letra� podem ser formados com das. Como veremos .1diante, esse nú
mero é precisamente 231 . 

Esse problema pode ser enunciado de fOI ma gt"ral. Seja 
. · I= (d 1 . . ... <!") um conjunto n�lo \"azío, com JJ demenws; desejamos deter
minar o número de subconjuntos de /I L'om /.;_ elementos, onde k é mn 
inteiro tal que O :S k $ n Denotaremos esse número pelo símbolo 
[-:{J . que se lê: comhinaçôes de 11 elementos tomados k a i. .Não é di
fícil determinar o número. 

I .4. I Pr:OPOSIC.-i..O 

Na� comliçúes <ICÍ!l\ôl, tern-se que: 

[�] n.' 
ki(n-k)! 

{ ' ) \"et, por e·-:.·mplo. A. !Wpl�n St'phrr Ji>uÍI.i, :'lladrid. Ed_ :'llit "'h. S_[ -· El9..1, p.l58. 

Núme1os lntt-úos • 

ÜEMüt<STRAÇA.ü 

Faremos a demonstraçào por indução sobrt" n. 
Se n = l ,  os únicos valores possÍYcis para ksão 1<. = O  e k = l. Obvia

mente, um conjunto com um elemento tem um único subconjunto 

com O elementos (o vazio) e um único subconjunto com 1 elemento 
(ele próprio), donde 

Temos: O! ( l-O) ! 
l e 1 ! (1-1)! 

l ! l ,  

de modo que o enunciado é válido se 11 = 
Suponhamos, agora, como hipótf'St' de indução, que a proposi

ção é válida para conjuntos LOlll n-1 l 11 2 :! )  elt:-mento�. seja k um 

inteiro tal que O :S k::; n - l e �q.1 . l um cott.JUllH • com n elementos. 
Vamos denotar por r o número de subconjuntos de A que têm k 

elementos e qut" nio ( ontêm, entrt" eles, o elt"mento .111, e denotar por 
so número de sub(·onjuntos de A qut=> têm J: elementos e que contêm 
o elemento a . Então, claramente, temos que " 

Nok que r nada mais é do que o núnwro dt" su!Konjuntos de 
A' = ( a  , ... , a ) ([Ue têm k elementos. Logo, \ 11 - l  

[n-1 ] (n-l) !  r =  1<. = 
k! (n--k-1)! 

E os subcot"Uuntos dt" k elemt'ntos de A que comêm a11 est5o 

formados [)ela uniào de ( a l com subL onjuntos d<.> A' que têm k - 1 " 
elementos. Portanto. 

ó =  ["-!] 
k-1 

Segue-se, então, que 

.'37 
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Essa relação entre números combinatórios i: conhecida como 

Fó1mula de Stieffei 
Podemos calcular os números do segundo membro a partir da 

nossa hipótese de indução. Temos, assim, que 

(n-1)! 
J.-!(n-1-k)! 

(n-I)! 
+ ��=� (k- l ) ! (n-k) ! 

Como .k! == ( k - I ) !.k e ( n - k ) ! == ( n - k - I ) ! ( n - J.- ) , 
podemos escrever as frações acima com denominador comum; 

[�] (n-l)! (n-k) (n-l)!k 
k r 1 n k! ! +

k Ócc! (c-
n
-
-';k-:;) ' 

(n-l) ! (n-k+k) 
k!(n-k)! 

n! 
"

k � !'"
'

( n
"'

-
'-:kc

-:) ! ' 

o que demonstra a fórmula para O 5. J.- 5. JJ- 1 . Para k "'  n, tem-:>e 

ln] == I  e 
n! = I . Il n! (n-n)! 

• 

Note que todos os fatores de ( 11 - k ) !  comparecem cm n! . 

Cancelando, podemos dar outra expressão para [�]. com a qual é mais 

fácil calcular: 

n(n-1) . .  (n-k+l) 
k! 

No numerador, temos kfatores decrescentes começando por n 
e n o  denominador, k fatores crescentes começando por I .  

Assim, por exemplo, temos que 

Gl 7 · 6 · 5  
1 · 2 · 3  

= 35 . 

No caso particular das �portas" mencionadas no Se[er Yetzirá, 
temos que 

= 22 . 21 
== 23l . 

1 · 2 

Também vale a pena observar que, pelo fato de [ �] indicar um 

número de subconjuntos, ele é sempre um inteiro, apesar de a expres

são obtida ter denominadores. Segue-se, então, o se-guinte: 

Números Inteiros • .39 

1.4.2 Co�tou\RJO 

Stjam k, n inteíros positÍT'OS, com J.- 5 n. Então, 

k! (11-k)! dil'ide n! 

Agora estamos em condições de estabelecer a fórmula do 

binómio. 

1.4.3 TEOREI'>IA 

Sejam a e b imeiros e n um inteiro positivo. Então, 

ou, usando a notação dt> �somatórias", 

(a+ b )" = ±  [n] an-i bi . 
1=0 I 

DEMONSTRAÇÂO 

Usaremos a primeira forma do Princípio de Indução. 

Para n = I , a fórmula obtida i: ( a+ b ) 1 = [ � J a + [ !  J b == a +  b ; 
logo, a afirmação é \'erdadeira nesse caso. 

Suponhamos, então, que a fórmula é válida para n = k � 1 

Temos que 

Usando a hipótese de indução. vem 
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Somando ambas as expressões, temos 

la>b)'"' = [�] a''' + {[i)+ [�l) a'b+ {[;) + [;)} a'-' b' + + 

+ ( [; )+L�1J} ab'+ [; ]b"' 

e, usando repetidamente a Fórmula de Stieffel, obtemos 

I b)'·' =[k] "' [k•1] ·  'b [h1] · b' [k] b"' a+ 
0 

a + 
1 

a + ... + ]; a + k . 

[k) [h11 [k ) [k+1] Como ainda O = 0 e k = 
k+l 

, temos finalmente 

(a+b)J:�J = [*�I] ahl + [*�I J  at..b + [k;l ] at..-l b2 + . . . + 

+ [k+l] ab" + [k+l) bt..•l . • .k 1+ 1 

Como um exercício simples, o leitor pode provar que 

Isso mostra que co<:>ficíenles eqüídistantes dos extremos silo iguais 
110 descnmh-ímenw de ( .1 + b ) " .  

Se dispusermos os coeficientes binomiais por filas, correspon
dentes a cada potência, obteremos o seguinte diagrama: 

n=O 
11=1 I 
n=2 2 
!1=3 3 3 

11=4 4 6 4 1 
!1=5 5 10 10 5 

A'úme1os Inteiros • 4] 

Essa disposição de números é conhecida como ui3ngulo de 
Pascal ou triângulo arítmétíco. É muito fácil dar uma regra para sua 
formação: os lados estão formados por 1 ' s e  (.ada número no interior 
do triângulo é a soma dos dois números mab próximos dele, na fila 
anterior. O leitor poderá justificar facilmente esta regra, relendo a de
monstraçào do teorema 1.4.3. 

Como dissemos na seçào anterioL Pascal explicitou pela primei
ra vez o Princípio de Indução no seu trabalho sobre o triângulo. Po
rém, o conhecimento do Teorema do Triângulo é bem anterior; apa

rece numa obra de Chu Shih--Chieh, o Ssu-rü:m .Jú-chien (Espelho 
Precioso dos Quatro Elementos) , publicado em 1303, que inclui os 
coeficientes binomiais até a oitava potênda. Chu não se atribui o méri
to da descoberta e refere--se ao triângulo como o �diagrama do velho 
método para achar potências oitavas ou menores''. O triângulo aritmé

tico também aparece numa obra árabe de Al-Kashi, do século XV. 

EXERCÍCIOS 

L 

2. 

Para n "2: 1, provar que: 

· [") I " ) · · · · 
k 

1 
1 l )  (1 ) .k =l.k+ l , se c somente sc n e um mtetrotmpa.re · = 2 n- . 

(ii) [�]< l:1) , se e somente se O ::;  k <� ( n- I )  

Para n "2: 4  e 2 ::> k ::> n - 2 , provar que 

[") - ["-"] ["-2) ["-2) ); - J.-2 + 2 1-l + k . 

3. Para 11 ;;:: 1 , demonstrar as idt>ntidadt>s: 

(Sugcstiío: huer a =  b = I no Teorema do Binómio.) 
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4. 

(ii) [�]- [;'] + [�] - + ( - I >" [;;] = o 
(''') ["] 2 ["] ["] 2"-' 1 11 1 + 2 + ... + n 11 = n . 
(Sugestão: expandir n ( 1 + h  )"-1 pelo Teorema do Binómio e 
fazer h =  1 . Observar, ainda, que n ["-1] = ( k + 1 ) [ n ] .) k k+I 
. ["] ' ["] 2" ["] 3" (tv) O + 2 

I 
+ ... + n = 

(i) Para n 2:: 2 , provar que [ ;] + ... + [ � J = [n; IJ 
(ii) Observando ainda que 2 [1;]+m = m2, param 2:: 2, deduzir: 

" " " n(n+l) (2n+l) I - + 2- +  ... + n- = 
6 

Nos exercícios seguintes, indicaremos por � o termo que ocu
pa o lugar i no desenvolvimemo do binómio, ou seja, o correspon
dente ao índice i - I na somatória. 

5. No desenvolvimento de ( X+ a )" , os termos T111 e T;5 são eqüi
distantes dos extremos. Determinar n e o valor de 

6 I'\' o desenvolvimento de 
e ah= � .  

4 

Determinar 11 , a e b . 

[ b l "  ax+ X , sabe-se que r;, = 945 

256x 

i. Determinar o coeficiente numérico de maior valor absoluto no 
desenvolvimento de ( 4x-5r) 14 • 

8 .  No desenvolvimemo de [zx2+ ;9r0 , determinar: 

(i) o termo central; 

9. 

(ii) 

(iii) 

Números Inteiros • 

O coeficiente do termo em X1'� , se existir, e o termo si
métrico. 

. . 8  ,li . -5 Se existem termos em x , .\ e x  · 

I ., I l ' Dado 0 binómio ax· + 3x" , determinar a e !} de modo que 
T seja independente de xe que o termo <:entrai ocupe o déci" 
mo lugar. 

EXERCÍCIOS SUPLEMENTARES 

l O 

I I. 

P · om" de todos os coeficientes da fila n-ésima do rova1 que a s " 
triângulo de Pascal ê duas vezes a soma dos coeficientes da fila 
anterior. 

Seja bum inteiro do interior do triângulo de Pascal. Pro�ar que 
bê igual à soma de todos os inteiros que o precedem, na dmgonal 
acima de b ;  isto é, b = I + ... + u + v como na figura. 

b 
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12 .  Seja b um inteiro do interior do triângulo de Pascal. Provar que 
b - I é igual à soma de todos os inteiros contidos na região 
indicada na figura. 

h 

2 

DMSIBILIDADE 

2.1 ALGORITMO DA DIVISÃO 

Uma equação do tipo bx= a pode ou não ter solução no con
junto dos números inteiros; isso dependerá dos coeficientes a e b da 
equação . .  Quando tal solução existe, diz-se que a é dilisÍiclpor b. Mais 
precisamente: 

2.1. 1 DEFIL\'IÇ.\0 

Sejam a e b números inteiros. Diz-se que IJ didde a (ou que ú 
é um divísor de a ou, ainda, que ,1 é um multiplo de IJ) se existe um 
inteiro c tal que Jx = a  . 

Usaremos a noL1ção b I a para indicar que b divide a. A nega
ção dessa afirmação será indicada por h't a 

Convém observar que, se b o;t O, o inteiro c nas condições da 

definição é único. De fato, se existisse outro c' tal que bc'= a, teríamos 
que bc =-bc' e, cancelando, vem que c =  ( '. O inteiro assim definido 
chama-se quodeme de a por b e é indicado pm 
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Por outro lado, note que Ola se e somente se a =  O. Nesse caso, 
o quociente não é único pois O · c =  O, para todo inteiro c. Por causa 
disso, costuma-se excluir o caso em que o divisor é nulo, e nós vamos 
aderir a essa convenção: cm wdo o que segue, mesmo que não se;fa 

exp/ícicamnlle dito, estaremos admitindo que codos os divisores consi

derados sio dife rcmes de zero. 

2.1 .2 PROPOSICÁO 

Sc b l a e  a ;<o O ,  então I b l ::;  I a i  

DEõ!Ot\STRACiiO 

Se b I a, existe C E  �tal que bc = a .  Tomando módulos em am
bos os membros, tem-se que I b l i c I = I  a I 

Como I c I é um inteiro positivo, temos que l ::;; I c I c, multipli
cando ambos os membros dessa desigualdade por l b  I, temos que 
l b l :::;; l b l l c l = l a l  • 

2.1 .3 CoROlÁRIO 

(;) 
(ii) 

Os únicos divisores de I s.io I e-L 

Se a I b e b I a, entiio a = ±  b. 

DDJ()t\'STRA.(:ÀO 

(i) Se b é  um divisor de I ,  lemos, pela proposição anterior, 
que I b I :5 I .  Da proposição 1.2.7 sabemos que não exis
tem inteiros entre () c I ;  como b -:1- O, temos que O <  I b I , 

Logo, l b l = l e, portanto, h =- + l ou b = -1 . 
(ii) Se a I b e b I a, existem inteiros c e d t.Lis que ac= be lxl = a. 

Substituindo na segunda igualdade o valor de. b dado 
pela primeira, temos 

acd= a 

c, como a -:!- O, podemos cancelaJ, donde 

o!= l .  

Divi.)'ibiiidade • 4 7  

Logo, d é um divisor de l ;  pela parte anterior, d = ±l .  Conse
qüentemente, 

a = ±  b .  • 

Na proposição seguinte, reunimos algumas das propriedades 
elementares da divisibilidade. 

2.1.4 PROPOSIÇÃO 

Quaisquer que sejam os números inteiros .1, b, c, d (lembrando 

que assumimos os dirisores diferentes de zero). miem: 

(i) a I a . 

(ii) Se a i  b c bl c, entào a i  c 

(iii) Se a l b e c l d, enrão acl bd 

(iv) Sé' a \ b  e a \  c, em§o iJ I (b+ c) 

(v) Se a I b, enr.io pm�1 rodo m E  ZZ, tem-se que a I mb 

(vi) Se a I b e a I c. então. para todo> m. n E lZ. tenNe que 

a I (mb + nc) 

DEMONSTRAÇ�.\.o 
(i) B"'ta ob>em< que podemo>'"' '"" a ·  I o a 

(ii) Por definição, existem inteiros d c d', tais que ;Jd = b c 

bd' = c .  Substituindo o valor de b dado pela primeira 
igualdade, temos c =  ( ;1d)d' = a( dd' ) ,  logo a i  c 

(iii) Novamente, por definição, existem inteirosfe F', tais que 
af= b e cf' = d . Multiplicando ordenadamente ambas 
as igualdades, temos ac ( ff') = bd. donde segue a tese 

(iv) Existem imciros d e  d', tais que ad = b e ad' = c 

Somando ordenadamente ambas as igualdades, lemos 
a (d+d') = b +  c . donde a i  (btc) 

(v) Se a I b, existe um inteiro c tal que ac = b. 1\hiltiplicando 
por m , temos i!( cm ) = bm ; portanto, a I hm 

(vi) Segue diretamentt' de (v) e (iv) • 

Note que a relaçáo I tem algumas pl opriedadt·s semelhantes 
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àquel
_
as da relação ::; . Com efeito, compare (i) e (ii) da proposição 

antenor com as dadas pelos axiomas A. lO e A.l2. Por outro lado, exis
tem também algumas diferenças; por exemplo, compare a parte (ii) 
do corolário 2.1.3 com o axioma A. I I .  Ainda, tonforme o axiomaA.13, 
dois inteiros a c b são sempre comparáveis, na relação ::; , isto é, a ::;  b 

ou h $  a .  Isso não é necessariamente verdadeiro para a relação J ; de 
fato, temos, por exemplo, que 3N e também que 4t3 . 

EXERCÍCIOS 

I .  

2.  

Decidir se as afirmações abaixo são verdadeiras ou falsas, dan
do a. demonstração ou um contra-exemplo. Comparar com as 
propriedades da relação ::; . 
Sejam a, h e c inteiros quaisquer: 

(i) Se a I h, então (a+ c) I (h+ c) 
(ii) Se a I b, então ac I bc . 

(iii) Se a I b, entào (-b) I (-a) 

(iv) Se a I (/J+c), então a I h ou a I c 

Sejam a, b, c inteiros. Provar que: 

(i) 
(ii) 

Se a i  b, então ( -a )  I b , a l ( -b)  e ( -a )  1 ( -h )  

Se c :;é O, então alb se c somente se ac I hc . 

O leitor certamente sabe que, se b ta ,  existe um método para 
"di\'idir" a por b, obtendo-se um resto, c que esse "prolesso" de divisào 
termina quando o rcslO é menor que h. Por exemplo, se a =  2 437 e b 

= 5, fazemos: 

2 437 1ji_ 

2.Q 4e7 
43 
40 
37 
35 
2 

e temos que 2 437 = 5 · 487 + 2. 
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Isso pode ser enunciado de forma geral: dados dois inteiros a e 
h com h :;tO, sempre existem q e  r tais que a =  hq+ r e O ::;  r< I b I . 

Antes de dar a demonstração formal desse resultado, gostaría
mos de dar uma interpretação dele. Note que bq é um múltiplo de b, 
e r= a- bq. A condição O ::; r< I b I pode ser interpretada no seguinte 
sentido: estamos procurando um múltiplo de b ,  menor ou igual a a 

(já que a- bq ;::>; O ) , mas que esteja "o mais peno possível de a". Essa 
idéia sugere o méLOdo de demonstração. 

Primeiro estudaremos um caso particular: 

2 . 1 .5  LEMA 

Sejam a e b inteiros, tais que ,J ê O e b > O. Entiío, existem q e r, 

tais que a =  bq + r  e OS r <  b 

DEMONSTRA.ÇÃO 

Consideremos o seguinte conjunto 

S= (a- bx l x e ZZ, a - bx ?. OJ . 

Quando x = O. temos que a - bx = a ;::>; O é um elemento de S. 
logo, S:;t $. 

Pelo Princípio da Boa Ordem, existe r= min S. Como r E S, ele 
também é da forma r= a- hq?. O, para algum q E ZZ. 

Para mostrar que as condições do enunciado estão verificadas, 
bastará provar que r< b. De fato, se fosse r;::>; b ,  teríamos que: 

a - b (q+l)  = a - bq - b = r- b ;::>; O , 

logo, a - b (q +1)  também penenceria a S. 
Mas a - b (q + 1 )  = r- b < r= min S, uma contradição . • 

2.1.6 TEOREt>IA (ALGORITMO DA 0t\1SÃO) 

Sejam a e b inteiros. com b "" O. Então, existem imeiros q e r, 
únicos, tais que a =  bq + r  e O �  r < l b  I .  
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DEMONSTRAÇAO 

MostJaremos inicialmente que podemos determinar q e r quan
do b > O  e a é qualquer. 

O caso a ;:::: O está dado pelo lema anterior. 
Se a <  O podemos, ainda pelo lema anterior, determinar q'  e 1 

tais que 

l a l = bq ' + r' e o ::s; r' < h . 

Se r' = O, temos - 1 ,1 I =  a =  b ( -q' ) + O, e o par q =  q', r =  O 
verifica as condições do teorema. 

Se r' > O, temos 

a = - l a l  = b( -q' ) - r' = b ( -q' ) -h+ b-r' = b (-q'-1) + (h-r'). 

Obviamente, O <  b - r' < b ;  logo, os inteiros q = - q_' -I e 
r= b- r' verificam as condições do enunciado . 

Agora provaremos que o resultado também vale quando b < O  . 
Qualquer que seja a, pela parte anterior, podemos determinar q' e r' 
tais que 

<I = I b I q' + r' c O :::; r ' < I b I . 

Quando b < O, temos que I b I = - b ,  logo, 

a =  I b I q'+ r' = ( - b )  q' + r' =  b ( -q' ) + r' ,  

c os inteiros q = -q' c r= r' estão nas condições do enunciado . 
Finalmente, provaremos que, se ( q ,  r) c (q', r') são dois pares 

de inteiros verificando as condições do enunciado, então q = q' e r=  r'. 

De fato, temos que 
2 .1 .7  qb + r = a = q ' b + r ' .  

Podemos supor, por exemplo, que r" 2': r .  Da igualdade acima, 
temos ( q - q' ) b =  r' - r  

Como I b I >  r', também temos r'- r<  I b I. Substituindo, 
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( q- q' )h< I b l  c ,  tomando módulos, 

o :::;; l q - q' l l h l < l h l  

Como I b l  >0, podemoscancelar e obtemos 0 $ 1  q- q' I <  I .  Da 
proposição 1.2.7, vem que I q - q' I =  O, isto é, q = q'. Na igualdade 
2. L 7, temos agora qb + r==  qb + r' . Cancelando. segue r=  r' • 

2.1.8 DEFINIÇ.\.0 

Os números q e r determinados no teorema anterior chamam
se, respectivamente, quociente e resto da dhisâo de a por b. 

Os exercícios 3, 4 e 5 são uma aplicação do Algoritmo de Divisão. 

EXERCÍCIOS 

3. 

4. 

5. 

6. 

Usar o .Algoritmo da Dhisão para provar que: 

(i) Todo inteim ímpa< é da fmma 4k+ I ou 4k+ 3 

(ii) O quadrado de um inteiro é da forma 3k ou 3k + I 
(iii) O quadrado de um inteiro é da forma 4k ou 4k + I 
(iv) O cubo de um inteiro é da forma 9k, 9k + I  ou 9k + 8 

(i) Provar que, de três inteiros consecutivos, um é múltiplo 
de 3 

(ii) Mais geralmente, provar que, de n inteiros consecutivos, 
um é múltiplo de n 

Provar, diretamente e também usando indução, que 
61n (n+ l ) (2ml) para todo n 2':  l 

Provar que, se a e h são inteiros com b >  O, então existem intei
ros q e r, únicos. tais que a = bq + r, com 2b 5 r< 3b 

EXERCÍCIOS SUPLEMENTARES 

7. Provar que todo inteiro da forma 6k + 5 é também da forma 
3k + 2, mas não vale a recíprol·a . 
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8. Mostrar que, se um inteiro é um quadrado e também é um 

cubo (como 64 = 82 = 43) ,  então é da forma 7k ou 7k + 1 .  

9. Demonstrar a seguinte versão do Algoritmo da Divisào: sejam a e 

h inteiros, com b;t O. Então, existem inteirosqe r, únicos, tais que 

10. 

II .  

I2. 

I3. 

I4. 

15. 

a =  b q +  r, 
I I 

com - - l b l < r < - l b l  
2 - 2 

(Sugestão: tomar primeiro a= bq' +r' com O $;r' < I  b I .  Quando 

0 <  r' ::;; !. I b l, tomar r=J0 e q=- q'; quando _!_ l b  I <  r' < l b l, 
2 2 

tomar r= r' - l b l  e q =  q' + l , sc b > O  ou q =  q'- 1 se b < O.) 

Seja a um inteiro. Provar que um dos inteiros a, a +  2, a+ 4 é múl

tiplo de 3 .  

Para lOdo inteiro a, provar que 4t(a2+2) . 

Seja n ;;:: L Provar que: 

(i) 7 1 ( 23"-1 ) .  

(ii) S I  ( 32"+7 ) .  

(iii) 3 1  ( 2"+(-l)J>�
l

) .  

Mostrar que, se a é um inteiro tal que 2ta, ent.-'io S I  (:J- 1 )  

Provar que: 

(i) A soma dos quadrados de dois inteiros ímpares não pode 

ser um quadrado perfeito . 

(ii) O produto de quatro inteiros consecutivos é a diferença 

emre um quadrado perfeito e 1 . 

(iii) A diferença de dois wbos de inteiros consecutivos não é 

divisível por 2 . 

Provar que: 

0) Se a é um inteiro ímpar, então 24 I a ( a2 - I  ) 

I6. 

I7. 

I8. 

19. 

20. 
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(ii) Se a e b são inteiros ímpares, então 8 1  ( a2-b2 ) 

(iii) Se a é um inteiro tal que 2 t a e 3 t a, entào24 1 ( a2+23 ) . 

(iv) Se aémn inteiro arbitrário, então 360 I a2( a2-l ) ( a"'-- 4 ) .  

Determinar o menor inteiro positivo n, tal que 935n é múlti

plo de 43. Idem, tal que 935 + n é mUitiplo de 43 . 

Sejam a =  bq+ r e a ==  (b+l )  q' + r', com a, h positivos, O :::; r< 

I b I e O :::; r' < I h + l l .  Provar que q =  q' se e somente se r'?: q 

(i) 

(ii) 

Determinar a e h tais que a - h =  184 , e o quociente e o 

resto da divisão de a por h sejam, respectivamente, 

q = 16 e r= 4 . 
Idem, a - h =  274, q =  16 e r"'- 19 

(iii) Quais as condições sobre q, r c s para que existam 

inteiros a e h, tais que a =  hq + r e a - b =  s ?  

(i) 

{ii) 

Que condições devem verificar inteiros n c s para que 

existam n inteiros consecutivos cuja soma seja s ? 
Determinar oito inteiros consecutivos, os maiores possí· 

veis, cuja soma é menor ou igual a 1000 . 

Sejam a e h inteiros, h i= O, e seja r o resto de divisão de a por h. 

Se c•> O é outro inteiro, provar que: 

(i) 

(ii) 

O resto da divisão de a c por /x-é rc 

Se c l  a e c I h. então c l r, e o resto da divisão de a/c 
por b j c é r/c. 

2.2 NUMERAÇÃO 

Há uma anedota sobn· um mercador <1lema·o do século 
XV que. emhom cu mio possa alllenticm; (; r.io C11:1ctcdstica da 

sítuação existente, que não posso resisrír ,j tentação de contá-la. 

O mercador tínha um filho ao qual destj:wa dar uma ampla 

formaç.io comcrci:Jl. Chamov 11m eminente profé'SSOr da 1/llÍ

'Y'rsidadé' para lhe pt•rgunrarpara ondt" dCIÜ t'múr Sé'u !Jlho. 
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O professor respondeu que, se os conhecimentos m.uemátícos 
do filho de�iam limitar-se à adição e subtraç.io, provavelmente 
numa universidade alemã pudesse obter essa instrução; mas, se 
quelia chegar/1 muldplicação e dhiúo, como estas dnham sido 
muito eswdadas na Itália, ele pensava que somente nesse país 
podelia aprendê-las. T. Dantzig 

A numeração escrila nasceu, nas épocas mais primitivas, do de
sejo de manter registro de gado ou outros bens, com marcas ou traços 
cm paus, pedras, tábuas de argila etc. É pelo menos tão antiga quanto 
a escrita, e talvez anterior: é possível que o registro de números tenha 
sugerido o registro de sons. 

Os sistemas de escrita numérica mais antigos que se conhecem 
são os dos egípcios e os dos sumérios, que datam aproximadamente do 
ano 3500 a.C. 

Para os egípcios, um traço vertical valia 1 ;  o número 10 era re
presentado por um osso de calcanhar invertido n ;  o 100 por um laço 
9, e o 1000 por uma flor de lotus** l . Outros números eram escri
tos com a combinação desses símbolos. Assim, por exemplo 2125 se 
escrevia como 

O quadro seguinte dá uma idéia da semelhança entre o sistema 
egípcio e o sumério. 

l 3 l O  1 3  20 23 100 1000 

Egípcios I I I I  n n 1 1 1  n n  nnn1  '3 l 
Sumêrios t rn < <m << «m t- <t-

(�) Número,� Linguagem da Cí(•JKÍ<l. Zahar, Rio delmt·iro. 1970 
( '�) Tinlum também símbolos pdLl nlnneros bem lllJ.iores. \"t-r pol e;.emplo. o 

tino de C. Boyer. op. cil. 
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Um novo estágio na história da numeração corresponde aos 
sistemas hebraico e grego. Ambos os povos atribuíam valores numéri
cos às letras. 

O sistema romano (usado até hoje para datas, números de capí
tulos etc.) mostra influências gregas no uso de letras para representar 
números: por exemplo, X para dez, C para cem e M  para mil; porém, 
em essência, está baseado nos mesmos princípios que a numeração 
egípcia ou suméria. 

Se tratasse apenas de registrar números, as diferenças de um siste
m a  para outro não teriam grande importância; o problema é que de
pendemos da escriL<l dos números para a realização prática das ope
rações. As dificuldades envolvidas no uso do sistema romano explicam a 

anedot.o1.com que iniciamos e-sta seção (sugerimos ao leitor pensar como 
calcular o produto de CCXVII por CXIX sem usar numeração deci
mal; ou pior ainda, a divisão do primeiro desses números pelo segundo!) . 

A numeração posicional de base 10, que adotamos atualmente, 
teve sua origem na Índia, apmximadamente no fim do século V, e foi 
divulgada na Europa em torno do ano 825 d.C. pelo matemático árabe 
Mohame-d Ben Mussa AI Khawarismi. Na obra de Aryabhata, intitulada 
ArptbhaU)'a (um pequeno volume escriw em verso, publicado em 499 

d.C.), aparece a frase �de lugar para lugar, cada um vale dez vezes o 
precedent:", que sugere o uso do Princípio de Posição. Porém, a pri
meira aparição inquestionável de um zero na Índia é do ano 876 d.C. 

A p<lla\Ta hindu para o zero era sun_1·a, que significl\·a '"vazio·· 
ou '"em branco". Quando o� árabe� ado taram a nurneraçào hindu, 
traduziram es�e termo por cifr, que significa vazio em árabe. Deste 
deriva a p«lana cifJ<l, que, ,lté na obra de Gauss - último ).\Tande ma
temático a esne\"tT em latim -, ainda consen·av;� seu significado pri
mitivo de zero. 

Detenhamo-nos, então. para pensar no que expressamos quan
do esnevemos um inteiro positivo no sistema decimal. Quando escre
vemos 3 427, por exemplo, estamos nos referindo na verdade ao nú
mero que se obtém fazendo: 

3 · 101 + 4 · 10� + 2 · 10 + 7  
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Mais geralmente, uma expressão do tipo il11 a a-I • . •  a 1 a0 , no 
sistema decimal, representa o número 

A primeira vantagem é que esse sistema representa uma grande 

economia de notação. Usando apenas os dez símbolos - O, 1 ,  2, . . .  , 9 -, 

podemos escrever qualquer inteiro positi�·o. Uma vantagem adicional, 
c decerto a mais importante, é que pennite dar regras de cálculo simples. 

Um instante de reflexão nos mostrará que nada determina que 
a-base de numeração seja necessariamente dez. Com toda probabilida
de, esse é o sistema usado quase que universalmente pelo fato de ter
mos dez dedos disponíveis nas mãos para nos auxiliar nos cálculos. 

Teoricamente, entretanto, poderíamos escolher uma base de 
numeração arbitrária, como demonstraremos a seguir. 

2.2.1 TEOREMA 

Seja b2: 2 um inteiro. Todo inteíro positiro a pode ser escrito de 

modo único na forma 

e-111 que n � O r ;te O e, para cada tÍJdice i, O::; i::; n, tem-se que ' " 

O s; r. < b  ' 

DF.\IONSTlt-\ÇÂO 

(ó) Existência 

Dividindo a por b, obtemos nllmeros %• r11• tais que 

DiYidindo % por b, obtemos q1 , r1 , tais que 

Esse processo pode ser repetido: porém, como cada quociente ob
tido é 11:to IH:'g"olti\·o e JH•ce\���riamente menor que o anterior (n;rifi-
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que! ) ,  em algum pas.�o de\'eremos obter u m  quociente nulo. 
Suponhamos que o primeiro quociente nulo seja o n-ésimo. 

a b% + 1(1, 

q, bq1 + r1 

q, bqq + 12 

q =bq + r  n-2 ll- 1 n- 1 
q , =h . O + r  11 - J  fJ 

o ::;  1;, < h 

O ::;; r1 < b 

o ::;; J2 < b  

o -s:  r < b n-1 

O <  r <  b 
" 

Agora, podemos substituir o valor de q11 na primeira expressão 
e continuar fazendo substituições sucessivas. 

a h% +  1iJ = b (bq1 + r1 ) + I(1 = b2q1 + br1 + 1(, = 

b2 (bq2 + 1�) + br1 + 1;1 = b3 q9 + b2 1� + br + r  = - - 1 o 
· · · · · · · · · · · · · · · ·  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·  · · · · · · · · · · · · · · ·  

"' h" r + h" -1 r + h"- 2 r + ... + b'! r + br + r  ll n-1 n-'1 2 1 o • 

Ess� é uma expressão para a nas condições do f'nunciado. 

(ii) Unicidade 

Suponhamos que temos duas expressões para a :  

a 1�, h" + t;,_ 1  b"-
1 

+ ... + �� b
2 + r1 b +  10 = 

' b ' b m - l  ' ! '  ' b ' rm m+ 1;n-l + ... r'! J" + rl + ru 

Pondo em evidência bem ambas as expressões. temos 

a b (r11 b"-1 + ... + 1� b +  r1) + 1;1 = 

b I ' b"'-1 ' b  ' ) ' 1"
111 + ... r 2 + r  1 + r0 

Como O .,;; li,< b. O :S r'0 < b. da uni( idade do quociente e resto 
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da divisão inteira, vem que Conforme demonstramos no teorema anterior, a expres::;ào de 

bn-1 b ' bm-l ' b ' ' r" + ... + 12 + r1 = rm + ... + r 2 + r 1 e Ii:J = r 0  
1329 em base 5 será 

I 329 = (20 304), 
Agora, repelindo o processo, temos que 

c, usando novamente a unicidade do quociente e do resto, temos 

Dessa forma, poderemos demonstrar sucessivamente que os 
coeficientes em ambas as expressões são iguais (note que esse raciocí
nio pode ser formalizado, usando indução completa) .  

Utilizamos o símbolo (1�, 1;,_ 1 ... r0)" para representar a expres
são de a na base b, que determinamos no teorema anterior. Natural
mente, omitiremos mencioná-la explicitamente, quando trabalharmos 
com números na base 10 . 

Note que a demonstração anterior dá um método para determi
nar a expressão de um número dado na base 10, numa outra base. 

2.2.2 Exnn•Lo 

Escrever o número 1 329 em base 5. 
Precisamos efetuar as divisões sucessivas: 

1329 5 

32 265 5 

29 15 53 5 

4 o 03 lO  5 

3 () 2 5 

' 2 o 

2.2.3 EXEMPLO 

Escrever 855 em base 12. 
Observamos inicialmente que precisamos de mais dois algaris

mos correspondentes aos inteiros lO e 1 1 .  1\'otamos: a =  10, /3 = I I .  

Agora, efetuamos as divisões sucessivas: 

855 

015 

3 

1 2  

71  

I I  

1 2  

5 12 

5 o 

Logo, 855 = (5�3) 12 
Para obter a expressão de um número escrito em outra base, na 

base lO ,  basta interpretar o significado da expressão. 

2.2.4 EXEMPLO 

Escrever (1 235)6 em base lO. 
Temos que (l 235), = 6·' + 2 - 6� + 3 - 6 +  5 = 311 .  

EXERCÍCIOS 

1. Escrever: 

(i) I 472 em base 5 
(ii) 218  em base 2 . 
(iii) 15 422 em base 12  

2 .  Escrever: 

(i) (2 356), cm ba;c l O  
(ii) (532)6 cm base 8 
(iii) (2l ) � cm base l 2 . 
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3. 

4. 

Seja m ==  (1�1 r11_ 1 . . .  fll) " .  Provar que b' m == ( 1;, r"
_1 ... 1(1 QQ0 ) , 

I'�'-"' 

Seiamm= (r r ... r11) 1 , nl == (s . s . 1 . . •  s,..) 1 •• Provarque,sen< n', 
Cl 11 11-\ I 11 11- " ' 

então m < m'. Dar um critério para comparar m e  m' em geraL 

EXERCÍCIOS SUPLEMENTARES 

o. 

6. 

7. 

8. 

9. 

10. 

(Critérios de divisibilidade) Seja bum inteiro positivo cuja 
expressão na base I O é 

b = r  l O " +  r l 0 " -1 + ... + r, l0 + r1, . 
li J>-1 

Provar que: 

(i) 2 I b se c somente se 2 1 1() . 
(ii) 3 I b se e somente se 3 1  (I() +r1 + ... +J:, ) 
(iii) 5 I b se e somente se S l 10 
(iv) 9 1 b  se e somente se 91(r0 +r1 + ... +r, ) 
(v) l l l bse c somentese 1 1 1 (1;)-r1+r�r---+(-l) " J:, l 

Quais são os números que, em base 10, são representados com 
todos os algarismos iguais e que são divisíveis por 3? E por 9? E 
por I I ?  

Determinar todos os inteiros positivos múltiplos de 5 que, em 
base 10, são de 3 algarismos e cuja soma dos algarismos é 19. 

Provar que nenhum inteiro da seqüência I I ,  1 1 1 ,  1 1 1 1  , . . .  é 

um quadrado perfeito. (Sugestão: um termo arbitrário dessa se 
qüência pode ser escrito na forma1 1 1... 111  = 11 L. 108 +3= 4k+ 3.) 

(i) Demonstrar que todo quadrado perfeito é da forma Sk 

ou 5k ± 1 .  
(ii) Como aplicação, indicar em quais algarismos•pode ter

minar um quadrado perfeito . 
(iii) Demonstrar que, se três inteiros positiv�s a, h. c verifi

cam a condição a� = b�+ c�, então, entre eles há um múl
tiplo de 5 e um múltiplo de 2 . 

Determinar um número de quatro algarismos que, somado com 
a soma df' seus algarismos, resulta 2 603. 

I I .  

12. 

13. 

14. 

(i) Mwm que nenhum quad,ado pede; to 'e ""e'e com 
todos os seus algarismos iguais. 

(ii) Determinar um quadrado perfeito n tal que n =  (aabb) 10• 

Determinar um inteiron da forma n = (ab)10, que é múltiplo de 
3 e tal que n2= (bxax) 10 

Determinar o menor inteiro positivo n tal que 9n se escreve 
com os mesmos algarismos de n, na ordem contrária. 

Um farmacêutico tem apenas pesos de lg,  3g, 9g, 27g, 8lg e 
uma balança de dois pratos (os pesos podem ser colocados em 
ambos os pratos). Mostrar que ele pode pesar qualquer objeto 
com até 12lg (Sugestão: exercício 9 de 2.1.) 

2.3 IDEAIS E MÁXIMO DIVISOR COMUM 

É impossível escrevt'r um cubo como soma de dois cubos, uma 

quarta potência como soma de duas quartas potências, e, em 

geral, qualquer potência maior que a segunda como soma de 

du"'as potências similares. Para isto eu descobri uma prora rcrda

dt'immente marmilhosa, mas esliJ margem é muito pequena para 

contê-la. 

Pierre de Fermat, em torno de 1637. 

Pierre de Fermat ( 1601-1655), funcionário público francês, foi 
o último dos grandes matemáticos amadores que culti\'aVa o estudo 
dessa ciência apenas como um hobb_�: Fez importantíssimas contribui
ções à matemática, e seu nome está ligado às origens da geometria 
analítica, do cálculo, da probabilidade e, sobretudo, da moderna teo
ria dos números. A citação que transcrevemos f<li deixada por ele numa 
tradução da Alithmetica, de Diophanto de Alexandria, c grandes mate
máticos tentamm, ao longo de séculos, descob1ir a prova mencionada. 

A afirmação reproduzida passou a ser conhecida como o "últi
mo teorema de Fermat" ou, ainda, como a "conjetura de Fe1mat". 
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Explicitamente, ela afirma que se, n :2': 3, então a equação .�' + J'' = z" 
não tem soluções inteiras. 

O próprio Fermat publicou uma demonstração para o caso em 
que n = 4. No século XVIII, Euler provou que ela é verdadeira também 
quando n = 3, mas sua demonstração era muito complicada e a valida
de nesse caso só foi completamente aceita quando Gauss deu uma nova 
demonstração. O caso em que n=5 foi estudado por Dirichlet, no sécu
lo XIX, e o caso n=7, por Lamé, em 1839. 

Lamé propôs uma demonstração geral, introduzindo uma "arit
mética" de certos números complexos, e assumindo implicitamente 
que ela linha as mesmas propriedades da aritmética usual. Isso susci
tou certas dúvidas em Liouville, que as comunicou a Kummer. Este 
provou que a pressuposição de Lamé era falsa. Porém, conseguiu res
gatar cm parte as idéias envolvidas nessa demonstração e provar que a 
conjetura vale quando n é um "primo regular" (a defmiçào desse con
ceito é muito técnica e escapa aos limites deste livro) . Esse foi o pri
meiro resultado de caráter geral cm relação à conjetura de Fermat. 

A questão permaneceu em aberto durante muitíssimo tempo e, 
ocasionalmente, alguns matemáticos acreditaram tê-la provado. A his
tória começou a ser solucionada em junho de 1993, quando o mate
mático Andrew "\Viles, numa série de três conferências proferidas na 
Universidade de Cambridge, anunciou a prova da conjetura. Havia, 
porém, uma falha no raciocínio, que levou mais de um ano para ser 
corrigida. Finalmente, em 1995, Wiles publicou a demonstração com
pleta cm uma revista * .  Um dos passos da demonstração foi elaborado 
cm colaboração com Richard Taylor c publicado como artigo inde
pendente no mesmo volume da revista * * .  O conteúdo desses artigos 
é altamente técnico e certamente está fora do alcance do leitor destas 
notas. Porém, pode ser interessante ler as páginas 449 a 454, em que o 
autor conta o processo de descoberta. 

(�) A. Wiles. "Ellipti< Curves anct 1-'ermat'� Last Theor(·m •·, Ann.1/s nF.Vad1., 141 ,  
3 ( 1995) , PP- 443-551 

(H) A. Wil�� e R. Tarlor, "Ring-theo1 etir Prop<'nies nf Certain Herke Algcbras". 

Annals. of.-\fath .. 1 4 1 , 3  (1995). pp. 553-572. 

Dh,isihi!idade • 63 

Quando da tentativa de resgatar a demonso-ação de Lamé em 1843 
Kummer definiu uma nova classe de números, que chamou �e mím; 
ros ideais. Mais tarde, Richard Dedekind n-abalhou com a arinnética dos 
chamados números algéblicos e substituiu na sua teoria os números 
ideais de Kummer por certos conjnntos, que também chamou de ideais. 

A noção de ideal, além das inúmeras aplicações em diversos cam
pos, permite dar um tratamento muito simples a questões da Teoria 
Elementar de Números. 

2.3.1 DEFINIÇÃO 

Um coJ"Uunto não-vazio1de números inteiros diz-se um ideal de 
ZZ;e 

(i) CJ., fJ E 1 =:} CJ. + f) E 1 . 
(ii) a E 1, a E ZL =::} aa E 1 . 

É fácil dar exemplos triviais de ideais: o próprio corUunto ZL de 
todos os números inteiros cenamente é um ideal de ZZ, e o conjunto 
lO/ Lambém o é. 

Um exemplo mais interessante é o conjunto dos números pa
res; de fato, a soma de números pares é par e o produto de um núme
ro pa•· por qualquer número também é par. Porém, é fácil ver que 0 

conjunto I dos números ímpares não é ideal; de fato, a soma de dois 
elementos de I não pertence a I 

O conjunto dos números pares nada mais é do que o conjunto 

dos múltiplos de 2. Podemos obter novos exemplos com uma constru
ção análoga. 

Dado um inteiro m, indicaremos por m ZLo conjunto: 

m ZL= lmxl x E  ZLJ, 

isto é,  o conjunto de todos os múltiplos de m. 
Mostraremos que mZZ é um ideal. Com efeito, dados a, p E mZL, 

existem x, }'E ZZ, tais que a = mx c p = 111_ 1 .  Então, temos que 
a +  P = m(x+r) E mZL. Por outro lado, dado a E ZL, temos que 
(].;; = m(xa) E mZL. 



64 • Números: Uma lmrodução à Matemática 

Um fato interessante é que esses são todos os exemplos possí
veis, como veremos a seguir. 

2.3.2 TEOREMA 

Sr;:jaj um ideal de ZZ. Então,] =  { O  j ou existe um inteiro positi
vo m tal que]= m 2Z. 

ÜBJONSTR.'I.ÇÂO 

Seja J um ideal de ZZ. 

Se] ;t !0), existe pelo menos um inteiro a ;t: O tal que a E J Da 
condição (ii) da definição de ideal vem que -a E J ,  Como a e (-a) 

pertencem a] , podemos afirmar que] contém inteiros positivos. As
sim, o conjunto]+ = ( U E }  I a >  O )  é não-vazio. Pelo Princípio de Boa 
Ordem, existe m =  mim}+ .  

Provaremos que} é, precisamente, o conjunto dos múltiplos de 
m, isto é,j = mZZ . 

De fato, como m E  J, a condição (ii) da definição 2.3.1 mostra 
que, para todo XE ZZ, tem-se que mxE], logo, mZZ c}. Para provar a 
inclusão contrária, consideraremos um elemento qualquer a E J e 
provaremos que é um múltiplo de m. Efetuando a divisão inteira de a 
por m podemos determinar q e rtais que a =  mq+ 1; em que o :::; r< m. 

Se r ;e O. como r =  a-mq e tanto a quanto mq penencem a f,  teríamos 
que r E 1'· Mas, r< m = min1',  uma contradição. Assim, r =  O, logo, 
a =  mq é um múltiplo de m .  • 

EXERCÍCIOS 

I .  

2. 

Provar que o inteiro posiüvo m nas condições de 2.3.2 é único. 

Quais dos seguintes conjuntos são ideais do ZZ? Em c<1;da res
posta afirmativa, determinar o inteiro positivo nas condições do 
teorema 2. 3. 2 

(i) Todo, o' inteiw' n tai• que alguma potência de n .eja 

divisível por 64 . 
(ii) Todos os imeiros n tais que 11 I 24 . 

(iii) Todos os inteiros 11 tais que 6 J n c 24 1 n� . 

Divisibilidade • 6 

(iv) Todos os inteiros n tais que 2ln seja divisível por 9 .  

Agora, passaremos a estudar alguns conceitos de teoria elemen
tar de números cujo estudo é facilitado pelo uso da noção de ideal. 

Em toda esta seção, a e b indicarão inteiros. não ambos nulos. 
Um inteiro c diz-se um dinSorcomum de a e b se c l  a e c l  b. O 

cm"Uunto D (a, b) de todos os divisores comuns de a e b é limitado 
superiormente (pois se a t; O, para todo elemento c E D (a, h) temos 
que c::> I a 1 ) .  Conseqüentemente, D ( a, b )  tem máximo. 

2.3.3 DEFINiçAo 

Chama-se máximo dúisor comum df' a {' b o maior de seus 
divisores comuns, isLo é, 

mdc ( a, b )  = ma;.,; D ( a, b ) . 

2.3.4 TEOREMA l.JE BtZOl'T 

Stjam a, h imeli'os {' d = mdc (a,b) . Entào, cxistt'm inteiros r e 

s mis que d = I<1 + sb. 

DEMOI\STRAÇ\..o 

Consideremos o conjunto 1 = ( xa+yb I x, y E LZ ) , Mostrare
mos que 1 é um ideal de L/ .  Com efeito, dados a, p E 1, eles devem 
ser da forma 

Temos, então, que 

De forma análoga, temos que, para todo a E zz e todo a E 1, 
aa E j Agora. do teorema 2.3.2 vt>m que existe um inteiro positi\(J x,. 

ui que .f = .\,, �  t\ lo�lr.u·emo\ que \," mdc (a,IJ) = d 

Com efeito, como ii é da forma a =  l·a + O·b, temos que ii E J, 
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logo x�l il .  De forma idêntka, vem que X111 h, portanto X0E D ( a, b )  . 
Ainda, como o próprio xú é um dementodeJ, então deve ser da 

lunna x11= ra + sb, com r, s E  2Z .  
Finalmente, para provar que \, é o maior dos elementos de 

ÍJ(a,b) , consideramos d' E D(a, b) . 
Como d' I a e d' I b ,  vem que d' I (ra + sb) ; logo, d'l xw Portan-

to, I d' I :S: I x01 = x0 e segue <1 Lese . 0 

EXERCÍCIOS 

A função ZZx ZZ- ! (0,0)! -+ zz· 
( < � , IJ) --+ mdc(a,IJ) 

pode ser considerada como uma operação cm ZZ. O exercício abaixo 
estuda as semelhanças e diferenças em relação às operações de adição 
e multiplicação. 

3. 

4. 

Sejam a ,  be c números imeiros. Verificar se as afirmações abai

xo são verdadeiras ou falsas, dando a demonstração ou um con
tra-exemplo: 

(i) mdc ( a, b )  = mdc ( b, a I . 
(ii) mdc ( mdc ( a, b )  c, ) =  mdc ( a, mdc ( b, c )  ) .  
(iii) A operação ZZx ZZ- (0, O) --+ ZZ +  

(a, b) --+ mdc(a, IJ) 

tem elemento neutro. 
(iv) mdc (a, I ) =  1 .  
(v) mdc ( .il, b +  c ) = mdc ( a, b )  + mdc ( a, c ) .  
(vi) mdc ( .?, bc ) = mdc ( a, b ) ·  mdc ( a, c ) . 
(vii) mdc ( a, a )  = I a I . 
(vi ii) 
(ix) 
(x) 

(xi) 

mdc ( a, bc) = bmdc ( a, c ) . 
mdc ( ab, cd) = mdc ( a, c ) ·  mdc ( b, d) . 
b l  a Ç:> mdc ( a, b )  = l b  I .  
mdc ( -a, b )  = mdc ( a, -b )  = mdc ( a, b ) . 

Sej�tm a, I! e d intL"iro�. com d > O. Decidir �e ,1\ .dinnaçôe� 

ah�tixu 'ÓO \erdadeir�•� nu Lals�t�, d.mdo a demon.,traç:to tHI um 

( ontr�t-exemplu. 

Divüibilidade • 6 7 

(i) Se cxbtem r, ôE :Z tai; que d= r<>Hb, então d= mdc(a,b). 
(ii) Se existem r, SE 7.Z tais que r,? + sb = !,então mdc (a, h) = I .  

Note-se que no de<:orrer da demonstração do teorema 2.3.4 
provamos também que todo divisor comum de a e b é um divisor de 
d == mdc ( a, h )  . Na verdade, essa propriedade pode ser usada para 
caracterizar o má:ximo divisor comum de dois nUmeras, como demons
traremos a seguir . 

2.3.5 TEORE�L\ 

Stjam a, b inteiros. Um inteiro positivo d é o máximo dúisor 
comum de a e b se e somente se velifica 

(i) 
(ii) 

d l a e d l b 

Se d' I a e d' I b ,  então d' I d . 

DEMOI\STRAÇAO 

Seja d= mdc (a, b). Então, obviamente dverifica (i), e, na de
monstração do Teorema de Bézolll, provamos também que a condi
ção (ii) se verifica. 

Reciprocamente, se um inteiro positivo d verifica (i),  então 
dE D ( a: b ) .  A c..:ondição (ii) afirma que, se d' E D ( a, b ) ,  então 
d'ld; logo, d' :::; d, donde segue que d é o maior dos divisores co-
muns. Portamo, d = mdc( a, b )  • 

A caracterização do máximo divisor comum dada pelo teorema 
anterior apresenta algumas vantagens. Entre outras, é mais fácil de ser 
usada c simplificará algumas das demonstr<tções que se seguem. 

2.3.6 PRO!'OSIÇÁO 

Sejam a, b inteiros, d = mdc ( a. b )  c ( 

Então: 

mdc (ac, IH) = d I  c I 

11111 inteÍlo n,io nulo. 

(i) 
(ii) Se c I a e (" I b. t'lJt:io mdc (a/(·. b/c) = d!l c 
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DnlONSTR.-\(:À(J 
Para (i), mostraremos que d I  c I verifica as umdições (i) e (ii) 

do teorema 2.3.5 em relação aos inteiros ab e bc 
De fato, como d =  mdc ( iJ, h ) ,  temos em particular que dia , 

logo, (d I c I) I (ac). Da mesma forma, (d I c I )  I ( bc), Ainda, do Teo

rema de Bézout, temos que existem r, sE ?L tais que d"' ra+ sb. Logo, 

d i  c I =  r( <I I c I ) +  s (  b I c I ) .  

Agora, se d' é um inteiro tal que d'  I ac e d' I bc, da relação 
acima vem imediatamente que d' I (  d I  c I )  

Para provar (ii), poderíamos usar u m  raciocínio análogo, mas 
daremos uma demonstraçào mais breve, usando o resultado anterior. 
Seja x = mdc ( a/c ,  h/ c )  . De (i) temos que 

a b 
(

a b ) mdc (a,b) = mdc ( - .c . - .c ) = mdc - , - . I c I , 
c c c c 

isto é, d= xl c I, donde X =  d/1 c I .  • 

O próximo resultado, embora de demonstração simples, será 
de uso freqüente na teoria , 

2.3.7 TEORE:O.IA DE EucuDEs 

Sqdm ii, b, c inlé'Íros wis que ii I bc. Se mdc (ii, b) =1, então a I c 

DEMm..-sTRA.ç.\o 

Se mdc ( a, b )  = I ,  da proposiçào anterior temos que 
mdc ( .1c, bc) = l c l .  
Agora, obviamente alac c, da hipótese, allx" . Conseqüente
mente, usando (i i)  do teorema 2.3.5 temos que a I lei, 
logo ale. 

• 
2.3.8 DEHNIÇÀO 

Doisimdrosae b dizem-se reliUÍmmcnrc piimosse mdc(a,b) = I. 

Podemos ent.ão enunciar o Teorema dt> Euclides da seguinte 
forma: se um número divide um produto de dois fatores e é relativa
mente primo com um deles, cntúo divide o outro. 

Dil'isibi!idade • 6 'J  

2.3.9 PROl'OSIC\0 

Sejam a e h inteiros relativamente primos, c seja c um outro 
inteiro tal que a I c e b I c .  Então, ab I c .  

DEMONSTRAÇAo 

Se a i c podemos escrever c= ii ·  q . Agora, hlaqemdc( a, b) = I .  

Do teorema anterior, h I q, isto é,  podemos escrever q = b1; <.·om r E Z!. 
Substituindo na expressão de c ,  temos c =  ab1; logo, ab I c • 

EXERCÍCIOS 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 

l O. 

Sejam a ,  h .  cinteiros. Provar que 

(i) Sc ;, ) b c mdc ( b. c ) � l . cnt5o mdc ( <>. c ) � l  
(ii) mdc( a, c) = mdc( b. c) = I se e somente se mdc(ah, c) = I . 

Dar outra demonstração do teorema de Euclides, usando o fato 
de que 1= mdc ( a, h ) =  u +  sb . para r, s E  Z! .  

A proposição 2.3.9 pode ser generalizada. De fato: se a e bsão 
inteiros e d= mdc (a,b), dado um outro in teiro na] que a I c e 
b I c .  provar que ;Jb I c . 

d 

Dar uma demonstração direta da proposição 2.3.9, imitan

do a demonstração do leorema de Euclides. 

Sejam a, h inteiws tais que mdc(:z,b) = 1 .  Provar que: 

(i) 
(ii) 

mdc (a± h, ab) = I .  
mdc ( a +  h, a- b )  = I ou 2 . 

(iii) mdc ( .J + b. a2 + a h+ b'.!. ) "' 1 

(iv) nuh ( a + b. ;12 - ab + b2 ) "' 1  ou 3 .  

(v) mdc ( 2a -r b. a +  2 b )  = I  ou 3 .  

(Yi) mdr ( a +  b. ;J2 "'" b2 ) = I o11 2 . 

Sejam ii um inteiro, num illtl'il o  po.',itivo e d= nuh· (;J, a+n). 
Provar que dl n . 
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EXERCÍCIOS SUPLEMENTARES 

1 1 . 

12. 

13.  

14. 

15. 

16. 

17. 

Sejam a, b, c inteiros. Pmvar que 

(i) Se 87<11 bce a e h são relativamel1Le primos, entào a I c .  
(ii) Se a e b são relativamente primos e c I ( a + h ) ,  então 

mdc ( a, c )  = mdc ( b, c )  = I .  
(iii) Se <I e b são relativamente primos, então 

mdc (ac, b )  = mdc (c, b) . 
(iv) mdc (a, b) = mdc(a, a ±  b) . 

Sejam .a c b inteiros relativamente primos e num outro inteiro. 
Calcular: 

(i) mdc ( a + nb, a + (n + l ) b ) 
(ii) mdc ( a + nb, a +  (n + 2 )  b )  

Sejam a e b inteiros. Provar que, se mdc (.1, 4) = mdc ( b, 4 )  = 2 
então, mdc (a +b, 4) = 4 . 

Prcwar que, se d é um divisor positÍ\"O comum de a e b, ent<-10 

d= mdc (a.IJ) se e somente se mck <J ' 3> = l 

Sejam, ii, h, c inteiros, d = mdc (a, b ) .  Provar que: 

(i) Os inteiros 1; s tais que d= ra+ shnão estão univocamente 

determinados 
(ii) Existem inteiros r, sr.a.is que c =  ra + sbse e somente se d I  c 
(iii) Para cada par de imeiros r, s tais que d = r.J + sh, tem-se 

que mdc ( r, s )  = I  

Sejam a, h inteiros. Para n ;:>; I ,  provar que: 

(i) 

(ii) 

mdc ( a, b ) = I se e somente se mdc (<1 " ,  b") = l 
(Sugestão: exercício 5(ii)) . 

.a" I li' se e somente se a I b .  

Seja A um subconjunto não-vazio de ZZ tal que, se a1 , <I� E A, 
então a1 ± a2 E A. Provar que A é um ideal de ZZ . 

2.4 O ALGORITMO DE EUCLIDES 

Divúibilidade • 7 J 

O leitor certamente conhece, do curso secundário, o método 
para determinar o mdc de dois números usando a decomposição de
les em fatores primos (que trataremos brevemente em 2.6). Porém, 
quando se trata de números muito grandes, pode não ser fádl encon
trar essa decomposição. O método que damos a seguir é baseado ape
nas em divisões sucessivas e aparece no livro sétimo dos Elementos de 
EucHdes; porém, há evidências históricas de que o método seja ainda 
anterior a essa obra. 

2.4.1 LEMA 

Sejam a, h inteiros. h F O, e sejam q, r o quociente {' o resto da 
din"siio c/{' a por b, respectivamente. Ent.io, D (a, b) = D ( b, r); temos 
também q11e mdc (a, b )  = mdc ( b, r). 

DE!ItOI\"STAAç},o 

Podemos escrever a =  bq +  r. Seja X E  D ( a, b ) . Entào, x l a e 
X I h ·  Mas r= a - bqe xdivide cada um dos somados, logox I 1: Mostra
mos, assim, que D ( a, b )  c D ( b, r ) .  A inclusão contrária segue de 
forma análoga, donde resulta a. igualdade dos conjuntos. 

Se os conjuntos são iguais, seus máximos também coincidem, 
isto é, mdc ( a, b )  = mdc ( b, r) . • 

Segue do lema acima que o prohlema de achar o mdc ( a, h )  
reduz-se a achar o mdc ( h, r) . 

Naturalmente, pode-se rcpetir esse processo. Fazendo divisões 
sucessivas, teremos: 

b 
' 

I 

li1f
1 

+ ri, 

r1 q2 + 12• 
1293+ 13· 

1 ;,_2= 1;,_1 qiJ + 1;,. 
1;,_ 1 = 1;, qll+ I 

O ::;  r1 < I  b l .  
0 :5 I2 < r1 . 
0 :5 13 < 12 . 

O ::;  r < r  . I) 11-1 
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Como o resto diminui a cada passo, o processo não pode conti
nuar indefinidamente, e alguma das divisões deve ser exata. Suponha
mos então que J�ttl seja o primeiro resto nulo, como está indicado 
antes. Do lema, temos que 

mdc (a, b )  = mdc (b, r1) = mdc ( !] , r2 ) == · ··· = mdc ( t;,_1 , 1;,> 

Finalmente, como r11 1 J;,_ 1 é fácil ver que mdc (1;, _ 1 , 1;) == t;, 
logo, mdc ( a, b ) = 1;,_ Demonstramos assim que, nesse processo, o 
máximo divisor comum de a e b é o último resto diferente de zero. 

Usualmente, para dividir apor b utilizamos o seguinte esquema: 

Se mudarmos um pouco o esquema para 

será fácil dispor os núme1 os que intervêm no processo de cálculo do 
mdc (:1, b) : 

q, q, q, q, qiHI 

" b r 12 r r r ' IJ-'2 ,_ I " 

r r r r o ' ' 3 " 

2.4.2 ExnlPLO 

Vamos calcular o mdc ( I  128, 336). Temos: 

3 2 I 4 

I 128 336 120 96 24 

120 96 24 o 

Logo, mdc ( I 128, 336 ) = 24 . 
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Notamos, agora, que esse processo também permite determi
nar inteiros r e s nas condições do Teorema de Bézout. De fato, da 
primeira das divisões, temos que 

isto é, r1 foi escrito como uma combinação linear de a e b. Substituin
do r1 pelo seu valor na segunda, temos: b = (a- q b) q9 + 1;, : logo, ' - -

Novamente, pudemos escrever I� como combinação linear de :I e b. I': a 
igualdade seguinte poderemos substituir r1 e r2 pelas expressões acha
das e escrever 1:l em função de a c b. Reiter.:mdo o processo, obteremos 
finalmente uma expressão para r como combinação linear de a e b. " 

temos: 
Escrevendo explicitamente as divisões, no caso do exemplo 2.4.2 

( 1 )  
(2) 

(3) 
(4) 

I 128 
336 

120 
96 

3 - 336 + 120 . 
2 - 1 20 + 96 .  
1 - 96 + 24 .  
4 .  24 . 

Em ( 1 ) .  obtemos 120 "' 1 128 - 3  · 336. Substimindo em (2), 
vem que 336 = 2 · ( I  128- 3 · 336) +96, logo, 96=- 2· 1 128 + 7 · 336. 

Finalmente, em (3) obteremos 
1 1 28 - 3x336 = 1 - ( - 2 . 1 128 + 7 - 336 ) + 24, logo, 

24 = 3 · 1 1 28 - 10 - 336 

Assim, um par de inteiros ;; s nas condições do Teorema de 
Bézout é dado por r=) e s = - 10. 
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EXERCÍCIOS 

1 .  Usar o Algoritmo de Euclides para obter números r e s satisfa
zendo: 

2. 

3. 

4. 

5. 

(i) mdc (56, 72) = 56r+ 72s . 
(ii) mdc (24, 1 38) = 24r+ 138s 

(iii) mdc ( 1 1 9, 272) = I l 9r + 2i2s . 

Demonstrar a proposição 2.3.6 lançando mão do Algoritmo de 
Euclides. 

Determinar um múltiplo de 19  e um múltiplo de 1 7  cuja dife
rença seja 5. 

Sejam a1 , a2, ily·· a11 números inteiros não todos nulos e 
D ( a , ,  a,, ... ,a ) o L"OnJ·nnto dos seus divisores comuns. Defini-- " 
mos, então, que 

mdc (a,, a�····· a ) =  max D (.:J,, a9 • • •  , a ) . - li -· li 

(i) Provar que, se a1 ;t O  e mdc (a1, a2) = d, então 

(ii) 

mdc (a1 • a�:·· ·  a) = mdc (d, a3, .. , a, ) .  

Provar que, se D =  mdc (a 1 , .12, . .  , a" ) , então existem in
teiros r1 , • . •  , r" tais que 

(iii) Calcular mdc(96, 1974, 858) e determinar r, s, t tais que 

d =  r96+ s l 974 + t 85R 

Resolver novamente o exercício 14 de 2.3 lançando mão do 
algoritmo de Euclides. 

2.5 MÍNIMO MÚLTIPLO COMUM 

Sejam a e h inteiros não-nulos. l.Jm inteiro c diz-se um múlti
plo comum de a e b se a i  c c b l c .  Indicaremos por Jf ( a, b )  o 

conjunto de todos os múltiplos tom uns de a e b e por JP( a, b )  o 
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conjunto de todos os múltiplos comuns positivos de a e b . 
Certamente Jtr (a, b) ;<: $, pois I a I I b I E i1P (a, b); logo. pelo 

Princípio da Boa Ordem, esse conjunto contém um elemento mínimo. 

2.5.1 DEFINIÇAo 

Chama-se minimo múltiplo comum de a e b o menor do., seus 
múltiplos positiYos comuns, isto é, 

mmc ( a, b )  = min Ar ( a, b )  

2.5.2 LEMA 

&jam a e b Ínteíros. Então, o mmc (a. b )  dí.,íde todo outro 
múltiplo comum de a e b. 

DEMONSTRAÇÃO 

Usaremos novamente a noção de ideal. 
Mostraremos inicialmente que �� ( a, b )  é um ideal. De fato, 

sejam a, � E M (  a, b ) . Temos que a l a  e ii i �; logo, a i  (a+�). Da 
mesma forma, b I ( a +  � ) . A  outra condição da definição 2.3.1 segue 
facilmente. 

Do teorema 2.3.2, sabemos que Af( a, b )  deve ser da forma mLZ. 
em que m é precisamente o elemento mínimo de Jr( a, h ) , isto é. 
111 "" n1mc ( a,b ) . 

Assim,  se m'E lvf ( ii, h ) = m LZ, então m I m' ,  como queríamos 

demonstrar. • 

Podemos agora dar uma outra caracterização do mmc de dois 
inteiros. 

2.5.3 TEOREMA 

Sl'jam ii, h E LZ e m  um imeiro posiúm. Então, m = mmc ( .1, h) 
se e somente se m 1·erífica: 

(i) a l m, b l m 
(ii) Se a I m' e b I m', então m i m" 
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DEWlNSTR.-\ÇÁO 

Do lema 2.5.2 vem que o mmc (a, b) verifica as condições (i) e 

(ii) do enunciado. 
Reciprocamente, se m verifica as condições, de (i) temos que 

m É  M�( .1, b ) , c  (ii) mostra que m = mini\P ( a, b ) ,jáque m -s; l m' l. 

Logo, m =  mmc ( ;J, h ) . • 

2.5,4 TEORDL\ 

Sq:un a, b E ?Z, d = mdc ( .1, b ) c m = mmc ( a, b )  . Ent.io, 
md = I .ab I 

DDtOJ\STRAÇ.\.0 
Consideremos o laso em que a c b são positivos (apenas para 

evitar ter que escreve!· as banas ( l i) a cada passo, já que a demonstra
ção seria idêntica) .  Seja então 

, _ ab ,\ - - .  
d 

Queremos provar que x = m e, para isso, bastará provar que xverifica 

as condições do teorema 2.5.3. 
Escrevendo .1 = a1 d c b = b1 d, vem, da parte (ii) da proposição 

2.3.6, que mdc (a1 , h1 ) = 1 ,  c podemos escrever x =  a1 h. Da mesma 
forma, x "'  ab1 • Segue, então, imediatamente que a I x e b I :.:, logo, a 
<.·ondição (i) do teorema está verificada. 

Seja agora m' E E um múltiplo <.·omum de a e b. Como a l m' ,  
e:-.istc qE ..z! tal quf' m' = <Jq = a1 dq . Ainda, b l  m ', isto é,  b1 d l a1 dq, 
logo, b1 1 a1 q . 

Corno mdc (a1 , b1 ) = I , do Teorema de Euclidf's 2.3.7 vem que 
b1 1q. Assim, podemos csncvcr q = b1c c, substituindo na expressão de 
m', tt'mos m' = a1 db1 c, isto (•, m' = xc, c segue quc xl rn' 

Assim, Yerificamos que x satisfaz també-m a condição (ii) d9 
teorema :2.5.3; logo, x =m , como queríamos demonstrar. • 

O tt'Oicma acima dá então um método dc cálculo para o 
mmc (a, b). Dados a ,  b E  ..2!, podemos calcular o mdc (a,b) pelo 
Algoritmo de Euclides e depois obtt>r 

labl 
mmc(a,b) -= mdc (a,h) 
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EXERCÍCIOS 

I .  

2.  

3. 

4. 

5. 

6. 

Determinar o mínimo múltiplo comum dos pares de inteiros 

dados no exercício 9 de 2.3. 

Para todo n E ..2!, 11 * O. - l ,  calcul.n·: 

(i) 
(ii) 

mmc (11, n+ I )  , 
mmc (2n - l ,  2n+l) . 

(iii) mmc(2n, 2n+2) . 
(iv) mmc (nc, (n+l)d, c E 2!, (' * O .  

(i) Detecmin<H inteim' po,itivo; a e b roi' que ab o 9900 e 
mmc (.1,b) = 330 . 

(ii) Determinar inteiros positivos a e b tais que a+ h =  581 e 

mmc(a,b) = 240 . 
mdc (a,b) 

Determinar todos os inteiros posilivos a e b tais que mmc (a, h) 
= 72 c mdc (a,b) = 36 . 

Dados os inteiros não-nulos ii e b, prm·ar que: 

(i) • 

(ii) 
(iii) 

mdc (.1,b) = mmc(il,b) se e somente se l ,1 l  = l b l . 
Para todo k E 2, J. :;t: O, mmc (J.a, kb) = I J. l  mmc (a, b) . 
Se J: l  a e .l: l h, mmc ( !!.. , !!. )  = mmc ( a,b ) . 

J. J: I J. I  

Sejam ii c b inteiros positivos. Provar que o número de múlLi

plos de a contidos no conjunto l b, 2b, ... , ab I i: igual aomdc(a, b) 

2.6 O TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARITMÉTICA 

Nesta scção mostraremos que todo inteiro diferente de O, I e -l 

pode-se expressar como produto de números primos, de forma úni

ca, a menos da ordem dos fatores. Esse resultado, conhecido como o 
Teorema Fundamental da Aritmética, já aparece do livro IX dos Elc
memosde Euclides e destaca a impon<i.ncia dos primos na Teoria dos 



78 • Números: Uma /mrodltçào à MmemâJica 

Números: eles desempenham um papel análogo :.10 dos átomos na 
estrutura da matéria. Todos os outros números podem ser obtidos 
através de produtos dos números primos. 

Começaremos lembrando sua definição . 

2.6.1 Dml"rç-\o 

Cm inteiro p diz-se piimo se tem exatamente dois divisores po
sitivos, I e I p i . 

Note que a definição exclui propositadamente o O, que tem in
finitos divisores positivos, e os inteiros l e-1 que têm um divisor positivo. 

Um número diferente de O, 1 e -1 que não é primo diz-se com
posto. Note que, da definição, vem imediatamente que, se um inteiro 
não-nulo a é composto, ele admite um divisor b tal que I b I seja dife
rente de I e de I a I, isto é, um divisor h tal que 1 < I  b I <  l a  I. Um divisor 
nessas condições diz-se um dilisorpróplio de a .  

Começaremos provando uma propriedade muito importante dos 
números primos. 

2.6.2 PROI'OSlÇÃO 

Seja p um número plimo, c stjam a e h Jiueiros. 

(i) 
(ii) 

Se p f a, mt:ío mdc (p, a) = 1 .  
Se plah, enliio pia ou plh . 

DEMONSTRAÇI.O 

(i) Se p't a, o único divisor comum positivo de a e p é I ,  
donde segue imediatamente a tese. 

(ii) Suponhamos que pi ab. Se p I  a, a tese está verificada. Em 
caso contrário, da partf' anterior tf'mos que mdc (p,a) = t 
e, do Teorema de Euclides 2.3.7, vem que p i  h,. • 

2.6.3 CoRoLÁRio 

Se um núme1o plimo p didde um produto a1 a2 ... a,, entâo 
pi a�.., para algum k, 1 $ k :S; n .  

Dil'i5ibifidadc • 79 

DntoNSTR'\ç.-\o 

Segue imediatamente da proposição, usando indução. • 

Notamos ainda que a parte (ii) da proposição 2.6.2 pode ser 
usada para caracterizar a noção de número primo. 

2.6.4 TEOREMA 

Sl'ja p um imeiro diférente de O, I c -1. Ent.io, p é plimo st: e 
somente se, toda J'CZ que p dúide um produto de dois números, p 
di1ide pelo menos um dos f.1tOJC>S. 

DEMONSTIV\.Çt\0 

Num sentido, o enunciado nada mais ê do que a parte (ii) da 
proposição 2.6.2. 

Para provar a afirmação no outro sentido, vamos raciocinar por 
absurdo. Suponhamos que p tenha a propriedade do enunciado mas 
não seja primo. Então, lp I pode ser escrito na forma I p I  = a  ·h, onde a 
e b são divisores próprios positivos, isto é, verificam 

l < a < l p l  e l < h < lp l . 

Coqseqüentemente, pi ab, mas pt a e p't b ;  uma contradição. • 

A seguir daremos o primeiro passo na direção do resultado mais 
imponante desta seção. 

2.6.5 LEMA 

Todo inteiro a >  I pode ser csclito como produto de números 
plimos. 

DE�10NSTRA.(.',\0 

Usaremos a segund,1 forma do Princípio de Indução. 
Para a =  2 o enunciado é ''erdadeiro, já que 2 é, ele próprio, 

um número primo. Suponhamos agon que o resultado seja Yerdadei
ro para todo inteiro h, 2 :S; h< a. Mosu<J.rcrnosque lambêm \'ale para i/. 

Se a é primo, o lema está demonstrado. Caso conu'ário, ;1admitc 
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um divisor positivo h tal que 1 < h< a .  Isto é, a =  bc, c temos também 
I < c <  a . Pela hipótese de indução, b c c podem ser escritos como 

produto de primos, na forma 

h = p1 ••• p, . . c = q1 ••• 
q�, . 

Substituindo, temos a =  p1 ... P,. q1 ••• q�, , e o resultado também 
vale para <l • • 

2.6.6 TEORHH 

Stja a >  I um inteiro. Emâo, existem plimos positivosp1 $ p2 $ . .  
$ p lais que a =  p, p,, ... p , e ess.1 decomposiçâo é única. f ' - ( 

DEMONSTRAÇ\.0 

No lema anterior, provamos a existência da decomposição. Res
ta apenas provar sua unicidade. 

Dado um inteiro a, ele pode admitir, em princípio, mais de uma 
decomposição em produto de fatores primos. Chamaremos compri
mento de uma decomposição ao nUmero de fatores que nela compa
recem. 

Faremos a demonstraçáo por indução no comprimento de uma 
decomposição de a. 

Suponhamos que a admit.."1 uma decomposição do tipo a "'  p1 , 
onde p1 é primo, e que \'ale 

cm que q1 $ q2 $ . . . $ q, são primos positivos. Como q1 divide q1 q� · · ·  qs 
q1 deve dividirp1 , que é primo. Então, devemos ter p1 =- q1 . Cancelan

do, vem 1 = q2 .. .  q, . . Se s> 1 ,  teríamos que o primo q2 seria inversíVel, 
uma comradição. Assim, s = 1 e, como já provamos que ·p1 = q1 , o 
primeiro passo de indução está verificado. 

Suponhamos agora o resultado verdadeiro para todo inteiro que 
admita uma decomposição de comprimento k?:. l ,  e seja a um inteiro 
com uma decomposição de comprimento k+ 1 .  Se a admite outra de
composição, temos 
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< < < • . . .  
em que q1 _ q2 -· ·· _ q, sao pnmos positivos. 

Como na primeira parte, q1 1 p1 ••• 
pk+ t e, pelo corolário 2.6.3, 

temos que q1 1 P, , para algum i. Como p1 é primo, devemos ter nova
mente que q1 = p1 • Em particular, q1 2:: p1 . 

De forma análoga, pode-se obter que p1 = q. ,  para algum j .  J 
Logo, p1 2:: q1 • De ambas as desigualdades, vem que p1 = q1 . Finalmen-
te, cancelando em 2.6.7, temos que 

Agora, o primeiro membro da igualdade tem uma decomposi
ção de comprimento k, logo, da hipótese de indução, admite uma 
única decomposição. Assim, temos k =- s-1, donde k +1 =- s e p,=- q,, 
para i =  2, ... , k +  1 .  Como já provamos que p1 = q1 , ambas as expres
sões de a coincidem. • 

Agrupando primos eventualmente repetidos na decomposição 
de a, podemos enunciar o teorema anterior de forma levemente dife
rente. Também podemos estendê-lo a números negativos. 

2.6.8 TtoREMA FuNDAME:-;TAL DA ARITMÉTICA 

Scy:1 a um inteiro diferente de O, 1 e - 1 .  Entâo, existem pn"mos 
positivos p1 < p2 < ... < P, P ímeiros posiríros n1 • n�, ... , n, tais qtw 
.1 = L  p;'1 .. . JJ;'• , t·m ljW' 1: = ± I nmfórnw d scj.1 posilh"O ou nog,1til , ,  

Além disso, css:1 decomposiç;io é única. 

DEMONSTRAÇAO 

Temos qu(' a =  EI a l, onde E =  1 ou E= - I ,  conforme a seja 
positivo ou negativo. Como [ .1 [ (• positivo, do teorema anterior, temos 

que existem primos p1 $ p2 $ . .  $ P, tais que 
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Agrupando os primos eventualmente repetidos, podemos escrever 

E Pn, n a =  I ··· P, '  . 

A unicidade segue diretamentc do teorema anterior. 
Uma conseqüência importantíssima do Teorema Fundamental 

da Aritmética é que ele permite dar uma nova caracterização do mdce 
mmc de dois números. Para isso, faremos algumas observações preli
minares. 

Consideremos primeiro uma situação particular. A decomposi

ção em fatores primos dos números 360 e 4 725 é 

360 
4 725 

23 · g2 . 5 
g3 . 52 ·  7 

Os primos que comparecem numa e noutra decomposição não 
são todos iguais; porém usando expoentes iguais a O, podemos dar 

decomposições com os mesmos primos: 

360 
4 725 

23 • 3� . 5 . 7° . 

2(1 ·  g3. 52· 7 .  

Naturalmente, isso pode ser feito para qualquer par de núme
ros. Assim, o leitor poderá formalizar a demonstração da seguinte con
seqüência do Teorema FundamentaL 

2.6.9 CoRoLÃRlo 

Sejam a e d imeiros diferentes de O ,  1 e - L Emâo, existem 
ptimos positivos p1 < p2 < ... < p, e inteiros nâo-neg.uiros n1 .... , n1 , 
m1 ,  . . . m, (mas cvenllwfmcnte iguais a zero, se necesS<iJio) tais que 

d = L� Pi"' 
P,"• 

em queE1 = ± I ,  i= 1 ,  2 . 
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Usando essas decomposições, podemos dar um critério de 
divisibilidade que formulamos apenas para inteiros positivos (obser
var que isso não é uma perda de generalidade,já que di a se e somente 
se l dl divide l a l )  

2.6.10 LB1A 

S�jam a =  p1
n1 ••• p;1, e d = p{n ,  ... p�11 inteíros positivos, onde 

p1 , ... , P, siío piimos posüivos c 11; , mi , I ::; i ::; l s§o inteiros n§o
nevativos. Então, di a se c somente se m ::; n ., I -::;; i ::;  t .  o ' ' 

DEMONSTRAÇÃO 
Se di a, existe um inteiro positivo c tal que <I = de . Escrevendo 

c =  p;1 .. .  P�' , temos que : 

P
lll � ]' 
J I I .  

Do teorema 2.6.6, vem que n1 = m1 + 1;. donde ni:Z. m, l -::;; i5. f .  
(Note que nessa prova assumimos que os primos que aparecem na 
decomposição de c são os mesmos que nas decomposições de a e d, 
isto é, que c não é múltiplo de nenhum outro primo. Mostre que é 
correto p_roceder assim!) 

Reciprocamente, se mi $; ni,  l '5. i5. t, chamando 1;. =  n1- mi , 
temos que 

Logo, d i a  . • 

2.6.11  TEOREJI.L-1. 

. JJ1 n 1 m1 m Sqmn <l = p1 ... P, ' . . .  c J=p1 . . .  p,' inteiros nas condiçõe-s 
do lema 2. 6.1 U. Emâo, 

d = mdc (a,b) =p1
a, 

m = mmc (a,b) =pP' · -

Pa, ,  c1n que a . =  min (n . ,  m.) 1 ::;  i5. l ,  l J I I 

1):, c111 que A = 111ax (n , m )  I '5. i '5. t .  I ' f-'1 I I 
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DEMONSTRAç:..i.o 

Bastará provar que os inteiros de m verificam as condições dos 
teoremas 2.3.5 e 2.5.3, respectivamente. Isto seguirá facilmente do uso 
rep

.
elido do lema anterior. Deixamos a tarefa a cargo do leitor. • 

EXERCÍCIOS 

Ao refazer as demonstrações das proposições e resolver os exercí
cios relacionados abaixo, usando as informações desta seção, o leitor 
poderá apreciar a eficácia do Teorema Fundamemal da Arim1ética 
como ferramenta na Teoria dos Números. 

L 

2. 

3. 

4. 

Demonstrar as proposições 2.3.6, 2.3.7 e 2.3.9, usando o lema 
2.fUO e o teorema 2.6.1 1 . 

Resolver os exercícios 4, 6, 8, 9(iii), I3 e 15 de 2.3, usando o 
Teorema Fundamental da Aritmética e o teorema 2.6. 1 1  

Demonstrar o teorema 2.5.4 usando o teorema 2.6.1 1  . 

Resolver o exercício 5 de 2.5 usando o teorema 2.6. 1 1  . 

A Teoria dos Números é um dos ramos mais antigos da matemá
tica. Muitos dos seus problemas nasn·ram mais ligados a questões mís
ticas do que a considerações de caráter científico. 

Quando se perguntou a Pitágoras o que é um amigo, ele res
pondeu: "aquele que é o outro eu, como acontece lOm 220 c 284". O 

que Pitâgoras tinha em mente é o seguinte: os divisores positivos de 
284, diferentes dele próprio, são I ,  2, 4, 71 e 142, cuja soma é precisa
mente 220; da mesma forma, a soma dos divisores positivos de 220, 
diferentes dele, é 284. Dois números nessas condições dizem-se amigos. 

Um conceito semelhante é o de número perfeito. Um númew 

diz-se pafeito se é igual à soma dos seus divisores positivos diferentes 
dele próprio, isto é, se é amigo de si mesmo. 

Os primeiros números perfeitos são 6 e 28, e alguns estudiosos 
da Bíblia atribuem a essa propriedade o papel desses números na 

descrição do universo (ver a esse respeito R. Dantzig, op.dt.) .  
De qualquer forma, o conceito de números amigos chamou a 
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atenção para um problema: determinar o número de divisores de um 
número dado ou, ainda, calcular a soma desses divisores. 

Podemos usar o Teorema Fundamental da Aritmética c o lema 
2.6.10 para responder essas questões . 

2.6. I2 PROPOSIÇÃO 

s, ·  11 11 d ' ' d . rya a = p 1 1 ••• p, ' a t'composJçao e llln numero .1 > I nas 
condições do TeoJc-ma Fundamental da Alitmélica. Então, o número 
de divisores positivos de a e a soma de todos esses di�isores esl;io da
dos, rcspecdmmt'nte, por 

11(.1) = (n1 + I )  (n2 + 1 )  . .. (n, + I )  

p"t'1-1 
s(a) = '-'c' --,

p, I 

Dn.IOI':STR.-\Çd\0 

P,"·-' -1 

P, I 

Do lema 2.6.10, vem que existem tantos divisores positivos de a 
quantos números da forma 

Nole que, conforme esse critério, os divisores positivos de a são 
todos os termos do desenvolvimento do produto 

Como cada parêntese contém 111 + I parcelas, I :::;; í <;_ t, temos 
que o número towl de termos no desenvolvimento é 

n(a) = (n1 + I ) (n2 + 1 )  ... (n, + 1 )  

.A.inda, uma vez desenvolvido, o número S acima é a soma de 

todos os divisores de a, isto é, 5= s(a). Agora, usando a fórmula que 
dá a soma dos termos de uma progressão geométrica (v{:ja o exercí
cio 5 de 1 . 1 .3),  temos que 
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Logo, 

s(a) = 

ll pll;·l-1 
+ ... + p. ' = -' -- , l $; i<.!. t  

' P, -I 

n ,j I p, ' -
p, I 

n,.,, I p., - -

p, I 
n ,, I p, ' -

P, I 
• 

EXERCÍCIOS 

5. Seja n ;::-: 2 .  Provar que, se 2" - l  é primo, então 2 "-1 (2" - 1 )  é 

perfeito . 

6. Determinar todos os inteiros a e b tais que a tem 21 divisores 
positivos, b tem 1 O divisores positivos e mdc (a,b) = 18 . 

EXERCÍCIOS SUPLEMENTARES 

7. 

8. 

9. 

!O. 

! L  

Sejam a e b inteiros tais que mdc (a,b) = p, um inteiro primo. 
Calcular mdc (a2,b) e mdc (a2,b2) • 

Provar que 4k + 3 e 5k + 4 sào relalivamente primos, para todo 
inteiro k .  

!\lustrar tjlle tr;:.s ímpares posili\·os cnnsectltÍWJS n;\o podem ser 

todo� primos, curn exceç;l.o de :�. 5, 7_ 

Sejam p, q primos tais que p <::: q ;;:: 5. Provar que 24 1 (p2 - q2) . 

Seja n um inteiro positivo. Provar que: 

(i) Se n >  4 não é pcimo, enLão n l  (n - 1 ) !  

(ii) I\'enhum inteiro da forma 8" + l ê  primo . 
(iii) Se o inteiro 2 " - l é primo, emão n é primo . 
(iv) Todo inteiro da forma 11-1 + 4, com n > 1 ,  é composto. 
(v) Todo inteiro n > 1 1  pode ser escrito como soffia de dois 

números compostos positivos. 
(Yi) Todo primo da forma 3n + 1 é também da forma 6m + I ,  

para algum m E ZZ .  
(vii) Todo inteiro da forma 3n + 2 tem um fawr primo dessa 

forma. 

12. 

13. 

(viii) 
(ix) 
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O único primo da forma n 3 - I (> 7. 

O único primo n tal que 3n + I seja um quadrado perfei

to é 5. 

Provar que 

(i) 
(ii) 

Se pé um primo maior que 3, pt + 2 é composto . 
Se p é  um primo ímpar diferente de 5, cm:io lO é divisor 
dc p'! + l ou dc p2 + 1 .  

Determinar a maior potência de l 4  que divide 100! . 

14. Determinar todos os primos que dividem 50! . 

15. Sejam m e  n imeiros uis que mdc (m,n) =I Pro\·ar que se mn 
é CJII:Idrado perleito, ent,io m e  n s;lo quadr;tdos perfeitos. 

16. 

17. 

Um inteiro diz-se fine de quadrados se não é divisível pelo 
quadrado de nenhum inteiro maior que 1 . 
Provar que: 

(i) Um inteiro é livre de quadrados se e somente se pode ser 
fatorado em um produto de primos distintos . 

(ii) Todo inteiro é produto de um inteiro livre de quadrados 
por um quadrado perfeito . 

Mostrar que, dados um inteiro n c um primo p, n pode ser escri
to na forma 11 = p" m, em que k;;:: O c m é um inteiro não divisível 
por p. 

2. 7 A DISTRIBUIÇÃO DOS PRIMOS 

As questões tratadas na seção anterior destacam o papel que os 
números primos desempenham na Teoria dos Números. Mas. dado 
um inteiro positivo em particular, l·omo decidir se ele é um número p1imo? 

Utilizando ingenuamente a definição. um método possível se
ria testar se ele é. ou não, di'vishd por algum dos inteiros positivos 
menores que ele próprio (exccluando-se, é claro, o I ) . 
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Notamos inidalmente que se d> O é um divisor próprio de um 
inteiro positivo a, temos que a"' de, em que c >  L Se acontecesse d>{i/ 
e c> {3, teríamos que a ==  dc>6 -fa = a, uma contradição. Demons
tramos, assim, que todo número composto a tem um dhisor plimo 
menor ou igual a ra. Ainda, se d é um divisor de a '  e p é  um divisor 
primo de d, temos que pla, logo, todo número composto a tem um 
divisor menor ou igual afa. 

O critério acima simplifica muito a tarefa ele determinar se um 
inteiro é primo. Consideremos, por exemplo, o inteiro a =  223. Então, 
temos que 14< -Va <l5. Assim, devemos testar se a é, ou não, dhisível 
pelos primos 2, 3, 5, 7, I I ,  13. C ma verifiCação direta mostra que 223 é 
primo. 

Usando essas idéias, Eratósthenes (276 - 194 a.C.), que foi dire
tor da famosa biblioteca de Alexandria, elaborou um método para 
determinar todos os primos menores que um certo número dadoN> O. 
Este método i: conhecido como o Clim de Eratóslhenes. 

Primeiro se escrevem todos os inteiros positivos menores ou 
iguais a N. Depois, suprimimos todos os múltiplos de 2, diferentes do 
próprio 2 (para isso, basta ir riscando os números escritos, de dois cm 
dois); depois, os múltiplos de 3 diferentes de 3 e assim sucessivamente. 
O Crivo de Eratósthenes para os números menores que I 00 é oseguin te: 

1 2 3 • 5 f, 7 g � 10 

1 1  ti 1 3  ii I$ 16 17 I$ 19 20 

t1 t2 23 •• t.: •• 17 23 29 Z0 

31 ti M Z4 z.: M 37 z• Z0 40 

41 4t 43 44 4$ 46 47 IS 40 $0 

st st 53 $4 $$ $6 t» ,:g 59 60 

61 6t gz �· ;,,: �· fi7 gg ·� 10 

71 tt 73 11, li 16 11 1tJ 79 $0 

21 tJt 83 84 g,: gg tt gg 89 í!0 

91 í!t í!t í!A 0.: 06 97 �g �� tM 

Nole que. como ,)lOO =' 10, basta riscar múltiplos dos primos 2, 

3, 5 c 7. 
Uma questão que se apresenta naturalmente é &<ber se o con-

junlo dos primos é finito ou se, pelo comrário, a scqüência dos primos 

é int1nita. A resposta também aparece na obra de Euclides, num 
teorema cuja demonstração é considerada. até hoje, um modelo de 
raciocínio matemático * .  

2.7 . 1  TEOREMA 

O cOJ!_jwllo dos números primos é infiniw. 

DDIO/\"STRAÇ.-\0 

Suponhamos que o conjunto dos primos positivos seja finito e 
sejam p,, p<>, ... , p esses primos. Consideremos, então, o número ' � " 

Conforme o lema 2.6.5, Padmite um divisor positivo primo P; . Como 
P; é um dos elementos do conjunto acima, P;dhidc o produto 
p1 p2 . .. p11 • Então. P; divide também I = P- p1 p,, ... p11, uma contrarli-
ção. • 

O leitor encontrará outras demonstrações desse resultado 
sugeridas nos exercícios. 

A distribuição dos primos ê extremamente irregular e tem sido 
objeto de estudo de grandes matemáticos. Porém, muitas conjeturas, 
fáceis de formular numa linguagem acessível mesmo a alguém com 
conhecimentos rudimentares de matemática, continuam ainda sem 
solução. 

Um exemplo, nesse sentido, é o seguinte: dois números primos 
dizcm�se pn'mos gêmeos se a diferença entre ambos é 2. Alguns exem
plos de pares de primos gêmeos são: 3 c 5, 5 c 7, I I  c 13, 17 e 19, 29 e 

3 1 , 41 e 43. 
Cm"Ueturou-sc que o nlmtcro de pares de primos gêmeos é infi

nito, mas até hoje não foi possível decidir se essa afinnaçfto é verdadei
ra ou falsa. 

( *) O m;�ior primo conhecido. por oc.1;iio "" puhlk.•ç�o <k>tt" livno. fol dt>sl>>hcr· 

to por D;o\"id Slowins\..i em 1006. Ele <' p - ::' ;··,; '''-1 
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Por outro lado, é possível demonstrar que existem primos con
secutivos "tão afaslados quanto se desejar". A expressão "primos conse
cutivos" é usada no sentido de "consecutivos na seqüência dos plimoS', 
ist

.
o é, todo número compreendido entre ambos é composto. Para isso, 

precisaremos do seguinte: 

2.7.2 LE�lA 

Dado 1/lll inteiro positivo n, é possível dete1minar n inteiros 
consecutivos tais que nenhum deles s(ja pâmo. 

DEMOI'STRAÇ) .. o 
Dado n, consideremos a seqUência de inteiros 

(n + 1 ) !  + 2, (11 + 1 ) !  + 3, ... , ( n + I ) !  + (n + I )  

Obviamente, essa seqUência tem 11 termos e todo número da forma 

( n +  l ) ! + m , com 2 ::> m '5:- n + l ,  

é composto (já que é um múltiplo de m). • 

2.7.3 COROL.\R.JO 

Dado um inteiro posítir"o 11, existem dois primos consecutivos 

f\• plr+l tais que p11• 1 - p11 > 11 . 

DEMOI'STRAÇ..\0 

Seja p11 o maior dos primos que são menores que (11+1 ) !  + 2 .  

Então, p11 '5:. (n+l)! + I . Do lema anterior, temos ainda que 

p, +  1 > (n+ l ) !  + (mi) . 

Fazendo a diferença entre ambas as desigualdades, temos 

p, + l
- p, > n .  • 

Vista a dificuldade de estudar a forma em que os primos se 
distribuem entre os números inteiros, uma abordagem razoável da 
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questão é procurar funções 'f1 (n) cujos valores percorrem um con
junto de primos, quando 11 percorre os inteiros positivos. 

Na Idade Média, acreditava-se que o polinômio f(n) = n2 + n + 

41 só assumia valores primos. Essa afirmação é verdadeira para valores 

menores ou iguais a 39. Para n = 40, temos 

f(40) = 402 + 40 + 41 = 40(40+1) + 41 = 40 . 41 + 41 = 41 . 41,  

que não é p1imo (o leitor poderia se perguntar como é possível que na 
Idade Média se acreditasse nessa afirmação, quando é tão fácil mostrar 
que ela é falsa. Nota-se, assim, como é importante ter uma boa not.o1.çâo 
para explicitar os problemas!). Aliás, é llidl provar que não existem 
polinómios nessas condições. 

2.7.4 PROPOSJÇ,\O 

Mio existe nenhum polínômio f i .I , JÚO conslilntc, com cocfici

t>ntes inteiros, tal que f (n) seJa plimo, para todo inteiro positivo n. 

DEMONSTRAÇÃO 

Suponhamos que f(x) = a  X" + a , xm-l + ... + a  x+ a seia tal m m - I O J 
que f(n) é primo, para todo 11 ;:::: O. 

Seja então p o primo que se obtém para um valor n0 fixo, isto é, 

p = f(n0)". Consideremos então a expressão f(ni1 + tp) ,  com c arbitrá
rio. Temos 

f(n,,+tp) = a  (n,..+tp) "' + ,1 , (n, +<p) m -J + ... + a  (11 +lp) + ;1 m " m- I I 11 O 

Desem·olvendo cada uma das potências pela fórmula do binómio e 
agrupando os primeiros termos de cada desenvolvimento, obtemos 

em que \jf( t) incUta um certo polinómio em I, de grau m (verifique!). 
Além disso, todos os termos que não foram destacados contêm pcomo 
fato r, logo, podemos pôr p em evidênda na expressão de \jf ( t) e escrevê
lo na forma \jf(l) = pg(t), em que g(t) indka um outro polinómio em 
r, também de grau m. Como 
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temos 

a n"' + a  n"'- 1 + + il n + il - p  111 (I m - I  () . . .  ' I O • O - ' 

f(n0+tp) = p +  pg ( t) = p ( l  + g(t)) . 

A igualdade acima mostra que p lf(n(1+tp) . Se f(n0+rp) é pri
mo, de\"cmos ter f(n0+tp) = ± p, donde I + g (r) = ± I ,  para todo t. 

Temos assim uma contradição, pois g (l) não ê constante. • 

Note que o teorema anterior refere-se a polinómios numa vari
áveL Em I9i0, Matiyasevie construiu um polinómio em várias variáveis 
com coeficientes imeiros, cujos valores percorrem todos os primos po
sitivos e inteiros negativos. 

Já sabemos que o cot"Uunto dos números primos é infinito. Mui
tas temativas têm sido feitas para avaliar a "velocidade de crescimento'" 
dos primos. 

Indicando porn:(x) o número de primos positivos menores que 
um dado número real x, pode-se demonstrar que essa função cresce 
"com a mesma ycJocidadc" que a função 

X 

log .\· 

Mais precisamente, o chamado T(·orcm<l dos Númt'ros Primos afirma 
que 

lim -"có(�x�) - = 1 
,_,� x l logx 

Legendre foi o primeiro a avaliar n:(x) para valores grandes de 
x, em seu Essai sur la thc:ofie dt's nombres, publicado em 1798. Mas � 
Teorema dos Números Primos só foi demonstrado, independentemen
te, cm 1 896, por 1-Iadamard e de La Valléc Poussin. 

Em 1949, Alte St>Jherg descobriu uma prm-a desse teorema que nào 
us..1 métodos de análise, o que se an editava impossíYd até aquela data. 

Pelo sen trabalho, recebeu a medalha Fields (a maior distinção 
possível em matemática), no Con).,>rcsso Intemacional de Matemálicos em 
1950. 

Dil'isihilidade • 93 

Ainda hoje permanecem sem resposta inúmeros problemas, 
de formulação elementar, cm torno dos números primos. 

Vimos no exercício 5 de 2.6 que, se 2"- I é primo, então o 
número 2',..1 (2"-1) é perfeito; a demonstração desse fato se de\'e a 
Euclides. Os primeiros números perfeitos são 6, 28, 496 c 8 128 e são 
obtidos atribuindo a 11 os valores 2, 3, 5 c 7. O seguinte número perfei
to que se obtém fazendo n = 1 3  (21 1-I) não é ptimo; ver o exercício 
8(iii) de 3.2 . Como já vimos (exercício I I  (iii) de 2.6), se 2"-1 é pri
mo, e!1lão 11 é primo. Logo, todos os expocmes usados devem ser pri
mos. O sexto e sétimo números perfeitos são 216 (2 17-1) e 218 (21'�-I) e 
foram determinados por Cataldi em 1 548. 

Note que a fórmula para obter números perfeitos só permite 
encontrar números pares: Euler demonstrou que todo perfeito par é 
dessa forma (ver o exercício I I) .  Outro problema não solucionado é 
decidir se existem, ou não, números perfeitos ímpares. 

Assim, parece natural tentar determinar para que primos p o 
número 2�'-1 é primo. Tal problema foi considendo por Marlin 
Mersennc ( l588-I648), e até hoje os números da forma 2�'-l ,  com p 
primo, chamam-se Números de .lfersenne. Decidir quais números de 
Mersenne são primos é um problema ainda não totalmente resolvido. 
Têm-se apenas resultados em casos particulares e recentemente alguns 
primos de Mersenne foram obtidos através de computadores. 

Outro tipo de números relevantes são os da forma F,, = 2 2" + 1 .  
Pode-se demonstrar que o polígono regular com u m  número primo p 
de lados é construtível com régua e compasso se c someme se pé dessa 
forma (ver também o exercício 5) .  Em I 640, Fermat mostrou que os 
números F,, são primos para n = O, I ,  2, 3, 4, e conjeturou que todo 
número dessa forma é primo. Por causa disso, esses números são co
nhecidos como Números de Fermat. Em 1739, Euler demonstrou que 
}� é divisível por 641, o que prova que essa conjctura é falsa (ver o 
exemplo 3.2.8). Ainda não se conhece nenhum outro primo de Fermat 
além dos cinco primeiros: também não se sabe se o número de primos 
de Fermat é, ou nào, infinito. 

Outro problema de enunciado dementar envolvendo primos 
foi formulado por Christian Goldbach, em 1742, numa (·arta dirigida 
a Eule1� na qual conjetura que todo inteiro positivo par é soma de 
dois números positivos que são primos ou iguais a I .  
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Para os primeiros inteiros pares temos 

2 = 1 + 1 ,  
4 = 2 + 2 = 1 + 3 ,  
6 = 3 + 3 = 1 + 5 ,  
8 = 3 + 5 = 1 + 7 ,  
10 = 3 +  7 = 5 + 5 .  

A validade da conjetura de Goldbachj:í foi verificada para todo núme
ro par menor que 100 000. Porém, em toda a sua generalidade conti
nua a ser mais um desafio aos matemáticos. 

EXERCÍCIOS 

] .  

2. 

Decidir se 1009 é primo, testando todos os possíveis divisores 
primos p:5._f1009 

Seja n um número natural tal que nenhum primo p :s:/Jfl divida 
n. Provar que 11 é um primo ou um produto de dois primos. 

3. Demonstrar que existem infinilos primos de forma 4n + 3, com 
11 E ZZ. 

4. 

5. 

6. 

Demonstrar que existem infinitos primos de forma 3n + 2, com 
n E ZZ. 

Provar que, se 2m + I é primo para algum m > O, então m é uma 
potência de 2. 

Sejap = 2,p9 = 2,pQ = 5,p , ... ,p  , ... a seqüência dosnúmcros 
I _ ·' 4 n 

primos positivos em sua ordem natural. 

(ii) ') ,_J Demonstrar por induçào que p" :5 (2)- , 11 2:: I 

(iii) Concluir que existem pelo menos 11 + I primos menores 
que (2)2" . 

7. 

8. 

9. 

10. 

1 1 .  
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Consideramos a seguinte seqüência de inteiros positivos: 
111 = 2, n2 = n 1 + I ,  nJ = n 1 n2 + I , . . .  , n f.. = n1 112 ... 11 f.. _ 1 + I ,  . 

(;) 
(ii) 

Provar que, se i< k, então mdc (n1. n1) = 1 . 

Concluir que o conjunto dos números primos é infinito. 

Seja [ pi ' ... , p" I um conjunto de primos positivos. Chamemos 
de A o produto de r quaisquer desses primos c de B o quociente 

P1P.' ·· P, 
A 

(i) Provar que P;.. divide ou A ou B, mas não ambos . 
(ii) P A B  rovar que + lem um divisor primo p e: lp1 , ... , p,) . 
(iii) Concluir que o conjunto dos primos é infinito . 

Provar que existem infinitos primos, assumindo por absurdo que 
existe um primo p maior que todos os outros c considerando o 
inteiro p! + 1 para chegar a uma contradição. 

Para cada inteiro n 2:: I ,  scja p11 o n-ésimo número primo positivo. 
Provar que o inteiro p1 p1 . . .  p" + I não é um quadrado perfeito. 

(ii) 

(iii) 

Sejam a e b inteiros positivos relalivamente primos. Pro
var que s(<lb) = s (a) s (b) (s (a) = soma dos divisores po
sitivos de a ;  ver a proposiçào 2.6.12) . 
Seja 11 um inteiro positivo par. Podemos escrever n na 
forma 11 = 2�- 1 m, em que k � 2 e mdc (2,m) = I .  Provar 
que, se 11 é perfeito, (21"- I )  I m .  
Sejam 11 e m como em (ii) e seia m' = __!!!__ Provar que J 21-1 

. 
s (m) = m + m' .  

(iv) Concluir que m é primo . 

12 . Sejam .1 e bintdms relativamente primos e m  um inteiro positi 
vo. Provar que, na progressào b, a + b, 2a + b, ... , ka + b , 
existem infinitos termos relativamente primos com m. 

13. Provar que, se a *  b, existem infinitos inteiros positivos n tais 
que a + 11 c b + n sejam relativamente primos. 
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CONGRUÊNCIAS 

3.1 EQUAÇÕES DIOFANTINAS LINEARES 

N�sta seção consideremos equações da forma 

aX+ bY= c 

cm que a , b e c são números inteiros, e a e b não são ambos nulos. 
Procuraremos soluções inteiras, isto é, pares de númerosx ,  ye .ZZtais 
que ax+ by = c .  

O primeiro a considerar problemas desse tipo, isto é, equações 
indeterminadas que eventualmente admitem infinitas soluções, foi 

Diophanto de Alexandria (em torno de 250 d.C.); porém, ele procu
rava soluções racionais. De qualquer forma, esse tipo de equações 
associa-se tradicionalmente ao seu nome e, por extensão, até hoje o 

adjetivo "diofantino" é usado para indicar problemas relativos a núme
ros inteiros. 

Na verdade, seria mais justo assoLiar esses problemas ao nome 
de Fermat, que foi o primdro a <:hamar a atenção sobre as questões 
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aritméticas estritamente no conjunto dos números inteiros, no preâm
bulo de um problema que propôs em 1657. 

Naturalmente, muitos problemas da vida diária admitem ape
n�s soluções inteiras. Suponhamos, por exemplo, que se quer adquirir 
um determinado líquido que é vendido em recipientes de 7 I ou de 
15 I e se deseja fazer uma compra de 125 L Chamando de x e y o 
número de recipientes de 1 5 1  e 7 I, respectivamente, a resolução do 
problema acima nos leva à equação diofantina: 

15X + 7Yoo l25 . 

I\' o exemplo 3.1 .5 estudaremos a resolução deste problema. 
De uma perspecúva mais moderna, podemos dar uma interpre

tação geométrica dessas questões. 
O leitor sabe que uma equação do tipo a X+ hY == c ,  em que se 

admitem valores reais para as variáveis X e Y, representa uma reta no 
plano cartesiano. Assim, podemos interpretar a resolução da equação 

diofantina como o problema de determinar os pontos da reta que têm 
ambas as coordenadas inteiras. 

Por exemplo, a figura ao lado 
representa o gráfico da reta 
X - 2 Y = - I  . Assinalamos ai-
guns pontos dessa reta nUas co
ordenadas são ambas inteiras. 

1- -1- ..1 - 1- - .l - L -1 - ..1 
L _ 1_ .J _ L  _ _  l _ L  _1 _ .J 
I I I I I I 1(3.2)1 
� -I- -4 - ... - - ... - .... ..._ -1 
I I I I I I I I 
r -�- 1 - r - - '(1-:if -�- 1 

1(-1.�) 
� � -1 - t- - - ... - .... -1 - -1 
1 1(·3.-l)l 1 I I I I 

r -�- 1 - r - - 1 - r -�- 1 
1- -1- ..1 - l- - - -+ - L -1- ..1 
I I I I I I I I 

r - �- 1 - r - - 1 - r -�- , 
Algumas equações diofantinas nunca têm solução. Por exem

plo, na equação 4X + 6Y= 5 ,  para qualquer par de inteiros x e  y ,  o 
primeiro membro é um número par, enquanto o segundo ê ímpar. 
Portanto, essa equação não tem solução. 

Começaremos o estudo procurando condições paryt a existên-
cia de soluções. 

3.1.1 PRO!'OSJÇÃO 

S\fam a ,  h c c imcims cd"' mdc ( a ,  b )  . A equaçào diofiwtina 

a.\+ bY"' c tem soluções se e somente se d I  c .  
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DEMONSTRAÇÃO 

Consideremos o conjunto I de todos os valores que o primeiro 
membro pode assumir, isto é, 

Como no Teorema de Bézout (2.3.4) , vem que I é um ideal de 
ZZ ;  mais ainda, se d "' mdc ( a , h ) vem também que 

I ==  d ?Z 

Obviamente, a equação tem solução se e somente se CE I, e isso 
acontece se e somente se d I  c .  • 

Veremos agora como resolver uma equação diofantina no caso 
em que existem soluções. 

3.1.2 TEOREMA 

Se:_jam a , h e c ímeiros tais que d = mdc ( a, b ) dividé., c .  
Escrevendo d na knma d "'  ra + sb , com r ,  s E  ?Z ,  temos que 

c ·  c .  
1 - 1 - ' bJ' ,\"0 "' r · d ,  }'0 == s · d e  umaso uçao c a equaçaoa/{T "' c .  

Toda OU0<7 soluçào é da forma 

x == r· S:. + !!_  t 
d d 

, 1 · ==  s ·  <;. - ii  t com t E  ZZ .  - d d 
, 

E, reciprocamente, para todo t E  ZZ os valores x c y dados pelas 

fórmulas acima sào soluções da equaçào. 

DEMONSTRAÇÃO 

Se d =  ra + sb , multiplicando ambos os membros por c/d 
temos que 

c b == d· - = C 
d 
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I c c l - -Logo, x11 =o r· d , y11 = s · d e uma soluçao. 

DcYcmos provar agora que todo par de inteiros da forma dada no 
enunciado é solução e, reciprocamente, que toda soluçãoêdessafonna. 

De fato, dados x= x0 + !!.  t ,  .r =  y0- !! r ,  substituindo na equa-
- d d 

çao, temos 

Seja agora (x', y') uma solução. Mostraremos que existe t E  ZZ 
l , h , a t.l que x = x11 + d t ,  }" = r1l - d t . 

donde 

Como (x', y') é solução, temos que 

a ( x' - x ) = b ( J" - r' ) . o . 11 • 

Escrevendo a =  ai d e h =  b1d ,  temos que 

la b ] d 1 mdc ( ai , h1 ) = mdc d · d  = d = . 

Dividindo a expressão acima por d ,  vem que: 

Em particular, h 1 I a 1 ( x ' - x11) (pois h 1 divide o segundo mem
bro); como mdc ( a1 , h i )  = 1 , do Teorema de Euclides (2.3.7) temos 
que h1 1 ( x' - x0 ) c existe t E  E tal que x' - x0 = bi t,  isto é, 

' b 
X = XII + d ( . 

Ainda, substituindo x' x0 por bi t na relação 3.1.3, temos 
a i b1 t = bi ( F0 - .r' ) , donde 

• 

3.1.4 ExEMPLO 
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Vamos determinar as soluções de 56 X +  72 Y = 40 . 
Temos que mdc ( 56, 72 ) = 8 . Como 8 I 40 , a equação tem. de 

fato, soluções. 
Calculando r e s tais que r 56 + s 72 = 8 . temos que r = 4 

e s = - 3 (para isso, pode-se usar o Algoritmo de Euclides; ver 2.4.2). 

Multiplicando por � = 5 , temos uma solução particular: 
x11 = 20 e y11 = - 15 .  

Calculando 5
8
6 = 7 e i = 9 • temos que toda outra solução 

ê da forma 

x = 20 + 9t ,  r = - 1 5 - 7 t ,  tE ZZ. 

3.1.5 ExEmLO 

Consideremos a equação correspondente ao problema de que 
falamos no começo da seção: 

ISX + 7Y= 125 . 

Tcmosquemdc (  15, 7 )  = 1 . Como ( 1 )  · 15 +  ( - 2 )  · 7 = I , vem 
que uma solução particular é 

xu = 1 · 123 = 125 
)'0 = - 2 · 1 25 = - 250 

e as outras soluções são da forma 

x = l 25 + 7t 
r = -250 - I S t ,  com t E  ..22" 

Considerando o problema que levou a essa equação, vemos que 
só interessam respostas não-negati\·as; a.<>sim, dc\Tmos ter 

125 + 7t <:: O , isto é, t <:: - 1 7  
-250 - 15 r 2 0 ,  isto i.-, t 5. - 1 7 .  
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A única resposta não-negativa se obtém, portanto, para t = -17 
e, nesse caso, temos 

EXERCÍCIOS 

I .  Resolver as seguintes equações diofantinas: 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

(i) 2X + 3Y = 9 . 

(ii) 3X + 5 Y  = 47 

(iii) 8X + 7 Y  = 3 

(iv) 47X+ 29Y =  999 

Determinar todas as soluções nos inteiros positivos das equa
ções: 

(i) 54X + 21 Y = 906 . 

(ii) 123X + 360Y = 99 . 

(iii) 30X + 17Y = 300 . 

Seja k um inteiro primo. Provar que a equação x4 + 4Y4 = k 
tem solução inteira se e somente se k =  5 .  Nesse caso, determi

nar suas soluções. 

Determinar todos os múltiplos positivos de 1 1  e de 9 cuja soma 
seja 270. 

Determinar todos os naturais menores que 1000 que têm como 

restos 9, na divisão por 37, e 15, na divisão por 52. 

Determinar o menor inteiro positivo que tem como r"estos 16 e 
27, quando dividido, respectivamente, por 39 e 56. 

Expressar o número 100 como a soma de dois inteiros positivos 
de modo que o primeiro seja divisível por 7 e o segundo, por 1 1 .  

8. 

9. 
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Prove que, se x e y são inteiros tais que 2x + 3yseja múltiplo de 
17 ,  então 9x + 5ytambém é múltiplo de 17. 

Certo senhor, ao descontar um cheque em seu banco, recebeu, 
sem notar, o número de reais trocados pelo número de cen
tavos e vice-versa. Em seguida, gastou 68 centavos e observou, 

surpreso, que tinha o dobro da quantia original do cheque. De
terminar o menor valor possível no qual o cheque foi preen
chido. 

10. Somando-se um certo múltiplo 6x de 6 com um certo múltiplo 
9yde 9, obtém-se 126. Se x e y são trocados, a nova soma é 
1 14. Determinar x c }' .  

I I .  

12. 

13. 

Sejam a, b > O relativamente primos. Provar que a equação 
diofantina ax- br = c tem infinitas soluções nos inteiros posi
tivos. 

(i) 

(ii) 

Provar que a equação diofantina aX + bY + cZ = d tem 
solução se e somente se mdc ( ,1, b, c )  divide d .  
Determinar todas as soluções inteiras de l5X + 1 2 Y  + 
+ 302 = 24 .  

Um pescador tenta pescar um cardume jogando diversas redes 
na água. Se cair exatamente um peixe em cada rede, salvam-se 
ainda n peixes. Se caírem 11 peixes em cada rede, sobram 11 
redes vazias. Quantas são as redes? Quantos são os peixes? 

3.2 CONGRUÊNCIAS 

Como mencionamos no final de 2.7, problemas sobre números 
perfeitos levam a estudar números da forma 2 " - I e a procurar seus 
divisores. Mais geralmente, podemos pensar em estudar os números 

da form a a " - 1  , com a E ZZ. 
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Numa carta de 1640 dirigida a Bernhard Frénicle de Bessy, 
Fermat anunciava um resultado surpreendente: se p é um primo e a 
um inteiro que não é divisível por p ,  então p divide aP-1- I  . Na mes

ma carta, comentava: "Eu lhe enviaria a demonstração se não temesse 
qtie ela é demasiado comprida�. 

A primeira demonstração desse resultado, conhecido como "Pe
queno Teorema de Fermat" (para distingui-lo do Grande Teorema de 
Fermat, mencionado em 2.3), foi publicada em 1736, quase um século 

depois, por Euler. Posteriormente, Euler deu outras demonstrações 

do mesmo resultado. Numa delas, ele utiliza freqUentemente os "res
tos de divisões por p", que deram origem à Teoria das Congruências. 

Esse método de trabalho também foi usado por Lagrange e Legendre, 
mas só se tornou explícito nas Disquisilionesde Gauss, na qual apare
cem a definição precisa e o simbolismo que se usa até hoje. 

Veremos nos exemplos como a introdução dessa notação sinté
tica simplifica o estudo de muitas questões de divisibilidade. 

3.2.1 DEFINJC),o 

Seja m "# O  um inteiro fixo. Dois :inteiros a e b dizem-se con
gruemes módulos m se m divide a diferença a - b .  

Nesse caso, escrevemos a =b (mod m) . Para indicar que a e h 

não são congruentes módulos m ,  escreveremos a ;>!:h (mod m). (Gauss 
escre\"e nas Disquisitioncsque foi induzido a utilizar o símbolo= devi
do à grande analogia com a igualdade algébrica.) 

Com a nossa definição, a =b (mod m) se c somente se m I (a-b). 

ou, equivalentemente, se existe um inteiro q tal que a =b+ mq. 
Como m I  ( a - h )  se e somente se I m i l ( a - h ) ,  limitar-nos

emos a considerar o caso em que m >  O .  

Por exemplo, 5 = 9 (mod 2) e também 5 = 9 (mod 4). Aliás, � 
fácil verifkar que dois números são congruentes módulo 2 sç e somen
te se eles são ambos pares ou ambos ímpares. 

Podemos dar outra caracterização da noção de congruência. 

3.2.2 PROPOSIÇÃO 

Seja m um inteiro fixo. Dois inteiros a (' b séio congru(•ntcs 
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módulo m se e somente se eles têm como resto o mesmo inteiro 
quando dil-idimos por m .  

DEMONSTRAÇAO 

logo, 

Sejam 

mq1 + r1 , com O .,;  r1 < m 

n1q2 + ]"".!. ' l0Il1 o .,;  l"o < JJ/ 

Então, 

m I  ( a - b )  se e sonwnte se 111 1 ( r
1

- 1
�

J . 

Ainda, como O :::; I r1 - r� I < m . temo� que 111 I ( 1 1 - 1 2 ) 5C e 
somente se r1 - r2 = O  . 

Conseqüentemente, a =  h (mod m) se c st,mente se r1 = r� • 

Utilizando uma circunferência dividida cm m partes. podemos 

obter uma representação pictórica da congruência módulo m . Para 
isso, fazemos corresponder a cada ponto assinalado um dos números 
O, 1 , . , m - I  , como na figura abaixo. Como dois quaisquer desses 
inteiros não são congruentes módulos m (prove! )  e todo inteiro é 
congruente a um c apenas um desses números, podemos associar cada 
inteiro a um único ponto assinalado. 

... m + (m-l), m·l 

m 
o 

. . . 

l , m+ l  ... 

2, m+2 ... 

Com essa correspondência, dois intf'iros são rongruf'ntes mó
dulos m se c somente se estiverem rt·presentados pelo mesmo ponto 
da circunferência. 
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Uma coleçâo de m inteiros { a , ... , a ) diz-se um sistema com-
I m 

pleto de resíduos módulos m se cada inteiro é congruente módulo m 
a um único ai. Obviamente, o sistema complew de resíduos mais sim

ples que podemos obter é { O, I ,  ... , m- 1 ) .  Mas não é o único possível. 

01eitorpoderá verificar facilmente que, escolhendo-se um inteiro qual

quer para cada um dos pomos indictdos na circunkrêm ia, obtemos um 

conjunto ele m inteiros que formam um sistema completo ele resíduos. 

Por exemplo. os seguillles são sistemas completos de resíduos módulo 5: 

{ O, I , 2, 3, 4 I , 
{ 5, 6, 7 ,  8, 9 1 '  
{ 12, 24, 35, -4, 18 1 '  

Vamos verificar que, tal como Gauss afirmara, existe uma gran
de semelhança entre as propriedades da congruência e da igualdade. 

3.2.3 PROPOSIÇÃO 

St:jam m > O  um inteiro fixo, e a, b, c, d imeiros arbitrálios. 

Enliio, miem as seguintes proptiedades: 

(i) a :::::: a (mod m) . 

(ii) Se a= b (mod m), então h= a (mod m) . 

(iii) Se a :::::: b (mod m) e h= c (mod m), então a=  c (mod m) . 

(iv) Se <l = b (mod m) e c =  d (mod m), emão a +  c =  h + d  

(mod m) . 

(\') Sc;J :::::: b (mod m), cntão a +  c=  b +  c (mod m) . 
(vi) Sea::::::b (mod m) cc=d(mod m), então ac=bd(modm). 

(vii) Se a :::::: b (mod m), então a" :::::: b" (mod m), para todo 

inteiro positivo n .  
(viii) Se a +  c= b+  c (mod m) , então a =  b (mod m) . 

DEMONSTRAÇÃO 

As propriedades (i) e (ii) são de demonstraçào imediata e ficam 

a cargo do leitor. 
Para provar (iii), observamos que, se a :::::: b (mod m) e c :::::: d 

(mod m), temos que m i  ( a- b )  e m  I ( b- c )  . Conseqüentemente, 
m I  ( ( a - b )  + ( b - c ) ) , isto é, m i (  a - c ) , logo a :::::: c (mod m) . 
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A demonstração de (iv) é análoga à anterior, c (v) segue de (iv), 
observando por (i) que c:::::: c (mod m) . 

Para provar (vi), mudaremos levemente a estratégia. Se a :::::: h 

(mod m) e c :::::: d (mod m),  existem inteiros q1 e q2 tais
.
que a =  h+ q 1m 

e c =  d+  q2m ,  logo 

isto é, 

m i  ( ac - bd )  , donde ac:::::: bd (mod m) . 

Novamente, (vii) segue de (vi), tomando-se a =  c ,  b = de usan

do induçào em n .  

Finalmente, para demonstrar (viíi), observamos que, se a +  c:::::: 

:::::: b +  c (mod m) , temos diretamente que m I ( ( a +  c ) - ( h + c ) ) 

logo, m I  ( a - h ) , isto é, a = b  (mod m) . • 

A propriedade (viii) da proposição anterior é análoga à 
cancelativa da soma. A semelhança com as propriedades da igualdade 
sugere que também poderia valer a cancelativa do produto, isto é, que, 
se c;<: O(mod m) , então ac:::::: bc (mod m) implica .1 :::::: b (mod m) (ou, 
em termos de divisibilidade se m t c e m  I c (  a- b) , então m I  (a- b ) ;  
como já sabemos, isso vale e m  geral se mdc ( m, c)  = I) . Isto em geral 
é falso, como mostra o seguinte exemplo: 3 i- O (mod 6) e 3-3 :::::: 3·5 

(mod 6) mas 3 t 5 (mod 6). 

Mais precisamente, vale: 

3.2.4 PROI'OSJÇÁO 

Seja m um Jineiro fixo e sry'am a, b e c inteiros arbitrários_ Se 

mdc ( c, m )  = I ,  em/io ac=< bc (mod m) implica J :::::: b (mod m) . 

DEMONSTRAÇÃO 

Se ac:::::: bc (mod m), temos que m I ( a - b ) c .  

Como mdc ( c, m )  = 1 ,  do Teorema de Euclides (2.3.7) vem 
que m I ( a - b )  , donde a :::::: b (mod m) . • 

Observamos de passagem que, se mdc ( c, m )  = d=F I , sempre 
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existem inteiros a e b tais que a ;;é b (mod m) , mas a c== bc (mod m): 
se d= m ,  isto é, se c= O (mod m), então, para inteiros arbitrários a e b, 
tem-se que a c= bc (mod m) , independentemente de a e b serem ou 
não congruentes módulo m; se d < m escrevendo 

m =  k d ,  
c = k'd ' 

tem-se que 

k � O  (mod m) , mas c· k= c· O (mod m), pois ck= k'dk== k'm.  

3.2.5 EXEMPLO 

Vamos determinar o resto da divisão de 51;0 por 26 . 

Escrevendo 56(1 = '16q + r ,  o problema equi\"ale a determinar o 
inteiro r tal que O :S 1· :S 25 e tal que 560 = r  (mod 26) . 

Notamos que 52 == 25 , isto é, 5� = -1 (mod 26) . Usando a parte 
(vii) da proposição 1.3.3, temos que 54 = (-1)1 (mod 26), isto é, 54 = l 
(mod 26). 

Finalmente, 560 == (54 ) 1'' , logo, 560 = ( 1 )1� (mod 26) , donde o 

resto da divisão de 51�l por 26 é I . 

3.2.6 EXEMPLO 

· I . I .d I I " 1110 Vamos determmar o a gansmo < as um a< cs < <' ::> • 

Note que, em geral, se a ==  .1,,O" + a 11_1 10"-1 + . . .  + a1 10 + 3
11 , en

tão a ;;;; a (mod lO) . DeVtmos então determinar um número x tal " 
que O .,:;  x :S 9 e 3111(1= x (mod lO) . 

Agora, 32 =: - 1  (mod lO),  logo 34 = 1 (mod lO) e, portanto, 
3HIO ;;;; ( 34 )�6 ;;;: } (mod 10) • 

3 . 2.7 EXD1l'LO 

No f'xercício 5 de 2.2 , o leitor determinou critérios para que 
um númf'ro fosse dhisível por 3, 9 e I I , a partir de sua expressão na 
base I O. Mostraremos aqui como essa disçussâo se simplifica introdu
zindo a linguagem de congruências. 
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Seja 

a = a)0" + a11_ 110"-1 + ... + a1 10 + a0 , com 0 :S a; :S 9  para 
i ==  O, l , ... , n e a, * O . 
Notamos inicialmente que lO = l (mod 3) , conseqüentemen

te, temos que 10;= I (mod 3) , para todo inteiro positivo i ,  donde, 
usando a parte (vi) da proposição 3.2 , temos que 

a1101 == H1 (mod 3) , para I :::;; i :::;; n .  

Somando ordenadameme todas essas congruências, temos que 

a =  a, I O " +  a,_110"-1 + ... + a110 + a0 = 
= .1, + a,_1 + ... + a0 (mod 3), 

isto é, existe um inteiro k tal que 

Conseqüentemente, a é múltiplo de 3 se c somente se a soma de 
seus algarismos ,1 + a  , + ... + a, tdmbém o for. 11 ll- I 

COI]! O temos também que 1 0  = I  (mod 9), um raciocínio idên
tico ao anterior mostra que a é múltiplo de 9 se e someme se a soma de 
seus algarismos o for. 

Finalmente, como l O =  - I  (mod 1 1 ) ,  temos que 

10; = -1 (mod I I ) ,  se i é impar 
lO;=  l (mod J l ) , se íé par _ 

Multiplkando pelos algarismos él 1conespondentes c somando, 
tal como antes, temos 

a = a 10"+a 10"-1 + . .  + a l0 + a  = 1-l )"a + (-l)"-1n + 
" n-1 I O 11 n-1 

+ ... + (-a1) +  a0 (mod I I )  
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isto é, 

a =  (afl + a
2

+ ... ) - (a1 + a3 + ... ) (mod I I )  

Conseqüentemente, a é múltiplo de 1 1  se e somente se 

I I  I ( ( afl + a
2 

+ ... ) - ( a1 + a3 + . .  ) ) . 

3.2.8 ExEMPLO 

Dissemos no fim de 2. 7 que Fermat conjeturou que todo núme
ro da forma F,, = 22"+ I é primo, e que provou que isso é verdade para 

n = O, I, 2, 3, 4 .  Porém, a afirmação é falsa para 11 = 5 já que Euler 
provou que E;_ é divisível por 641. Veremos como isso pode ser feilO 
usando congruências. Temos que 

F = 2z' + l = 232 + 1 .  
5 

Agora, 

22 = 4, 24 = 16, 28 = 16 . 16  = 256, 21fí = 65 536 

Dividindo 65 536 por 641, obtemos um resto igual a 154. Pode

mos, então, escrever que 

216 = 154 (mod 641 ), donde 232 = 1542 (mod 641) . 

Agora, 1542 = 23 716, e dividindo por 641 obtemos que 
1542 = 640 (mod 641 ) . 

Logo, 

232 = 640 (mod 641) e 232 + I =  641 (mod 641), 

isto é,641 \ (232 +  1). 

EXERCÍCIOS 

I .  (i) A que número entre O e 6 é congruente módulo 7 o pro
duto 1 1 · 18·2 322·13·1 9 ?  

(ii) A que número entre O e 3 é congruente módulo 4 a soma 

1 + 2 + 22 + ... + 219? 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 

10. 
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Sejam a, b, r inteiros, s um inteiro não-nulo. Provar que 
a =  b (mod r) se e somente se as= bs (mod rs) . 

Seja a um inteiro. Provar que: 

(i) 

(ii) 

a2 é congruente a O, I ou 4 módulo 8 . 
Se a é um cubo, então a2 é congruente a O, I ,  9 ou 28 
módulo 36. 

(iii) Se 2 t a  c 3 t a ,  então a2 = I  (mod 24) . 

Determinar todos os inteiros positivos m tais que toda solução 
da congruência X2 = O  (mod m) também seja solução da 
congruência X= O (mod m) . 

Sejam m 1 , m2 inteiros relativamente primos e seja a um inteiro 
arbitrário. Provar que a =  O (mod m1 m

2
) se e somente se 

a =  O (mod m1) e a =  O (mod m2) .  Mostrar com um exemplo que 

a hipótese mdc (m1 , m2) = 1 é essencial. 

Provar que n7 = n (mod 42), para todo inteiro 11 .  

Determinar o resto das divisões: 

(i) • De 250 por 7 

(ii) De 4lu5 por 7 

(iii) De 15 + 25 + . . + 1005 por 4 . 

Usar congruências para verificar quC': 

(i) 89 I (244 - 1 )  . 

(ii) 97 I (24H - 1 )  . 

(iii) 23 1 (21 1 - 1) .  

Seja a um inteiro ímpar. Provar que <��"= l (mod 2".'!) , para 

todo inteiro 11 :?:  1 

Seja l a 1 , a2
, . . .  , a11 l nm sistema completo de resíduos módulo 

11, e seja a um inteiro tal que mdc ( <l, 11 ) = 1 . Provar que 
la a , , a a,, , ... , aa }é um sislema completo de resíduos módulon. - " 
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3.3 RESOLUÇÃO DE CONGRUÊNCIAS LINEARES 

Nesta seção estudaremos o problema de resolver equações da 
forma a X a; b (mod m) , onde a, b e m indicam inteiros dados, com 
m > O .  

Note que, se x é uma solução de uma tal equação, ax- b deve 
ser múltiplo de m ,  isto é, deve existir y tal que ax= b- mr, ou seja, 

ax + mr = b Em outras palavras, se x é solução da equação 
a X: b (moei m) , existe y E ZZtal que o par ( x, )') é solução da equa� 
ção diofantina aX + mY= b 

Reciprocamente, é fácil ver que se ( x, y ) é uma solução 
da equação diofantina aX+ mY= b ,  então x é solução de 
aX =- b (mod m) . 

Usando então a proposição 3.1 I , podemos afirmar: 

3.3.1 TEOH.EMA 

A congruêncü <IX=- b (moei m) tem soluç.io se e somente se 
d =  md!" (a,m) r/i1ú/(' IJ 

Neste caso sabemos que, se ( xu , y0 ) é- uma solução particular 

da equação diofamina, sua solução geral é 

X =  X + !!!. t 
(I d 

, 

r = v - � t t e ZZ . . "( )  d 
' 

Ainda, escrevendo d na forma d = ra + sm e b = b1 d , com 

r, s, b1 E LZ, sabemos que uma solução particular da diofantina é dada 
por x0 = rb1 , y0 = sb1 . 

cOnseqüentemente, segue que todas as soluções da congruência 
dada são da forma 

:t3.2 b m X =  r 1 + d l ,  t E  7Z ,  

Atribuindo a tos valores t = O, 1 ,  ... , d- l , obtemos as soluções 

, 
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3.3.:� 

Mostraremos que toda outra solução é congruente a uma dessas 
módulo m. De fato, se 

x = rb1 +� t 

é dada por outro valor de t ,  dividindo l por d podemos escrever 
l = q · d +  r', onde O ::;; r' $; d-I . Logo, 

m r' x = rh1 + 
d

( qd+ r' ) = rh1 + 
d

m + mq ,  

isto é, 

x = rb1 +�m (modm) . 

Como O :::;; r' ::;; d- I , o segundo membro da congruência acima 
é uma das soluções dadas em 3.3.3 . 

Provaremos ainda que estas soluções não são congruentes entre 
si módulo m .  

De fato, suponhamos que 

h xh = rb1 + d m 

fosse congrueme a 

k x1 = rb1 + d m ,  módulo m ,  

em que O ::;; k :::;; h $ d- 1 .  Teríamos emão 

rb1 + � m =- rb1 + � m (mod m) , 

isto é, 

km hm - = - (modm) 
d d • 

logo, 

m l ( h - k ) m 
d 

m m Como 0 $  h - k <  d, temos que 0 $  ( h - k )  
d 

< d 
d 

= m .  

Mas m i  ( h - k )  m , logo ( h - J: )  = O  e, portanto, h = k .  
d 
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Reunindo as informações obtidas, temos: 

3.3.4 TEORE/1.1-1. 

Sejam a e m  ímeiros, d = mdc ( a, m ) e b um múltiplo de d .  

Escrevendo d = ra + sm com r, s e  ZZ e b = b1 d,  a congruência 

aX= b (mod m) tem d soluções nào congruentes, duas a duas, 

módulo m: 

Toda outra soluçào é congruente a uma dessas, módulo m . 

3.3.5 COROIÁltlO 

Se a e m sào inteiros relarivamente primos, a congruência 
aX=e b (mod m) tem sempre soluçào. Escrevendo 1 = ra + sm , temos 

que x = rb ê uma soluçào e é única módulo m (isto é, toda outra solu
çào é congruente módulo m a  rb). 

3.3.6 ExEMPLO 

Consideremos a congruência -3X= IS(mod 15) . �alculamos 
mdc (-3,15) = 3 .  

Escrevendo 4 (-3) + 1·15 = 3 ,  vem que r=  4 ,  e podemos tam

bém calcular 61 = 6 .  Uma solução particular será, então, x0 = 24 e, 
como I: = 5, temos que 

são soluções da congruência dada. Toda outra solução será congruente 
a uma dessas, módulo 15.  

No exemplo amerior, resolvemos uma congruência linear obser

vando que, essencialmente, trata-se apenas de uma equação diofantina 
levemente disfarçada. 

A título de ilustração, mostraremos a seguir como este proble
ma poderia ser resohido sem referência alguma às equações diofantinas 
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(faremos isso não só para enriquecer o ponto de vista do leitor, mas 
também para demonstrar um resultado que nos será útil mais adiante). 

Consideremos novamente uma congruência do tipo aX= b 

(mod m) e seja d= mdc (a, m) . Se x é uma solução, temos que 
m l (ax - b) ; logo, d l (ax - b) e, como d l a , devemos terque d l b .  

Descobrimos assim, novamente, que para que a congruência tenha 
solução é condição necessária que d lb . Do processo de resolução 
seguirá que essa condição é também suficiente. 

Escrevendo a = a1d, h =  b1d e  m = nd ,  a congruência toma a 
form a a1dX= b1d (mod nd) . 

É fácil verificar que essa congruência é equivalente a 

isto é, que os conjumos de soluções de uma c outra coincidem. 
Ainda, escrevendo d = ra + sm = ra1 d + snd , temos que 

1 = ra1 + sn , logo ra1 = I (mod n) . 

Multiplicando (3.3.7) por r, temos que 

Mas ra1 X =  X (mod n) , logo, toda solução de (3.3.7) também 
é solução de 

3.3.8 X= rb1 (mod n) . 

Reciprocamente, se x;; rb1 (mod n) , então ra1 x;; rb1 (mod n) 

e, comomdc(r,n) = 1 ,  podemo� cancelar para obter a1x= b1 (mod n), 

isto é, toda solução de (3.3.8) é solução de (3.3.7). 

Provamos acima: 

3.3.9 PROI'OSIÇAO 

&;fam a e m  inteiros t: b um múltiplo de d = mdc (n,m) . Escre

vendo 1 = a d b = b d m = nd e d IW forma d = ra + sm, temos 
• I ' I ' 

que a congruência a X =  b (mod m) é cquilc::�lcnre a X= rb1 (mod n). 
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A vamagem da proposição anterior é que é muito fácil dar a 
�ohlç<\o de X =  rh1 (mod n) . El.1 é 

x = rb1 + nt, t E ZZ 

m Lembrando que 11 = d , temos 

x = rb1 + ; r ,  t E  ZZ .  

Temos determinada, assim, a solução geral da congruência dada, 
que coincide com a que achamos em 3.3.2 . Daqui em diante, o estudo 
da determinação das soluções diferentes módulo m pode ser feito como 
antes. 

3.3.1 Ü EXEMPLO 

Consideremos a congruência 6X== 14 (mod 4) . Calculando 
d= mdc (6,4) = 2 e escrevendo 2 = 1 ·6+ (-1 ) 4 , temos que 

r =  1 ,  b m 
b = - oo 7 e n = - = 2 .  

I d d 

Conseqüentemente, a equação dada é equivalente a 

X= 7(mod 2) , 

cuja soluçào geral é X =  7 + 2t , t E  ZZ. 
Assim, as soluções diferentes módulo 4 são 

x0 = 7 e x1 = 7 + 2 = 9  

e toda outra solução é congruente a uma dessas, módulo 4. 

EXERCÍCIOS 

I .  Resolva as seguintes congruências lineares: 

(i) 25 X = 1 5  (mod 29) . 

2. 

3. 

4. 

(ii) 5 X = 2 (mod 26) . 
(iii) 140 X ==  133 (mod 301) . 
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Usando congruências, resolva as seguintes equações diofantinas: 

(i) 
(ii) 

4X + 51 Y = 9 .  
1 2X + 25Y = 331 . 

Determinar todas as soluções da congruência linear 3X- 7 Y: 1 1  
(mod 13) . 

Resolva a congruência linear 17 X= 3 (mod 2.3.5. 7) . 

3.4 SISTEMAS DE CONGRUÊNCIAS LINEARES 

Aproximadamente no primeiro século a.C., o autor chinês Sun· 
Tsu, num livro intitulado Sww-Chíng (Alitmétíca), considerava, num 
verso chamado taí:vcn (grande generalização), o seguinte problema: 
determinar um número tal que dividido por 3, 5 e 7 dê restos 2, 3 e 2, 
respectivamente. 

Seu método de resolução consistia em determinar números au· 
xiliares 70, 21 e 15 e notar que 233 = 2·70 + 3·21 + 2·15 é solução. Divi
dindo esse resultado por 3·5·7, obtinha 23 como resto, que é a menor 
solução positiva do problema (no exemplo 3.4.4 esse método de reso
lução será justificado). 

Esses resultados tornarum-se conhecidos na Europa só a partir 
de 1852 e, após algumas discussões sobre a validade do método de 
trabalho, observou-se, em 1874, que essa técnica era essencialmente a 
mesma contida na Dúquísídones Atirhme!Ícat', de K. F. Gauss. 

Talvez seja interessante observar que, também por volta do ano 
100 a.C., o pitagórico Nichomanus considerou o mesmo problema que 
Sun-Tsu e achou a solução 23. 

Traduzido para a linguagem de congruências. o problema de 
Sun-Tsu consiste em detenninar um inteiro que seja soluçào simultâ
nea das seguintes equações: 
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3.4.1 (i) X :=  2 (mod 3) 
(ii) X = 3 (mod 5) 
(iii) X =  2 (mod 7) 

Vejamos como esse problema pode ser resolvido. Conforme 
mostramos na seção anterior, os inteiros que verificam a primeira equa
ção 3.4.1 estão dados pela fórmula 

x = 2 + 3y .  

Desses, os que forem solução de (ii) deverão verificar também 

2 + 3 Y= 3 (mod 5) , isto é, 3Y= I (mod 5) . 

A solução desta última equação está dada por 

y= 2 + 5Z 

Substituindo na expressão de x, temos que os números da forma 

x = 2 + 3 (2+52) = 8 + 15Z 

são soluções simultâneas de (i) e (ii). 
Finalmente, para que sejam soluções de (iii) também, eles de

vem Yerificar 

8 + 152:::::: 2 (mod 7) , isto é, 15Z= -6 (mod 7) , 

cujas soluções estão dadas por 

z = -6 + 7! . 

Substituindo novamente na expressão de x, temos que os intei

ros da forma 

x = 8 +  15 (-6 + 7t)  = -82 + 105t 

são soluções simultâneas das três equações. 
Por exemplo, para t = l , obtemos x = 23 que é, de fato, uma 

resposta para o problema de Sun-Tsu. 
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Naturalmente, parece razoável tentou discutir o problema de 
forma mais geral. Consideremos então um sistema da forma: 

3.4.2 a/<= b1 (modm1 ) 
a2X= b2 (mod m2 ) 

Ob.,iamente, para que o sistema tenha solução, será necessário 
que cada uma das congruências, considerada individualmente, admi
ta solução. Conforme visw em 3.3.1, chamando d. = mdc ( a. m .) a J J ' J ' 
condição necessária será que d.l b. , I :s; i :s; k .  , , 

Nesse caso, conforme a proposição 3.3.9 , cada uma das equa
ções do sistema é equivalente a uma equação da forma X =  c.  

' 

(mod n )  , onde n.=  m_j d(a pmposiçâo 3.3.9 nos dá também o valor , , , 
de ci, mas preferimos escrevê-lo assim por enquanto, para não sobre
carregar a notação). 

Conseqüentemente, o sistema dado é equivalente ao sistema 

3.4.3 X :::::: c1 (mod n
1 ) 

X � c2 (mod n2 ) 

e, portanto, saberemos resolver o problema se conseguirmos determi
nar as soluções de 3.4.3. Essa questão será resolvida no próximo resul
tado, cujo nome lembra as origens desse problema. (Introduziremos, 
porém, uma hipótese adicional sobre os módulos; ver no fim desta 
seção uma discussão sobre essa hipótese.) 

3.4.4 TEOREMA CHINÊS 1)0 RESTO 

Stjam 111 , n2 , . . .  , nk intt>iros, relativamente primos dois a dois 
(isto i', tais que, se i ;t. j , então mdc(n., 11 ) = 1 ) ,  e sejam c, , c� , ... , c, 

J I ' - • 
inrciros arbitráiios. Enliio, o sistt'm<l de congruênu�1s lineares 
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X = c1 (mod n1 ) 
X = c2 (mod n2) 

admite uma soluç/ío, que é única módulo n "' n1n2 .•. nJ. . 

DEMONSTRAÇÃO 
Imitando a resolução do problema de Sun-Tsu, poderíamos re

solver a primeira congruência, depois substituir a solução na segunda 
e assim sucessivamente. Isso daria lugar a muitos cálculos; seguiremos 
então um caminho mais simples, exibindo diretamente uma solução. 

Consideremos o número 11 "' n1 n2 ... llk. Para cada índice i de
finimos então N "' n

n . Como N. é o produto de todos os inteiros ' . ' 
n1 , ... , 111: - omitido � próprio n1- e eles são relativamente primos 

com 111 , segue que mdc (/\:. , n1 ) "' 1 . 
Podemos determinar então inteiros r , s. tais que ' ' 

3.4.5 ��- N,- + s1 n1 = 1, I ::; i -:;. k  

Mostraremos, então, que o número 

é uma solução do sistema dado. 

De fato, observamos inicialmente que se J-:t:-i, 
(mod n,. ) ,  pois n,. é um dos fatores de � , logo, 
(mod n1 ) , donde segue q�-

então N = O  
J 

c. r. N ; O 
.I .I .I 

Ainda, de 3.4.5 vem que lj N,-= 1 (mod n,. )  , logo, x0 = c,.r,. N,.= 

= c,. (mod n,) ,  isto é, x0 é solução da equação X= c,. (mod n1 ) ,  para 
cada i ,  conseqüentemente, é uma solução do sistema. 

Resta unicamente mostrar que toda outra solução é congruente 

a x0 módulo n. Isso é fáciL 
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Se xé outra solução, temos que x= c. (mod n.) , I $ i $  k .  Como ' ' 
também x0 = c,. (mod n,. ) ,  da transitividade da relação de congruência 
vem que x =  x0 (mod n), isto é, 11; I ( x- X()) , para cada i ,  I $ iS k .  
Ainda, como os inteiros n,. são relativamente primos, temos que 
111 11

2 
• .  n* I ( x- x0 ) , logo, x = x0 (mod n) • 

3.4.6 EXEMPLO 

Consideremos o sistema 

6X= :.! (mod 4) 
2X= 1 (mod 3) 
4X= 2 (mod 7) 

Calculamos 

d1 = mdc (6, 4) "' � 

d2 "' mdc (2, 3) 
d3 "' mdc (4, 7) 

( 1 ) 6 +  (-1 ) 4  = 2 
(-J)2 + ( J ) 3 o )  
( ': J f + (-1)7 = 1  

Usando a proposição 3.3.9 sabemos que o sistema é equivalente a 

X =  2 (mod 2) 

X = -I (mod3) 
X = 4 (mod 7) . 

Consideramosn = 2-3·7 "' 42 e defmimosN1 = 21 , N
2

"' 1 4 ,  !\; = 6. Es
crevemos, então, 

( I )  21 + (-10) 2 
(-1) 14  + (5) 3 
(- ! )  6 + ( I )  7 o 

Donde 

1 ,  logo, 

1 ,  logo, 

1 ,  logo, 

r ' 
r 2 
r ' 

o [ .  

�- 1 . 

o-J • 

.\'0 "' 2·1·21 + (-1 )  (- I )  14 + 4 ( - 1 )  6 "'  32 . 
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Logo, toda outra solução do sistema é da forma 

x = 32 + 42 t , t E  ZZ (verifique!) . 

3.4.7 EXE:">IPLO 

Vamos aplicar o método do teorema 3.4.4 ao problema de 

Sun-Tsu. 
O sistema que consideramos é 

X = 2 (mod 2) 
X =  3 (mod 5) 
X = 2 (mod 7) . 

Determinamos n = 3·5·7 = 105 e N1 = 35 , N2 = 2 1 , N3 = 1 5 . 

Temos: 

(2)35 + (-23)3 = I ,  logo, r1 = 2 .  
( 1 ) 2 1  + (-4)5 = 1, logo, r2 = 1 .  

( I )  1 5  + (-2)7 = I , logo, r3 = 1 

Logo, x0 = 2 ·(2·35) + 3·21 + 2·1 5  = 233 é uma solução. Como 
233 dividido por 3·5·7 = 105 dá resto 23 , vem que .><1 = 23 é também 
uma solução particular (a menor solução positiva) e podemos expres
sar a solução geral novamente na forma 

X =  23 + }05t 

(note que os números 70, 21 e 15 na expressão de x11 são os números 

auxiliares de Sun-Tsu). 
· 

t:"ma obs�ação final: a hipótese do Teorema Chinês"do Resto, 
de que os módulos sejam dois a dois relativamente primos, é necessá

ria para garantir que o sisLema tenha solução, quaisquer que sejam os 
valores dos coeficientes c1 , c2 , . • .  , ck . 
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Quando essa hipótese não está verificada, o sistema pode ou 
não ter soluções e será necessário estudá-lo individualmente, como 
faremos nos próximos exemplos. 

3.4.8 ExEMPLO 

Consideremos o sistema 

X =  -1 (mod4) 
X = 2 (mod 6) . 

Como o sistema não está nas condições do Teorema Chinês do 
Resto, tentamos a resolução diretamente. As soluções da p1imeira equa
ção são os inteiros da forma 

x = - l + 4Y. 

Para que sejam soluções também da segunda, deveremos ter 

-1·+ 4 Y= 2  (mod 6) , 

isto é, 

4 Y= 3 (mod 6) . 

Como 2 = mdc (4,6) não é divisor de 3, essa última equação 
não tem soluções. Conseqücntcmente, não existe nenhum inteiro que 
seja solução do sistema dado. 
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3.4.9 ExEMPLO 

Consideremos o sistema 

X - - l (mod4) 
X 3 (mod 6) 

Novamente, as soluções da primeira equação estão dadas por 

Substituindo na segunda, temos 

- 1  + 4Y=- 3 (mod 6) , isto é. 41"=- 4 (mod 6) . 

Como mdc ( 4,6) = 2 ,  esta equação é equivalente a 

2Y= 2(mod 3) , 

cujas soluções são da forma , r =  l + 3t , l E ZZ . 

Substituindo na expressão de x, temos que todo número da 
forma x =  - I + 4(1+3!) = 3 + 1 2 t , t E  ZZ . é  solução do sistema . 

EXERCÍCIOS 

I .  Resolver os seguintes sistemus de congruências lineares: 

2. 

(i) X= I (mod 3), X= 2 (mod 5) , X= 3 (mod 7) . 
(ii) X= 5 (mod fi), X= 4 (mod 11), X= 3 (mod 7) . 

Determinar o menor inteiro a >  100 tal qlle 

2 I a ,  3 I ( a  +I ) ,  4 I ( a +  2 ) ,  5 I ( a +  3 ) ,  6 1  ( ,-1 + 4 )  

3. 

4. 

5. 

6. 

(i) 
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Determinar três inteiros consecutivos tais que um deles 
seja divisível por um quadrado perfeito. 

(ii) Determinar três inteiros consecutivos tais que o primeiro 
seja divisível por um quadrado, o segundo por um cubo c 
o terceiro por uma quarta potência. 

(i) Provar que as congruências X= a (mod n) e X= b 
(mod m) têm uma solução comum se e somente se mdc 

(m,n) I ( a - b )  . Provar que a solução é única módulo 
mmc ( m,n) . 

(ii) Mostrar que o sistema de congruências 
X =- 5 (mod6) 
X =  7 (mod 15) 
não tem solução. 

Um certo inteiro entre I e 1 200 tem como restos l ,  2 e 6 quan
do dividido respectivamente por 9, I I  e 13. Determiná-lo. 

Se de uma cesta com ovos retiramos duas unidades por vez, so
bra um ovo. O mesmo acontece se os ovos são retirados 3 a 3, 4 
a 4, 5 a 5 ou 6 a 6 .  Mas não resta nenhum ovo se retirarmos 7 

unidades por vez. Encontrar o menor número possível de ovos. 

7. A Teoria do Bim-riuno diz que os estados físico, mental e emocio

nal de uma pessoa oscilam pcriodkamcntc, a pa• tir do dia do 
nascimcmo, cm ciclos de 23 dias, 29 dias e :n dias. rt>specth·a-
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mente. Dado que os dias mais positivos dos ciclos físico, mental 
e emocional são, respectivamente, o sexto, o sétimo e o oitavo 
de cada ciclo, nos primeiros dez anos de vida de uma pessoa, 
quantas vezes os três ciclos estão simultaneamente no ponto 
máximo? 
(Agradecemos ao prof. Fernando Quadros Gouvêa por este 
problema.) 

3.5 OS TEOREMAS DE FERMAT, EULER E WILSON 

Dissemos, no começo de 3.2 , que Fermat afirmou em I640 que, 
se a é um inteiro não divisível por um primo p ,  então p divide 
aP-1 - I . A seguir daremos uma demonstração desse resultado, for
mulando-o na linguagem de congruências. 

3.5.1 TEOREMA UE FER�tAT 

Sejam p um primo e a um inteiro ral que p t a .  Então , 

aP-1 = l ( modp) . 

Dn!OKSTRACÁO 
Consideremos o conjunto de inteiros 

3.5.2 ( a , 2a , Ja,  ... , (p-l) a l . 

Dados dois elementos quaisquer desse conjunto, eles não são 
congruentes entre si, módulo p, pois, se xa = ya (mod p) com 1 ::;; x ,  
y ::;; p - 1 , como mdc (a,p) = I ,  cancelando teríamos x =  y (mod p) , 

o que não acontece,já que os elementos do conjunto 

3.5.3 ! 1 , 2, 3, ... , p - l l  

não são congruentes entre si, módulo p . 
Além disso, nenhum dos elementos de (3.5.2) é congruente a O 

módulo p,já que, sep l  xa , wm I ::; x ::; p - 1  , então p i  xou pl a , o  
que não acontece. 
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Segue-se então que os elementos de 3.5.2 são congruentes aos 
elementos de 3.5.3, numa ordem convcnieme. 

Temos, então, p - I  congruências da forma 

a =  x1 (mod p) 
2a = x2 (mod p) 

( p -I ) a = xp-l (modp) , 

onde x1 , x2 , ... , xp-l são os imeiros 1 ,  2, . . .  , p- 1 , eventualmente em 
uma outra ordem. 

Multiplicando ordenadamente essas congruências, temos 

a · 2a ·  ... (p-l ) a = I - 2 ·  . . .  ( p -1 )  (modp) , 

ou seja, 

(p-1) ! aP-I = ( p - 1 ) !  (modp) . 

Como mdc ( ( p -I) ! , p ) = I (verifique! ) ,  podemos cancelar e 
obtemos 

aP-1 = I  (modp) • 

3.5.4 CoRoúJuo 

Sejam p um primo c a um inteiro arbitrário. Então, aP = a  

(mod p) . 

DEMONSTRAÇÃO 

Se pt a ,  do teorema acima temos que aP-I = 1 (mod p); multipli
cando os membros dessa congruência por ,1 segue que ai-' = a (mod p). 

Se p I  a ,  então p laP, e conseqüentementt> p 1 (a"-a) ; logo, 
aP =: a  (modp) . • 

O Teorema de Fermat pode ser usado para provar diverso� re
sultados sobre divisibilidade. Ilustraremos essa afirmação com al
guns exemplos. 
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3.5.5 EXEMPLO 

Seja a um inteiro arbitrário. Provaremos que o algarismo das 

unidades de a e de a5 ê o mesmo (quando escritos em base 10). 

Se r e s indicam esses algarismos, como a :::::: r (mod lO) e 

a5 :::::: s (mod lO), para concluir a igualdade bastará mostrar que 

a5 := a  (mod 10) . 

Do Teorema de Fermat, temos que a5 :::::: a (mod 5 ) ,  logo, 

5 1 (Í'- a ) .  
Por outro lado, 2 I ( a5 - a ), pois a e a 5 são ambos pares ou 

ambos ímpares. 

Como mdc (2,5) = I ,  temos que l O  I ( a5- a )  , como queríamos 

demonstrar. 

3.5.6 EXEMPLO 

Dados a e b inteiros arbitrários e pum primo, tem-se que 

( a + b )P := aP + bP (mod p) . 

De fato, tomando congruências módulo p e usando repetida

mente o Teorema de Fermat, temos que 

( a +  b )P := a +  b :::::: a P +  bP ( modp) . 

Em 1747, Euler publicou uma generalização do Teorema de 

Fermat, que demonstraremos a seguir. 

Sugerimos primeiro ao leitor que retorne à demonstração do 

Teorema de Fermat e se pergunte o que aconteceria se tentássemos 

refazê-Ia substituindo o primo p por um inteiro 11 t.al que mdc 

(n,a) = 1 .  Verificará que todos os passos são válidos, exce�o o último; 

se 11 não ê primo, temos que mdc (n,(n-l ) !) ;<: l e não poderemos 

cancelar o fator ( n - l ) !  na congruência final! 

Porém, pode-se modificar levemente essa prova para obter um 

resultado igualmente interessante. 

Dado 11 , vamos considerar o conjunto de números compreen-
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didos entre I e ( n - 1 ) que são relativament(' primos com 17 , que 

denotamos 

isto ê, cada x1 ê tal que 

I :::;; x1 :S: n-1 e mdc (x1 ,  11) = I .  

Por exemplo, se 11 = 1 2 ,  temos o conjunto 

/1 = 1 1 , 5 , 7 , 1 1 ) , 

pois todo outro número entre 1 e I I  tem algum fator comum com 12. 
Agora, dado outro número a tal que mdc (a,n) = I , considera

mos o conjunto de números 

B =  { x1 a ,  x2 a ,  . . .  , x1 a } .  

Como x. a ê relativamente primo com 17 ,  o resto da divisão de , 
x, a por 1! deve ser um dos elementos de A .  

Ainda como x. a= x. a (mod n) implica x. :::::: x (mod 17) ,já que ' J J J J 
mdc (a,n) = 1 , temos - como antes - que os elementos de B são 

respectivamente congruentes aos elementos de A e que elemenlüs di

ferentes correspondem a elementos diferentes. 

Temos novamente as congruências: 

:::::: X. ,, 
:::::: X. 

'2 

(mod n) 
(mod n) 

x a :::::: x. (mod n) , , ,, 

em que os elementos x. , x , .. ,x '1 �� J 
outra ordem. 

são os de A ,  eventualmente em 

Como antes, multiplicando essas congruências, temos 
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Como cada xi , 1 :5 i :5 t ,  é relativamente primo com n , temos 

que mdc (x1 x2 . • .  x1 , n) = 1 c podemos cancelar para obter 

a'; 1 (mod n) .  

O leitor deve observar que o número natural ! é uma função de 

n · mais precisamente: 

3.5.7 DEFINIÇÃO 

Para cada inteiro n 2:  I ,  indicaremos por $(n) o número de 

inteiros positivos, menores ou iguais a n ,  que são relativamente pri

mos com n .  A função assim definida chama-se funçào $ de Euler. 

Por exemplo, se n=4 , os inteiros positivos menores ou iguais a 

4, relativamente primos com 4, são 1 e 3, assim $( 4) = 2 .  

Analogamentc, temos $(5)  = 4 ,  $(6)  = 2 e, se p €- primo, 
$(p) e p- J . 

Notemos, finalm!O'nte, que o conjunto A =  (x1 , x2 , . . •  , x, ) das 

considerações anteriores está formado precisamente pelos inteiros po

sitivos, menores ou iguais a n ,  relativamente primos com 11 ;  logo, 

t = �(n) . 

Com essa nmaçào, provamos o seguinte: 

3.5.8 TF:OREMA DE E L' LEI!. 

Stjam a c 11 imeiros com n 2:: 1 ,  tais que mdc(a,n) = L E11tào, 

a4' (nl :::::: I (mod n) . 

Note que, se pé primo,�(p) = p -1 ; assim, o Teorema de Fermat 

segue como um caso particular do Teorema de Euler. 

Em 1770, um matemático inglês chamado Edward Waring pu

blicou um tratado sobre Teoria dos Números, chamado Afeditadones 

Algcbricae, no qual incluía um resultado que lhe fora comunicado 

por um de seus alunos, John Wilson, segundo o qual todo primo p 
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divide o número (p - 1 )  ! + I  . Na época não passava d!O' uma conjetura, 

que Lagrange demonstrou em 1771. 

A seguir, daremos uma prova simples, usando mais uma vez a 

noção de congruências. 
Começamos com um lema. 

3.5.9 LEMA 

Seja p > O  um i11teíro primo. Consideremos o conjunto 

C= O ,  2, .. .  ,p - I ). Para cada elemento a E C existe um número 

h E C talqueab= l (modp) . 

DEMOKSTRAÇÃO 
Basta observar que isso é um conseqüência imediata do corolário 

3.3.5 (verifique!) .  • 

Como ilustração do lema acima, consideremos o caso em que 

p = I I .  

Por exemplo, se a = 2 , resolvendo a congruência obtemos 

6·· 2 = 1  (mod p) . 

De forma análoga, temos: 

1 · 1 = 1 (moei l i )  . 

2 · 6 = 1 (mod 1 1 )  . 

3 • 4 :::::: I (mod 1 1 )  . 

4 · 3 =  1 (mod I I ) . 

5 · 9 = 1  (mod 1 1 ) . 

6 · 2 = l (mod I I )  . 

7 · 8 = l (mod I I )  . 

8 · 7 ;  1 (mod 1 1 ) . 

9 · 5 =- l (mod l l ) .  

l O · 1 0 ;  I (mod I I ) . 
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Observamos, na tabela amerior, que os únicos elementos que 
verificam a� = I (mod 1 1 )  (isto é, tais que b==a no lema anterior) são 
a ==  1 e a == lO . Mostraremos que isso é um fato geral. 

3.5.10 LEMA 

Seja p um inteiro plimo. Os únicos elementos do conjunto 

C ==  ( I ,  2 ,  . . .  ,p- 1 1  que velificam a equaç,io x2 = 1 (mod p )  são I e 
p-1 . 

DEMONSTRt\(�3..0 

Se a E C é tal que a2 = 1 (modp), temos que p I  (a2-1 ) , isto é, 
p i  (a-I )  (a+ I ) .  

Como p é  primo, devemos ter que p I  (a- 1 )  ou p I  (a+ I )  . 
No primeiro caso, como I $  a $  p-I , temos que 2 $  a +  I $  p 

e que a única possibilidade (: a +  I ==  p ,  logo a ==  p - 1 .  
De forma análoga, se p I ( a - 1 )  , conclui-se facilmente que a 

única possibilidade é a == 1 . • 

3.5.11 TEORBIA DE WILSON 

S\fa p um inteiro primo. Entào 

( p - I ) 1  + 1 =: O (modp) . 

DEMOI\STRA.ÇÁO 

Se p == 2 ou p == 3 o enunciado é verdadeiro. Suponhamos p > 3 . 
Conforme os dois lemas anteriores, podemos agrupar os núme

ros da seqüência 

2, 3, . . .  ( p - 2 )  

em pares a ,  a tais que a of- a' e aa' = 1 (mod p ) . 
Conseqüentemente, fazendo o produto dos elementos dessa 

seqüência, temos 

2 · 3 · ... ( p- 2 )  = I  (mod p) . 
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Multiplicando a congruência acima pela congruência p- 1 =-1 
(mod p), obtemos 

( p - 1 ) ! = - I  (mod p) , 

logo, 

( p- 1 ) 1 + 1 = 0 (mod p) . • 

EXERCÍCIOS 

L 

2. 

3. 

4. 

5. 

fi. 

7. 

St>ja a um inteiro. Provar que: 

(a) a21 -= a  (mod IS) , ai -= a  (mod 42) . 
(b) Se mdc (a, 35) = I ,  então a 12 = 1 (mod 35) . 
(c) Se mdc (a, 42) = I ,  então 3·7·8 I (a11 - I ) . 

01 

(ii) 

Sejam a e b inteiros ep um ptimotalque mdc(a,p) = L 
Verificar que uma solução da congruência ax= b (mod p) 
é dada por x== aP-2b 
Resolver as congruências 2 x =  I (mod 3 I ) ,  6x -= 5 
(mod 1 1 )  e 3x= 1 7  (mod 29) . 

Sejam p um inteiro e a e b inteiros arhitrários. Provar que, se 
aP: bP (mod p) , então a =  b(mod p) . 

�ja p > 2  um primo. Provar que 1 P +  2 P +  ... + ( p - 1 ) P  .= O  
(modp) . 

Seja p um primo. 

(i) 
(ii) 

M 2 ,, ostre que x =: ( p- x )- (modp), para todo x E  ZZ. 
Mostre que estes são os únicos números congruentes 
módulo p ,  na seqüéncia I 2 ,  2:! . . .. , ( p - I )� . 

Demonstrar o Teorema de Fermat por indução. 

(a) Mostrar que 2� = I (mod I7) , 21 1'= I (mod I7)  (conse
qüentemente, dados um inteiro a e um primo p que não 
divide a ,  ( p - I )  não é, em geral, o menor inteiro 
positivo tal que <l p-i = 1 (mod p) . Comparf' com o 
Teorema de Fermat). 
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8. 

9. 

10. 

I I .  

12. 

Sejam p um primo e a um inteiro tal que pt a .  Provar que: 
,,_, ,._, 

(b) Se p > 2 , a""""= I  (modp) ou a' = - 1  (modp) . 
(c) 

(d) 

O menor inteiro positivo e tal que a" = I (mod p) é 

divisor de ( p- I )  . 
Se e é o inteiro acima, então todo inteiro x tal que 

a·'= I (mod p) é múltiplo de e .  

Sejam p ,  q primos distintos e ímpares tais que (p - I )  I ( q- I ) . 
Se mdc ( a, p q ) "' 1 ,  provar que aq-l = 1 (mod pq) .  

Seja a um inteiro. Provar que 

(i) 

(ii) 

a37 =: a  (mod 1 729) . 
a7q :::: a (mod 158) . 

Sejam a ,  n inteiros tais que mdc (a,n) = mdc (a-1,  n) "' I . 
Provar que 1 + a +  ... + a<l'ln)-l :::: O (mod n) . 

Sejam m, n inteiros relativamente primos. Provar que 

m<l'(n) + n<l'(m) =: l (mod mn) . 

Seja p um primo distinto de 2 e 5. Provar que p divide infini

tos inteiros da seqüência: I ,  I I , 1 1 1 ,  1 1 1 1 ,  ... 

13. Determinar o inteiro r tal que a = bq + r, com () $; r $; b ,  
quando 

I4. 

(i) 

(ii) 

a = l51 e 6 = 1 7 . 
a = 2(26!) e b = 29 .  

Reunir os inteiros 2, 3, .. .  , 2 1  em pares a, b tais que 

ab=: 1 (mod 23) . 

15. Mostrar que 1 8 1 =: - l (mod 437) . 

16. Seja p um inteiro primo. Provar que: 

(i) ( p - l ) ' = ( p - I ) mod ( I • 2 >  ... + ( p - l ) ) . 

(ii) Para todo inteiro <l, 

p l(aP + ( p - 1 ) 1 a) c p l((p-1 ) 1 aP + a ) .  
,,_, 

(iii) Se p é ímpar, então 12 
• 32 - 52 ... (p- 2 )2 =: (-I)'(mod p). 
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3.6 INTEIROS MÓDULO m 

Na sua Theory of JVumbers, G. B. Matheus escreveu: "A inven

ção do símbolo = por Gauss nos dá um exemplo impressionante das 

vantagens que podem derivar-se da notação apropriada, e marca uma 

época no desenvolvimento da ciência da aritmética". 

Como dissemos no início de 3.2, Gauss a introduz por causa da 

semelhança entre as propriedades da congmência c da igualdade, se

melhança que se tornará mais clara no que se segue. 

Nesta seção consideraremos as congruências sob um novo pon

to de vista que permitirá reinterpretar e talvez compreender melhor 

os resultados das seções anteriores. Para. isso, introduziremos inicial
mente um conceito que será fundamental. 

Em toda esta seção, m indicará um inteiro maior que I ,  dado. 

3.6.1 DEFINIÇÃO 

Seja a um inteiro. Chama-se classe de congruência de a módulo 
m o conjunto formado por todos os inteiros que são congruentes a a 
módulo m .  Denotaremos esse conjunto por a .  Temos, então, 

ã = ( xE  ZZ I x= a (mod m) ! .  

Como x = a (mod m) se c somente se x (• da forma x "'  a +  1m, 
para algum f E  ZZ, tamb�m podemos escrever 

ã = l a + lm i lE ZZ ! . 

Mostraremos a seguir que a relação de congruência entre nú

meros se traduz em igualdade no sentido estrito entre classes. 

3.6.2 PROl'OSIÇAO 

Sejam aeb inteiros. Então a= b (mod m) se e somente sei/= h 
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DEMONSTRAÇÃO 
Suponhamos que .1 =::: b (mod m) ; queremos provar que ã :.b, 

isto é, uma igualdade entre conjuntos. 
Dado X E  ã ,  temos, por definição, que x = a (mod m). Da 

propriedade transitiva de congruência (proposição 3.2.3 parte (iii)) 
e da hipótese, segue imediatamente que x E b. Logo, ii c b. A indu
são de sentido contrário segue de forma análoga. 

Reciprocamente, se ã "'"  b, como a E a, temos também que 
a E b, logo, a ::;  b (mod m). • 

3.6.3 CüROL'.RJO 

SeJam a e b imeiros. Se a o;t b, então ii n b = $ .  

Dn!ONSTRACÂO 
Se ã n b o;<: $ , consideremos um inteiro c que pertença a 

ambas as classes. Como c E ã, temos que c ::;  a (mod m) e, de forma 
análoga, c= b (mod m). Portanto, a ::;  b (mod m) e, da proposição 
acima, ã= b. • 

Note que, por exemplo, para as classes módulo 6, temos que 
- - - - -

0 = 6 =  12 = - 6 =  .. .  ou 4 =  l0 = -2 etc. 
Mais preósamente, dada uma classe a, para qualquer inteiro X 

tal que x E ã, temos que X= ã .  Por causa disso, cada inteiro perten
cente a uma dada classe dil-se um representanle da classe. Por exem
plo, 10 e -2 são representantes da classe 4 módulo 6. 

Consideremos um sistema completo de resíduos módulo m ,  
por exemplo, os inteiros O, l ,  ... , m - I  c respectivas classes: 

0 = (0 , ± m , ± 2 m ,  ... ! 

l = ( l , l ±m , l ±2 m ,  ... ) 

1 1 1-1 = (m-l , m-l ± m , m-1 ±2m , . . .  l .  

Conforme as considerações de 3.2 e o corolário anterior, cada 
inteiro pertence a uma e apenas uma das m classes (do ponto de vista 
da representação pictórka da congruência da página 105, estamos reu-

Congruênúas • 137 

nindo em cada classe os inteiros que correspondem a um mesmo pon
to de circunferência). 

Por exemplo, se m = 6 ,  todas as classes possíveis, módulo 6, são 
as seguintes: 

Õ = l0 , 6 , - 6 ,  12 , - 1 2 ' ,,f 

1 = 11  ' 7 ' - 5 ' 13 ' - 1 1  ,,f 

2 = 12 , 8 , -4 , 14 , - 10 ,  ... 1 
3 =  13 ' 9 , - 3 ,  1 5 , - 9 ' ,,f 

4 = (4 ,  1 0 , - 2 ,  16, - 8 ,  ... 1 
0 = 15 ' 1 1 , - 1 ' 17 , - 7 ' , ,f . 

Denotaremos pelo símbolo E o conjunto das classes de m 
congruências módulo m e chamá-lo-emos conjunto dos inteiros 
módulo m .  

Assim, E6 = (0, 1 ,  2, 3, 4:_51 . 
Note que, por exemplo, O =  6, I =  7, 2 = 14, 3 = - 3, 4 = -2, 

5 = - I  e também podemos escrever 

2Z6 = (6, 7, 14, -3 , -2 , - 1 ) .  

Em geral, se a1 , a2 , . . .  , am é um sistema completo de resíduos 
módulo m ,  temos que 

Tomando o sistema de resíduos mais simples, podemos escrever 

E = (0, I ,  . . . , m -I l .  "' 

Note que, conforme as observações acima, o conjunto 
tem precisamente m elementos. 

Agora gostaríamos de introduzir operações de soma e produto 
em E e estudar suas propriedades. Existe uma forma natu-"' - -
ral de fazê-lo. Por exemplo, para somar e multiplicar 3 e 5 cm E ! i ,  
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fariam os definimos duas operações. Cabe- agora nos perguntarmos se elas go
zam de propriedades semelhantes àquelas da soma e do produto entre - - - -

3 + 5 = 8 = 2 , números inteiros. Como veremos, a resposta será afirmativa na maio-
3 x 5 = 15 =3 . ria dos casos, embora com notáveis exceções. Começaremos com as 

propriedades da soma. 
Mais explicitamente, definimos soma e produto em LZ,, por 

ii+ h = a + b ,  
,1· b = ab .  

Quer dizer, para efetuar a soma de duas classes módulo m ,  

tomamos representantes (quaisquer) .1 e b dessas classes, fazemos a 
soma a +  b em LZ e consideramos como resultado da soma a classe 
de a +  b módulo m .  A operação de produto se faz de forma análoga. 

Surge agora uma pergunta natural: será que o resultado das 
operações não depende dos representantes escolhidos? Voltando ao 
exemplo de LZ 6 ,  para somar 3 + 5 ,  poderíamos tomar 63 como um 
representante de 3 e 23 como representante de 5. Será que 63 + 23 = 86 
é o mesmo resultado que aquele obtido acima, 3 + 5 = 2 ?  

Como 86 :::::: 2(mod 6), felizmente o resultado é o mesmo. O 
lema abaixo mosua que isso não é uma coincidência. 

3.6.4 LEMA 

Sq�1m a , a' , b e  b' inteiros taú que ã = a' e h= b ' .  Então, 
a + b = a ' + b ' e ab = a'b' . 

DDIONSTRACiiO 
É uma conseqüência imediata das partes (iv) e (vi) da proposi-

ção 3.2.3 e da proposição 3.6.2. • 

EXERCÍCIO 

I .  Construir as tabelas de soma e produto de LZ 5 e LZ 6 .  

Temos construído, até aqui, um conjunlo finito- ZZ m- e  nele 

3.6.5 PROPOSIÇÃO 

P.l 

P.2 

P.3 

P.4 

Em ;;zm valem as seguintes propliedades: 

Propriedade Associativa: Par.1 toda rema ii , E ,  c de inteiros 
módulo m,  rem-se que 

ã+ (h+ C) = (ã + IJJ  + C .  

Existência do Neutro: Existe um único elemento em il:'., , que é 
prccismnente Õ, a classe do elemento O, tal que 

fi+ Õ = ii  para todo a E  zzm 

Existência do Oposto: Para cada inteiro módulo m ,  a ,  existe 
um único elemento em LZ"' , que chamaremos oposto de a e 

Ji1dicaremos por -,1, tal que 

ã + ( -ã ) = O . 

Propriedade Comutativa: Para todo par ã ,  b de elementos de 
zzm ' rem-seque 

ã + b = b + ã . 

DEMOKSTRAÇiiO 
As demonstrações são feitas apoiando-se nos axiomas para as 

operações com números inteiros. A título de ilustração, provaremos 
P.l e P.3. 
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Usando repetidamente a definição de soma em ZZ"' , temos 

Agora, como vale a associativa da soma entre números inteiros 

(axioma A.l ) ,  temos que 

a + ( b + c ) = ( a + b ) + c  

logo, 

a + ( b + c ) = (a + b ) + c  

donde, 

a+ (lj + c )  = a +  (b + c )  = (a + b )  + c= (d + b )  + c 

Na última seqüênda de igualdades usamos, novamente, apenas 

a definição de soma em Z! 111 • 

Para demonstrar P.3 , dado ã E 

e verificar que 

ã + ( -.1 ) = a +  ( <J ) = O 

ZZ , basta tomar a classe de -a "' 

Para provar a unicidade, suponhamos que b E 7Z 111 também 

\·crifka ã + b = Õ ou, usando da comutatividade, b + ii =  Õ .  Temos, 

então, 

A verificação de P.2 é imediata. Note, porém, que a classe do 

elemento neutro é formada também pelos múltiplos de m .  Temos, 

assim, que O =  m .  
Da demonstração de P.3 vem que o oposto de a em 7Z, é a 

classe de - a .  Em símbolos, -a = (-a ) . É claro que, se explicitamos 

?Z na forma ?Z = lO, l ,  . . , m- 1 )  c .1 é um dos reprcscntantes III III 
utilizados, emâo - a  não é um deles; para obter o menor representan-
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te positivo da classe de -a, fazemos - a =  Õ - ii= i1l- ii= m - a ,  Por 

exemplo, em zz_ temos que - 2  = ( 5 - 2 ) =  3 (de fato, - - - - " 
2 + 3 = 5 = 0 ) . 

Listamos na prôxima proposição as propriedades do produto e 

a propriedade distributiva, que relaciona ambas operações. 

3.6.6 PROI'OSlÇÁO 

P.5 

P.6 

P.8 

P.9 

Em ZZ miem as se<Tuíncespropríedades: /1! � 

Propriedade Associativa: Pam roda terna a, b, C de ínteíros 

módulo m ,  tem-se que 

a ( b c )  = ( ã b )  c .  

Existência do Neutro: Exíste um úníco elemento em ZZ"' , que 

é precísameme 1 , tal que 

a .  1 = a  

P
.
ropriedade Comutativa: Para todo pél!" ã, j) de elementos em 

7Z m ,  tem-se que 

Propriedade Distributiva: Para toda terna a, b, C de clememos 
de 72111 , tem-seque 

DEMONSTRAÇÃO 
Tal como na proposição anterior, as demonstrações- que dei

xamos como exercício ao leitor - são feitas reduzindo-as ao caso dos 

inteiros. • 

O leitor deve ter notado que não listamos uma propriedade P.7 

que, no paralelismo que estamos fazendo com as propriedades das 

operações nos inteiros, corresponderia ii propriedade cancelativa. Isso 



142 • Números: UtniJ Introdução â Afatemátüa 

ocorreu porque ela não é válida em geraL Com efeito, em LZ6 temos 
que 3 · 2 = 6 = O, 3 · 4 = 12 = O  , logo, 3 · 2 = 3 · 4 , porém 2 ;t 4 .  

No contra-exemplo que exibimos acima temos dois elementos 
não-nulos de LZ 6 cujo produto é zero, situação que demonstramos 
não acontecer em 7Z (veja a proposição 1.2.3}. Para estudar melhor a 
propriedade cancelativa, começaremos formalizando esse conceito. 

3.6.7 DEFJNlÇi.O 

Um elemento não-nulo a E 2Z diz-se um divisor de zero se 
- "' - -

existe b E ZL , também não-nulo, taJ que ã b = O .  "' 
Agora, determinaremos quais são os divisores de zero em ZZ"' .  

3.6.8 LB!A 

Um elemento não-nulo a de ?Z é divisor de zero se e somen
"' 

tese mdc (a ,m) * 1 .  

DEMONSTRAÇÃO 
Seja ã um divisor de zero e b ;t Õ um elemento de 2Z tal que 

- - - m 
a E = Õ .  Como ã b = ab = O ,  temos que ab:= O(mod m) , isto é, 
m lah.  Supondopor absurdo que mdc (a , m) = I , pelo Teorema de 
Euclides (2.3.7) vem que m I  b, logo, b = Õ ,  uma contradição. 

Reciprocamente, suponhamos que mdc (a ,m) = d > I .  Va

mos determinar um elemento b f:. Õ em ?Z"' tal que ,'ib = O . 

Podemos escrever a = -:1 • d e m = m1 • d, em que 0 <  m1 < m 
(já quc d > l ) ,  logo, m1 -f:. O .  

Agora, temos que 

Logo, em :Z111 temos 

Assim, basta tomar b = m 1 • 
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Como conseqüência imediata desse lema temos: 

3.6.9 CüROÚJUO 

Stja p > l um inteiro primo. Então, ZL mio contém dirisoré's p 
de zero. 

Na verdade, vale também a recíproca. 

3.6.10 Ln1A 

Se 2Z"' m'io contém dhisores de zero, então m é um inteiro 

primo. 

DEMONSTRAÇAo 
Suponhamos, por absurdo, que m seja composto, isto é, da 

forma m = r· s com I <  r<  m ,  1 < s <  m .  Temos, então, que 

cm que i';t O e S;r:. O ,  uma contradição. • 

O leitor pode tentar uma demonstraçào dircta do lema acima, 
usando a caracterização de números primos dada no teorema 2.6.4 . 

EXERCÍCIO 

2. Em 2Z21l , determinar: 
(i) Os menores rcpresentantes positivos de (-10) e (-6) . 
(ii) Todos os divisores de zero. 

3.6.11 PROI'OSlÇÀO 

A propliedade cancelatim do produto vale em LZ se c somen-"' 
ce se m é plimo. 
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DEMONSTRA<,.:Ao 
Suponhamos inicialmente que m seja primo, e sejam a, b, C 

elementos de ZL , com a :;t O ,  tais que m 

ã b  = ã C .  

Então ã (b - C ) = O .  
Como a:;<: O e ZL não tem divisores de zero, deve ser b- C= O, 

- //) 

donde b = C .  
Suponhamos que vale a propriedade cancelativa; mostraremos 

que nesse caso .?Z não contém divisores de zero. A tese seguirá en-"' 
tão do lema anterior. 

Seiam ã b de ZL tais que ãb = Õ .  Se a :;<:  Õ ,  escrevemos J ' m 
ãb = ã Õ e, como podemos cancelar, temos que b = O .  • 

Das propriedades até aqui estudadas, temos ainda a seguinte 
informação sobre as operações de ZL"' : todas as propriedade de ZZ 
que foram demonstradas a partir dos axiomas A.1  , A.2 , A.3 , A.4 , 
A.5 , A.6 ,  A.S , A.9 valem, com as devidas adaptações, em zzm. Por 

exemplo, o leitor poderá demonstrar como exercício a propriedade 
cancelativa da adição, a regra dos sinais etc. 

Para continuar nosso esmdo comparativo de ZZ com ZZ, in-"' 
traduzimos ainda outro conceito. 

3.6.12 DEHNICÃO 

Um elemento a E .?Z diz-se inversível se existe a' E zz m - m -
tal que ã a' = I . Um elemento a' nessas condições diz-se um 

inverso de a .  
No exercício 7 de 1 .2 , observamos que os únicos elementos 

invcrsíveis de ZZ são I c -1 . 

Obviamente, 1 e ( - 1 )  são sempre inversíveis em ZZ"' . Porém, 
há outros exemplos. 

Em .?Z. temosque 2 - 3 = 6 = l c 4 - 4= 16 = T. logo, 2, 3 e 4  são j - - -
também inversíveis de ZZ · 2 é o inverso de 3 e, reciprocamente, 4 é ' .  
o seu próprio inverso. 
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Em ZZ 6 temos que 5 · 5 = 25 = 1 ; logo, 5 é um inversível de 

Por outro lado, é claro que O não é inversível em 
nenhum valor de m . De fato, para qualquer ã E ZL - - - m 
O · "ã= O :;t l .  

EXERCÍCIOS 

.?Z m , para 
temos que 

3. Provar que, se ã é inversível em ZL111 , então seu inverso é único. 

4. Determinar os elementos inversíYeis de ZL s e seus inversos. 

É fácil determinar quais são os elementos inversíveis de .?Zm , 
em geral: 

3.6.13 PROI'OSIÇAO 

Se:fa a um elemento não-nulo de ZL"'. Então, a é inversívef se 

e somente se mdc (a ,m) = I .  

DEMONsTRAÇÃO 

Suponhamos que mdc (a ,m)  = 1 Pelo Teorema de Bézoul 

(2.3.4) , temos que existem inteiros r e s tais que ar + ms = 1 . 
Tomando classes temos que 

- -
l = ar+ ms = ar+ ms = a i' +  iii s = ã r+ o s = ã . r 

Logo, r é o inverso de ã . 
Reciprocamente, se mdc (a, m) ;é 1 , então ã é divisor de zero 

e existe b :;t O tal que ab = O . Mostraremos que, nesse caso, ã não 

pode ser inversível. Com efeito, suponhamos que existe a' tal que 
aa' ""  1 . Teríamos, então, 

uma contradição. • 
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A demonstração da proposição anterior também sugere um mé
todo para determinar o inverso de um dado elemento, como ficará 
claro no exemplo abaixo. 

3.6.14 EXEMPLO 

Vamos calcular o inverso de 4 em ZZ �7 . Pelo Algoritmo de 
Euclides, determinamos os inteiros de que fala o Teorema de Bézout: 

- 9 · ( 4) + 1 · ( 37) = 1 .  

- - -

_ Logo, em ZZ37 temos que (-9) · 4 = I ;  isto é, o inverso de 4 

é -9 = 28 .  
Uma conseqüência imediatadaproposição anterior é aseguinte: 

3.6.15 CoRolÁll!o 

Seja p > O  um inteiro primo. Então, todo elemento não-nulo 
de ZZ 

P 
é inversível. 

EXERCÍCIOS 

5 

6. 

7. 

Determinar os divisores de zero e os elementos inversíveis de 
ZZ24. P:ra :ada elemen�o ã

_
que é divisor de zero, determinar 

outro b :F- O tal que ab = O ; para cada elemento inversível 
determinar seu inverso. 

Provar que o número de elementos inversíveis de ZZ"' é <IJ(m) , 
em que $ indica a função de Euler. 

Seia ã um elemento não-nulo de 2Z . Provar que a é um J "' 
divisor de zero ou um elemento inversível. 

Para concluir reinterpretaremos, na linguagem ZZ m , alguns 
resultados das scções ameriores. Por exemplo, o corolário 3.3.5 pode
se enunciar agora na forma: 
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3.6.16 TEOREMA 

St:Ja a um inteiro tal que mdc (a,m) = 1 ,  e sry"a b um outro 
inteiro. Então, a equação a X= E tem uma única solução em ZZ"' . 

DEMONSTRAÇ.\.0 
Ê claro que basta interpretar o resultado de 14.5. Daremos, po

rém, uma prova independente para ilustrar como podem ser usados 
os resultados desta seção. _ 

Como mdc (a,m) = l ,  existe a' tal que a a' = 1 Então, 
X= 3' b é solução, pois substituindo na equação temos: 

- - - -

aJi: = a -;;;b ==  l b == b .  

Ainda, se y é outra solução, temos 

ãJ= b 

e, multiplicando ambos os membros por 

a' a y = a' b , 

isto é, 

' a • vem 

Nessa linha, podemos enunciar, reinterpretando: 

3.6.17 TEOREMA llE FERMAT 

• 

S�'/1m p um pn"mo positivo e a um inteiro tal que a*- O e 

2Z . Ent.io aP-1 = T .  p 

3.6.18 TEORDIA DE EtlLER 

Se ã nio é um dhisor de zero em lZ 111 , t'nt:io ;J<I'Im) = T . 
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Note que esse resultado afirma, em particular, que o inverso de 
a pode ser obtido como uma potência de a ,  já que a .  ã<l>(m)-l "' l, 
donde ã<�'(m)-l é o inverso de ã .  

Finalmente, gostaríamos de observar que não é possível intro
duzir em ZZ uma relação de ordem total compatível com as opera-"' 
ções, isto é, uma relação que verifique axiomas análogos aos A. I O, A.l l ,  
A.l2, A.l3, A.l4, e A. IS. Veja a respeito os exercfcios 13 e 14. 

EXERCÍCIOS 

8. 

9. 

10. 

Sejam a, b, C :_!.ementosde �111 , com mdc ( c, m) = 1 .  Provar 
que, se ii C = b C, então ii = b .  

Sejam p um primo positivo e ã um elemento de 
que ãP = a .  

LZ . Provar p 

Sejam p um primo positivo e ã, jj elementos de LZ . Provar p 
que ( 3 + b)P = iiP+iJP. 

1 1 .  Seja p um primo positivo. Determinar as soluções da equação 
X2 = I  cm LZ,. 

12. Seja p um___primo positivo. Provar que, em ZZ P , tem-se 
( p - 1 ) ! = - 1 . 

13. 

14. 

Suponhamos que exista em ZZ uma relação :s; verificando os "' 
axiomas A l O, A.ll,  A.l2, A.l3, A.14, e A. IS. Provar que, se a, E, 
C são elementos de ZZ tais que ã< b, então ii+ C < b+ C .  "' 

Mostrar que não existe uma relação em .ZZ verificando axio-m 
mas análogos aos A. lO, A. I I ,  A.12, A.l3, A.l4 c A.15 (sugestão: 
supor que existe uma relaçào nessas condições. Então, O <  1 ou 
I <  Õ .  MosLrar que ambas as afirmações levam a uma contradi
çào.) 
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EXERCÍCIOS SUPLEMENTARES 

15. Determinar os divisores de zero c os elementos inversíveis de 
LZ26 c LZ1q . 

16. Resolver as seguintes equações em LZ . "' 

17. 

18. 

(i) 3X+ 2 = 6X+ 7, m = 8 .  
(ii) (2X + 3)5 + (3X + 2)5 + 5x = õ ,  m = 5 .  
(iii) 4x- 7 + 6x + 2 = 3x + 5x , m = 12 . 

Resolver o sistema de equações abaixo em ZZ 14 : 

2X- 3Y= 2 
3X+ 2Y= 3 .  

Se 3 640 for inversível em ZZ 7 297 , determinar seu inverso. 

19. Resolver as seguintes equações em LZ : "' 

20. 

(i) x2l _ x  = o ,  m = 5 .  
(ii) x l2 _  I = () , m = 5 . 
(iii) X 7 - X  = o '  m = 4 . 

Seja p um primo positivo. Resolver as seguintes equações em 
zz ,  p 

(i) 
(ii) 

X" = 4 .  
X�P - XP =- 6 .  

(iii) X4P-4 - X2P-� = 5 .  
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NÚMEROS RACIONAIS 

4.1  RELAÇÕES DE EQUIVALÊNCIA 

No decorrer destas notas, temos estudado diversas relações bi
nárias entre números inteiros, tais como menor ou igual, di�ide e 

congruente módulo m.  
Relações desse estilo aparecem muito freqúentemente na mate

mática e inclusive fora dela. As relações f filho de ou é Ílmio de são 
exemplos de relações entre entes não-matemáticos. 

Para trabalhar formalmente, dado um conjunto arbitrário A ,  
indicaremos por Ruma relação em A f', para indicar que dois elemen

tos a ,  b E  A estão R-relacionados, escreveremos aRb. 
Uma relação R tal que, para todo a E A vale aRa , diz-se refle

xiva. As três relações mencionadas acima são exemplos de relações 
reflexivas. Já menor que não é uma relação reflexiva. 

Uma relação R diz-se uma ré'larâosimlitricasc, para todo par de 
elt'nwnt<>s .r. /; dt' .·L tt:lll-St' qut': �e :r/ib, t'lll,-to t.unbém y,de hR;r 

O leitor pode verificar que as relações menor ou igu<lie di11'denão são 

simétricas, enquanto a congruência módulo m o  é. 
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Finalmente, uma relação R diz-se transiti!'a se, para toda terna 
de elementos a ,  b ,  c de A ,  tem-se que: se aRb e bRc, então, aRe. 

Um caso particularmente imponante em matemática é o da
q�elas relações que verificam simultaneamente as três propriedades 
anteriores. 

4.1.1  DEFINIÇÃO 

Uma relação binária R num conjunto A di:t.:-se uma relação de 
t'qaivalênda se ela é reflexiva, simétrica c transitiva. 

Utilizando- como é freqüentemente - o símbolo ; para indi
car uma relação de equivalência, podemos refrasear a definição ante

rior da seguinte forma: 

Uma relação binária num conjunto A ,  que indicaremos por ; 
diz-se uma relaçâo de equivalência se, para quaisquer a ,  b ,  c em A , 
tem-se que: 

(i) 
(ii) 

(ii) 

a = a . 
a =  b implica b= a . 
a = b  e h= c implica a ;  c .  

Damos a seguir uma lista de exemplos que ilustram essa noção 

em diversos contextos. 

4.1.2 ExEMPLO 

No conjunto ZL dos números inteiros, definimos a seguinte re
lação: dados a ,  b em ZZ, diremos que a -b se a soma a +  b é um 

número par. 

na. 

Vamos verificar explicitamente que essa relação é de cquivalên-

(i) 

(ii) 

Para todo inteiro a ,  temos que a +a=  2a é um inteiro 
par, logo, a - a . 
Se a - b, isto é, se a +  b é par, então b + a =  a +  b 
também é par, portanto, b - a .  
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(iii) Se a - b e  b - c ,  temos que a + b e  b+ c são núme
ros pares, isto é, a +  b == 2k, b + c==  2.1 , logo 

(a + h )+(h + c ) == 2k + 21 ,  
donde a +  c= 2k+ 21- 2b é um número par, 

portanto, a - c . 

4.1.3 Ex!ê�ll'U.l 

No conjunto ZL ,  a relação de congruência môdulo m é uma 
relação de equivalência. As três propriedades foram demonstradas em 

(i), (ii) e (iii) da proposição 3.2.3. 
Como exercício, o leitor pode provar que, dados a ,  b em ZZ, 

então a -h, como foi definido no exemplo anterior, se e somente se 
a ;  b (mod 2) , o que dá outra demonstração de que - é relação de 
equivalência. 

4.1.4 EXEMI'LO 

No conjunto dos pontos de um plano 1t ,  fixamos um ponto O .  
Dados dois�ontos p ,  q de 1t ,  dizemos que p; q se e somente se 

distância op é igual à distância oq . Isso define uma relação de 

equivalência em 1t (verifique!) . 

4.1 .5  ExEMPLo 

Consideremos o conjunto T de wdas as retas de um plano 1t .  

Dadas R e S em R, definimos R l i  S se e somente se R ==  S ou 

R n 5== <jl (essa é a definição de paralelismo usual). Verifique que essa 
relação é de equivalência em T . 

4.1.6 EXEMPLO 

Num plano 1t fixamos uma reta R. Dados dois pontos p ,  q de 

1t ,  indicamos por R (p, q) a reta que passa por p c q .  No conjunlo 

dos pontos de 1t ,  definimos p- q se e somente se R (p. q) l i  R. Isso 
define uma relação de equivalência em 1t (verifique!). 

Existem muitíssimas outras relações de equivalência que o leitor 
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irá encontrando à medida que progredir no seu esrudo da matemática. 
Por causa da propriedade transitiva, dada uma relação de equi

valência = num conjunto A ,  todos os elementos equivalentes a um 
dado elemento a E A são equivalentes entre si. Por isso, é razoável 
téntar agrupá-los em subconjuntos. 

4.1. 7 DEFIKIÇAO 

Sejam A um conjunto c =  uma relação de equivalência em A .  

Para cada elemento a E A ,  chama-se classe de equimlência de a o 
conjunto 

C (a) "" {x E A I x = af . 

Vejamos rapidamente quais são as classes de equivalência nos 
exemplos citados. 

No exemplo 4.1.2, se um nUmero é par, todos os equivalentes a 
ele são pares; da mesma forma, se é ímpar, todos os equivalentes a ele 
são ímpares. Assim, só existem duas classes, uma formada por todos os 
nU meros pares e outra por todos os ímpares. 

No exemplo 4.1.3, as classes de equivalência são as classes de 
congruência O ,  I , ... , m - J ,  estudadas na seçâo anterior (3.6). 

Os próximos exemplos são levemente mais interessantes, pois, 
sendo de natureza geométrica, é possível visualizar as classes. 

Em 4. 1.4 os pontos equivaleu-
- -/ ' 

tes a um dado ponto p são todos os / p'\ I / ' \ pontos da circunferência com centro I I \ 
o que passa por P· Assim, nesse 

I caso, existem infinitas classes de cqui- \ \ o I 
valência em 1t : todas as circunferên- \ '- / I 

I • 
cias com centro o. ' / , _  -

Em 4.1.5 vemos que cada classe está formada por todas as retas 
paralelas a uma dada. Em certo sentido, poderíamos dizer que há tan
tas classes em T quantàs são as "direções" possíveis. 
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Finalmente, em 4.1.6, fixado um ponto p, os pontos de 7t 
equivalentes a 
paralela a R. 

p são todos os pontos da reta que passa por p e é 

Assim, novamente existem in
finitas classes de equivalência em 7t : 
todas as retas de 7t paralelas a R. 

É claro que, dados a, be A, temos que C (a) "" C (b) se e 
somente se a =  b. Por muro lado, é fácil ver que, se a :;é b, então 
C (a) n C ( b) "' <)l  (basta imitar as demonstrações da proposição 3.6.2 
e do corolário 3.6.3 adaptando-as a esta situação) . 

Por causa disso, cada elemento b de C (a) diz-se um represen
tante da classe C (a) (isto é, b é um representante de C (a) se e 
somente se b= a ;  note que já usamos esta terminologia para as clas
ses de congruência). 

Enunciaremos essas obsef\lações sob a forma de um pequeno 
teorema. 

4.1.8 TEoREMA 

As diferentes classes de equiFa/ência de uma relação de equiva
lência num conjunto A fornecem uma decomposição de A em 

subconjuntos mutuamente diífiuntos, não-FaZias, cuja união é o con
jumo A todo. 

Reciprocamente, dada uma decomposiç.âo de A como uniiio 

de subconjuntos mmuamente diijuntos, não-vazios, podemos definir 

uma relação de equivalêncü em A u!)as classes stjam, precisamente, 

os subcOJljuntos dados. 

DEMONSTRAÇ.\0 

A primeira parte segue diretamente das observações anteriores. 
Para demonstrar a recíproca, basta definir uma relação de equivalên
cia em A da seguinte forma: dados ii , b em A, dizemos que a= b se 
e somente se a e b pertencem a um mesmo subconjunto. 

Deixamos a cargo do leitor mostrar que essa relação é de equi-
valência e está na.s condições do enunciado. • 
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Chamamos conjunro quocíentede A por = o conjunto forma
do por todas as classes de equivalência determinadas pela relação :::::: 
no conjunto A .  Em símbolos, 

A/= = ( C(a) I a E A ! .  

Por exemplo, ZZ,,. é o conjunto quociente de ZZ pela relação 
de congruência módulo m . 

EXERCÍCIOS 

1 .  Sejam A ,  B conjuntos c f :  A �  B uma função. Definimos 
uma relação em A da seguinte forma: dados a ,  a' em A ,  

dizemos que aRa' se e somente se f(a) = f(a') . Provar que R 
é uma relação de equivalência. 

2. Seja R uma relação em um conjunto M, verificando: 

(i) Se aRb , então bRa . 
(ii) Se aRb e bRc , então aRe . 
(iii) Para todo a E M, existe b E M tal que <JRb . 

Prm-ar que R é uma relação de equivalência. 

4,2 CONSTRUÇÃO DE Q 

No Capítulo 2, observamos que, se a e b são números inteiros 
com b "#  O a equação bX= a nem sempre tem solução em LZ; isso 
acontece se e somente se b I a .  

Essa é uma limitação importante do conjunto dos números in
teiros e, neste capítulo, dedicar-nos-emos à construção de um novo 
cm"Uunto de números em que lOda equação da forma acima tenha 
solução. 

A necessidade de novos números foi sentida desde muito cedo 
na história da matemática, sugerida naturalmente por problemas prá
ticos. 
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Os egípcios já empregavam frações, embora possuíssem apenas 
notações para aquelas que têm numerador I .  As outras eram expressas 
como soma de frações dessa forma. Assim, por exemplo, no papiro 
Rhind*, achamos as frações 2/5 e 2/13 expressas a partir das seguin
tes decomposições: 

2/5 = 1/3 + 1/15 , 
2/13 = 1/8 + l/52 + I/104 . 

Entre os babilónios, que já sabiam resolver equações de primei
ro e segundo grau, também era comum o uso de frações e, em tabule
tas de argila provenientes do período babilônko antigo (1900 a 1600 
a.C.), achamos tabelas de números incluindo frações. 

Entre os gregos, casos particulares de proporções (média arit
mética, geométrica e a proporção áurea) eram familiares desde as épo
cas dos pitagóricos e, no liwo V dosElemenrosde Euclides, achamos a 
Teoria das Proporções de Eudoxo de Cnido (aprox. 408 a 355 a.C.) 
que não-someme sugere a definição atual de igualdade de frações 
(a/ b = c/ d se e somente se ad = bc), como é muito próxima às defi
nições de número real surgidas no século passado. 

O leitor sabe, dos tempos do curso secundário, que a solução de 
equação do tipo bX =a, com b "#O, indica-se pela fi-ação a/ b , e um nú
mero dessa forma chama-se um número racional. Nosso intuito nesta 
seção é definir cuidadosamente essa noção a partir da noção de inteiro. 

Lembramos que uma mesma fração pode-se escrever de diver
sas formas. Assim, por exemplo, sabemos que 3/6 = 5/ l O =  l/2 , quer 
dizer, um mesmo racional pode ser representado por diversos pares 
de números. No caso do exemplo, diríamos que os pares (3, 6), (5, 10) 
e ( I ,  2) são todos representantes do mesmo racional. 

Isso sugere que podemos nos apoiar na noção de relação de 
equivalência, introduzida na seção anterior 4.1 ,  para elaborar nossa 
teoria. 

( * )  Um� das melhores fontes de nosso conhedmenlO a tua I sobre a TllJ.temática 
egípcia. Comprado em 1848 à beira do Kilo por Henry Rhind. de quem leva o 
nome, trata�e de um documento feito em 1 li 50 �.c. por um csn iha de nome 
Ahmcs, que afi1ma tê-lo copbdo de um original de ,lproximadamente 2000 
a.C. (por essa raz;lo tamhém é conh .. rirlo ('O!llO papiro Ahmes).  
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Indicaremos por ZZ* o conjunto de todos os imeiros cxceto o 
número O e começaremos por considerar o conjunto 

ZZ x ZZ * == ((a,b) l a E ZZ, b E  ZZ * L  

isto é, o conjunto de todos os pares ordenados de números inteiros 
com segunda componente não-nula. 

Neste conjtmto introduzimos uma relação, que indicaremos por 
=, do seguinte modo: 

4.2.1 DEF!NlÇÃO 

Dados dois elementos (a, b) e (c, d) do conjunto ZZ X ZZ * ,  

diremos que (a, b) = (c, d) se c somente se ad= bc . 

Por exemplo, notamos que (3, 6) = (5, lO) , pois 3 · lO = 6 · 5 
e, da mesma forma, (5, 10) = ( 1 ,  2) , já que 5 · 2 = l O · 1 .  

4.2.2 PII.OPOSIÇÀO 

A relação definida acima é uma relação de equivalência. 

DEMONSTRAÇÃO 

Precisamos demonstrar que a nossa relação verifica as três con
dições da definição 4.1.1 :  

01 Paca todo pac (a. b )  E Z': x Z': ' .  temo' que 
(a, b )  = (a, b) , já que ab= ba . 

(ii) Sejam agora (a, b ) ,  ( c, d) pares tais que (a,b) = ( c, d) .  
Temos, então, que ad = bc, donde também eh== da 

(seria interessante, como exercício para o leitor, identi
ficar quais os axiomas de ZZ que justificam essa passa
gem). Da última igualdade e da definição acima, vem 
que (c, d) = (a, b ) .  

(iii) Sejam agora (a,  b ) , ( c, d ) e ( e, f )  pares tais que 
(a, b) = ( c, d )  e ( c, d ) :::::: (e, f ) .  Então, temos que 
ad= bc e cf = de. Multiplicando a primeira igualdade 
por f e a segunda por b obtemos: 

adf == bcf, 
bcf= bde, 
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donde 

abf== bde . 

Como d-:t:. O (pois é a segunda componente de um par), pode
mos cancelar e obter af = de, o que implica que (a, b ) = ( e, f) , 

como queríamos demonstrar. • 

Podemos agora considerar o conjunto quociente (ZZ X ZZ *)/= , 

isto é, o conjunto de todas as classes de e-quivalência. Para representar 
a classe do par (a, b) , utilizaremos o símbolo a/ b .  Temos, assim, 

a 
- == ( (x. y) E ZZ X ZZ * I (x, �1 =: (a, b)f == ( (x, v) E ZZ X ZZ* I xb = ya I 
b . . . 

O símbolo !!!. chama-se uma fração de numerador a e denomi-

nador b .  b 

Como vimos em 4.1,  qualquer elemento da classe a/ h diz-se um 
representante da mesma. Assim, como (3, 6), (5, lO) , ( 4, 8) são todos 
elementos que pertencem à classe do par ( 1 ,  2),  podemos dizer que 
todos esses pares representam a classe 1/2. 

Lembramos que a classe de um par (<1, b) é a mesma que a de 
outro par (c, d) se e somente se esses pares são equivalentes. Temos, 
então, que a/h= c/d se e somente se ad= bc . 

4.2.3 Dr:FIJ\"IC . .\0 

Indicaremos por Q o conjunto ZZ x ZZ * /= c chamaremos 
números racionais os elementos de Q .  

Naturalmente, para que o conjunto construído acima seja útil 
para nossos propósitos, precisamos definir operações de soma c pro
duto nele. Faremos isso apoiando-nos nas operações de ZZ, na forma 
que já deve ser familiar ao leitor desde o curso secundário. 

4.2.4 DE.HNI(,:ÀO 

Sejam o: c 13 elementos de Q .  Definimos a soma de a c 13 
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da seguinte forma: escrevendo a= a/ b parn algum par (a, b) E ZZ x 

ZZ *  e � = c/d para algum par (c, d )  E ZZ x ZZ * ,  definimos U + �  

como sendo o racional 

a + � =  ad + bc . 
bd 

Por exemplo, dado u = 4/3 e � = 5/6, temos que 

4 5 5 · 6 + 3 · 5  a + � = - + - = ----

3 6 3 · 6  

39 
IS 

Note que, em princípio, a definição de soma parece depender 
dos representantes escolhidos para a e � .  Assim, por exemplo, na 
situação acima também podemos representar a e � como 

68 15 a = - e � = - . 
51 18 

Dessa forma, ao efetuar a soma teríamos 

U + �  =
� + ___!i = 68 · 18 + 51 · 15 
51 18 51 · 18 

I 989 

918 
Obtivemos por caminhos diferentes resultados aparentemente 

diferentes. Para que a definição pretendida seja correta, deveremos 
ter que 

39 I 989 
IS 918 

Isso felizmente acontece, já que 39 · 918 = 35 802 = 18 · 1989 . 
Para mostrar que no caso geral a definição anterior independe 

dos representantes, provaremos: 

Sejam a/ h =  a' I b' e c/ d = c'/ d' números racionais. Então, 

ad+ bc 

bd 
a 'd' + b 'c '  

b 'd' 

Números Racionais, • 161 

DEMONSTRAÇÃO 

Da hipôtese, temos que 

ab' = ba', 
cd '= de' . 

Multiplicando ambos os membros da primeira igualdade por 
dd e os da segunda por bb', temos 

ab'dd' = ba'dd', 

cd' bb' = de' bb' . 

Somando, vem 

ab'dd' + cd' bb' = ba'dd' + dc'bb' , 

e fatorando 

(ad+ bc) b'd' = (a'd' + c' h') bd, 

donde 

ad+ bc a 'd '+ b ' c '  

bd b 'd' 
• 

Na prôxima proposição daremos algumas das propriedades da 
operação de soma em Q (compare com as propriedades da soma em 

ZZ dadas nos axiomas A. I ,  A.2, A.3 e A.4). 
Nesse caso. desde que demos uma definição explícita de soma, 

poderemos dar uma demonstração destas propriedades, apoiando·nos 
nos axiomas correspondentes em ZZ 

4.2.6 PROI'OSIÇÃO 

a. I 

A soma em Q tem as seguintes proplié'dades: 

Associativa: Para toda terna a , � ,  y de nU meros racionais, tem· 
se que a+(�+y) = (a+�)+Y 
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o.2 

o.3 

Existência do Neutro: Existe um único elemento que, chamare
mos neutro aditiro ou zero e indicaremos por O, tal que 

para todo racional a . 

Existência do Oposto: Para cada racional a existe um único 
demento, que chamaremos oposto de a e indicaremos por 
- a ,  t.'11 que 

a +  (-a) = 0 .  

A4 Comutativa: Para todo pa1 a ,  p de números racionais, tem
se que 

DEMONSTRAÇÁO 

A título de ilustração, demonstraremos a propliedade associativa 
da soma. As demais são deixadas como exercício para o leitor. 

Sejam a =  a/ b,  p = c/ d e y = e/ f. Então, calculamos: 

a+W +Y)= 

" ( a c 1 c (a+�--' ) +Y= - + - + 
b d f 

a(df} + b(cf + de) 
b(df) 

(ad+bc H+ (bd)e 
(bd)f 

Agora, usando as propriedades das operações em ZZ, ê fácil ver 
que os resultados em ambos os casos coincidem. 

o Para demonstrar A.2, basta tomar O =  - , com m arbitrálio 
em ZZ (j{t que � _ � ,V m ,  m' E .2'*) . 

m 

m m 

Para demonstrar A.3, dado a = a/ b ,  tomamos - a  como sen-
do o elemento -a = (-a)//, 

a + (-a) = 0 .  

Segue então facilmente que 
• 
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Como não haverá perigo de confusão, daqui por diante utiliza
remos o símbolo O para indicar tanto o zero de ZZ como o zero de Q .  

EXERCÍCIO 

I .  (i) Seja n um elemento de Q tal que n+a = a para todo 
a E Q .  Pmvar que n=O .  

(ii) Demonstrar que o oposto de um racional a ê único. 

-1.2.7 DFFIXIÇ.-Ül 

Sejam a e p elementos de Q .  O produto de a por P será 
o racional ap obtido da seguinte forma: escrevendo 
a = a/ b  e P =  c/d, definimos 

A ac 
((!--' = -

bd 

Novamente, a primeira coisa a fazer seria verificar que a defini
ção acima independe dos representantes. Isso é uma conseqüência do 
lema que enunciaremos a seguir, cuja demonstração pode ser feita 
imitando a do lema 4.2.5. 

4.2.8 LEMA 

Sejam a/b = a'/b' e c/d= c'!d' números racionais. Então, 

ac a 'c '  
bd b 'd' 

4.2.9 PROPOSIÇÀO 

o.5 

Em Q, são válidas as seguintes propriedades: 

Associativa: Para toda terna a ,  p ,  y de números racionais, tem
se que 

a(�y) = (a�)y. 
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a.6 Existência de Neutro: Existe um Unico elemento, que chamare
mos neutro muldplicativo ou unidade e indicaremos por 1 ,  tal 
que 

1 - a  = a, para todo a em Q . 

a. 7 Existência de Inverso: Para cada racional a diferente de O exis
te um único elemento que chamaremos inverso de a e deno
taremos por a-1 tal que 
o:a·l = J .  

a.S Comutativa: Para todo par a ,  � de racionais, tem-se que 

DEMONSTRAÇÃO 

As demonstrações de a.5, a.6 e a.S são deixadas como exercí
cio. Provaremos apenas a.7. 

Dado a = a/b:;t; O ,  temos que a :;t; O  (por quê?), logo, h/a 
também é um número racional. Mostraremos que a-1 = b/ a .  Como 
efeito, ternos 

bj a ·  a/ b = baj ab = ab/ ab == I . 

Demonstraremos agora a unicidade do inverso de a .  Seja a' 
um elemento de Q tal que aa' = I . Temos 

o:' = a' · 1 = a' · i!.. · !!... = J .  !!... = !.?..._ • 
b a a a 

Como não haverá perigo de confusão, daqui por diante usare
mos o símbolo 1 para denotar tanto o neutro multiplicativo de ZL 
como o de Q .  

Note que as propriedades a.5, a.6 e a.S são semelhantes às pro
priedades do produto em Z! dadas nos axiomas a.5, a.6 e a.S. Porém a 
propriedade a.7 não tem um análogo em Z!, onde os únicos elemen
tos inversíveis são 1 e -I (veja o exercício 7 de 1.2). 

Mostraremos a seguir que a. 7 implica a propriedade cancelativa, 
enunciada em a.7 para ZL . 
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4.2.10 PROI'ÜSIÇÀO 

Thle a propríedade cancelaríva do prodmo em Q; isto é, dada 
uma terna de números racionais a, � e y ,  com a *  O ,  se a� = ay, 
então � = y .  

DEMONSTRAÇÃO 

Basta multiplicar ambos os membros de o:� = ay por cr1 . 
Concluímos o estudo das propriedades das operações em Q 

considerando a relação entre soma e produto. • 

4.2.11 PROI'OSIÇÂO 

Thle a propriedade distríbutíva nn Q ; ísto é, para toda terna 
de números mcíonaís a, � e y, tem-se que 

a(�+y) = a� +  ay. 

DEMONSTRAÇÃO 

É um exercício para o leitor. • 

Agora estamos em condições de demonstrar que o nosso obje
tivo inicial, aquele que nos levou à construção de um novo conjunto 
de números, foi de fato atingido. 

4.2.12 TEOREMA 

Toda equação da fonna �X= a ,  onde a ,  J3 são números raci

onais, � * O, tem soluçâo em Q .  Ainda mais, essa solução é única. 

DEMONSTRAÇÃO 

Como � :;t; O sabemos, da proposição 4.2.9, parte a. i, que exis
te um inverso de �. isto é, um elemento �-1 tal que ]3�-1 = ]3·1]3 = 1 .  

Mostraremos que o racional y = ]3·1 a é uma solução. 
Com efeito, substituindo-o na equação dada vem que 
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Suponhamos agora que x E Q é omra solução de equação. 
Isso significa que �x = a .  Multiplicando ambos os membros dessa 
igualdade por �-I vem 

logo, 

x= y .  • 

Temos ainda um problema a tratar. Acabamos de provar que 
uma equação de forma �X= a tem solução em Q quando a e � 
são números racionais com � :;t O .  Porém, nosso problema inicial era 
construir um conjunto de números onde uma equação de forma bX = a  

com coeficientes inteli"ostivesse solução. 
Bem, o leitor dirá que o problemajá estâ resolvido, pois x = a/ b 

é solução dessa equação: basta substituir e verificar. De fato, teríamos 
b· a/ b = a e estamos acostumados a aceitar isso como uma igualdade. 

Entretanto, se quisermos ser cuidadosos nas nossas definições, 
deveremos notar que o prodmo de um racional por um inteiro não foi 
definido; cm princípio, só definimos o produto de um racional por 
outro racional. Note que, conforme a definição, um racional é uma 
classe de equivalência constituída por pares ordenados de números 
inteiros. Assim, num certo sentido, podemos dizer que inteiros e racio
nais são elementos de "natureza" diferente. 

Esse impasse pode ser superado se observarmos que o conjunto 
Qcontém uma "côpia" de ZZ ·

a Com efeito, seJ,I /7 = ( J l a E ZZ !, 

conjunto de Q, c consideremos a função $ :  

' a 
H ]  E 2Z . 

que obviamente é sob
definida por 

O leitor verificará sem dificuldades que $ é uma função bijetora. 
Ainda mais, ela "copia" as operações ou, mais precisamente, verifica: 

(;) �(a+b) = �(a) + <P(b), 
(ii) $(a · b) = $(a) · $(h) 'V a, b E  .ZZ . 

Com efeito, temos 

a b 
�(a) + �(b) = - + 

] I 

a b 
�(a) · �( b) = - · -

I I 
ab 

] . ]  
ab 
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<I + b 
= �(a+b), 

I 

�(ab) . 

Dessa forma, podemos identificar os inteiros como racionais de 
11 através da função <1J . 

Dada uma equação da forma bX = a ,  interpretando-a como a 
equação 

b a 
- · X : -

1 I 

faz sentido dizer que sua única solução em Q é 

x =  a 

b 

Daqui em diante, quando não houver perigo de confusão, não 
distinguiremos entre os inteiros m e a sua imagem m/1 em X. 
Assim, por exemplo, símbolos como 

a a m · - ou - (m)-1 
b b 

indicarão respectivamente 

m . !!_  c a/b · (m/1)-1 • 
I b 

Agora, introduziremos uma relação de ordem em Q e mosu·a
remos que Lem pmpriedades semelhantes às estudadas em Z2 

Para isso, observamos inicialmente que todo racional a tem al
gum representante com denominador positivo. Como efeito, dado 
a =  a/ b,  se b < O ,  temos que a também é representado pelo par 
(-a)/ (-b) (verifique!) e, nesse caso, temos -b > O .  
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4.2.13 DEFINIÇÃO* 

Dados dois nUmeras racionais a e � ,  diremos que a é 
menor ou igual a � ,  e escrevemos a S: �  se, tomando representan
'tes com denominadores positivos a j b e c j d para a e � respecti
vamente, tivermos adS: bc . 

EquivaJentemente, podemos escrever nossa definição na forma 

a/bS: cjdÇ::::} adS: /.x: 

O leitor deve ter notado imediatamente que, tal como no caso 
da soma e do produto, a definição acima parece depender dos repre
sentantes a/ b e c/ d escolhidos para a e � ,  respectivamente. 

Para mostrar que nossa definição é consistente, verificaremos 
que independe dos representantes . 

4.2.14 LEMA 

Sejam a/h= a'jb' c c/d = c'/d' número" racionais, em que 

todos os denominadore$ são positivos. Então, temos que adS: bc se e 

soinentese a'd' S: b'c' . 

DnioNsTRAçAo 

Suponhamos que adS: bc. Como b'd' é um inteiro positivo, 
multiplicando ambos os membros dessa desigualdade por b' d', temos, 
pelo axiomaA.l5, que adb'd' S: bcb'd' . 

Da hipótese, temos que ab' = a'b e cd' = de' . Substituindo 
na desigualdade amerior, temos 

(' ) 

dd'ba' S: bb'dc' 

E>ta definição pode parecer um pouco artifi,ial. Porém. ria é a única <jlle 
estende '"naturdlmente" a ordem ele 7L "copiada" da ordem de Z . !\-lostrare· 
mos isso '"m cuidado na nota do final do capítulo. 
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e, como bd também é positivo, podemos cancelar (veja o exercício 
10, parte (ii) de 1.2) e temos 

a'd' S: b'c' . 

A recíproca fica a cargo do leitor, que poderá demonstrá-la in
vertendo os passos acima. • 

Tal como em 7L, usaremos o símbolo a < �  para indicar que 
a S: � ,  mas a # � .  

4.2.15 PROl'OSI('ÂO 

(i) 
(ii) 

Reflexiva: Para todo racional a ,  tem-se que a S: a . 
Anti-simétrica: Dados a ,  � E  Q , se a S: � e � S: a ,  

então a = � -

( 1 1 1 1  Transitiva: D.1dos a , � , y E  Q ,  tem-se que se a S: �  c 

� S: y, então a S:  y .  

DEMONSTRAÇAO 
A título de exemplo, provaremos a parte (iii) e deixaremos a 

demonstração das outras afirmações como exercício para o leitor. 
Sejam a ,  a/ b, � = c/ d e  y =  e/f, em que supomos que todos 

os denominadores sejam positivos. 
Se a s: �  c � s: y,  temos que ad S: bd e d S: de . Multiplican

do ambos os membros da primeira desigualdade por f e os da segun
da por b, temos 

adfS: hei e bcfS: bde 

Da Lransitiva de relação S: em 7L (axioma A.l2), temos que 

adf S: bde 

Finalmente, como podemos uncclar d (por que?) vem que 

af S: be, isto é: a S: y.  • 
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EXERCÍCIO 

2. Provar que a/1 $ b/1 (na ordem de Q )  se e somente se a$ h 
(crn z:). 

4.2.16 PROPOSIÇ<i.O 

Pam roda tt'rn.? o: ,  � ,  y de racionàÍs temos que: 

(i) Se o: $ �, encão o: + y $ � + y .  
(ii) Se a $ �  e 0 $ '( ,  t:nLio o:y s;_ �y .  

A demonstração é simples c fica a cargo do leitor. Por causa das 

propriedades (i) c (ii) acima, costuma-se diLer que a ordem definida é 

compatível com as operações de Q . 

Se quiséssemos levar adiante o paralelismo entre as proprieda

des da ordem em Z! e Q ,  deveríamos tentar demonstrar agora um 

análogo do Princípio da Boa Ordem. Essa, porém, é uma diferença 

marcante entre um e outro caso, como ilusrrarcmos a seguir. 

1.2.17 EXEMPLO 

E.xistem cm Q conjuntos de números racionais não-negativos 

que não contêm elemento mínimo. Com efeito, consideremos o con

junto A = (l/a l a E ZL ,  a >  O} . 
É claro que os elementos de A são todos racionais positivos. 

Mostraremos que A não tem mínimo. 

Suponhamos que tivc�sc. Esse elemento, por pertencer a A ,  

seria da forma 1/m para algum m > O  e m  ?L. Mas 

l l 
--1 < - (já que l · m < (m +l) · l) ,  m+ m 

l 
o que contradi.!: a minimalidadc de 111 . 

Há ainda outra diferença importante entre as ordens. Na pro
posição 1.2.7, provamos que não existem inteiros entre O e 1 ,  e o leitor 

deve ter usado um argumento análogo para provar, no exercício 6 da 
seçâo 1.2, que não existem inteiros entre a e a+ l .  A situação é 

radicalmente diferente cm Q 

Números Racio11ai.1 • ! 7  

4.2.18 PRm•o.srçAo (Dr.l'.S!DADE m: Q )  

Sf!f<tm o: c p I<lCÍOIJais tais que o: < � .  Enâo, sempre cxúlc 

11/J/ racional y tal que 0: < r < 13 . 

DEMOt\'STRAÇAO 

Sejam o: =  a/ b e 13 = c/ d, cm que b e d são positivos. 

. l a+� 
Mostraremos que o raciOna y = --

2 

esl.á nas condições da tc�e (intuitiva

mente, se representamos a c 13 numa 

reta numénca, o racionaJ y 
corresponde ao ponto médio do seg-

mento) . Com efeito, temos que 

ad+ lx: 
2bd 

Com a < � ,  temos que ad< bc, logo, 2ad < ad + bc. Portan

to, 2adb < (ad+bc) b e conseqüentemente 

a/b <  ad+ bc , isto é, o: < y . 
2bd 

De forma anâloga, segue que Y < � .  I 

A última propriedade que merecerá nossa atenção é a 

arquimediana. Mostramos na proposição 1.2.8 que a ordem nos intei

ros tem essa propriedade e, para isso, utilizamos o axioma de Boa Or

dem. Embora não disponhamos de um anâlogo desse axioma em Q, 

será possível dar uma demon�tração reduzindo ao caso de � · 

4.2.19 PROI'OS!Ç/10 (Pltol'lUED.-\IlF.ARQUIME!li.·'U'A) 

Sejam a e � mcionaÜi posiril"os. Ent:.Io, cxisre um inteiro po
sitivo n tal que n o:  2: 13 .  
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DnmNSTRAÇÀO 

Sejam a =o a/ b e � = c/ d .  Como a e � são posiLivus, pode
mos assumir que os inteiros a ,  b, c são todos positivos. 

Como vale a propriedade arquimediana cm 7Z, sabemos que 
existe um n tal que n (a.d) � hc (veja a proposição 1.2.8). 

Isso significa precisamente que 

na c a c  - ;::: - ou n · - ;::: 
b d b d • 

EXERCÍCIOS 

3. 

4. 

(i) Mostrar que todo número racional não-nulo pode ser 
representado sob a forma a/ b ,  cm que a ,  b E &;, h"F- O 

c mdc(a, b) = I .  Diz-se, nesse caso, que o racional ab 

está na forma irredtltkcl 
(ii) Mostrar que dois racionais escritos na forma irredutível 

a/ b e c/ d são iguais se c somente se a =c e b =d ou 
a = ± c e  b = ± d . 

Seja a um número racional. Provar que existe um único intei
ro n tal que n :S  a <  11 +  l . 

.=i. f Mostrar com um exemplo que nem todo co�junto não-vazio de 
números racionaís limitado superiormente tem máximo. 

6, Dados os racionais o: c p ,  com � 1'- O, definimos o símbolo: 

a jl " a�-' . 

Provar que, se 

a 

a b 
c 
d 

a = !... c 
b 

bc 

então 

Números Raciomlis • 173 

7. Definição: Seja a um inteiro não-nulo. Para tudo 11 inteiro 
negativo, definimos 

a" = 

Provar que continuam válidas as propriedades de potência enun 
dadas no exercício da seção I .3. 

Vamos indicar rapidamente como se pode justificar a definição 
de ordem em Q, que demos em 4.2.13. 

Uma forma simples será ver como devemos definir os radunais 
positivos; depois, poderemos dar a definição geral da seguinte forma: 
dados a e �  em Q, diremos que a :S � se c somente se � - o:  é maior 
ou igual a zero. 

Nossa imenção é introduzir a ordem cm todo Q de forma que 
estenda a ordem que os inteiros induzem em E :  em outras palavras, 
para racionais da forma 

a a - diremos que - ;:o  O se c somente se 
I I 

a ;::: O .  

Agora, queremos ver qual deve ser a definição geral. Prelt'ndcmos tam· 
hém que a ordem seja compatível com as operações, isto é, qw.: verifi
que as rf'gras de proposição 4.2.16. 

Dado a Ot = - com denominador positivo, devemos ter !!_� o . 
I b 

Se também fOr a �  Q ,  devemos ter 

b a · - ;:- 0. 
I . isto é, a 

b 

!!_� O ;  logo, devc �er a ;::: O .  
I 

ou seja. 

Assim, a definição razoável seria que um racional 
a Cf. = -
b 
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com denominador positivo é maior ou igual a zero st" e somente se o 
numerador a o é. 

Finalmente, dados 

" 
a =  - c  

b 

com denominadores positivos, diremos que a :5  � se- 0 :5  �- a ,  isto é, 

c " o < 
d b 

donde 

o s  bc- ad ---
bd 

Como o denomina.Uor é positivo, a última desigualdade vale se 
e somente se O :5 bc- ad ou, e-quivalente, se ad$. eh . Chegamos 
assim à nossa definição original: a :5: 13  se e wmente se ad:5 bc. 

EXERCÍCIOS SUPLEMENTARES 

8. Seja a um número inteiro que não é um quaUrado perfeito. 
Mostrar que a equação X2 - a =  O não tem wlução em Q .  

9. Para que valores de n E LZ a representação do racional 
nt+2n+3 é irredutível? 

10. 

1 ! .  

n�+3n+5 

Determinar todos os inteiros n tais que 
quadrado de um racional. 

Sejam os r..tcionais 
ad= I .  

a '1 e c verificando b ' b' d 

I) +  17  
n - 4  

seja o 

ba" - ab' = bc 

(a} Demonstrar que a expressão de cada um deles é irredutível. 

(h) Supondo gue os dcnominaUores tenham o mesmo sinal, 
determinar qual dos racionais dados é o menor. 

12. 

(c) 
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Nas mesmas hipóteses de (h), que condições devt'm ve-
rificar c e d para que <I < c < :1 ? 

h d h '  

Dadas as fraçf)es irredutíve-is !!.... e c 
b d 

sejam: 

o: =  6a 13b c � = 17c- 13d Sabe-se que 

(a) 

(b) 

5a 1 7b 5c6b 

Provar que O' = .::.... 
d 

Se d' = mdc (ôa-1 3b, 
5c- 6d), expressar c 
a c h cm função de 

5a-1 7b) e d"= mdc (l 7c- 13d. 
e d e-m func.5o 'le o b d' � a, e , e 

t� d e  d".  
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APÊNDICE 

NÚMERO NATURAL 

5.1 A AXIOMÁTICA DE G. PEANO 

Deus fez os números naturais. 

O reslo é obra dos homens. 

Leopold Kroneckcr 

No decorrer destas notas, mostramos como os inteiros módulo 

m c os números racionais podem ser construídos a partir dos intei

ros. Da mesma forma, pode-se dar uma consll ução dos números reais 

a partir dos racionais e dos números complexos a partir dos reais. 
Mas, e os números inteiros? Mostraremos neste apêndice que eles 

próprios podem ser construídos a partir do conjunto, mais simples, dos 
números naturais (islo é, os números do conjunto {0, 1, 2, 3, ... )) . 

Finalmeme, os números naturais podem ser apresentados como 

um conjunto, cuja existência admitimos, cm que vale um reduzido 
número de axiomas. Isso justifica a citação de Kronecker acima. 

O método de Giuseppe Peano que apresentamos aqui se baseia 

no fato de que os números nalurais podf'm ser ordenados numa se

qüência, na qual cada demento tem um "sucessor" bem definido. Por 
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causa disso, dil.-se uma teoria ordil1al. V ma outra fundamentação pos
sível seria construir uma tr"Oria cardinal, isto é, formaliz.ar a idéia intui

tiva - que foi também a primeira a ser concebida - de que o número 

expressa quantidadt>. Esse caminho, porém, nos levaria a inrroduzir 

'conceitos da Teoria dos Conjuntos, estendendo em demais estas notas. 

l\"a sua fundamentação, formulada em 1879 na linguagem da 

época, Peano admite u·ês conccilos primitivos: número nawral, zero 
e .�!Jcessor, relacionados entre si por cinco axiomas. Indicaremos por 

cr(n) o "sucessor" do número n e, corno é usual, utilizaremos o sím

bolo O para indicar o zero. 

Com e&�as notações, os axiomas são os seguintes: 

( 1 )  O é um número natural. 

(2) Todo número natural n tem um "sucessor" O'( n) 

(3) O não é "sucr-ssor" dt> nenhum número. 

(4) Sr- a(n) = of m). enl:Lo JJ = m 

(5) Princípio da Indução Completa: Se:ja S um conjunto de 

números naturais tal que: 

(a) O E S 

(b) Se n e S, então cr(n) E S. 

Então, S é o Lonjunto de todos os números naturais. 

Denomremos por ::\' o conjunto dos números naturais. 

Hoje em dia estamos acostumados a expressar as idéias matemá

ticas em termos de conjuntos e funções: vamos �traduzir", encio, as 

idéias de Peano nessa linguagem. 

Notamos inicialmente que o conceito primitivo de sucessor nada 

mais ê do que uma função, que a cada número associa outro; o axioma 

2 apenas afirma que essa função está definida em todo �\;· . 

Admitiremos, então, que existe um conjunto ::.;; c uma função 

cr: �- -1- :X verificando: 

PI 
P.2 
P.3 

Existe um demento O e r\ tal que O rt lm(cr) . 

A função cr ê injetora. 
Seja A um subconjunto de 2\ tal que: 

(i) O E  A .  

(ii) Se ll E  A .  enliio O"(n) E A .  

Então, A = ·� .  
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Indicaremos por �+o conjunto de todos os naturais difcrt>mes 

de zero. Note que a(O) E .�+e,  conforme o a..xioma P.2, temos que 

O *- cr(O) ; isso mostra que �- é não-vazio. 

Ainda, podemos prO\�ar que todo natural diferente de zero é 
sucessor de algum númt>ro. Mais formalmente: 

5.1.1 PROPOSIÇAO 

Im(cr) = �+ 

DEMOI\STRAÇÃO 

Basta considerar o conjunto A =  (0) u lm (cr). Obviamente, 
O E  A e, se n E  A ,  então cr(n) E A (pois cr(n) E lm(cr)) . 

Logo, pelo axioma P.3, A = !:\ .  A�sim, dado um natural 11 E �\', 
como n e  A e n 'F- 0 ,  devemos ter n E  lm(cr). • 

5.1.2 DEFINIÇÃO 

Dado um natural n :;é O ,  o número natural m tal que o-(m) = n 

chama-se o antecessor de 11, e 11 chama-se o s11cessorde m .  

A vantagem da apresentação que estamos desenvolvendo ê que 

nela admitimos muito pouco. Mostraremos a seguir que se podem de
finir as operações de soma e produ lo e demonstrar que elas têm as 

propriedades que admitimos no primeiro capítulo. Em contrapartida, o 

leitor nmará que o maior inconveniente é a quantidade de trabalho ne

cessária para obter resultados que nos parecem intuitivamente óbvios. 

Começaremos por definir a soma. Queremos dar um significa

do ao símbolo m+n , para todo parde números m , n E  �- Para isso, 
procederemos cm duas etapas. Primeiro consideraremos um m fixo e 
indicaremos o que entendemos por m-n para qualquer n E :'\.'. De
pois, verificaremos que a soma está bem definida, para todo par de 
números naturais. 

5.1 3 DEHNJÇ:\0 

Seja m E  ;\ um número nalural dado. Então 

O) 
(ii) 

m + O = m .  
m + cr(n) = cr (m + n) . 
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Note que sabemos somar m com O e que a segunda condição 

nos permite somar m com o sucessor de O, com o sucessor do sucessor 

de O etc. Temos, então: 

5.1.4 PROPOSIÇ..i,.Q 

Seja m E  N um número natural dado. Então, a soma m+n 

está definida para todo número natural n E N . 

Dnmr->sTAAç,\o 

Seja A o n�t"Uunto de naturais n p<Lra os quais a wma m+n 

t>'it.Í. definida. 
Conforme a condição (i) dadcfmição antc1ior, ternos que O E A ,  

e da condição (ii) temos que, se m+n está definido, então m + cr(n) 

também está definido ou, em símbolos, se n E A, então o:(n) E A .  

Do axioma de indução Lemos que A =  � e segue a tese. • 

l\'otamos agora que, para cada m E  l'\ , sabemos que a soma 

nJ+ 11 está defmida para todo natural 11 E S ,  o que quer dizer que 

m+n está definida para lOdo par de números naturais m, 11 .  

Como o leitor deve esGlr começando a suspeitar, elaborar toda a 

teoria a partir dos axiomas de Peano não passa agora de um longo 

exercício de induçáo. 

Mostnuemos, a título de ilustração, como podem ser demons

tradas algumas das propriedad<"s, e deixaremos as restantes ao leitor 

interessado que, temos certeza, não encontrará maiores dificuldades. 

5.1.5 PROI'OSIÇÀO 

Para toda terna m, n, p de números naturais, vale 

m + (11 + p) = (m t n) t p 

DEMONSTR.ACAO 
Seja So conjunto dos números naturais p tais que m + (n+ p) = 

( m  +n )+p, para todo par de naturai� m, n .  Para demonsu-ar a 

proposição, bastará provar que S = :"'\ .  
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Temos que 

m T (n + O) =  m + n = (m + n)+ O .  

Logo, O E S. 

Ainda, wponhamos que p E S, isto é, que 

m +  (n + p) = ( m - n) + p .  

Vamos provar que também cr(p) E S. Com efeito, 

m +  (ti + a ( p ) )  = m - a  (n+ p) = a  (m+ ( ll +p)) = 
=a ( ( m t n )  + jJ) ""'  ( m + n) +O: ( p )  . 

Temos usado aqui, repetidamente, a condição (ii) da definição 

5.1.& • 

5.1.6 PROPOSlç.\o 

Para todo número nawral m, tf'm-se que 

m + O = m = O + m  

DEMOt\"STRAÇÀO 
A primeira igualdade segue da própria definição. 

Para provar a segunda, consideramos o conjunto de naturais 

A "'  { m E  S I  Otm =m} 

Obviamente, O E A .  

Ainda, se O+m = m ,  ternos que O +  O:(m) = a(O + m) = a(m) , 

logo, verifica-s<' também a partir de (ii) do axioma P.3, e temm que 

A = � .  • 
Ainda precisaríamos demonstrar que O é o único elemento neu-

tro, pois, a priori, nada impede que algum outro natural uverifiquc 

u + m =  m +  u = nJ, para todo m .  

5.1. 7 PROPOSIÇÃO 

O neutro aditivo é único. 
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DJ::MONSTRo\ÇAO 

Seja l1 um elemento neutro, e consideremos a soma O+u _ 

Como u é neutro, por hipótese, lemos O +  u = O  . 

Ainda, como provamos que o O é neutro, temos também D+u = u .  

Logo, O = u .  

Para e-...ir.ar algumas dificuldades na demonsu-ação da proprie

dade commativa, introduziremos primeiro o elemento 1. 

5. 1.8 Dmt>H.:Ao 

Indicaremos por 1 o número natural que é o sucessor de O, isto 

é, 1 = cr(O) . 

5.1.9 PRol'OSIÇÃO 

Para todo natural m ,  tem-se que cr(m) """ l+m . 

DEMUNSTRACÃO 

Seja A =  I m E  ':'-\ I cr(m) = 1 + m I  

Obviamente, O E A ,  pois cr(O) = 1 -,--- O =  1 

Seja, então, m E  A .  Mostraremos que cr(m) e A 

Com efeito, como cr(m) = l + m, temos que 

cr(cr(m)) = cr(1 � m) "' 1 + a(m) , isto ê, cr(m) E A 

Do axioma P.3 temos que A = !"\ . 

5.l.HJ PROPOSIÇÃO 

Para rodo par m, n de númein$ naturais, rciJJ-.5c que 

JJJ + JJ =o J1 t lll . 

• 
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DnmNSTRAçAo 

:\lais uma vez, usaremos uma técnica semelhante àquela das 

proposições anteriores. Consideremos o conjunto 

A =  { m E  ;-.:; I m + n = 11 +m, \:ln E !'\ ) . 

Da proposição 5.1.6 temos que O E A 

Seja então m E  A .  Provaremos que também cr(m) E A .  Com 

efeito, temos 

n + cr(m) = a(n + m) = cr(m + n) = l + m + n = cr(m)+n 

Assim, do axioma P.3 segue, mais uma vc1., que A = !'\ ,  • 

A definição de produto será feita de forma análoga à soma. 

5.1.11 DEFINIÇAO 

Seja m E  � um natural dado. Então 

m - 0 "' 0  

m · a(n) "' lll · n + m .  

Deixaremos a cargo do leitor provar quf' o produto m · 11 está 

de fato definido para todu par de números naturais e demonstrar as 

propriedades do produto (vPja os exercícios 1 ,  2 e 3). 
Indicaremos a seguir como se pode definir a relaçào :::;; cm � .  

5.1.12 DtnNIÇÃO 

Sejam m e n númf'ros naturais. Diremos que m ê menor ou 

�i[ual a n Sf' existir um ouu-o nUmero natural r tal que m + 1·"' n .  

Em símbolos, 

m ::;; n se existe r E  � tal que m + r= n . 

No\'amente, deixamos a cargo do leitor vetificar as propriedades da 

relação :S (veja os cxen:ícios 4, 5 e 6). 
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EXERCÍCIOS 

1 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

8. 

Provar que o produto m · n está definido para todo par m, n 

de números naturais. 

Provar que 

(i) 

(ül 
l ·m ""' m. para todo m E �\.' .  

O neutro multiplicativo é único. 

Provar que o produto de números naturais definido em 5. 1 . 1 1  

satisfaz a s  propriedades associativa, comutativa e disnibutiva. 

Provar que, para toda terllil. a, b, c de números naturais, se 
a +c= b +c, então a =  h (propriedade cancelativa da soma). 

Sejam a e b números naturais. Provar que uma das seguintes 

condições está verificada: 

(i) a =  b .  

(ii) Existe X E  -�. x# O, tal que a +  x= b 
(iii) Existe l"E ;"-:, _v:;:;: O, tal que a =  b + r  

Verificar que a relação ::;; definida ern ':\ satisfaz os axiomas 
A.l3, A.14,A.l5, introduzidos na seção 1.2. 

Verificar que a rdação ::;; , introduzida em 5.1.12 para o con
junto N, satisfaz as propriedades reflexiva, ami-simétrica c tran
sitiva, introduzidas na seção 1.2. 

Démonstrar que �. com a relação ::;; , verifica o Princípio de 
Boa Ordem. 
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5.2 A CONSTRUÇÃO DOS NÚMEROS INTEIROS 

Para construir o conjunto 2Z dos números inteiros a partir do 
conjunto � dos números naturais, vamos seguir uma estratégia seme
lhante à utilizada na construção de Q, apoiando-nos mais uma ve:t na 

noção de equivalência. 
Comideramos inicialmente o co•"Uunto 

r:\ x !'\' = I  (a, h) I a, b E X )  

de todos os pares ordenados de números naturais. !'\esse conjunto in
troduzimos uma relação, que notaremos por =o, do seguin te modo: 

5.2.] DEFIMÇÀO 

Dados dois elementos (a,b) e (c, d )  do conjunto -� x � ,  

diremos que (a, h) = (c,d) se e somente se a +  d-== b +  c ,  

Por exemplo, noL<�mos que (4, 6) = (7, 9) , pois 4 + 9 = 6 + 7 e, 
da mesma fOrma, (0, l) = (5, 6), já que 0 + 6 = 5 +  I .  

A seguinte proposição, de demonstração muito simples, fica 

como exercício para o leitor. 

5.2.2 PROI'OSIÇÃO 

A rdaç.io definida acima é uma relaç.io de equimlênda. 

Vamos considerar agora o conjunto quociente; isto é, o conjun
to de todas as classes de equivalênda definidas por essa relação. Deno

taremos a classe do par (a, b) pelo símbolo(a,b) ; assim, temos que 

(a, b) = I (x. J; E :\' x � I (x, y) = (:1 , b) l . 

5.2.3 Dt:HN!Ç4.ü 

Denotaremos por 2Zo conjunto:\' X :-.:: 1 = e chamaremosnú
meiosintckosos elementos desse conjunto. 

O próximo passo será introduzir opcraçôes em 2Z. 
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5.2.4 DFTINIÇÁO 

Sejam a = (a> b) 

s
.
oma de a e 13 por 

e 13 "'  (a, b) elementos de ZL .  Definimos a ' 

a � p  = (a + c, b+ d) .  

A primeira providência será mostrar que essa soma eslá bem 
ddinida; isto é, que ela independe dos rcprcscntanlcs escolhidos. 

5.2.5 Lr:\1,<�. 

Sejam (a,b)= {a 'h') e ((�d) = (c 'd') ntímcros inteiros. Então, 

(a+ c, h +  d) = (n '+ c ', h'+ d') . 

DEMONSTRAÇÃO 

Da hipótese, temos que 

a -h ' = a '+ b  
r+d'= c'+ d .  

Logo, 

(<1-c) + (b'+ d ') = (a'+ c " ) + (h+  d), 

donde (u+ c, h +  d) ""' (a+ c') + (h'+ d') • 
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5.2.6 PROPOSIÇÃO 

A soma em 7Z tem as seguintes propriedades: 

( i) 

(ii) 

Associativa: Para toda tt·rna 0:, 13, YE 7Z, tem-se que 
(cHf3) + y = a  + (f3+y). 

ExútL�ncia de l\leutro: Existe um único elemento, que 
denotarcmo� por O E ZL ,  tal que O:+Ü = O+a = a, 

\ia E 2Z. 

(iii) Existência de Oposto: Para cada inteiro a existe um úni
co elemento, que chamaremos seu oposto e denotaremos 
por- a tal que 

a + (-a) = (-a) + a = O .  

(iv) Comuta rim: Para lodo par a:, 13 E 7Z tem-se que 

A demonstração é muito simples e, mais uma vez, é deixada 
como f'Xcrcící.o para o leitor. Ela decorre simplesmente de aplicar a 
definição e se apoiar na propriedade análoga já demonstrada para ::>: . .  

Gostaríamos de observar que o elemento nemro da soma é (O,O), 
que também pode ser representado como (a, al para qualquer a E ZZ. 
Notc ainda que, se a = (a, h)., então -{X = (b,a). 

3.2.7 DHlKH,:ÃO 

Sejam a =(a, b) c f3 ==(l� d)númcros inteiros. Definimos o pro
duto de a por � por 

o:� = (ac+ bd, ad+ bel 
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5.2.8 LutA 

Stjam (a,b) "' ( a  'h') e (c�d) "' (c �d') números inteiros. Então, 

(ac+ hd, ad+ bc) = (n 'c'+ b 'd: a 'd'+ b'c') , 

DE:\!Ot\'STR'\[.:ÃO 

Vamos fazer a demonstração cm duas etapas. Afirmamos pri

meiro que 

(ac+ hd, ad+ bc) = (a 'c' + b 'd', a 'd'+ b 'c ' ) .  

Para provar essa afirmação, notamos que, da hipótese, temos 

Multiplicando essa equação por c, obtemos 

ac+ b' c =: a ' c +  bc 

e, multiplicando-a por d e trocando a posição dos membros, obte

mos 

bd + a ' d oo ad+ b " d .  

Somando as duas equações obtidas, rewlta 

ac+ lxf+ a ' d + b ' c = ad+ bc+ a ' c + b ' d, 

donde 

(ac+ b 'd', :1 'd' �  b 'c) = ( a 'c +  b 'd, a 'd +  b 'c), 

o que prova nossa primeira afirmação. 
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Afirmamos agora que 

( a 'c +  b 'd, a 'd+ b 'c) "' ( a 'c ' - b 'd', a 'd'+ b 'c ' ) . 

Novamente, da hipótese, vem que 

c + d' = c'+ d .  

Multiplicando essa equação por b', obtemos 

b ' c +  b ' d  = b' c +  b ' d  

c, multiplicando-a por a '  e trocando a posição dos membros, obte

mo' 

a ' c '+ a ' d  = a ' c +  a ' d' . 

Somando essas equações, resulta 

a ' c '+ b ' d'+ a ' d +  b ' c "' b ' c ' +  a ' d'+ b ' d + a ' c ,  

donde 

( a 'c '+ b 'd ', a 'd' + b 'c ' )  = (a'c+ b 'd, a 'd +  b 'c), 

o que prova nossa segunda afirmação. 
De ambas as afirmações segue, por transitividade, o resultado 

que queríamos demonstrar. • 

5.2.9 PRO!'OSJÇÃO 

A malliplicaçào cm ;z tem as seguintes propriedades: 

(i) Associativa: Para toda terna u, �. YE Z! tem-se qnc 

(a�) r � a (�ri . 
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(ii) Existência de Ncurro: Existe um único elemento, que de
notaremos por l e ZZ, tal que la = al = a ,  \;/a e 2Z .  

(iii) CancelatÚ<i: Para toda terna a, J3, ye ?L, com a..:-0, se 
ay=ay, então � = '{ .  

(iv) Comutativa: Para todo par a, � e  ZZ, tem-se que 

(v) Disuibuliva: Para todo terna a, J3, ye ZZ .  tem-se que 

a (J3+y) = aJ3 + uy. 

Também nesse caso deixaremos a demonstração como exercí

óo para o leitor. Gostaríamos de observar que 1 == (1,0) -(a 1 ,  a), 
'\J UE ZZ . 

Agora, vamos introduzir uma relação de ordem em 2Z . 

�.2.10 DEFI:-IIÇÃ.O 

Dados os números inteiros a "'  (a,b) e J3 = (C,à) ,  diremos que 

a é menor ou i,_f[llill a �. e escrevemos a :5 � se a +  d :'> h +  c .  

Agora, resultará muito fácil para o leitor provar a próxima pro
posição, que mostra que :> é  uma relação de ordem compatível com a 
operação de ZZ .  

5.2.11 PROI'OSJÇ-\0 

(i) Reflexi<·"' Pm todo a e E. tem-re que a �  a .  

(ii) Simétrica: Dados a, � E  ZZ ,  se a :<õ: � e � :<õ: a, então 
a = �. 

(iii) Transitiva: Dados a, J3, "(E .tZ, se a :5 � e J3 :'> a, enlào 

0: = �. 
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(i v) Trícotomú Dados o:, I} E ZZ ,  rem-se que ou a <  J3 ou 
0'. = I} ou � < a  (aqui a <  J3 signifka que a :5 J3 ,  com 
a > �) .  

(v) Dados a, J3, ye ZZ, se a :5 J3 então a+y = J3+y. 

(vi) Dados a, J3, ye ZZ, se a :5 J3 e O :5 y, então ay :5 l3y. 

Um inteiro a =(a,b) diz-se positívo se a >  O e diz-se negativo se 
a <  O • Nole que a é posirivo se e somente se il > h e negativo se e 
somente se b > a .  Note ainda que os inteiros positivos podem ser 
representados na forma a =  (m, O), em que rn = a-b, c os negativos, 

na forma a =  (O,m) , em que m =  b-a . 
Também é interessante observar que o conjunto de inleiros 

não-negativos é urna �cópia" de !.\', no sentido que explicitaremos a 
segmr. 

Seja zz• = {(a, O) I a e :'\:"} o conjunto dos inteiros não-negali
vos. Consideramos a função <P : ;-;: --+  .;z+ definida por 

Verifica-se facilmente que '!l é bijetora e que ela ''copia" tam
bém as operações e a ordem; mais precisamente, para todo par a, 

be I'\, tem-se que 

(i) � (a + h) = � (a) + � (b) . 
(ii) � (ab) = <1> (a) � (b) . 

{iii) Se a :5 b ,  então $ {a) :5 $  (b) . 

Note que isso significa, em panicula1� que vale o axioma P.4 para os 
inteiros não-negativos. 

Para mostrar que o conjunto 7L aqui definido satisfaz Lodos os 

axiomas que foram admitidos no Capítulo 1 ,  falta apenas provar que 
vale o Princípio da Boa Ordem. 
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5.2.12 PRoPOSiç_>\o (PRINciPIO DA BoA ÜRJJD,t) 

Stja A c 7Z um conjunto não-va.zio de inteiros não-negativos. 
Entào, A contém um l'lemt>nto mínimo (úto é, existe um elemento 

·a�E A lal que a0 � a . V a E A).  

DEMONSTRAÇÃO 
Veja a resolução do exercício 8 de 5.1.  

EXERcícros REsoLVIDOS 

1 

NÚMEROS INTEIROS 

1 .2 UMA FUNDAMENTAÇÃO AXIOMÃT!CA 

Exercício 7. Sejam a ,  a' E ZZ tais que .1a '  == 1 .  Tomando módulos, 

ternos que I a I I ,1' I = I . Como a #  O ,  deve ser I a I > O  e, pela propo

sição 1.2.7, I a I :2: 1 . Analogamenle, I a '  I ;?: 1 . Multiplic:mdo essa últi

ma igualdade por I a I , vem I a I I a '  I 2:: I a I >  O . Como I a I I a '  I == I , 

temos O <  I a I � 1 . Logo, I a I =  1 ,  donde a = l ou a = - 1  . 

Exercício 10 (iv)- Se a e b são de sinais contrários, temos, pela 
regra dos sinais, que ab $. O .  Como a.2 :2: O ,  b2 :2: O c -ab :2: O ,  temos 

a 2 - ab + b2 C': O • 

Suponhamos que ,1 e h sejam de mesmo sinal. Nesse caso, ab 2:: O .  
Temos 

( a - b )� = a� - 2ab + b2 ;?: O , ab 2 O . 

.Somando, vem ab� - ab + b2 :::=: O .  

Exercício 10 {viii). Multiplicando O ::>  .1 5 b por c >  O , temos que 

;?c $.  bc pelo axioma A.15. Se ac = Jx ,  com c ":#  O, pela propriedade 

cancelativa devemos ter ,1 = b ,  contra a hipótese. Logo, deve ser 
ac < bc. Analogamentc, bc < hd. Assim, pela propriedade rransitiva e 

o exercício 4, devemos tPr que ac< lxl. 
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1.3 O PRII\CÍP!O DE INDüÇÃO COMPLETA 

Exercício 8 (i). Vamos pro<-edcr por indução em n. 

Seja m > O  , fixo. Temos 

a111 · </ = a"' · a = am+! , 

por definição de a"' +1 •  

Suponhamos a igualdadt: verdadeira para n = k ,  isto é, 

1\fuhiplicando ambo& os lados por a ,  lemos 

a m• a *· d =  a "'+A. a = a lm -A)+ ! , 

por definição de a (m +� )+ 1 •  Assim, 

por definição de ai. +! . Logo, a"'· a" = a m  +!1 , para todos 111, n 2': O . 

Exercício 1 1  (i). Vamos supor, por absurdo, que a <  b (se b < a ,  a 
demonstração é análoga). 

Demonstraremos que a <  b implica que an < b" , para todo n 

ímpar, o que contraria a hipótese. É claro que a afirmação é verdadei-

1 S h - � f +l b�J:· +l J. o ra para n = . upon amos cntao que ;r < � , para certo A 2': . 
Observamos primeiro que, se a >  O , então a " >  O ,  para todo n .  

Se <l < O e n é ímpar, então a " <  O (prove isso por indução) . Agora, 
t:onsideramos três casos: O ::::; a :::;; b ,  a < b :5 O e ,1 ::::; O < b .  

Se O ::::; a <  b ,  pelo exercício lO (vii) de 1.2 , ve-m que O ::::; a2 < b2. 
Da hipótese de indução e da observação acima, temos também que 
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Logo, 

de novo pelo exercício IO(viil de 1 .� . 

Se a :5 O <  b ,  obtemos da observação acima que 

a2 (k +I J +l :5 0 < b'!(.k + l )+ l . 

Se a <  b $  O ,  Lemos que OS - h <  -a. 

Ponanto, O :5 (-b) � < {-a)2 ou. ainda, OS b� < a� . Da observação c 

da hipótese de indução, vem nesse caso que 

Logo, 

Muhiplicando ordenadamente essas desigualdades, temos 

como queríamos demonstrar. 

1.4 O TEOREM1'> DO BINÓMIO 

Exercido 4 (a). Vamos proceder por induçào em n. 

Se 11 = 2 , temos: [ � J I "' 
[ � ] . Suponhamos, então, que 

[ 2 ] [ 3 ]  [k] [k'rj 
2 + 2 + ... + 2 

= 
3 , .k ;?: 2 
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[k+1] Somando 2 a amhos os mt'mbros, Lemos 

Pda Fórmula de Stieffel, temos 

I 2 1 1 3 1 1k-11 1k+21 2 + 2 + ... + 2 - 3 ' 
que é a fórmula dest>jada para n = k + l . 

Exercício 4 (b). Temos 

[ 1 2 ]  
1 3 ] I " ] ] 'n+1] n(n+1) = 2 + l 2 + ... + 2 + (l-2+ . .. +n) = 2 l 3 ..,. � 

= � (n+l )n(n-1) + n(n+l) 2 (n + 1 )  n (n-1)+ 3(n + 1) 
3·2 3·2 2 

n (n+ I )  (2n-2+3) 6 

Exercício 7. Temos 

n ( n + 1 ) (2n+ l )  
6 

l4 [14] 
H [14] . . 

(4x-5y)4 "'  I. i (4x) 14-i (-5y)i = I.  i 414-' 5' ...- 14-1 (-y) ' .  i=O t=O 

Assim, os coeficientes numéricos são 

[14] " [ 5 ]' . j 4 ,  4 , J = 0, 1 ,  . . . , l4 
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Basta, portanto, determinar para que valor de i o termo 

Ai = [ 11) [ �r é máximo . 

Pelo exercício 1 , o maior coeficiente hinomial é (174] , seguido 

Por outro lado, da desigualdade 514i-l > 51-1 41 (verifique!) ,  temos 

[
5

] '  1

5

] '

-

1 . 
4 > 4 , 1 � 1 . 

Pm tamo, 

temos 

11641 < 11741 o I �4 ]'' > 
I �4 J' ' implicam A{, < A7 . 

Agora, vamos comparar AH , /l'l , . . . , A 14 com A , . Para i� 8 

A -A- � 114'1 i !>_ ] '- [14] [� ·� ; � [ 14 .] [ � ] '- C14] [ � 1'� I I l J , l 4 7 4 14-J 4 l 7  4 ,  
14·13 ... (1+ 1 )  1 � 1 ._ ( 1 4-i)! 4 

14-l3 ... (i+l) [I � , i-� 
( 1 4 -i) ! 4 ,  

14·13...8 
., ' · 

( i) ( i- l . . . R )l 
7·6 . .. ( 14-i+l) . 

Como os dois primeiros termos do produto �ào positivos, vamos verifi
car para que valores de i o último termo é positiYo. Para i '""' 8 , temos 

5 8 4 7 
33-32 28 > O :  logo, A � > A7 . 



Com parf'mos, então, A i com A 1\ , i?. 9 : 

l4·13 ... (i+l) 
(14-i)! 

[[ 5 ] i-:! i(i-1) ... 8 ] -[� ]' 1 4 · 13  . . .  9 � = 4 7•6 ... (14 -Hl) 4 6! 28 

=[� ]' 14-13 ... (i+1) r1[5 ] i�, i(i-1) . . .  s _ i(i-1) . . .  9-7 . �t 
4 (14-J) ! � 4  7·6 ... (14-i+l) 7·6·5 ... (14-i+l) 28j 

=[�] ' 14-13 ... (i-1 )  [[5 ] i-: i(i-1) ... 9(-8-7-3/28 ] = 
4 ( 1 4 -,) 1 4 7-6 ... ( 1 4-i-1) 

=[�] ' 14-13. .. (i•1) �[ó] i-: i(i-1 ) ... 9(-35/41
. 4 ( 14-i) ! l1 4 7·6 ... ( 14-Hl) 

Basta, então, analisar o último fator. Para i =  9, tf'm-se 

[�] 2 2 . -35 - 25-2-3·5 o 
4 + 6 4 - 15 < . 

Logo, A9- A8 < O  c A9 < A8 . Para i =10 , tem-se 

Procedendo-se dessa maneira para í = 1 1 , 12, 13, 14, obtém-se 

que o coeficiente num(�rico de maior valor absoluto é A 8 .  

2 

DMSIBILIDADE 

2.1 ALGORITMO DA DMSAO 

Exercício 3 (ii). Seja a inteiro. Podemos escrever a =  3q + r, mm 
O S  r <  3 .  Elevando ao quadrado, vem que a ?. =  9q:! + 6ql' + 1'�. 

Se r =  O, temos que a 2  = 9q2 é da forma 3k. Se r =  I , então 
a2 = 9q2 + 6q+ 1 é da forma 3k+ I .  Se r= 2 ,  então,/t = 9q2 + I2q + 4 = 
= 9q2 + l2q+ 3 + I é também da forma 31. + I  

Exercício 4 (i). Sejam a ,  a +  1 , a +  2 três inteiros consecutivos. Divi
dindo a por 3, temos que a =  3q + r ,  com O S  r <  3 .  Se r =  O ,  então 
3 1 a . Se r  = l , então 3 1  ( a+ 2 )  , e se r =  2 , então 3 1 ( a- l )  . Em todos 
os casos, o produto é múltiplo de 3. 

Exercício 4 (ii), Sejam a, a +  1 , ... , a +  ( n - l ) I.l inLeiros consecu
tivos, Dividindo a por n , temos a = nq + r, com O S  r <  n .  Então. n 
divide o fà.tor a +  ( n - r) = nq + 1 + 11 - r ; conseqüentemente, divide 
também o produto dos n fatores. 
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Exercício 5. Procedemo:> primeiro à prova direta. Dividindo n por 6 ,  

temo:> 

n = 6q + r ,  com O S:  r <  6 • 

Logo, Jl ( JJ + 1 )  ( 2 n + l )  =' ( 6q + r) ( 6q + r+ l )  ( 2 { 6q + r ) + l) . 
Desenvolvendo o segundo rnemhro, a única parcela na qual não com

parece 6q é o produto r ( r +  1 )  ( 2r+ 1 ) , que denotaremos por R .  

Se r =  O ,  é claro que 6 I 6q ( 6q + 1 ) ( 2 ( 6q ) + 1 ) . Se r "'  l , 

então R =  6 , logo, 6 1  ( 6q + l )  ( 6q + 2 )  { 2  ( 6q +  1 )  + l )  . Analoga

mcnte, para r =  2, 3, 4 ou 5, sempre se obtém um múltiplo de 6 .  

Passemos à prova por indução. Para n = O , o resultado é 

óbvio. Suponhamos cntã() o resultado válido para 11 = k ,  isto é, que 

6 1 k. ( k + 1 ) ( 2A + l ) . Para n = k + 1 , temo:> 

(k+l ) (k.+  l +  1 )  ( 2 (  k+ 1 ) + 1  ) =  
= k(k+1+1 ) (2 ( k.+ l ) + l )  + (k+2) ( 2k+.3) = 

= k (k+ l )  (2k+3) + k- 1 · (2k+3) + {k+2) (2.k+3) = 

= k (k+l ) (2k+l)  + k(k+ l ) ·2 + k(2k+3) + (k+2 ) (2k+g) = 
= k ( k + 1 ) (2k+ l )  + k(k+ 1 ) ·2 + (2k+3) (2.k+2) 

; k (k+l ) (2k+l)  + 2 ( k+ l ) (3k+3) . 

Como 6 1 2 ( k + 1 ) 3 ( k + l ) , a afirmação está demonstrada para 

n � O .  Se n "' - m , com m > O ,  basta proceder pm indução cm m .  

Exercício 1 2  (i). Vamos proceder por indução cm n .  Se n = 1 ,  a 

afirmação é imediata. 

Suponhamos, cntãn, que 7 I ( 2:.u - 1 )  , pamk 2: l ,  e comiderc-

mos o inteiro 2�U+1l - 1 .  

Tem-se 
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Pela hipótese de indução, vem que 7 I ( 2 3*- 1 ) .  <:orno ainda 7 1 2  :u . 7, 
segue-se que 7 divide a soma, isto é, 7 I ( 23(k- l )  - 1 ) . 

Exercício 14 (ii) . Temos 

1 ·2·3-4 = 24 = 52-1 , 
2-3-4-5 = 120 = 1 (' - l . 

illsim , é razoável tentar provar que 

Partindo do segundo membro, tem-se que 

( (11-l )  (n+2)+ 1 )� -1 = ( (n- 1 )  (n+2)+2) ((n-1) (n.,.-2) + 1-1 ) := 

= (n- l ) (n-2) (n� -11) = (n- l ) n ( n + l ) (n+2) 

ExeTCÍcio 15 (i). Da hipótese, a é da forma a = 2k + l . Portamo, a(.a�-1 )  = (2k+ 1 ) (4.k2+4k) = 4 k ( 2k + l ) (k � l ) . Do exercício 5. 
vem que 6 l k  (k+1 ) ( 21 + l ) , logo, 24 1 41: ( k-t- l ) ( 2k + 1 ) . 

ExeTcício 15  (iv). Temns 360= 23 - 32 . 5 , c 

2 2 ,, a (a - l ) (,r-4) = (a-2) (a- l ) a.a(a-rl) (<1+2 ) . 
Temos aí cinco inteiros consecutivos. Pelo exercício 4(ii), um deles é 

múltiplo de 5. Suponhamo:>, por exemplo, que a-1 seja múltiplu de 5 
(nos outros casos, a demonstração é análoga). Segue-se que 

(a-2)(a-1 )aa(a-'-1) (a+2) = 
= (5k-l) 5k (5k•I )'  ( 5k •2 ) ( 5k +3)  

Se 5k+ 2 é ímpm� pela pane (i) vem quc 24 1 ( Sk+ 1 i ( Sk+  2) 
( 5k+ 3 )  . Mostraremos agora que 3 1  ( ':)k- 1 )  k ( Sk + 1 )  . Seja, entào, 

k = .3q + r, com r =  O, I ou 2 . 
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Se r = O  , nâo hd nada a demonstrar. Se r =  1 então 

5.k + l = 5 ( 3q + 1 ) + I = 15q + 6 , donde 3 I ( 5k + 1 ) . 

Se r= 2 ,  analogamcrnf" mostra-se que 3 I ( 5k - 1 ) . 
Portanto, de 3 1  ( Sk- 1) 1 ( 5k+ I )  e �41 ( 5k+ I )  ( 5k+ 2) ( 5k+3), 

cóncluímos que 3 · 5 · 24 1 ( 5k- 1 )  5J:. ( 5k +  1 )2 ( 5k+ 2 ) ( 51 +  3 ) .  
Suponhamos agora que ( 5k - 2 ) é par. Então, k é par e 

k C '>  R +  1 )  ( 5k + 2 )  é múltiplo de 24 (verifique! ) . Observando agora 

que ( 51 - 1 ) , ( 5k ... l )  e ( 5k + 3 )  são inleiros da forma x,  x + 2  c 

x + 4 ,  wm pelo exercício lO que um deles é múltiplo de 3 . De 

24 I k ( 5k -t- I )  ( 5k + 2 ) e 3 I ( 5.k- l )  ( 5k + 1 ) ( 5k ..,- 3 )  , vem que 

3 · 5 · 24 I ( 5k- 1 ) 5k ( 5k + 1 )' ( 5k + 2 )  ( 5k + 3 )  . 

2.2 NUMERAÇÃO 

Exercício 4, Temos 

. b" b m = s11, -t- • • •  + s1 + s0 , 

. b" b . 
m = 1

" 
+ . . .  - r1 + r0 , com 11 > n .  

Para mostrar que m <  m ' ,  será suficiente provar que m <  b" - I, 

já que b" �• :5 m '  . Mas 

m = I(1 + r1 b +  . . .  + l� b11 $: (b-1 ) +  (b- l ) b +  . .  + ( h-1 )  b" 

= b -t- b2 .,.. . . .  + h"+
1 

- I - b - . . .  - b" = b " +l - I < bn +I. 

O critério para comparar me m ' ,  no caso de termosn = n' , é o 

seguinte: se r < s , então m < m '  . De novo, será suficiente mostrar ' " " 
que m < 511 b" . �1as 

m = r  + r, h +...+ i· b" !. (b- l ) + (b-l)b+ ... + o ' 11 

+(b-l ) b"-' + r  h" = b - b2 + .. .  + b" -1 + b" + " 

"'" r  b"-l - b-... - b"-
1

= (r + l) b " - l :O:: s b" - I < s b". 
11 - 11 tJ I' 
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Exercício 5 (ii). Podemos escrever as potências de 10 na forma 

k k k [ k l gk - '  [ k ] 9 1 10  = (9+1)  = 9 + 1 . + .. .  - k-1 ' + . 

Assim, para todo k ;a: 1 ,  vem que lOk = J�fk + 1 ,  cm que Mk é múltiplo 

de 9 . Substituindo em b ,  vem 

= ( r  M + r  1Vf 1 + ... + r, Af1 ) + (1 + r  1 + .. + r1 + r0) • n n 11-l n- , n tJ -

Como 3 I (rn .�!" + rn -l Al" _1  -. + r1 .-t-!1) ,  vem que 3 I b se e 
.somenle se 3 I (r - r , + . . . + r, + r,.) !I " - '  ' " 

Analogamente se prova (iv). 

Exercício 9 (i). Basta observar que. se- x = 5q + r, com r =  O, 1 ,  2, 3 
� � ? � 0 1 ou 4, então x2 = 25q2 + lOqr+ r =  5(5q +2qr) + r-, com r =  , , 

4, 9 ou 16 respectivamente. Em qualquer caso, é fácil ver que o resto 

da divisão de x2 por 5 é O, 1 ou 4 .  

Exercido 9 (ii). Como S.k termina em O ou 5, então S.kt 1 deve termi

nar em 1 ou 6, c 5k- 1 deve terminar em 9 ou 4 .  

Exercício 9 (iii). Sejam a, b, c tais que a2 = b2 + l-2 . É fácil ver que 

a, b, c não podem ser todos ímpares, já que o quadrado de um núme

ro ímpa1 é ímpar, e a soma ou diferença de dois ímpares é par. 
, 

Vamos agora demonstrar que entre eles há um múltiplo de 5. E . . 
claro que podemos supor que 5 não divide a .  Então, a- termma cm 

1, 4, 6 ou 9 .  A seguir, estão todas as combinações possíveis dos últimos 

algarismos de b'!. e c 2 , supondo que 5 não divide b c 5 não divide c .  É 
fácil ver que, nesses casos, a equação a2 = h2 + c� nunca é verdadeira. 



,/- b' c' 
2 I I 

5 I 4 

7 I 6 
o I 9 
o 4 6 

3 4 9 

5 6 9 

8 9 9 

Exercício 12. Temos: 3 1  (a + h )  e 3 1  ( a +  b +  2x ) .  Portanto, 3 1 2x .  
Como O ::;  x ::;  9 ,  é fácil ver que 3 1  x . Assim, x =  O, 3 ,  6 ou 9 .  Ainda, 
x é o úhimo algarismo de um quadrado perfeito . Pelo exercício 9(ii), 
vem que x = O, 6 ou 9 . Na tabela abaixo, damos os valores cones

pondentes de b · 

X b 

o o 

6 4 

6 6 

9 3 

9 7 

Se x = O  ou 9, então, como 9 I 2x c 9 I ( a + b + 2x ) ,  vem que 
9 1  ( n +  b )  . Assim , a - b = 9 ou l R (jáque;J $ 9 ,  h $  9 )  . Portanto. 
as po.ssibilidadcs s:io 
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x =  O, b = O ,  " = 9 ,  ou n = 90 ' 

x =  o ,  b = 4,  " = 5 ,  ou n = 5 4  ' 

X =  9 ,  b = 3 ,  a = 6, ou n = 6 3  ' 

x =  9 ,  b = • 
' •  a = 9 . , ou n = 2 7  

Fazendo os cálculos, vemos que apena.<> n = 63 satisfaz as condições do 
problema. 

Se x = 6 ,  então b = 4 ou G e a +  b = 6,9 , 1 2 , 1 5  ou 18. De qual

quer forma, 2 1  n ,  portanto 4 1  n 2 .  Daí, pode-se concluir que 4 1  (ax) 1<1 
(provel ) .  Então, a ""  1 , 3 , 5 ,  7 ou q .  

Reunindo essas informações com o� valores possívci� de a +  b , 

as únicas possibilidades são 

h =  4 ,  a =  5, ou n = �)4 , 
b = G, a = 3, ou n = 36 , 
b = 6. a =  9 ,  ou n = 96 . 

Os cálculos moslram que nenhum d<"sses números conduz a uma 

solução. 

Exercício 14. Consideremos primeiro alguns casos particulares. Um 

objeto de 4g pode ser pesado colocando no outro prato da balança os 

pesos de 1g c 3g : 4 = 3 + 1 . Um ohjcto de 5g pode ser pesado colo

cando-se num dos pratos o objeto e os pesos de 3g e 1 g e , no oulro 

prato, o peso de 9g ·. 5 oo 9 - 3 - 1  Analogamentc, 6 == 9 - 3  ' 7  == !:1 - 3  + 
1 ,  8 = 9 - 1  etc. Basta, portanto, prov-ar que, se a ::;  1 2 1 , a pode ser 

escrito como soma dos inteiros: ± 1 , ± 3 ,  ±9 , ±27 , ±81 , sendo que 

cada inteiro comparece na soma no máximo uma vez. 

Pelo exerdóo 9 de 2.1 . dado um inteiro a >  O ,  existem q e r. 

únicos. tais que n "'  3q+ r, com r = - 1 , O ou I .  
Usando o mesmo argumento do teorema 6.1,  podemos prov-ar 

que .1 pode ser escrito de modo único na forma 

. . 3"  - g rJ - I  . 3 . a = J , .  + Ju - l  + ... + 1 1 + 10, 

com 11 � 0 _. r  -:t:- 0  c - 1 :5 r , ::; I , para cada indiu: i, O ::; í$ n  " ' 
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Considerando-se apenas as potências 1 ,  3, 32, 33, 3 4 ,  o maior 
. . h . <> 2  3 4 mteJro que o temos c I + 3 + .:> + 3 + 3 "' 121 . Com esta observarão, 
o exercício está completo, 

2.3 IDEAIS E MÁ.XL\10 DIVISOR COMUM 

Exercício 2 (i). Seja I = [ n E ZL I 3 x >  0 tal que 64 I nx ) .  Dados 
o: E ZZ e Il E I ,  temos que existe x tal que fi4 l n " ,  logo, 64 I a-� n·'" e 
64 I (an)·" :  i5to é, a n E l .  Sejam agora 11 ,  il ' E  /, tais que fi4 l w'· 
e 64 1  ( n ' ) '' .  Então, 64 1 ( n +  n ' ) -• T v .  Dt" fato, chamando 1 = x +  y ,  
pelo Teorema do Binómio Lemos 

Se fosse k - Í <  x e Í <)', para algum i, teriamosk = ( k- i) .,. Í< x + y, 
um absurdo. Assi m, ou k - i �  x ou i� y, para todo i verificando 
o ::;  i::; k .  No primeiro caso, fi4 I nk -i c, no segundo, 64 I ( il ' ) ' .  As
sim, como fi4 divide cada parcela da soma acima, 64 divide 
( Il + JJ ' ) k . Portanto, l1 + 11 ' e l e  I é um ideal. 

Só fizemos a demonstração acima para mosn<rr como é possível 
provar diretamcnte que I é um ideal. Na verdade, ela é desnecessária. 
No r e que 64 l 11 ,. para algum x se c somente se 2 I n (já que 64 := 2 5). 
Assim, I nada mais é do que o conjunto dos inteiros pares, logo, um 
ideaL E�sc argumento mostra ainda que o inteiro na� condições do 
teorema 2.3.2 é 2 . 

Exercício 7. SeJam a =  .1 1d , b = b1 d. Pela proposição 2 . 3  6 (ii), vem 
que mdc (.71 , b 1 )  = 1 .  Seja ainda c= c1 a . Substituindo o valor de a 

acima neSla igualdade, vem que 

c =  c1 .:11 d .  
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De b ! c , vem b 1 d l c1 a 1 d  e, cancclando, tcmos b 1 1 c1 a 1 .  
Como mdc ( b1 , a 1 )  = 1 ,  pclo Teorema de Eudides vem que b1 1 c 1 ,  

isto é, c 1 = b1 1 .  Substituindo n a  CXP.ressào de c acima, segue-se que 
b 

c =  b 1  a1 dk . Lembrando que h1 = d ,  a1 d = a ,  tem-se 

ab k . . 
c = - , IStO e, 

d 

ah 
I c 

d 

Exercício 9 (i). Provaremos primeiro que, se x l  ( a ±  h) , cntã:o mdc 
(x, b) = 1 .  De fato, sejayum inteiro positivo tal que yl x e  )'I b. Como 
x I ( a ±  b) , temos que _y l  (a± b )  e y l  b ,  logo, y l  a . Portanto,;- divide 
mdc (a,b) = l , donde y =  I .  

Seja agora x um inteiro positivo tal que x I ( a ±  b )  e x I ab. 
Conforme o que vimos acima, mdc ( x, b )  = l . Pelo Teorema de 
Euclides, vem que x I a . Como x I ( a ±  b )  , lemos que x I b ,  logo x 
dh-ide mdc (a, h) = 1 ,  donde x = 1 .  

Exercício 9 (iv). Observamos primeiro que, como cm 9(i) ,  se 
x l ( a + b )  , então mdc(x,h) = I  

" b b" E · Seja então x > O tal quc x l  ( a +  b )  e x )  ( <r - a  + -) . • n tao, 
:t 9 " 9 h h" ) F I x l ( a + h) , isto é, x l ( a- + 2ab+ b-) e x l ( ; r - <l - � .  •azem o a  

diferença, vem que x I 3ab . Como mdc(x,b) = 1 ,  do Teorema de 
Euclidc� Lemos que x I 3a . Agora, dividimos a resolução em dua<. par
tes, conforme o mdc(x,3) seja 1 ou 3 (note que essas são as duas 
únicas possibilidades!) . 

Seja mdc(x,3) = I .  De novo, pelo Teorema de Euclides, vem 
que x I a e, como tínhamos que x I ( a +  b ) , segue-se que x I b , 

9 \! portanto x l l ,  e, nesse caso, mdc(a + b, : r - ab +  b )  = 1 .  
Seja agora mdc ( x , 3 )  = 3 .  Então, x é  da forma 3k . Como 

x I 3a , ternos que 3k I 3a, isto é, k I a . Como xl b , temos também que 
1 1  b ,  logo, k = 1 .  Provamos assim que os únicos divi�ores posilivos 
comuns de ,1 + b e .1 2 - ab + b2 são I c 3 ,  Logo, 

2 ._, " mdc ( .7 +  b, ;1 - ab+ b- ) = ;J .  
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Tomando a = 2 ,  b = 3 e a = l ,  b = 2 ,  vemos que ambas as 
respostas podem efelivamcnlc ocorrer. 

'Exercício l i  (iii). Vamos provar que D ( ac, b )  = D ( c ,  h )  . Seguirá 
então que os demenlos má.ximos desses conjuntos coincidem e, por
tanto, que mdc(ac, b) = mdc( c, b) . 

Se x l  c c x l  h , vem que x i .K c x l  h ,  o que prova a inclusão 
JJ(c,h) c D(ac,h) . 

Seja agora x um inteiro tal que x I ac e x I b .  Como 
mdc( a, b) = 1 , do exercício 5(i) vem que mdc(x,a) = 1 . Pelo Teorema 
de Euclides, segue-se de xl ac que x I c . Como já tínhamos que x I b ,  
fica demonstrada a outra inclusão. 

Exercício l3. Da hipótese, temos que a = 2k e h = 2h, cm que k e h 
ímpares (se, por exemplo, k fosse par, tc1iamos que mdc (a,4) = 4) . 
Então, a +h = 2(k+ h) e k + h  é par. Assim, 4 I (a+ h), portanto, mdc 
( a + h, 4) "' 4 .  

Exercído 15 (i). Basta notar que também podemos escrever d na 
forma 

d =  ra + sh = ra + sh +  ab - iib = (r+b)a+ (s-a)b 

Exercício 1 5 (ii). Primeiro observamos que existem inteiros 1·, s tais 
que c = ra +  sh se e somenle se c E I = { xa+yb l x, y E ZZ I . Ora, 
confbnnc a demonstração do Teorema de Bé..:out 2.3.4 , tem-se que 
! "'  d ZL, com d = mdc (a,b) . Assim, c é da forma c =  ra + sb se e 
somente se c é múltiplo de d. 

F.xerdcio 1 5  (iii). Dividindo a igualdade d "'  ra+ sb por d ,  vem que 
I = r  J + s � . Pclo exercício 4(ii), temos que mdc(r,s) = 1 .  
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Exercício 16 (i). Suponhamos qucmdc ( a , b) = 1 . Do exercício5(ii), 
vem que mdc(.1 2 ,  b) = I  c, repetindo o argumento, podemos t:on
cluir que mdc(a11, b )  = I  , para todo 11 � I  . Agora, basta r·cpetir o 
raciocínio com a11 fixo e potências de h .  

Suponhamos agoraque mdc(a" , bn )  = 1 e seja d =  mdc(a , b) . 
Como dI a ,  temos que d I  a". Da mesma forma vem que d I  b " ,  logo 
d i  mdc(a", b") , donde d= 1 .  

Exercício 16 (ii). Se a I b , é imediato que a" I b" , para todo n � 1 .  
Suponhamos agora que a" I b " ,  e sejam d = mdc(a b) a =  a d ' ' I ' 

b = b1 d .  Então, de a" I h" vem que a �' d " l  b'; d " .  Cancelando d " ,  
ternos a'{ I b'; . Portanto, mdc(a'{ , b � )  = I  a 1 1 n . Por outro lado, da 
parte (i) temos quemdc(a'; , b';) = l . Assim, l a 1 1 n =  I , isto é, a 1 1 1 . 
Portanto, a 1  = ± I  e a =  a 1 d =  ±d ; logo, a I b .  

2.4 O ALGORITMO DE EUCUDES 

Exercido 2. Demonstraremos apenas que, se mdc (a, b) "' d, então 
mdc (ac, bc) = d l c  I .  A segunda parte da proposição segue de forma 
análoga. Multiplicando as divisões sucessivas da página 72 por I c I ,  
temos 

r � l c l = r  , q  l c l + r  l e i , O o::; r l c l < r , l e i n - �  Jt- " " n Jt -

r , l c l = r q , I c l 
n- n 11+ 

Como o mdc de a I c I e b I c I deve ser o último rcslo não-nulo 
temos que 

mdc ( a l c l , b l c l ) = r l c l = dl c l  
" 
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2.5 MÍNIMO MÚLTIPLO COMUM 

Exercício 3 (i). Sejam .a ,  b inteiros positivos tais que ab = 9 900 c 

• mmc(a,b) = 330 . Pelo teorema 2.5.4, sabemos guc> mdc(a, h ) ·  
mmc(a , b )  = ab , logo, temos gue 

F:ntão, 

9 900 
d = mdc ( a , b )  = -- = 30 

330 

Sejam a =  .:l1 d e  b • b1 d .  

ab 9 900 a b = �  = -- = 1 1 c deve ser l I d2 33() 

a 1  = l ,  b1 = 1 1  ou vice-versa, dondc a =  1 ·30 = 30 e b = 1 1 · 30 = 330 . 

Exercício 3 (ii). Sejam a ,  h inteiros positivos, d= mdc(a, b) , a =  a1 d, 
b =  b1 d. Pela observação no fim de 2.5, temos 

mmc (a, b) ab 4 
mdc (a, b) = 

dt = a  l bl = 240 = 2 . 3 . 5 ,  

<J - b = d(a 1 + b 1 ) = 7 · 83 .  

Ob·iamente, d pode assumir os valores 1 .  7, 83 e 7-83 , cada um 

deles conduúndo a um par de equações: 

(a) Se d =  1 , emão a 1 + b1 = 7 · 83 = 581 , e temos o sistema: 

a 1 61 oo 240 , 
a 1 + 6 1  "' 581 . 

(b) Se d = 7, 1em-se 

a 1 b1 = 240 
,1 l + bl = 83 

Exenkíos Resohidos • 211 

(c) 

(d) 

Se d = 83 , tem-se 

a 1 b1 = 240 , 
a 1 + b 1 = 7  . 

Se d = 7·83 , tercmos que a 1 + b1 = 1  
a1  = O  ou b1  = O ,  um absurdo, já. que 
nulos. 

c, portanto, ou 
a e b são não-

Resolvendo, vemos que apenas d = 7 conduz a soluções intei

ras. Tem-se a 1 = 80 , h 1 = 3 c, portanto, .1 = 560 , b = 21 . 

Exercício 5 ( i) .  Sejam d = mdc ( a , h ) = mm c (a , b) , a = a1 d, 
b = b1 d .  Pela observação do fim de 2. 5 , ternos; 

,1h a1h1d� h d mmc(a,b) = d = --
d

- = '11  1 • 

Como mmc(.t , 6) = d, temos que d = a1 61 d .  Cancelando, te

mosque a 1 61 = 1 , isto é, I a 1 1  = I  61 1 = 1 . Assim, l a i =  I a 1  di = I di = 
= I  61 d i = I h i . A recíproca ê imcdiat.a. 

Exercício 5 (ii). Seja d = mdc( a , h ) . Então, mdc(lu. , k 6) = I  k l  d 
e temos 

);2 ilh ab mmc(J. a kb) = -- = i k l = l .k l mm c( a , b) . ' lk ld d 

Exercício 5 (iii). Basta imitar a demonstração acima. 

Exerdcio 6. Sejarn d = mdc(a,6) c m  = mm c ( a, b) . Observamos 

primeiro que o conjunto S= (h, 2b, . . .  , a 6 f  é constimído de múlti

plos de b .  A�sim, um elemento de S é  múltiplo de :1 se e somente se 
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também é múltiplo de mmc(a , b) = m .  Esccevcndo m 
ab ' I · I d 'd S · m = d ,  vem que osmu up os e m conu os t"ffi sao : 

"- b  
d ' 

Assim, existem d múltiplos de a contidos em S .  

na forma 

2.6 O TEOREMA FUNDAMEI,ITAL DA ARITMÉTICA 

Exercício 10. Observamos primeiro que 24 I ( p2- q � )  se e somente 

se 2 � · 3 1  ( p +  q )  ( p- q ) .  Como mdc ( 2 \ 3 )  "' 1 ,  basta provar que 

2 " 1 ( p + q ) ( p- q )  e 3 1 ( p + q ) ( p- q ) .  

Como p e q rci.o ímpares, p + q e p - q são pares, isto é, 

p +  q = 2/, p - q  = 2s, c faha apenas prmrar que ou / ou s é par. 
Somando, temos 

2p = 2 ( 1  + s )  , isto é, p = I+ s .  

A�sim, /e snão podem ser amhos ímpares, caso contrário p seria par. 
Logo 2 � 1  ( p + q )  ( p- q ) .  

Para mostrar que 3 I ( p2- q2)  , observamos que p e q são da 
forma p = 3q + r ,  q :  3q' + r' ,  com 0 :5"  r, r ' :5" 2 .  Em qualquer caso, 
é fácil \'er que p2 e q2 são da forma 

p 2  = 3k + 1 , q 2  = 3k ' + I . 

Exercício 1 1 (a). Observamos primeiro que n se escreve na forma 
n = hk. com 1 < h ,  k :5  n - 1 .  A menos que n seja da forma 11 = p2 , 
com p primo, podemos supor h :;t. R .  Então, b e li. são tàtores de 
(n - 1  ) !  , já que h ,  k :5 n - 1 .  
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Resta, então, demonstrar que n I ( n - 1 ) !  quando n é da forma 
p'2 , com p primo. Como n >  4 ,  deve ser p > 2 ,  logo, 2p < p 2 ,  isto ê, 

2p :5 p2- 1 , donde se conclui que p e 2p são fatores que compare-
2 � 9 

cern em (p - l ) ! . Logo,p l (p--1) ! .  

Exercício 1 1  (b). Escrevemos 811 + 1 na forma 

Usando a fatoração ( X 3  + 1 )  = (X+ 1 )  ( X 2 - X+ 1) , vem 

8"  + 1 = ( 2 "  + l )  ( 2 2n - 2 "  + 1 )  , 

e é fácil ver que nenhum desses fatores pode ser igual a 1 . 

Exercício 11  (c). Suponhamos por absurdo que 11 possa ser escrito na 

forma n = hk , com 1 :5 h ,  k < n . Então, 2"- 1 = 2hk- 1 = ( 2h ) k - l .  
Agora, é só usar a fatoração 

Xk - 1 = (X- 1 )  ( XJ; -I  + XJ; - �  + ... + X  -I) , 

com }{= 2h.  

Exercício 1 1  (d). Basta observar que 

c que nenhum desses fatores pode ser igual a 1 . 

Exercício 1 1  (e). Suponhamos primeiro que n é composto, c seja P 
o menor primo positivo que divide 11 .  Então, n = 2p + ( n-2p) e res
ta apenas prov.J.rque n-2p é composto. Como p i  (Jl-2p) . se 11-2p 
não é composto, deve ser igual a p .  Assim, n- 2p = p ,  isto é, 11 = 3p · 
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Portanto, como p é o menor primo positivo que divide n , deve ser 
p = 2 ou p = 3 e, conseqüentemente, n = 6 ou n = 9 , o que não é 

possh.-el, pois n > I I  . 
Suponhamos agora que n seja primo. Escrevemos, então, 

n = 9 + ( n - 9 ) .  Como 11 é ímpar, 11 - 9  é divisível por 2 c não é 2 ,  
caso contrário 11 seria igual a 1 1 ;  logo, n - 9 também é composto. 

Exercício l l  (g). Observamos primeiro que, se p é  primo, ou p = 3 
ou p é da forma 3k + 1 ou p é da forma 3k+ 2 . Além disso, é fácil 

ver que o produto de primos da forma 3.k + I é um inteiro da forma 

3 k - 1 .  Como 3 não divide ( 3n + 2 ) , se todo fator primo de 3n -,- 2 
fosse da forma 5\k .,.. 1 , também 3n + 2 seria da forma 3/-'" I . um 
absurdo. 

Exercício 13. Temos ( 14 ) " 1 100! se e ·somente se 2 a 1 1001 e 7 a 1  
1 00 ! .  Como 2 < 7 ,  o número de veles que 7 comparece como fator de 

100 1 é menor que o número de vezes que 2 comparece. Assim, basta 

determinat- qual a potência máxima de 7 que divide 100 I .  
Temos 7 I 100! se c somente se 7 I x ,  x $ 100 . Os valores 

possíveis para x são então: 7, 14_. 21 ,  28, 35, 42, 49, 56, 63, 70, 77, 84, 
9I ,  98. Os números 49 = 72 e 98 = 1 · 1 4  "' 7·7 ·2 , c apenas esses. 

contribuem com dois fatores iguai� a 7 .  Assim, a maior potência de 1 4  
que dividt> 100! é 16 . 

2. 7 A DISTRIBUIÇÃO DOS PRIMOS 

Exercício 3. Dado um primo, ou ele é 2 ou é da forma 4n + 1 ou é 
da türma 4n + 3 . Seja 

5 = l 4 n + 1 1 n E LZ ) . 

Enlào, é fácil ver que S é fechado em relação à multiplicação. 
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Suponhamos agora por ah.mrrlo que exista apenas nm númem 

finito de primos positivos da forma 4n+3 , e sejam elesp1 = 3 , p� ..... P,. 
Consideremos o número 

N= 4( p� ... p ) + 3  - ' 

c vamos ver como são os primos que di,irlern N. Se 3 I .IV, vem que 

3 1 4  (p2 p3 . • .  p1 ) e, como mdc(3, 4 )  = 1 , segue-se que 3 1 p2 p� · · ·  P, , 
um absurdo, pois nenhum dc�ses primos é 3 .  Se algum dos p1 divide 

l\;T, vem que pi I 3 ,  também um absurdo. 
Assim, todo primo que divide N é da forma 4n + 1 . Como Sé 

fechado em relação à multiplicação, �h/ devia ser da forma 4n + I , uma 

contradição. 

Exercício 5. Provaremos que todos os fatores próprios de m são pa

res. Decorrerá, então, que m é uma potência de 2 . 
Suponhamos por absurdo que m = hk I < .k < m ,  rom k ím

par. Da fatoração 

x� - t = ( X+ 1 l ( x*-1 - x*-� + ... - X+ l )  

ve1n 

2"' + 1 "' ( 2 '') A + I = ( 2 � + I ) ( 2 ''r" - l ! - 2 I• (Á- 21 + ... - 2h + 1 l . 

Como 2 m +  1 é ímpar. vem que ou 2ft + 1 = 1 (um absurdo. pois 
2h + l  > 1 )  ou 2 h +  I = 2 111 - I .  No segundo caso, temos 

Logo, h ( /..-- 1 )  = O , portanto. k = 1 , um absurdo. 

Exercício 7 (i). Suponhamos por absurdo que exista um primo P tal 
que p I n; e p I 111 • [ntão, como p l n1 • 11 � . . •  11 i ... 11 J:- 1 , vem que 
p 1 1  , um absurdo. 
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Exercício 7 (ii) É mv·al . . 
. _ 

• 1 ' pms os pnmo.s que aparecem na decom-
postçao de ni: são diferemes dos que aparecem na decomposição de 
n1 , n2 , ... , nk- l '  

Exercício 8 (i). Segue trivialmente das definições de A e B . 

Exn�í�io 8 (ii). O inteiro A+ B, como tudo imeiro maior que 1, tem 
um dn'!sor primo p s, - 1 · · 

· P - P; . para a gum 1 , entao p divide A ou 
B · Coo: o também divide a soma, p divide ambos os nõmeros, 0 que 
comradtz a parte (i) . 

Exercício 8 (iii} . Se o conjunto dos primos fosse fmilo, digamos 

{p l • P'2 • -�· • P, l ,  a construção adma permitiria exibir um outro pri

mo que na o pertence ao conjunto, uma conrradição. 

Exenído 10. Suponhamos por absurdo que 

Então, 

Como x é ímpar (por quê?), vem que x + 1 e x- 1 são ambos pares. 
Logo 4 1 p  p p · b d · · 

• 1 2 " · , , o que e a  sur o, pms o pnmo p = 2 compare-. . ' 
ce uma umca vez no produto p , p,, ... p . - " 

Exercício I I (i). Basta aplicar a fórmula da página 88. 

Exercício ll (ii) . Temos s ( n) - n = n ,  

. f ( 2J:- I . m ) = 2 · 2 k - l  · m = 2 * ·  m 
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Pela parte (i) , vem s ( 2 * - l  · m )  = s(2 k- l ) s( m ) .  Calculando. temos 

s ( 2.k-l ) = 2 � - 1 .  Levando esses dados à primeira equação, vem 

( 2*- 1 ) s ( m )  = zl m . 

Isto é, ( 2 �- 1 )  1 2 * m . Como mdc( 2 •- t ,  2 � ) = 1 , vem que 
( 2;: - l ) l m  

Exercício 1 1  (iii) . Da parte anterior, temos 

s ( 2 .( - 1 ) s ( m ) = 2* m  

2' 
.� { m )  = km = z.< m' . 

2 -1 

Ainda, { 2 A - l) m ' = m ,  isto é, 21 = 
m

, + 1 . Substituindo, vem m 

Exercício 1 1  (iv). Temos m = ( 2*- l )  m ' .  Obviamente, tem-se qne 
I I  m , m l  m , m ' l m  . Assim, se m '  .;t: 1  , t('mos I +  m + m '  'f s ( m )  == m  

-r m ' ,  um absurrlo.Logo, m "  = I  , m  = 2 J.- 1 e 111 é p rirno,já que tem 

apenas dois divisores, 1 c 111 • 

Exercício 12. Suponhamos primeiro que todo primo que divide m 
também di\i.rlc b .  Mostraremos que todo elememo da forma p.1-r b, 
em que p é um primo que não divide m .  é relativamente primo com 
m (note que há infinitas escolhas possíveis para esse primo p ) .  

De fato, se q for um divisor primo comum a m e pa + b ,  po1 

ser divisor de m é di-visor também de b . Mas q I ( pa + b ) , q I b 

implica q I pa , Como q * p ,  segue-se que q I a , uma contradição. 
pois mdc ( m , a )  = I  . 
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Suponhamos, agora, que existam primos que dividem m c não 
dividem b .  Seja m 1 o produto desses primos. Nesse caso, mostrare· 
mos que mdc ( m '� a - h ,  m ) "'  1 , para qualquer n :2':  1 .  

Com efeito, sc>ja q um divisor connun. Se q I m 1 ,  segue-se fà
dlincntc que q I b .  contra a escolha dos primos de m 1 • Se q não 
divide m 1 , como q é um dos primos que dividem m , então q é um 
dos divisores de h. Logo,A I m'; a .  Mas mdc( q, m 1 ) "' 1 ,  logo, q l a ,  
uma contradição. 

Exercício 13. Basta observar que, se p é um primo posilivo tal que 
p > a c p não divide ( b- a )  então a +  ( p- a )  e h +  ( p - a )  são rela
tivamente primos. Como existem infinitos primos nessas condiçôf's, o 
problema está resolvido. 

3 

CONGRUÊNCIAS 

3.1 EQCAÇÕES DIOFAI\TINAS LINEARES 

Exercício 3. Sejam x, y E ZZ tais que x4 t 4y4 "' J.-. Somando c sub-
o •• 

traindo 4x-y·, vem 

' �  ,, ., g g  � -' 4 ' '  X� + 4y� "' (x•)• + (2r)• t 4x• J'" - • X" r =  

g g g '> ' 9 ) '· 
= (x- + 2r + 2xy) (x- + -r - -x.v = J( 

Trabalhando com I x I e I y I cm lugar de x c .r· . podemos 
supor x e y positivos. Como k é um primo po�itivo, vem 

(a) x2 + 2y2 + 2xy = J.-
(h)  x2 + 2 r·� - 2sl' "' l  " c 
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Somando, vem 2x2 + 4r2 -= k +  1 .  Fazendo x2 = L, v2 -= w, podemos 
resolver a equação diofantina 

2z + 4w = k + l . 

Como mdc( 2 , 4 )  = 2 ,  a equação tem solução se k for ímpar. Resol
vendo pdo método usual, tem-se 

" k+l 
x" = z = - -- - 4t 

2 
.k+1 

2 
+ 2t 

" ,, Somando, vem: x� + y- = - 2  t .  Vamos obter agora o valor de 2xy: 

( x-y)2 = x:: + y2- 2xy = -2t-2xy, logo, 2xy = -2t- ( x- r)2. 

Substituindo em (b) , vem 

x� + y2 - 2xy+ }'�= -2t+ 21 + ( x - y ) 2 + )":! = l ,  

ou ( x - y )2 + )'� = 1 

PorL'lntO, 

X - )  = 0 ,  }' = } ou X - }' = 1 ,  y = O . 

Isto é. x = r·= I on x= 1 , y = U . Substituindo na equação inicial, é fá
li I \'er que a segunda possibilidade conduz a k=l - um absurdo - e 
a primeira possibilidade conduL a k = 5, como queríamos demonsu·ar. 

Reciprocamente, suponhamos que k "'  5 . Se I F I >  1 ,  
x4 + 4y� > 5 ,  uma contradição. Asssim, devemos ter I ri "' O ou I ri = 1 . 

A primeira possibilidade conduz a x2 = 5 ,  um absurdo, c a segunda 
conduz a I x I "'  l .  Assim, as soluções são: x =  ± 1 .  r = ±  1 . 

Exercício 9. Sl:jam xo número de reais,yo número de centavos rece
bidos no banco. Equacionando os dados, temos 

100x + y - fl8 = 2 ( 1 00 v + x ) , 

o que conduz à equação diofantina 

98x - 1 99y -= 6 

Resolvendo, temos 

X = - 67 · 68 - 199! , 
T = - 33 · 68 - 98 t . 

A quantia original do cheque era 
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}()()y+ X = }00(- 33 ) ( 68) - 9 800!- 67 · 68- }99t = 

= 68 ( - 3 367 ) - 9 9991, 

c devemos determinar o valor de r tal que 100 }' + x seja positivo c 

mínimo. Calculando. vem 

ou 

- 9 999t > 68 . 3 .%7 

-68 · 3 367 t <  
9 999 

ou ainda, 

I <  -22 . 

Tomando t = -23 , vem lOOv + x = 1 021 . Ponanlo, o menor valor 
possível com o qual o cheque foi preenchido é R$ 10,21 . 

3.2 CONGRUÊNCIAS 

Exercício 4. Queremos mostrar que m i: livre de quadndos (veja o 
exercício 16 de 2.ó) . Suponhamos, por absurdo, quf' exista um primo 
p tal que p� 1 111 • Podemos escrever m na forma m =  p � m '  . Então, o 
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in teiro x = pm' é solução da congruência X� = O ( mod m) c não é 

solução de X:: O ( mod m) , contra a hipótese. 
Reciprocamente, seja m um in teiro livre de quadrados, e scjax 

um iutciro tal que x� = O  (mod m) . Queremos demonstrar qm: 

X'= O (mod m) . Pelo ext>rcído 16 de 2.6, m é da forma m "' p1 p� ... P1 , 
em qnt> os p, são primos distintos. 1 $ i $  l .  De x2 =: O  ( mod m ) ,  wm 
p1 P� ·· ·P, I x2, e daí é fácil concluir que p1 I x ,  p2 1 x ,  . .. , p1 I x .  
Como os P; �ão primos distintos, vem que p1 p� ... p1 I x ,  isto é, 
x = O  ( mod m ) .  

Exercício 7 (iii).  Dado um inLeirox, temosquex"' O, 1 ,  2 ou 3 (mod 4) 
c x5 = O, l ,O ou 3 (mod 4) , respectivamente. 

Assim, na sorna 1 5  - 25 -r • . •  + 1005 , devemos levar em conta ape� 

nas os números ímpares. Desses, os da forma x = 4k- 1 são tais que 

x5 = l (mod 4) , e os da fOrma x ""  4k + 3 são tais que x" = 3 (mod 4). 
Devemos, então, contar quantos são da forma 4.k + 1 c quantos são da 

forma 4k + 3 . Tem-se 

4.k- l S 100 se e somente se 
= 24 � 

4 

k< 99 4.k::>:99 se e somente se _ 
4 

Logo, existem 24 in Ldros da forma ·lk + l , c analogamente se 
pode verificar que existem 24 inteiros da forma 4k + 3 . Portanto, 

f i +  25 + ....... 1005 = 24 · I +  U · 3 = O  (mod 4} . 

Exercido 9. Vamos proceder pnr indução cm n . Se n =1 , tem-se 
a2 = 1 (mod 8) , o que é verdade, pois 8 I { a +  I)  ( ;J - 1 )  , j á  que a é 
ímpar; Iugo, a +  l c a- I são pares, e um deles é na verdade múltiplo 
de 4. 

Suponhamos, então, a congruência verdadeira para n " k :  

_,1 � k =  1 (mod 2k�2 ) , e vamos prová-la para 11 = k + l . Temos 
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Da hipótese de indução, zl•� I (a��- l )  C .01rno ,? é ímpar, vem que 

Exercício 10. Primeiro observamos que os inteiros aa1 • aa2 , ... , aa" 
são congruentes aos inteirosa1 , a 2 , ... , a, , em alguma ordem .  De fato, 
pela definição de sislema completo de resíduos, para cada 1 ,  

aa i = aJ (mod n) , par a algum j .  Ainda, dois inteiros distintos a:J i e 

aal: não podem ser congruentes a um mesmo ai , pois Leríamos 

Agora, dado um inteiro x , tem-se que x = aj (mod n )  , para 
algum) . Como aJ = a a; (morl n) para algum i, vem x= aa, (mod 11) . 
Além disso, não podem existir dois inteiros a a i c aaj tais que 

x = aa . (mod 11) = aa (mod n) , poisj'á vimos que daí decorre a .  = a  . .  t J I f 
Portanto, {aa, , aa9 , ... , aa } i: um sistema completo de resíduos - " 
módulo n . 

3.3 RESOLL'ÇÃO DE CONGRCÊNCIAS J.INEARIS 

Exercido 3. Resolveremos a cong1 uênda 

3X=7y+ I I  (mod 1 3 ) , 

para todo y E 7L .  Temos mdc ( 3 ,  1 3 )  = I , que divide 7y+ 1 1 ,  para 

todo .r. Portanto, a congruência tem solução, que é únka módulo 13 .  

Como ( - 4 ) · 3+ 13 = 1 ,  a solução é dada por 

X =  - 4  {7f+ l \ )  "'- - 28y - 44 

Para cada F E 7L ,  temos um valor de x tal que o par x ,  y é solução. 

Fazendo y "" O, 1 ,  2, ... , 1 2  , teremos todos os pares de soluções não

congruentes duas a duas módulo 13 . 
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3.4 SISTE�1AS DE CONGRUÊNCIAS LINEARES 

Exercício 3 (i). É fácil ver que não podemm tomar o mesmo quadra
do.como fator de a ,  a +  I e a + 2 . E.scolhemos, então, para quadra
dos, os números 2 2 ,  32 e 52 (por quê não 2 2 ,  32 c 42 ?)  . Temos 

a '=  O (mod 4) , 
a +  I ii O (mod 9) , 
a + 2 =  O (mod 25) . 

Resolvendo, vem a =  548 + 900t, t E  ZZ . 

Exercício 3 (ii) . Basta., por exemplo, resolver o sistema 

a =  O (mod Ç) , 
a + l :  O (mod 33) , 
a +2 = O (mod 24) . 

3.5 OS TEOREJ'.L-\.5 DE FERMAT, EULER E \\�LSON 

Exercício l ( a ) .  Pelo exercício 5 de 3.2 , p. l l l , é suficiente provar 

que a:?1 - ,1 '= 0 (mod3) c a�n - a l!!': Ü (mod 5) . 
Pelo corolário do Teorema de Fermat, tem-se :/' = a  {mod 3). 

Elevando ã sétima potência, vem { a 3 ) 7  = a7  (mod 3), a21 =. a7 
(mod 3) = {a3)2 a (mod 3) = a � ·  a (mod 3) = a  (mod 3) . Analogamen· 
le, tem-se a5 = a  (mod 3),  (a5)4 = a4 (mod 5 ) . Mulliplicando por a, 

vem a.�1 = a� (mod 3) = a  (mod 5) . 

Exercício I (c). Pelo exercício 5 de 3.2 , é sufic:ienle provar que 

a0- I = O  (rnod 3) , ,11;- I = O  (rnod i) , af>- 1 = O  (mod 8) . Como a 
é relativamente primo rom 3 e 7 tem-sea1; = I (mod 7) , a2 = 1 (mod 3), 

pelo Teorema de FermaL. Elev-ando ao cubo essa última congruência, 
vem que an :::::: l (mod 3) , 
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Resta provar que 8 1  (a6- l ) . Tem-se 

Como a é ímpar, a - 1 e a + 1 são pares, e um deles é múltiplo de ·1. 
Logo, 8 1  (a6 - l ) . 

Exercício 2 (i).  Fazcndo x = aP-� b em ax = b (mod p) e aplicando 
o Teorema de Fermat, vem aaP -2 b = ;11'- 1 h (mod p) = h (mod p) . 

Exercício 2 (ii). Vamos resolver a congruência 2x= I (mod 31) . Pelo 

corolário 3.3.5 , sabemos que essa congruência tem uma única solu
ção módulo 31 . Por ( i )  basta tomar x = 229• 

Exercício 4. Pelo exemplo 3.5.6 , tem-se 

J P - 2 �' +  . . .  + ( p - 1 ) " =  ( 1  + 2 + ... + ( p - l ) ) P (modp) . 

Como l + 2 + . . .  + p - 1  = (p;l)p , vem 

} P + 2P t  ... + ( p - 1 ) P ii  (p-1)  · p = O (modp) 
2 

. 

Exercício 5 (i). Tem-se ( p - x ) � = p"!. - 2px+ x2 � x2 (mod pl . 

Exercício 5 (ii). Sejam i, } E  ZZ, wm 1 '5:  i, j '5: p - L satisfazen
do i2 :j2 (mod p) . Tem-se i 2 -f = O  (rnodp) , ou seja, p I (i-./)  
(i+)) . Como p é  primo, oupl ( i-j) ou p i  { i+j) . Mas I i -jl < p ;  
logo, se p I ( i -j )  , deve-se ter i =  j .  Por oulro lado, se p I ( i + j )  , 
devemos ter i+)"' p , já que 1 < i+j< 2p . Assim . ./ =  p - i .  

Exercício 6. Vamos provar primeiro que n P :  11 (mod p) , para 
todo n 2: 0 .  
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Para n = O ,  a proposição é imediata. Suponhamos, então, esse 
fato demonstrado para 11 = J: ,  c vamos prmrá-lo para 11 = k + 1 . Tcm-St> 

p! 
Ainda, como [ �] 
1 $  i $. p - l . Assim, 

i ! (p i)!  , é fácil concluir que p I (� J , para 

(.k + l ) P =  kP-'- JP (modp) = k +  1 (mod p) 

pela hipótese de indução. Daí, é fácil concluir que nP = 11 (mod p),  
V u E ZZ. 

Agora, seja n E ZZ tal qucpnàu divida n .  De p I n (nP-1 - 1 ) ,  
vem que p i  (nP- 1 - 1 ) . Ou st:ja, nP- 1  = 1 (modp), para todo n tal 
que mdc(p , n) = I .  

Exercício 7 (a). Tem-se 21 = 1 6  = - 1 (mod 17) ,  logo, ( 24) 2 = 
= ( - l )  2 (mod 17) ,  ou 28 ;;;: 1 (mod 17) . A.inda, elevando novamente 
ao quadrado, vem que 216 ;;;: I (mod 17) . 

Exercído 7 (b).Pclo Teorema de Fermat, vem que [,;';1 ( = 1 (mod p ) ,  

ou p )(;;1{"- I .  Logo, 

p-1 ' 
ou, ainda, p l [a2 - l] 

p-1 
ou p [a2 -1] 
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Exercício 7 (c). Escrevemos p - I = eq+ r, com O �  r <  e . Tem-se 

aP-1  = a"" + ' = (a'- )q · a' "'  J'l · a' (rnod p) = a' (mod p) . 

Por outro lado, aP- 1 :: l (mod p).  Logo, a�"= l (mod p).  Com o 0 $ r<e, 

deve ser r= O .  

Exercício 7 (d). Basta escrever x= cq + r ,  com O ,;:-r< c ,  c proceder 
como aciina. 

Exercício 9 (i). Como 1 729 = 7 • 1 3  · 19 , pelo exercido 5 de 3 2 ,  
p. l l l ,  basta provar que 

a37 - a= O (mod 7) , a37 - a =  O (rnod 13) ,  a37- a= O (mod 19). 

Temos 37 = 5 · 7 - 2ea7 = a  (mod 7) . Logo. a·�:; == (.17/'= a5 (mod 7). 
Multiplicando por a�, vem 

a�n . a2 ;;;: a" · a2 (mod 7) , a37 ;;;: a7 (mod 7) :: a (mod 7) . 

As OUUãS congruências se provam de forma análoga. 

) I Q (" \ 1 
Exercício 10. Tem-se 1 + a - ... - ,1� (1! - = a a- 1 . Logo, 

;>o/1 1" l - 1 = (a - l) ( 1  + a + ... + a"' ( " l- 1 ) . 

Pelo Teorema de Euler, n I (,1* 1" 1 - 1 ) . Como mdc ( a - l ,  n )  == 1 ,  
vcm que n l  ( 1  + a +  . . .  + a.Pfn)- 1 ) .  

Exercício 12. Se)· a a o n-ésimo inteiro dessa seqüência. Então, a tem 
- 11 " 

a forma 

JOn+ l_ J 
a = lO " t l 0 " - 1 + ... + 1 0 + 1 = =---' 

" l O - 1 9 
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Logo 10"+ 1 - 1 = 9a . ' " 
Seja agora n um natural tal que ( p - 1 )  I ( n  + 1 ) ,  isto é, 

n + l ==k (p- l), para algum k .  Pelo Teorema de Fermat, I()P-1 =: 1 
(mod p) . Logo, (lOP- 1 )  k = ak (mod p), ou ainda, 10"'"1 = 1 (rnod p ) .  
Po�tanto, p I  ( 10"+1 - l) .: 9d . Assim, se p ;t ± 3 ,  p I  a . Jl li 

Provamos, então, que, se p :f:. ± 3 e n é qualquer natural tal que 

( p- 1 )  I ( n + 1 )  , então p I a, . Como existem infinitos naturais nestas 
condições, o exercício está resolvido para p ;t 3 .  

Se p = 3 ,  basta usar o critério de divisibilidade por 3 para wn

cluir que todo inteiro da seqüência dada, CI:!ÍO número de algarismos é 
múltiplo de 3 ,  é divisível por 3 .  

Exercício 1 3  ( i i) .  Pelo Tf'orf'ma de Wilson, tf'm-se que 28 ! ""  
= - 1  (mod 29), Ainda, 28 = - l (mod 29) e 27 = - 2  (mod 29). Logo, 

28! = 26! · 27 · 28 (morl 29) = 26! (-2) (- 1 )  (mod 29) 
= 2 · 26� (mod 29). 

Portanto, 2 · 2G! = - 1 (mod 29) ;;:;: 28 (mod 29) , e r= 28 . 

Exercício 15. Como 437 == 23 · 1 9 ,  pdo exercício 5 de :l2 , p. I I I , 
hasta provar que 1 8 !  = - 1  (mod 23) c 18! ;;; - 1  (mod 29). Para a úhi· 
ma dessas congruências, basta aplicar o Teorema de Wilson. 

Assim . 

Tamhém por esse leorema, lem-se: 22! = - I  (mod 23) . :Yfas 

22 :::::: - 1  (mod 23) , 2 1 :::::: - 2  (mod 23) , 
20 :::::: - 3  (mod 23) , 1 9 = - 4  (mod 23) . 

19 · 20 · 21 · 22 ; ( - 4 )  ( - 3 )  ( - 2 ) ( - I )  (mod 23) ; 
= 24 (mod 23) :::::: I (mod 23) . 

22! = 18! • 19 · 20 · 21 · 22 (moei 23) = \ 8 !  (mod 23) . 

Exenfcim; Rcso/Jidos • 229 

Como 22! ;;:;: - }  (mod 23) , vem que 18! : - 1 (mod 23) . 

Exercício 16 (i). Se p = 2 ,  o resultado é imediato. Seja então p > 2 .  

Tem-se 

1 + 2 + . .  + ( p - 1 ) = � • ( p - 1 ) ou í p ( p - I ) . Ainda, 

p - 1  
mdc ( p , -2-) = I . Logo, pelo exercício 5 de 3.2 , p. 1 1 1 , é suficien-

te provar a congruência dada módulo p e módulo P - I  
2 

Mas, pelo Teorema de Wilson, tem-se que 

( p - l ) l = ( p - 1 )  (mod p ) . Ainda, 

( p - 1 ) ! - ( p- 1 ) = ( p- 1 )  ( ( p- 2 ) ! - 1 ) .  

p - 1  p - 1  
Como { -2- )  I ( p - 1 ) , vem que ( -2- ) I  ( (  p - 1 ): - ( p - 1 )) , 

p - 1  
ou ( p - l ) ! :::::: ( p- 1 )  (m od -2- ) . 

Exercício 1 6  (ii). Pelo <"orolário do teorema de Fermat, tem-sf' 
a P ::::::. a (mod p )  . Pelo teorema de Wilson, tem-se ( p - 1 ) 1  n = 

::::::. -a (mod p). Somando essas congruências membro a mf'mbJo, vem 

aP + ( p - 1 ) ! a :::::: ( a - <1) (mod p) = O  (mod p) . 

De forma análoga se prova que p I  ( ( p - 1  ) !  a P +  a ) . 

Exercício 1 6  (iii). É fádl ver que 

( 1, 3, 5, ... , ( p- 2 )  } u ( - 1, - 3, . . . . - ( p - 2 } }  u ( ll }  

ê um sistema completo de resíduos módulo p .  De fato, dado x E ZZ, 
I S  x S p - 1  , ou xé impar- e nessecasox E l 1 ,3 ,  ... , ( p - 2 )  ! - ou 
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p - x é  ímpar, e ( p - x )  E { 1 , 3 ,  ... , ( p- 2 )  \ . Mas, nesse último caso, 
tem-se que 

- ( p - x ) � - ( - x )  (mod p ) � x (mod p) , 

isto é, x� - ( p - x )  (mod p) c - (p - x ) E {- 1 , - 3 ,  . .. , - { p - 2 ) \ . 

C I d . . 
p

-
I 

I - . a< a um esses conJuntos contem --y c cmenlos e a umao e 
di�junta. Assim, cada um dos inteiros do conjunto ( l ,3,  .. , ( p - 2 )  ) u 
{ - 1 , - 3 , ... , - ( p - 2 ) )  é congruente a um e apenas um inteiro do 
conjunto { ! .  2 ,  . .. , p- I ) . Logo, 

I ·  ( - I ) - ( 3 )  · (-3)  · 5 ·  (-5)  . . .  ( p - 2 )  · ( - ( p- 2 )) " 

� 1·2 ... ( p - 1 )  (mod p) = ( p - l ) !  (mod p) = ( - 1 ) (mod p). 

Reunindo todos os fatores ( -1) do primeiro membro, vem 
p- 1 

" 9 � 
12 - 2- - . .. ( p - 2 ) · ( - 1 )  " - I  (mod p ) . 

p- 1 

Multiplicando a congruência por (- 1 )
2
, vem 

p- 1 
'! 2 2 - 1  -,- d ) J· - 2  . ... ( p - 2 ) ( - J ) P  " ( - 1 ) ( - 1 )  (mo p ,  

ou ainda 
p -I 
-,-" 9 2 � I- - �- ·  .. . ( p - 2 )  = ( - 1 )  (mod p) . 

3.6 INTEIROS MÓDULO m 

Exercício 1 9  (i). Seja X E 2Z, ral qul'" .\"2 1 -X = Õ .  Filtorando, temos 
- - J -

.Y ( X :m - I ) =O . Como 2Z � não tem divisores de zero, deve ser X= O 
"" -

ou .'i?' - = 1 .  
Pelo Teorema de Fama L, se .i?-:t Õ, X4 = 1 .  Logo, .\"20 = (X4)3 = 

= 1 5  = 1 .  Assim, todo Sf E 7.Z � é solução da equação. 
o 
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Exercício 19 (iii). Seja ."i E 2Z 4 tal que X 
7 - .i? = O . Fatorando, 

temos X (.Y6 - I )  = Õ . A�im, .\' = Õ ou ;v6 -1 = O ou .Y f di\'Ísor de 

zero em 2Z 4 .  

Se .\'"6 - T = O ,  por tentativa obtemos I" =  T . Além disso, o único 
divisor de zero de 2Z 4 é '2" . Mas 

- fí - - 6 - - :l - -X = 2 --* x  - 1 = ( 2 )  - 1 = ( 4 )  - l = - 1  

Como 2 · (-1 ) "# O ,  conclui-se que as única.� soluçôes são Jf = O 
ou X =  I .  

Exercício 20 (i). Seja .\' E ZZ Lll que JlP = 4 . Pelo Teorema de 
- p 

Fermat, .'fP = X . Logo, X =  4 

Exercício 20 (ii). Seja X E 2 tal que .\' �P - .lf'P = 6 . Pelo Teore
p _ 

ma de Fermat, temos .i?2 - X = ó . Consideramos agora a equação 
x2 - x - 6 = O  cm JZ. Tem-se 

� - x - 6 =  ( x + 2 )  ( x - 3 )  = 0 .  

A'>sim, cm ZZ , é válida a igualdade p 

Como 2 não conlém divisores de zero, deve-se ter X = 2 ou X ""' 3 . 
p 

Exercício 20 (iii). Seja X E  ZZ , tal que xnp -4) - X(2P-2l = 5 Se - - - I -
X =  O ,  então 5 = 0  e p =  5 .  Se .f i'  O ,  pelo Teorema de Fermat, deve-
mos ter x�p-ll = I  e, portanto, 

x14p-4) _ x (�p-�) = C'f (p-1))4 _ (.Y (p-1 1 )2 = 1 _ 1 = õ = 5 ,  

o que implica p = 5 necessariamente. 
Assim, se p = 5 ,  todo elemento de 

equação não tem solução cm ;z . p 

7Z é soluç;lo. Se p # 5, a ' 
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NÚMEROS RACIONAIS 

4.1 RElAÇÕES DE EQUNALÊNCIA 

Exercício 2.De acordo com a definição 4.1.1, basta provar que 'ri ii E ilf, 
aRa. Por (iii), dado a EM, existe h E M  tal que a Rb. Por (i), conclui
se que bRa , e por (ii), se aRbe bRa, então aRa . 

4.2 CONSTRUÇÃO DE Q 

Exercício 8. Suponhamos, por absurdo, que �E Q ,  com p ,  q E ZZ. 
qi: O _.  é solução de x2 - a =  O. Tem-se 

Como a não é um quadrado perfeito, existe mn primo q0 que compare
ce com expoente ímpar na decomposição em fatores primos de a:  logo, 
comparece com expoente ímpar em aq2. Mas todos os primos da de
composição de p2 comparecem com expoente par, uma conlradição. 
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Exercício 9. O exercício estará resolvido se determinarmos todos o.� 
valores de n E LZ tais que 

mdc(n2 + 2n + �. n2 + 3n + 5) = I  

Procederemos da seguinte forma: suponhamos que exisla um pn
mo p > O  que divida esse máximo divisor comum. De p I  (n2 + 2n + 5) 
e p I  ( n 2 t 2n + 3 ) , vem, fazendo a diferença, p I  {n t 2) De 
p i  (11 + 2)n + 3 ,  vemp 1 3 . Assim, deve se-r p= 3 .  Dcpl ( n +  2 ) ,  vem 

( n + 2) : O  (mod 3 )  , ou n =  I (mod 3) . 

Acabamos, ponanlo, de provar que, semdc (n2 +2n+3, n2 t3nt5) ;t. 1,  

então 11 =" 1 (mod 3 )  . Reciprocamente, é fácil ver que se n =" l (mod 3) 
então 3 I mdc ( n 2  +2n+3, n 2 +311 + 5 )  . Logo, mdc (n2 t2nt3 , 
n2 t3n+5) = 1 se e somente se n :  1 (mod 3). 

E - ' lO S h 
ntl? 

.xerciClO . upon amos que --4 n -
p� 
q� , com p, q E  .?Z, 

p, q > O, m dc ( p , q )  l .  Logo, p2 ( n - 4 ) = q 2 ( n + l 7 )  

Resolvendo em n ,  vem 

Como n é um inteiro, p 2 - q'!. deve di'vidir 17q2 + 4p2 . Ainda, tem-se 
que p >  q , já que n + l 7 > n - 4 .  Logo, p'?. q +  1 e p 2 '?.  q 2 +  2q + 
+ 1 > q2+ 1 ;  portanto,p2 - q2 >  I .  

Seja, então, x > O um primo que divide p'!. - q2 . Como 
x I ( 17q2 t- 4p2) = (4p�- 4q2+ 2Iq2) , vem que x I 2 l q 2 .  Portanto, 
x =  3 ou X =  7 ou x I q2 . Mas, se x l  q2, como x l  (p2- q2), vem que 
x I p2, um absurdo. 

Acabamos de mostrar que os primos que podem dividir p2 - q� 
são 3 ou 7. Assim, p2- q2 = ( p + q ) ( p - q ) "' 3(< 7�, com a , � '?. O. 
Ainda, é fãdl \'er que mdc ( p +  q , p- q )  = I .  Logo, oup+ q = 3[< c 
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p - q =  7j} ou p + q =  7)} e p - q =  3 (l .  t fácil concluir que a segunda 
possibilidade não pode acontecer po1 que p > q .  

Da prime-ira possibilidade decorre que 

3" +7P 3"'-7� P - -- q - -
-- 2 , - 2 , 

com a + � > O ,  pois q "# O . Substituindo na expressão de n , vem 

n =  3
2" + 7�� - 26 • gu. 7P 

4 · 3 " 1 . , � I 

11+17 
Assim, se n- 4 é o quadrado de um racional, n tem a forma acima. 
Reciprocamente, se 11 tem a forma acima, tem-se 

11+17 
n-4 

3 � "  + 7 ��+ 2 · 3 " · 7 �  = [3 "+ 7 �] '
, 3 2u- 7 2 �-2 · g n. 7 � 3 "-7 P 

Exercício I2 (a). Pelo exercício 3(ii), de 

17c-13d 
5c-6d 

" 

b 

decorre que 17c- l3d = a e 3 c - 6d = b ,  ou 1 7  c - 13d = -a e 
Se- 6d = - b  . Se ocorre a primeira possibilidade, tirando o valor de 
c e d , tcmos 

Logo, 

c = -6atl3b d= I?b-5.1 
37 . 37 

c 6a-13b 
d 5a-17b 

= a .  

Se ocorre a segunda possibilidade, procede-se de modo análogo. 
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Exercício 12 (b). Vamos resolver apenas o caso em que ocorre a pri
meira possibilidade em (a). 

Pelo acima, tem-se que 37 1 ( 6a- l3b ) , 37 I ( 5a- l7b ) . Logo, 

[6a-13b 5a-17b] d '== mdc ( 6a - 13b , 5a - 1 7b ) == mdc , 
,.. 37 3!  

= 37 mdc ( - c ,  -d) = 37 .  

A.ssim, c = - 6a+l3b 
d' 

d - 17b-5a 
' - d '  . 

Procede-se analogamente para expressar a c b em função de 
c ,  

d 
c d • .  

5 

NÚMERO NATURAL 

5 . 1  A AXIOMÁTICA DE G. PEANO 

Exercido 4. (Lei do Cancelamento para Soma) Para todos a, b, c E :r,;, 
se a +  c =  b +  c, então a ==b . 

lliMONSTRAçAo 
Seja A =  iz E N  I se a +  z = b + z  então a =  b � - Obviamente 

O E  A .  Seja então m E A .  Mostraremos que cr(m) E A .  
Se a Hr(m) = b+cr(m) , entâo cr(a+ m )  == a(b+ m ) . Como a é 

injetora, vem que a +  m = b + m . Como m E  A ,  segue-se que a ==  b .  
Do axioma P,3, decorre agora que A =  N . 

Exercido 5. Para todos a ,  be N, verifka-sc apenas uma das condições 

(;) a • b . 
(ii) Existc x E N ,  x ;;t.  O ,  tal que b == a +  x .  

(iii) Exhtc p€ N . y ;t O ,  tal que a :  b +  v .  
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DEMON::OlRAÇAü 

Mo&traremos primeíro que não podem ocorrer dua& condições 

simultaneamente. De faro, se ocorrem (i) e (ii}, segue-se que a = a +  x ,  

ou /} + O =  a + x .  Do excn:kio 4, vem que x = O ,  uma contradição. 

Similarmente, não podem ocorrer (i) e (iii). 

Suponhamos, ent.-lo, que ocorrem (ii) e (iii). 

Então, h =  a +  X =  ( b +y) + X = h+ ( y+ x ) . Como acima, r+ X= O .  

Como x �  O ,  vem que x =  cr(x') , para algum x'E I\'. Ent."io, y +  x = 

= y+ a ( x ' )  = a(y+ x' ) = O ,  e O está na imagem decr, o que contradil 

a proposição 5. l . I . 

Provemos agora que deve acontecer uma das três condições. 

Sejam então a um natural dado, c A =  /z E N  J ou z = a  ou z = a +  x ,  

para algum x =1- O, ou a = z +  ,v para algum y "1:- O/ . 
Obviamente, O E A. ,  pois ou O =  a ou O *- a e, nesse último 

caso, segue-se que a = O +  a ;  isto i', O verifica a última condição. 

St>jacntào m E A ,  e mostremos que cr(m) E A .  Se m = a , então 

cr(m ) = a( a) = a +  I , c verifica-se a segunda condição. Se m ; a t x ,  

entào cr(m) = cr(a + x) = a +  cr(x) , e novamente se verifica a segunda 

condição. Suponhamos, então, que a =  m + F .  Como y� O , vem que 

F = cr( ,v ' )  . par.J. algum y ' e  N . Logo 

ii =  m t r= m + cr(y ' )  = r11 + y '+ I = m + I + y · = a(m)+J'' . 

Se F · = O , vale a prime"ira wndição para cr ( m) . Se y '  '1:- O , vale a tcr

('Cira condição. 

Do axioma P.3, vem que A = N . 

Excrddo 6. Urna vez que os demais são de demonstração imediata, 

demonstraremos apenas o axioma A.l3 : Dados dois naturais a e b , 

tem-se que ou a < b ou a =  b ou b < a . 

Observamos primeiro que, segundo a definição 5.1 .12 , a< b .:>e 

e somenre se existe r E N ,  r �  O ,  tal que b ;  a t r. Agora, do exercício 

5 e da definição 5.1.12 dccorre que ou a ; b ,  ou a .::; h ou /).,; a  
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Exercício 7. Provaremos apenas a propriedade anti-simétrica, nma 

vez que as outras são de demonstração imediata. 

Observamos primeiro que, tendo em vista o exercício 5, pode

se enunciar o axioma A. I 3 da seguinte forma: dados dois naturais a e 

h, verifica-se apenas uma das condições 

(i) a ; b ,  

(ii) a <  b ,  

(iii) h <  a .  

Demonstraremos agora a propriedade ant.i-simétrica: se a ,  b 

são naturais tais que a -::;; b e b -::;; a ,  então a =  b .  
A prova ê imediata, pois a .:::; b significa a <  b ou a =  b ,  e b .:::; a 

significa b < a  ou b = a  . Pelo axioma A.I3 enunciado na forma 

acima, deve-se ter 3 = b . 

Exercício 8. Demonstraremos primeiro o seguinte lema: Sejam 

x , y E  ':'\ . Então, 

O) <e x� O , x d . 

(ii) x < cr(y) se e somente se x .::; y 

(iii) O'( )'} .::; x se e somente se y < x  

lliMO!'ISTRAÇÃO 

Para (i), suponhamos por absurdo que x< J . Logo, I = x + I', 

com I' E N ,  �· -cF O . Como v -# 0 , vem que r = cr( r ' ) , rom v' E N. 

Substituindo, vem 

] = X+ V= X +  Ci(v') = X+ v' + I . 

Da Lei do Cancelamento para a Sorna enunciada na solução do exer

cício 4, vem x + v' = O  . Como x "# O ,  tem-se que x = O' ( x') ,  com 

x' E N .  Então, 

cr(x')  + v ' =  cr(x'-r') = O ,  

c O está na imagem de cr, o que contradiz a proposição 5 . 1 . 1 . 
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Para (ii), suponhamos primeiro que x '5. )', isto é, x < y ou 

x = }' . No primeiro caso, vem que x = y + r, com r E N .  Logo, 

o{y) =o cr(x+ r)  "' x+ cr(r} , e x< a(y} . No segundo caso, rem-se que 

cr(y) == cr(x) oo x+ I ,  e x < O(y) . 

Rcciprocamr-ntc, suponhamos que x< cr(y) . Logo, cr(y) = x+s, 

com s€ 1'\ ,  si: O . Fazendo s = cr(s ' ) , s' E N ,  lem-se 

<l(y) = X +  S "' X+ O" ( S ' ) = O"( X+ s') 

e, conseqüentemente,}' == x+ s',  Portanto, X '5_ y .  

Para (iii), suponhamos primeiro que F< x c  que x< cr(y). De 

{ii), vem que x'5_ }' , um absurdo. Suponhamos agora que a(y) S x 

e que x 5 y. De (ii), segue-se que x < cr(v) , novamente uma contra

dição. 

Demonstraremos agora o Princípio da Boa Ordem: Todo con

junto não-vazio de inteiros não negativos contém um elemento mí

nimo, 

Seja A c N um tal conjunto, c wponhamos por absurdo que 

A não tenha mínimo. 

Seja B = jx E N  I x < )' . 'ri _y E A f .  Então, B r . A  = $ . De falo, 

suponhamos que exisLaxE B n A ,  então x< x, contra o axiomaA.l3, 

<:onforme enundado no exercício 7. 
Provaremos agora que B = N, o que implica A = 4J, uma con

[radição. 

De fato, O E B, pois O :::; y, 'ri }'E A ,  c se O perten<:esse a A ,  seria 

seu elemento mínimo, contra nossa suposição de absurdo. Logo, 

0 < y, 'rl y E A .  

Suponhamos agora quexE B ,  e mostremos que cr(x) E B. Para 

lodo y e A ,  tem-se que x < y. Logo, pelo lema (iii), a (x) '5. y . Se 

cr(x) E A ,  então cr(x) seria o elemento mínimo de A ,  de novo contra 

nos&a hipótese de absurdo. Logo cr(x )  < y ,  'ri y E  A , c a(x) E B . Do 

axioma P.3 , vem que B = K . 
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