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Diagramas de Bode

» Método simples e eficiente para construir graficos das curvas
de resposta em frequéncia das fungdes de rede

» No método, evidencia-se a contribuicao de cada zero e polo
para a resposta global



Fatoracao da funcao de rede

Uma func3o de rede em RPS, fatorada em seus polos e zeros pode
ser escrita como

o) = gUw 2w —z) - (Jw = 2m) e ew)
) = K G p) G —pa) -G —pm) ~ @

em que
ljw — z1]|jw — 22| - - - [jw — 2]
ljw — p1lljw — pa| - - - [Jw — pul

m n
O(w) =arg K + Z arg(jw — z;) — Z arg(jw — pe)
i=1 =1

M(w) = |K]

0 K>0



Modulo em dB e contribuicdes de polos e zeros

m n
M (w)(dB) = 20log | K| + ZQOlog ljw — 2| — ZQOlog |jw — pel
i=1 =1

A seguir vamos considerar a contribuicdo de:
» polos e zeros simples na origem (fungdes de rede
marginalmente estaveis)
» polos e zeros com parte real negativa (fungdes de rede
assintoticamente estaveis e de fase minima)
» polos e zeros reais
» polos e zeros complexos conjugados
Os conceitos vistos aqui podem ser estendidos para um caso mais
geral.



Polos e zeros na origem

2z =0 ou pr=0

contribuem com parcelas do tipo

\Mo(w) = +20log [jw| = £20logw, (w > 0) \

| Do(w) = +90°

> o sinal + corresponde a um zero e o sinal — a um polo
» no grafico de M (w) por logw, essas parcelas correspondem a
retas com inclinagdo +20 dB/década (ou £6 dB/oitava)
Se os zeros ou polos na origem forem mudltiplos, devemos repetir

essas consideracdes tantas vezes quantas forem as respectivas
multiplicidades.



Contribuicao de um zero na origem
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Contribuicao de um polo na origem
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Polos e zeros reais e negativos

—z; =w;  ou —pr=wp, (w; >0, wy>0)

» As frequéncias w; = 27 f; e wy = 27 f; sdo chamadas de
frequéncias caracteristicas (ou de quebra)

» Os zeros e polos reais e negativos contribuem respectivamente
com parcelas do tipo

M, ,(w) = +201log |jw + w;| = +201og \/w? + w?

2
= +20log(w;) + 10log (1 + wz)
w

)

M,p(w) = —201og |jw + we| = —201og y/w? + w?

w2
= —20log(wy) — 101log <1 + 2>
Wy



Polos e zeros reais e negativos

» As parcelas +201og(w;) e/ou —20log(wy) sdo constantes e
devem ser adicionadas a 20log|K|.

2
+10log (1 + “2>
“k

admitem duas assintotas no plano [logw, M (w)]
» em frequéncias baixas, w < wy

My (w < wg) = 10logl =0 dB

» As parcelas do tipo

Assintota 1: eixo horizontal do plano [logw, M (w)] para
w < Wi
» em frequéncias altas, w > wy,
2
w w
My (w > wg) = £101og <2) = 20log ()

wk WE

Assintota 2: Reta que corta o eixo horizontal em w = wy, e

sobe (zero) ou desce (polo) a taxa de 20 dB/década (ou
6 dB/oitava) para w > wy



Polos e zeros reais e negativos

Zeros e polos reais e negativos contribuem para a fase com
parcelas do tipo

> Op(w) = targ(jw + wi) = £ arctan (;’—k) que
» em frequéncias baixas, w < wy (ou simplesmente w < wy/10)
Dp(w K wg) — 0°
» em frequéncias altas, w > wy, (ou simplesmente w > 10wy, )

By (w > wi) — +90°

> em w = Wi
@k(w = wk) = +45°

» o sinal + corresponde a um zero e o sinal — a um polo



Contribuicdo de um zero em z; = —1
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Contribuicdo de um zero em z; = —1
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Contribuicao de um polo em p; = —10
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Contribuicdo de um polo em p; =
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Funcao de rede com zero em z; = —1 e poloem p; = —10

Considere agora a funcdo de rede

s+1

Ghuls) = s+ 10

Em regime permanente, temos

. Jw+1 1 jw—i—l

Gy(jw) = -

W) = 50510~ 10,9
710

com

M (w) = —201og(10) + 201og |jw + 1| — 201og ‘31% * 1‘

O(w) = arg(jw + 1) — arg ( 10 1)



FR com zero em z; = —1 e polo em p; = —10 -
Assintotas
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FR com zero em z; = —1 e polo em p; = —10 — Assintota
Composta
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FR com zero em z; = —1 e polo em p; = —10 — Resposta

em frequéncia exata
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Pares conjugados de polos e zeros complexos
Sejam s1 = —a + jwg e s] = —a — jwy os polos ou zeros de um
par conjugado.
A contribuicdo desse par para a funcdo de rede serd um termo
quadratico

(s —s1)(s — s7) = s +2as + a® + W]

Introduzindo os pardmetros
» frequéncia caracteristica do par

2 _ 2 2
w, = a” +wy

» e o fator de amortecimento normalizado

ng, 0<¢<1
Wn

o termo fica

(s = 51)(s — 87) = 8° + 2(wns + v}y



Pares conjugados de polos e zeros complexos
ou ainda

2
o oS s
(s—s1)(s—s]) =w; [w2+2§wn+1}

n

Em RPS

2
. . 2 w B w
(Jw — 81)(jw — s7) = w;; [1 2 —1—]2Cw]

n n

Tomando o médulo em dB

w2 2 w2
M.(dB) = +401logw, +101log (1 — 2) +4¢°=
—_——— w w

constante

M., (dB)

em que o sinal + corresponde ao par de zeros e o sinal — ao par de
polos



Pares conjugados de polos e zeros complexos
Vamos analisar o termo

n n

w2\ 2 yw?
M,,(dB) = £10log [(1 - w2> +4¢ el

» em frequéncias baixas, w < wy,
M., (w < wy) =~ 10logl =0 dB
Assintota 1: Eixo horizontal do plano [logw, M (w)] para
w < wy
» em frequéncias altas, w > w,
w
Meo(w > wy) = £401og (> dB
Wn,

Assintota 2: Reta que corta o eixo horizontal em w = w,, e
sobe (zero) ou desce (polo) a taxa de 40 dB/década (ou
12 dB/oitava) para w > wy,



Pares conjugados de polos e zeros complexos
Contribuicdo para a fase

2
®.(w) = L arctan 2 <2C5, 1-— :;)
n n

em que o sinal -+ corresponde ao par de zeros e o sinal — ao par de
polos

» em frequéncias baixas, w < wy, (ou simplesmente w < wy,)
D (w < wy) =0°

> para w = wy,
O (w = wp) = £90°

» em frequéncias altas, w > w,, (ou simplesmente w > wy,)
O (w > wy) ~ +180°

em que o sinal + corresponde ao par de zeros e o sinal — ao par de
polos



A funcdo arctan 2

A funcdo arctan usual n3o diferencia pontos no 1~ quadrante de
. ’ . ~ o
pontos simétricos com relacao a zero no 3- quadrante, nem pontos
do 2% e 4% quadrantes.
Por isso, usamos a funcdo arctan 2 definida como

arctan(b/a), a>0
arctan(b/a) — sinal(b/a).180°, a <0

arctan 2(b,a) = ¢ +90°, a=0eb>0
—90°, a=0eb<0
0, a=b=0

em que
sinal(z) = +l, z=20
]l —-1, <0



Contribuicao dos zeros 215 = —0,8 £ j0,6 — assintotas
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Contribuicao dos zeros 215 = —0,8 £ j0,6 — assintota
composta
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Contribuicao dos zeros 215 = —0,8 £ j0,6 — resposta em
frequéncia exata
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Contribuicao dos polos p; 2 = —0,008 & 50,006 — assintotas
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Contribuicao dos polos p; 2 = —0,008 = 70,006 — assintota
composta
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Contribuicao dos polos p; 2 = —0,008 = 570,006 — resposta
em frequéncia exata




Func3o de transferéncia com zeros e polos complexos

Vamos considerar a resposta em frequéncia

P+ 16541
52 +0,0160s + 0,0001

Gu(s)

que tem
> zeros: z12 = —0,8£ 50,6
> polos: pi2 = —0,008 £+ 0,006
E mais adequado reescrever G, (s) na forma

$2+16s+1
10452 +160s + 1

Gy(s) = 10*

para que fique evidente a constante 201log 10* = 80 dB



Funcgdo de transferéncia G,(s) — assintotas
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Funcdo de transferéncia G,(s) — assintotas compostas
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Funcdo de transferéncia G,(s) — resposta em frequéncia
exata




Dependendo do valor de ¢, o erro préximo de w/w, pode
ser grande
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Fonte: Ogata, Engenharia de Controle MS_"derno, 5% edicdo, Pearson,
2011



