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Introducao a Transformada de
Laplace

Solucao de Circuitos no Dominio do
Tempo —

e Equacdes nao homogéneas — apenas

alguns tipos de excitacao

e Redes de ordem mais alta — sistemas

de equacoes integro-diferenciais

e Problema de descontinuidades —

Imposicao de condigoes iniciais
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Introducao a Transformada de

Laplace

Transformada de Laplace

Derivadas —» Multiplicacoes
Integrais —» Divisoes

Equacoes integro-diferenciais —» equacoes
algébricas no campo complexo

Solucao no Dominio da Frequéncia
Complexa

Antitransformada — solucao da equacao
diferencial

Inclui o problema do valor inicial
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Pierre Simon Laplace

e Francés (Normandia, 1749; Paris,
1827)

e Lider em Fisica-Matematica

e Ministro do Interior no império de
Napoleao e marqués na
restauracao dos Bourbons

e Obra mais importante: Mécanique
céleste

¢ Importante trabalho em
astronomia, calculo integral,
equacoes diferenciais e teoria das
probabilidades.
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Transformada de Laplace
f(t) — funcao real ou complexa

definidaem [0, « )

© st
errr=| ), e F@dt

Transformacao Integral

S=c+]w (variavel complexa, 1/seq)

F(s)=L[f ()]

t - S

Dominio do tempo — Dominio da frequéncia
complexa
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Funcoes L-transformaveis

Condicoes suficientes:

f(t) — continua e integravel
intervalos

f(t) —» ordem exponencial

f (1) < Ae”

l.e. se

para 0.<t<ow , A, a reais

ouseja, 3lim € " . f(t)
para algum valor de sg

So — abscissa de convergéncia

— a integral € convergente para
Re [s] > Re [sg]

em
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]

Regiao de Convergéncia

Plano s s =0 tjo

Re[s]> Re[so] |~

S
c = Re[s]

So — abscissa de convergeéncia
— a integral J-OO St f(t) dt
0_

é convergente para Re [s] > Re [s(]
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Transformada de Laplace

e 4 Transformada Bilateral : foo

e Unilateral - mais apropriada para
Circuitos

e Funcoes nio £L- transformaveis:
t

Ex.: @° ,et2 , tt

e Funcoes com impulso ou
descontinuidade em t=0 —

Integral inclui, pois é tomada de t=0.

¢ Antitransformacao:

L[F(s)] = (1)

Unicidade !
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Transformada de Laplace

LIf ®)] = jooo e f (1) dt

S=oc+t|o

F(s) =L [T (t)]

Linearidade:

cf[C1.f1 (t)+C2f2(t)] =

Ci. F4 (s) + co. Fo (S)

C1, Co constantes
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Transformada de Laplace de Funcoes

f(t) F(s)
H (1) .
S
o 1
S—a
sen w1 @
S’ + @
cos wl >
S’ +
o(t) 1
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Formulas de Euler-Moivre e

Representacao Grafica de Complexos

el® — cos @ + jsen @
1 . .
cos®=—(elP + 1Py
2
1 . .
sen @ =—(e!P - ¢1P)
2)
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Teorema da Derivada da
Transformada de Laplace

LI[f ()] =F(s)=

L[t.f{)] = _ F(s)

d
ds

Aplicacao para a funcao degrau:
LIHM] =1/s
Llt.H@H)]=1/s°

LItP.H@W)]=2/s°

LIt H®] =n!/s"
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Teorema do Deslocamento
no campo real

LT (t)]

L[f(t—-a)] =

=F(s) =

> . F(s)

f(t) = cosawt. H(1)

\A/

VARV

F(s) =

S
S? + @

2

f(t—-a) = cos [w(t-a)]. H(t-2a)

f(t -a)

F(s)=

AV,

e

SZ

—as

.S
+ @

PSI3213 - Prof? Denise

Bloco 1




Translacao no Campo Complexo

Lle®.f (t)] =F(s+a)

Multiplicacao de argumento
por constante

L[ f ()] F(s/w)

=1
@

Transformada de funcoes
periddicas

1 T
of[f (t)] = = Le Cf (1) dt

€
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Exemplo de Calculo com o MATLAB

(Toolbox Symbolic)

»symsastw

» f=exp(-a*t)*cos(w™t)
f =

exp(-a*t)*cos(w™t)

» L=Laplace(f,t,s)

| =

(s+a)/((s+a)*2+w"2)

» pretty(L)
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Teorema da Derivada
LIF®)] =s. F(s)-f(0.)

LIf(t)] =% F(s)-sf(0)- f(0)

L1V ] =s". F(s)-s"".f(0.) -
-s™ f(0.)- ... - £N0)

Caso Particular: c.i.q.

LIf®)] =s. F(s)

L1f™1)] =s" F(s)

llllll




Teorema da Integral

L U_toof(f) dr}: F%S) N Lof(sf) dr

Caso Particular: c.i.q.

[ f(0de|= PO

O S

llllll




Transformada de Laplace

Indutor

V(t)sz L% i

dt |

V() = L[v()]

I(s) = L[i()]

V(s) = sLI(s)—Li(0-)

\ )
Y

Fluxo em t=0.
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Transformada de Laplace

Indutor

i(t) = % LV(T) dr | - % v

i

1(s) = L[i(t)]
V() =L[v()]

I(s) = SiL V(s) +M

i(0.)

I(s) = SLL V(s) + l((s))

llllll




Transformada de Laplace

Capacitor j
it = ¢ 2O CI ’
dt
I(s) = L]

V(i) = L[v()]

| (s) s CV(s)-Cv(0-)

\ )
Y

Carga em t=0.

llllll




Transformada de Laplace

Capacitor ij

C—l— \"

v(t) = é [;i(r) dr l

V(i) =L[v(®)]
1(s) = L[i(t)]

V(s) = — I(s) +

v(0.)

v(0.)

S

V(s) = é I(s) +
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Inversao da Transformada
de Laplace

Antitransformada:

f () =LT[F0s)]

Unicidade: f(t) <> F (s)

e Tabelas
1°. Método < e Linearidade
K Teoremas

2° Método : Formula de inversao

1 o+ 100
f(ty= — [ F(s)e" ds
27y Jorie

Integral sobre a reta s=c
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Inversao da Transformada
de Laplace

3°. Método : Antitransformacao
de Funcoes Racionais

N(s) _ bys"+bs™ +.4b  +b,

F(s) =

D(s) a,s"+as"'+.+a_ +a,

a. , b, e R a, , by #0

1 1

Forma Fatorada:

b
K = fator de escala (ganho) = a—o
Zj — Zeros (i=1,2,..m)
ok — polos | simples ou multiplos

(k=1,2,..n) | reais ou complexos
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Diagrama de polos e zeros de
Funcoes Racionais

10.5°+ 3542) _ o (s+1)(s+2)

F(s) = :
) s* +2s° +2s7 s’ [(s+ 1)* + 1]

e um polo duplo na origem: P12 =0

e dois polos complexos conjugados: P34 = (-1£] 1)
e dois zeros simples: z1 = -1; 2o = -2

e fator de escala: K = 10

A
K=10 jo
x----|
o o ? o,
2 11 To
' , (x > polos
X----|1 Jo > zeros
(m) >
\multiplicidade
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Antitransformacao de
Funcoes Racionais

m m-1
F(s) = N(s) _ bs +bs  +.4b ,+b,

D(s) a,s"+as"'+.+a_ +a,

Propria: m<n

Estritamente propria: m <n
ap =1 — polindmio D(s) € monico

Expansao em Fracdes Parciais:

F) = >3 A

i
k=1 j=1 J(S'pk)J

Ay = residuos — coeficientes a determinar
j

Pk = k-€ésimo polo

my = multiplicidade do k-ésimo polo

(mq +my + ...+ my) = n = grau de D(s)
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Antitransformacao de
Funcoes Racionais

Expansao em Fracoes Parciais:

Fo) = YA,

k=1 j=1 (s - pk)J

Antitransformar termo a termo:

1 ¢!
P-1 | = — ePx’
_(S - Pk )J_ g-1)!

e Derivada da Transformada

~N Translacao no campo complexo
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Contribuicao de Polos
Complexos

A e + A:epzt =2%Re [Akepkt]

1°. caso
Residuo: A, = |A,|e”
Polo : Py = O T ],

2 ‘Re [Akepkt] =2 ‘Ak‘ e™ cos (0, t+d,)

2°. caso
Residuo s A=A+ A
Polo : P, = 0, T ]O,

2 Re [Akepkt] —~

2 e [Ak'cos (o, t) — A "sen ((Dkt):|
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Polos Multiplos - Exemplo

N(s)
F(s) =
(S - pl) (S - p2)2 (S - p3)3
F(S) _ Au 4+ A21 4+ Azz -
(s-p) (s-p,) (s-p,)
A31 A32 A33
+ + +

(s-p;) (S-p3)2 (S-p3)3
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Transformada de Laplace

Exemplo 1

20s* + 60s + 40
2s' +4¢ +45¢°

Expansao em FracoOes Parciais:

e § S ﬁ + A2 + A;
S s* (s+1-) (s +1+))
A11 =95 A12 =10
A2 = 2,5 (-1 + J) Az* - 2,5 (-1 —J)
Antitransformada:
5 +10 t+ 542 e cos (t + 135°)
ou

5+10t — 5¢"[cost — sent]
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Transformada de Laplace

Exemplo 2

st +58 +4¢ +3s +1
s> +3s* +2s

Expansao em FracoOes Parciais:

s+2+ﬁ+ A, + Ay
S (s+1) (s+2)

A1 - 0,5 A2 =2 A3 = -6,5

Antitransformada:

St)+20()+0,5+2e" - 6,5¢
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